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Vorwort

Vorliegendes Skriptum enthält die Ausarbeitung meiner Vorlesung Codierungstheo-
rie aus dem Wintersemester 2003/2004 an der Universität Heidelberg. Neben den
vorliegenden Kapiteln enthält diese zusätzlich einen Abschnitt über Algebraische
Funktionenkörper. Da hierzu mit dem Buch von H. Stichtenoth bereits sehr gu-
tes und preiswertes Lehrmaterial zur Verfügung steht, werden hier die wichtigsten
Resultate dieses Zwischenkapitels im Anhang ohne Beweise zusammengestellt.

Der Inhalt der Vorlesungsausarbeitung gliedert sich grob in zwei Teile, deren er-
ster ohne Kenntnisse aus der algebraischen Geometrie auskommt und daher mit
Elementare Codierungstheorie überschrieben ist. Er enthält eine Einführung in die
Grundfragen und Grundlagen der Theorie der linearen Codes. Daneben werden nach
strukturellen Gesichtspunkten geordnet gängige Klassen von Codes samt zugehöri-
ger Decodieralgorithmen vorgestellt. Zu diesen gehören u. a. Reed-Solomon-Codes,
Hamming-Codes, Golay-Codes, BCH-Codes, quadratische Reste-Codes, Reed-Muller-
Codes sowie die klassischen Goppa-Codes. Daneben werden einige der asymptoti-
schen Schranken für die Informationsrate von Codes bewiesen. Insbesondere wird
auch gezeigt, dass die Gilbert-Varshomov-Schranke, welche eine asymptotische un-
tere Schranke für die Informationsrate darstellt, durch die klassischen Goppa-Codes
erreicht wird.

Das zweite Kapitel ist den geometrischen Goppa-Codes gewidmet, die hier kurz
Arithmetische Codes genannt werden. Dieses sind lineare Codes, die aus Riemann-
Roch-Räumen bzw. Vektorräumen von Di�erentialen algebraischen Kurven gewon-
nen werden. Dabei werden insbesondere Codes auf rationalen, elliptischen und hy-
perelliptischen und auch Fermat-Kurven, die sogenannten Hermiteschen Codes, stu-
diert und mit der MDS-Vermutung verglichen. Zudem werden Algorithmen zu deren
Decodierung besprochen. Gegen Ende der Vorlesung wird das Verhalten von Codes
in Türmen von Artin-Schreier-Erweiterungen untersucht. Dabei wird unter anderen
auch ein Beweis für das Resultat von Garcia und Stichtenoth vorgeführt, dass es Co-
des über dem Norm-Spur-Turm gibt, welche die Gilbert-Varshomov-Schranke sogar
übertre�en. Zur Abrundung wird abschlieÿend gezeigt, dass jeder lineare Code als
Teilkörpercode eines arithmetischen Codes (über dem gewöhnlichen Spurturm) ge-
wonnen werden kann, womit eine in beide Richtungen begehbare Brücke zum ersten
Teil geschlagen ist.
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Zum Schluss dieses Vorworts möchte ich noch Herrn T. Lagemann für die geduldige
und sorgfältige Ausarbeitung des Skriptums danken. Trotzdem ist nicht auszuschlie-
ÿen, dass sich hier und da noch eine kleine Ungenauigkeit oder ein kleiner Fehler
eingeschlichen hat. Für entsprechende Hinweise bzw. Korrekturvorschläge wären wir
beide sehr dankbar.

B. H. Matzat Heidelberg, den 31. Mai 2007
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Teil I

Elementare Codierungstheorie





Kapitel 1

Einführung

1.1 Das Problem der Codierungstheorie

Die Codierungstheorie ist eine recht junge mathematische Theorie, die in den 40er
Jahren entstanden ist und einige mathematische Disziplinen wie die Informatik,
Stochastik und Algebra vereint. Ihre Problemstellung stammt aus der Nachrichten-
übermittlung:
Das Übertragen von (binären) Informationen über Telefonleitungen, Funk oder Sa-
telliten verläuft oft nicht ungestört, da diese Informationen durch äuÿere Ein�üsse
wie schlechtes Wetter und Blitzeinschläge etc. möglicherweise zerstört oder verän-
dert werden. Auch das Auslesen von Speichermedien ist sehr fehleranfällig, da viele
Bits durch hohe Auslesegeschwindigkeit oder auch diversen Verunreinigungen der
Disketten verloren gehen können. Abhilfe dagegen verscha�t man sich durch Ein-
bau von Redundanzen, die ein oder mehrere Fehler au�angen können. Zum Beispiel
hat man die Möglichkeit, den Text mehrfach hintereinander zu senden, damit der
Empfänger durch Vergleich der einzelnen Versionen auf die ursprüngliche schlieÿen
kann. Das Erweitern der Information mit Redundanzen nennt man Codierung, die
Rückübersetzung der empfangenen Nachricht in den Klartext Decodierung.

Sender // Codierer
� // Kanal

� // Decodierer // Empfänger

Beispielsweise kann man jedem Buchstaben des deutschen Alphabets einen binären
5-Tupel zuordnen vermöge

A 7→ 00000, B 7→ 00001, C 7→ 00010, . . . .

Fügt man ein sechstes Bit als Quersumme hinzu, so läÿt sich beim Empfang über-
prüfen, ob während der Übertragung ein Bit des Buchstabens verändert wurde.
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Konvention. Es bezeichne A ein Alphabet, das wir ohne Einschränkung als Teil-
menge eines endlichen Körpers Fq betrachten können. Die k-Tupel (a1, . . . , ak) von
Buchstaben aus A nennen wir Codewörter oder Blöcke, die Menge aller Code-
wörter bezeichnen wir mit B ⊂ F k

q . Ein Code oder Codierer der Länge n ist eine
injektive Abbildung

C : B ↪−→ F n
q

von B auf C = C(B) ⊂ F n
q . Wir werden einen Code C je nach Bedarf als injek-

tive Abbildung oder als Bildmenge dieser betrachten. Zu jedem Code gibt es einen
Decodierer

D : F n
q −� B

mit D ◦ C = idB.

De�nition 1.1. (Hamming-Abstand, Minimaldistanz, Informationsrate)
Für zwei Elemente x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn) aus F n

q de�nieren wir den
Hamming-Abstand von x und y durch

d(x , y) := #{1 ≤ i ≤ n : xi 6= yi}.

Bei einen Code C ⊂ F n
q nennen wir den kleinsten aller Hamming-Abstände von

Paaren verschiedener Codewörter, d.h. die Zahl

d = d(C) := min{d(x , y) : (x , y) ∈ C × C, x 6= y}

Minimaldistanz (oder kürzer Distanz) von C. Ein Code C ⊂ F n
q der Kardinalität

c und Minimaldistanz d heiÿt auch (n, c)q− bzw. (n, c, d)q−Code. Das Verhältnis

r(C) :=
logq(C)

n

nennen wir Informationsrate von C.

Bemerkung 1.2. (a) Der Hamming-Abstand genügt der Dreiecksungleichung, d.h
für alle x, y, z ∈ F n

q gilt
d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

(b) Über F2 ist der Hamming-Abstand das Quadrat des Euklidischen Abstandes, d.h.
für zwei Elemente x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn) aus F n

2 gilt

d(x, y) =
n∑
i=1

(xi − yi)
2 = 〈x, y〉2. �

Korollar 1.3. Der Decodierer eines Codes C kann bis zu bd(C)
2
c Fehler (über das

nächstgelegene Codewort) korrigieren. �
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1.2 Übertragungswahrscheinlichkeit

De�nition 1.4. (Binärer symmetrischer Kanal, Kapazität, Fehlerwahrscheinlich-
keit eines Codes)
Ein (Nachrichtenübertragungs-)Kanal heiÿt binär, falls der Kanal nur zwei Zustän-
de - 0 und 1 - übertragen kann. Ein binärer Kanal heiÿt symmetrisch, falls die Feh-
lerwahrscheinlichkeit beim Übertragen eines Bits unabhängig vom Wert (0 oder 1)
des Bits ist. Ist diese Fehlerwahrscheinlichkeit p ∈ [0, 1]R, so bezeichnet

Kp := 1 + p log2(p) + (1− p) log2(1− p)

die Kapazität eines binären symmetrischen Kanals. Für ein Wort a ∈ B sei P (a)
die Wahrscheinlichkeit, daÿ a mit dem Codierer C und DecodiererD in diesen Kanal
fehlerhaft übertragen und falsch decodiert wird. Dann bezeichnet

P (C,D) :=
1

#C

∑
a∈B

P (a)

die Fehlerwahrscheinlichkeit des Codes C. Desweiteren sei

P ∗(c, n, p) := min{P (C,D) : B
C
↪→ F n

2

D
� B,D ◦ C = idB,#C = c}

die minimale Fehlerwahrscheinlichkeit eines binären Codes der Länge n und Kardi-
nalität c bei Verwendung eines binären symmetrischen Kanals mit Übertragungs-
fehlerwahrscheinlichkeit p.

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Satzes von Shannon, der besagt, daÿ zu jedem
binären symmetrischen Kanal mit Kapazität Kp 6= 0 (das ist äquivalent zu p 6= 1

2
)

�fehlerarme Codes� gibt. Genauer wird gezeigt werden:

lim
n→∞

P ∗(cn, n, p) = 0.

Dazu benötigen wir einiges an elementarem stochastischen Instrumentarium, was wir
im folgenden kurz wiederholen möchten. Die Beweise können in jedem einführenden
Lehrbuch (z.B. [Kre02]) nachgelesen werden.

Es seien X eine Zufallsvariable auf einer abzählbaren Menge M = {xi : i ∈ N}. Die
Wahrscheinlichkeit, daÿ X den Wert xi annimmt, sei pi, d.h. es gelte

P (X = xi) = pi.

Dann heiÿen
µ(X) =

∑
i∈N

xipi der Mittelwert,

σ2(X) =
∑
i∈N

x2
i pi − µ(X)2 die Varianz,
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und
σ =

+
√
σ2 die Standardabweichung

der Zufallsvariablen X. Für eine Abbildung g : M → R de�niert

E(g ◦X) =
∑
i∈N

g(xi)pi den Erwartungswert

von g ◦X. Somit gelten

µ(X) = E(X) und σ2(X) = E((X − µ(X))2).

Beispiel 1.5. ((p, q)-Binomialverteilung)
Es sei X die Anzahl der Fehler, die beim Übertragen eines binären Wortes der Länge
n über einem binären symmetrischen Kanals mit bitweiser Fehlerwahrscheinlichkeit
p entstehen. Es ist also X de�niert auf M = {0, . . . , n}. Mit q = 1− p gilt

pi = P (X = i) =

(
n

i

)
piqn−i.

Der Erwartungswert von X ist also

E(X) = µ(X) =
n∑
i=0

i

(
n

i

)
piqn−i = n ·

n∑
i=1

(
n− 1

i− 1

)
piqn−i

= n ·
n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
pi+1qn−i−1 = np · (p+ q)n−1 = n · p

Die Varianz von X beträgt

σ2(X) =
n∑
i=0

i2
(
n

i

)
piqn−i − µ(X)2 = np

n−1∑
i=0

(i+ 1)

(
n− 1

i

)
piqn−i−1 − n2p2

= np(1 + p(n− 1))− n2p2 = np− np2 = npq.

Bemerkung 1.6. (Tschebyschevsche Ungleichung)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Mittelwert µ und Varianz σ2. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit, daÿ die Abweichung von X zu µ mehr als ε beträgt, nicht gröÿer
als σ2

ε2
. Es gilt also

P (|X − µ| > ε) ≤ σ2

ε2
.

Ohne Beweis. (siehe z.B. [Kre02, Satz 3.15])

De�nition 1.7. (Binäre Entropiefunktion)
Die auf

[
0, 1

2

)
R de�nierte Funktion

H(x) :=

{
−x log2(X)− (1− x) log2(1− x) : für 0 < x < 1

2

0 : x = 0
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heiÿt binäre Entropiefunktion. Für x 0 ∈ F n
2 bezeichnet

Bn
r (x 0) = {x ∈ F n

2 : d(x , x 0) ≤ r}

die Kugel vom Radius r in F n
2 bezüglich des Hamming-Abstands. Die Kugel Bn

r (0)
um 0 = (0, . . . , 0) bezeichnen wir kürzer auch mit Bn

r

Bemerkung 1.8. Für δ ∈
[
0, 1

2

]
gelten:

(a) Die Anzahl der Gitterpunkte in der Kugel Bn
δn vom Radius δn beträgt

#Bn
δn =

bδnc∑
i=0

(
n

i

)
≤ 2nH(δ).

(b) Beim Grenzübergang n→∞ wird aus der Abschätzung in (a) eine Gleichung

lim
n→∞

(
1

n
log2(#Bn

δn)

)
= H(δ).

Beweis.Wir beweisen lediglich die Aussage (a), da wir Aussage (b) in diesen Kapitel
nicht benötigen und später allgemeiner beweisen werden (Lemma 9.8).

Die Gleichheit von #Bn
δn und

∑bδnc
i=0

(
n
i

)
ist o�ensichtlich, da

(
n
i

)
die Anzahl der

binären Wörter x ∈ F n
2 mit Gewicht i bzw. mit Hamming-Abstand d(x ,0) = i ist.

Nach Voraussetzung gilt δ ≤ 1
2
≤ 1− δ. Daraus ergibt sich die Abschätzung

1 = (δ + 1− δ)n =
n∑
i=0

(
n

i

)
δi(1− δ)n−i =

n∑
i=0

(
n

i

)
(1− δ)n

(
δ

1− δ

)i

≥
bδnc∑
i=0

(
n

i

)
(1− δ)n

(
δ

1− δ

)i
≥ (1− δ)n

(
δ

1− δ

)δn
·
bδnc∑
i=0

(
n

i

)
.

Aufgrund

log2(1− δ)n
(

δ

1− δ

)δn
= n · (log2(1− δ) + δ log2

(
δ

1− δ

)
)

= n · (δ log2(δ) + (1− δ) log2(1− δ)) = −n ·H(δ)

folgt hieraus die gewünschte Ungleichung

1 ≥ 2−n·H(δ) ·
bδnc∑
i=0

(
n

i

)
. �

Bemerkung 1.9. Für zwei (stochastisch) unabhängige Zufallsvariablen X und Y
gelten:

(a) E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).

(b) E(X · Y ) = E(X) · E(Y ).

Ohne Beweis. (siehe z.B. [Kre02, Satz 3.7])
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1.3 Der Satz von Shannon

Satz 1.10. (Shannon 1948)
Es sei Kp die Kapazität eines binären symmetrischen Kanals mit Kp 6= 0. Deswei-
teren seien 0 < R < Kp und cn := 2bRnc. Dann gilt

lim
n→∞

P ∗(cn, n, p) = 0.

Für hinreichend groÿe Wortlängen n gibt es also fehlerarme Codes.

Beweis. Ohne Einschränkung kann p ≤ 1
2
angenommen werden, da man andernfalls

die Interpretation der empfangenen Daten anpaÿt, d.h. eine empfangene 1 wird als 0
interpretiert. Desweiteren ist p 6= 1

2
aufgrund Kp 6= 0. Es sei

C = {x 1, . . . , x c} ⊂ F n
2

ein binärer Code der Länge n und Kardinalität c. Die Zufallsvariable Y bezeichne
die Anzahl der Fehler beim Übertragen und Decodieren eines Codewortes x ∈ C. Da
zur Übermittlung ein binärer symmetrischen Kanal mit bitweiser Fehlerwahrschein-
lichkeit p verwendet wird, ist Y wie in Beispiel 1.5 (p, q)-binomialverteilt. Somit ist
µ = E(Y ) = np der Erwartungswert und σ2(Y ) = npq die Varianz von Y . Für ε > 0

und s :=
√

2
ε
npq gilt nach der Ungleichung von Tschebyschev

P (|Y − µ| ≥ s) ≤ npq

s2
=
ε

2
.

Wir setzen ρ := bnp+ sc. Wegen p < 1
2
gilt ρ < n

2
für groÿe n. Nach Bemerkung 1.8

hat dies

#Bn
ρ =

ρ∑
i=0

(
n

i

)
≤ 2 n·H( ρ

n
)

zur Folge. Für zwei Elemente x , y ∈ F n
2 de�nieren wir

f(x , y) :=

{
0 bei d(x , y) > ρ
1 bei d(x , y) ≤ ρ

und
gi(y) := 1− f(y , x i) +

∑
j 6=i

f(y , x j).

Der Wert gi(y) verschwindet genau dann, wenn x i das einzige Codewort in der Kugel
Bn
ρ(y) ist und sonst gilt gi(y) ≥ 1. Wir decodieren vermöge

D(y) :=

{
x i falls gi(y) = 0,
x 1 sonst.
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Bezeichnen nun P (x i) die Wahrscheinlichkeit, daÿ x i falsch decodiert wird und
P (y |x i) die bedingte Wahrscheinlichkeit, daÿ beim Senden von x i das Wort y emp-
fangen wird und nicht als x i decodiert wird, so gilt

P (x i) ≤
∑
y∈F n

2

P (y |x i)gi(y) =
∑
y∈F n

2

P (y |x i)(1−f(y , x i))+
∑
y∈F n

2

P (y |x i)
∑
j 6=i

f(y , x j).

Der erste Summand nach dem Gleichheitszeichen entspricht der Wahrscheinlichkeit,
daÿ beim Übertragen von x i mehr als ρ Fehler passieren und somit x i nicht richtig
decodiert wird. Es gilt wie oben nach der Tschebyschevschen Ungleichung∑

y∈F n
2

P (y |x i)(1− f(y , x i)) = P (Y > ρ) ≤ ε

2
.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit von C kann also durch

P (C,D) =
1

c

c∑
i=1

P (x i) ≤
ε

2
+

1

c

c∑
i=1

∑
y∈F n

2

∑
j 6=i

P (y , x i)f(y , x j)

abgeschätzt werden. Der Grundgedanke des Beweises ist nun, daÿ der Minimal-
wert P ∗(c, n, p) kleiner oder gleich dem Erwartungswert der Fehlerwahrscheinlichkeit
P (C,D) von allen Codes C ⊂ F n

2 der Mächtigkeit c und der Decodierregel D ist.
Aufgrund der stochastischen Unabhängigkeit der Variablen P (y |x i) und f(y , x i)
gilt dann nach Bemerkung 1.9

P ∗(c, n, p) ≤ ε

2
+

1

c

c∑
i=1

∑
y∈F n

2

∑
j 6=i

E(P (y , x i)) · E(f(y , x j))

=
ε

2
+

1

c

c∑
i=1

∑
y∈F n

2

∑
j 6=i

E(P (y , x i)) ·
#Bn

ρ(y)

#F n
2

=
ε

2
+
c− 1

c
·
#Bn

ρ

2n

c∑
i=1

∑
y∈F n

2

E(P (y , x i))

=
ε

2
+ (c− 1)

#Bn
ρ

2n
· 1

c

c∑
i=1

E

∑
y∈F n

2

P (y , x i)


≤ ε

2
+ (c− 1)

#Bn
ρ

2n
.

Hieraus folgt nun aus Bemerkung 1.8

1

n
log2

(
P ∗(c, n, p)− ε

2

)
≤ 1

n
log2(c− 1) +

1

n
log2

#Bn
ρ

2n

≤ 1

n
log2(c) +

1

n
(n H

(ρ
n

)
− n).
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Wegen
ρ

n
log2(

ρ

n
) = p log2(p) +O(

√
n
−1

)

und (
1− ρ

n

)
log2

(
1− ρ

n

)
= q log2(q) +O(

√
n
−1

)

gilt dann H
(
ρ
n

)
= −p log2(p)− q log2(q) und somit

1

n
log2

(
P ∗(c, n, p)− ε

2

)
≤ 1

n
log2(c)− (1 + p log2(p) + q log2(q)) +O(

√
n
−1

)

=
1

n
log2(c)−Kp +O(

√
n
−1

).

Durch Substitution von c durch cn = 2bRnc erhält man wegen R < Kp

1

n
log2

(
P ∗(cn, n, p)−

ε

2

)
≤ R−Kp +O(

√
n
−1

) = −γ < 0

für ein positives γ und hinreichend groÿe n. Somit ist

P ∗(n, cn, p) ≤
ε

2
+

1

2γn
,

was für n → ∞ gegen ε
2
strebt. Da ε beliebig klein gewählt werden kann, folgt

hieraus der Satz von Shannon.



Kapitel 2

Lineare Codes

2.1 Einführung linearer Codes

Allgemeine Codes C ⊂ F n
q sind meist unübersichtlich und i.a. schwierig zu codieren

und zu decodieren. Besser wird es mit einer zusätzlichen Vektorraumstruktur.

De�nition 2.1. (Linearer Code, Gewicht von Codewörtern)
Einen Code C ⊂ F n

q nennen wir linear, falls C ein Untervektorraum von F n
q ist.

Lineare Codes in F n
q der Dimension k bezeichnen wir als [n, k]q−Code bzw. als

[n, k, d]q−Code, wenn d die Minimaldistanz des Codes ist. Für ein Codewort x ∈ C
heiÿt die natürliche Zahl

w(x ) := d(x ,0)

das Gewicht (bzw. die Hamming-Norm) von x .

Anmerkung 2.2. Die Informationsrate eines (linearen) [n, k]q−Code C ist der Quo-
tient aus Dimension und Länge von C, d.h. es ist

r(C) =
logq(#C)

n
=
k

n
.

Bemerkung 2.3. Für einen linearen Code C ≤ F n
q gelten:

(a) Der Hamming-Abstand zweier Codewörter x, y aus C ist identisch mit dem
Gewicht ihrer Di�erenz, d.h. es gilt

d(x, y) = w(x− y).

(b) Die Minimaldistanz von C entspricht den minimalem Gewicht nichtverschwin-
dender Codewörter aus C, d.h. es ist

d(C) = min{w(x) : 0 6= x ∈ C}.
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Beweis. Man beachte, daÿ lineare Codes stets die Di�erenz ihrer Codewörter sowie
auch das Nullwort 0 = (0, . . . , 0) enthalten. Daher folgen die Aussagen (a) und (b)
aus

d(x , y) = d(x − y ,0) = w(x − y)

für x , y ∈ C.

Als Codierer eines linearen Codes fungiert die sogenannte Erzeugermatrix. Dazu die

De�nition 2.4. (Erzeugermatrix, Symmetriegruppe)
Es sei C ein [n, k]q−Code mit Basis x1 = (x11, . . . , x1n), x2 , . . . , x k ∈ F n

q . Dann
heiÿt die k × n−Matrix

G =

x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn


eine Erzeuger- bzw. eine Generatormatrix von C. Eine Erzeugermatrix G von
C nennen wir reduziert, falls G die Gestalt

G = (Ik|P ) =

1 0
. . .

0 1

∣∣∣∣∣∣∣ P


mit P ∈ F k×(n−k)
q hat. Dann sagen wir auch, daÿ G in Standardform vorliegt.

Zwei Codes C, C̃ aus F n
q heiÿen äquivalent, wenn es eine Permutation σ von n

Elementen gibt, sodaÿ gilt:

(x1, . . . , xn) ∈ C ⇐⇒ (xσ(1), . . . , xσ(n)) ∈ C̃.

Ist C = C̃, so nennen wir σ eine Symmetrie von C. Die Menge aller Symmetrien
des Codes C

Sym(C) := {σ ∈ Sn : σ ist Symmetrie von C}

heiÿt Symmetriegruppe von C.

Anmerkung 2.5. (a) Betrachtet man eine Erzeugermatrix G eines Codes C als
lineare Abbildung von F k

q in F n
q , so ist C das Bild von F k

q unter G, d.h es gilt

C = {a ·G : a ∈ F k
q }.

O�ensichtlich ist G injektiv und dient somit als Codierer von C.
(b) Ist G in Standardform, so bilden die ersten k Koordinaten x1, . . . , xk eines Co-
dewortes x die Informationssymbole (information symbols) und die letzten n−k
Koordinaten xk+1, . . . , xn die Kontrollsymbole (parity check symbols) von x .

Bemerkung 2.6. Zu jedem linearen Code gibt es einen äquivalenten Code mit re-
duzierter Erzeugermatrix.
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Beweis. Es seien C ein (linearer) [n, k]q−Code und G eine Erzeugermatrix von C.
Dann gibt es eine Permutationsmatrix Q ∈ GLn(Fq), sodaÿ die ersten k Spalten von
G̃ := G ·Q linear unabhängig sind. Also hat G̃ die Gestalt (J̃ |P̃ ) mit J̃ ∈ GLk(Fq).
Unter der Basistransformation J̃−1 besitzt der Code C̃ := F k

q · G̃ eine reduzierte
Erzeugermatrix und ist wegen C ·Q = C̃ äquivalent zu C.

Beispiel 2.7. (1) Der n-fache Wiederholungscode C = {x ∈ F n
q : x1 = . . . = xn}

besitzt die Erzeugermatrix G1 = (1, . . . , 1).
(2) Es sei C ≤ F 4

2 ein linearer [4, 3]2−Code mit der Bedingung
∑4

i=1 xi = 0 an ein
Codewort x ∈ C. Dann besitzt C die Erzeugermatrix

G2 = (I3|P2) =

1 · ·
· 1 ·
· · 1

∣∣∣∣∣∣
1
1
1

 .

Allgemein heiÿen solche [n, n− 1, 2]q−Codes parity check Codes (der Länge n).
(3) Betrachten wir nun den [6, 3]2−Code C ′ mit den Bedingungen x4 = x2 + x3,
x5 = x1 + x3 und x6 = x1 + x2 für ein Codewort (x1, . . . , x6) ∈ C ′. Dann sind die
Koe�zienten x1, x2, x3 ∈ F2 die Informationssymbole und x4, x5, x6 die Kontroll-
symbole von C ′, und es ist

G3 = (I3|P3) =

1 · ·
· 1 ·
· · 1

∣∣∣∣∣∣
· 1 1
1 · 1
1 1 ·


eine Erzeugermatrix von C ′.

2.2 Duale Codes

Die Codierer linearer Code sind lineare Einbettungen F k
q ↪→ F n

q , die durch die
Erzeugermatrizen leicht beschrieben werden können. Zur Decodierung verwendet
man sogenannte Kontrollmatrizen, die in diesen Abschnitt de�niert und untersucht
werden.

De�nition 2.8. (Dualer Code, Kontrollmatrix, selbstdualer Code)
Für zwei Elemente x , y ∈ F n

q bezeichnet

〈x , y〉 :=
n∑
i=1

xiyi

das Standardskalarprodukt in F n
q . Für einen linearen Code C ≤ F n

q heiÿt

C⊥ := {y ∈ F n
q : 〈x , y〉 = 0 für alle Codewörter x ∈ C}

der zu C duale Code. Im Falle C = C⊥ nennen wir C selbstdual. Die Erzeuger-
matrix H von C⊥ heiÿt Kontrollmatrix zu C.



14 Lineare Codes

Bemerkung 2.9. Für einen [n, k]q−Code C gelten:

(a) Der zu C duale Code C⊥ ist ein [n, n− k]q−Code.

(b) Die Dualisierung ( · ) ⊥ von linearen Codes wirkt involutiv, d.h. es ist(
C⊥)⊥ = C.

Beweis. Es ist C⊥ der zu C orthogonale Raum in F n
q . Aus der linearen Algebra ist

bekannt, daÿ sich dann die Dimensionen von C und C⊥ zu n aufsummieren. Also
hat C⊥ die Dimension n − k. Mit der De�nition 2.8 gilt unmittelbar C ≤

(
C⊥)⊥.

Aus Dimensionsgründen folgt dann die Gleichheit.

Korollar 2.10. Ein selbstdualer Code der Länge n hat Dimension n
2
und Informa-

tionsrate 1
2
. �

Korollar 2.11. (Kontrollgleichung)
Für einen linearen Code C ≤ F n

q mit Kontrollmatrix H gilt die Gleichheit

C = {x ∈ F n
q : H · xT = 0}. �

Bemerkung 2.12. Es sei G = (Ik|P ) die reduzierte Erzeugermatrix eines [n, k]q−
Codes C. Dann hat die Kontrollmatrix von C die Gestalt

H = (−P T |In−k).

Beweis. Die Zeilen der Erzeugermatrix G bilden eine Basis von C. Wegen

(−P T |In−k) ·
(
Ik
P T

)
= 0

folgt die Behauptung aus Korollar 2.11.

Beispiel 2.13. Wir betrachten die dualen Codes zu Beispiel 2.7.
(1) und (2): Man sieht leicht, daÿ der n-fache Wiederholungscode und der parity
check Code der Länge n dual zueinander sind. Somit bildet

H1 =

1 0
. . .

0 1

∣∣∣∣∣∣∣
1
...
1


eine Kontrollmatrix zum n-fachen Wiederholungscode (und ist gleichzeitig eine Er-
zeugermatrix des parity check Codes). Weiter ist

H2 = (1, 1, 1, 1)

die Kontrollmatrix des in (2) de�nierten parity check Code (der Länge 4).
(3) Die Kontrollmatrix dieses Codes hat die Gestalt

H3 =

 · 1 1
1 · 1
1 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 · ·
· 1 ·
· · 1
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Decodieralgorithmus 2.14. Sender und Empfänger einigen sich auf einen linearen
Code C mit Erzeugermatrix G und Kontrollmatrix H. Es sei y ∈ F n

q die empfangene
Nachricht.

(1) Bilde das sogenannte Syndrom z = H · yT ∈ F n−k
q zu y .

(2) Ermittle ein Element e ∈ F n
q vom minimalem Gewicht mit H · eT = z .

(3) Das Element ỹ := y−e ist dann ein Codewort aus C mit minimalen Hamming-
Abstand zu y .

(4) Ist G reduziert, so ist (ỹ1, . . . , ỹk) die decodierte Nachricht (ohne die Kontroll-
symbole).

Anmerkung 2.15. Das Element e nennt man als Nebenklassenführer der Klasse
y + C ∈ F n

q /C auch Fehlervektor. Die Komplexität beim Erstellen der Tabelle
von Fehlervektoren steigt bei groÿen Codes erheblich an. Daher ist der Decodiera-
gorithmus 2.14 in der Regel nicht optimal.

Bemerkung 2.16. Für die Minimaldistanz eines linearen Codes mit Kontrollmatrix
H gelten:

d(C) = min{l ≥ 1 : es gibt l linear abhängige Spalten in H}
= max{l ≥ 1 : jeweils (l − 1) Spalten von H sind linear unabhängig}.

Beweis. Die zweite Gleichheit ist klar. Für den Nachweis der ersten Gleichung be-
zeichnen wir die Spalten von H mit s1, . . . , sn. Die Codewörter x 6= 0 aus C liefert
mit der Kontrollgleichung

n∑
i=1

xis i = H · x T = 0

eine nichttriviale Linearkombination von 0. Ist also x ein Codewort von minimalem
Gewicht d, so gibt es Indices i1, . . . , id mit xi1 , . . . , xid 6= 0 (und xi = 0 bei i 6= ij für
1 ≤ j ≤ d). Mit der Kontrollgleichung folgt dann die lineare Abhängig der Spalten
s i1 , . . . , s id . Das zeigt d(C) ≥ min{l ≥ 1 : es gibt l linear abhängige Spalten in H}.
Seien umgekehrt die Spalten s i1 , . . . , s il linear abhängig. Dann gibt es eine nicht-
triviale Linearkombination

l∑
j=1

xijsj = 0

mit Koe�zienten xij ∈ Fq für 1 ≤ j ≤ l. Das Codewort x = (x1, . . . , xn) de�niert
durch

xi =

{
xij : falls i = ij für 1 ≤ j ≤ l
0 : sonst

erfüllt dann die Kontrollgleichung H ·x T = 0 und ist somit ein Codewort aus C vom
Gewicht l. Das schlieÿt unseren Beweis.
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Beispiel 2.17. Wir untersuchen nun die Minimaldistanz der in den Beispielen 2.7
und 2.13 behandelten Codes.
(1) Die Minimaldistanz n-facher Wiederholungscodes ist (natürlich) n. Daher hat
dieser Code die Parameter [n, 1, n]q.
(2) Die Parameter der parity check Codes sind [n, n−1, 2]q. Diese Codes können also
lediglich 1 Fehler erkennen. Im Fall q = 2 und somit in unserem konkreten Beispiel ist
dies sogar nur bei ungerader Fehleranzahl bei der Nachrichtenübermittlung möglich.
(3) Die Minimaldistanz dieses Codes ist 3. Dieser Code ermöglicht also dem Nutzer
das Erkennen und Korrigieren eines Fehlers.
(4) Die Matrix

G =


1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 · · 1 · 1 ·
· · 1 · 1 1 1 ·
1 · · 1 · 1 1 ·


erzeugt einen [8, 4]2−Code C. Wegen G · GT = 0 ist C selbstdual. Mit einen kriti-
schen Blick kann man sich davon überzeugen, daÿ G jeweils drei linear unabhängige
Spalten besitzt. Somit gilt für die Minimaldistanz d(C) ≥ 1 + 3 = 4. Da C Code-
wörter vom Gewicht 4 enthält (z.B. der dritte Zeilenvektor von G) folgt d(C) = 4.
Somit ist C ein selbstdualer [8, 4, 4]2−Code.

2.3 Das Gewichtspolynom

De�nition 2.18. (Gewichtspolynom, Spektrum, erzeugende Funktion)
Es sei C ein linearer Code über Fq der Länge n. Die Anzahl aller Codewörter vom
Gewicht r bezeichnen wir mit

wr(C) := #{x ∈ C : w(x ) = r}.

Das Spektrum eines Codes ist die Menge {wr(C) : 0 ≤ r ≤ n}. Das ganzzahlige
homogene Polynom

WC(X, Y ) :=
n∑
r=0

wr(C)Xn−rY r

nennen wir Gewichtspolynom von C. Die erzeugende Funktion des Codes C
ist durch

WC(X) := WC(X, 1) =
n∑
s=0

wn−s(C)Xs

de�niert.

Anmerkung 2.19. Das Gewichtspolynom eines linearen Codes C der Länge n und
Minimaldistanz d hat die Gestalt

WC(X, Y ) = Xn +
n∑
r=d

wr(C)Xn−rY r.
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Lemma 2.20. Es seien G eine endliche Gruppe und χ ein Charakter von G, d.h.
ein Gruppenhomorphismus von G in C×. Dann gilt

∑
g∈G

χ(g) =

{
#G für χ = 1
0 sonst.

Beweis. Die Aussage für χ = 1 ist trivial. Im Fall χ 6= 1 gibt es ein Gruppen-
element h ∈ G mit χ(h) 6= 1. Aufgrund der Homomorphieeigenschaft von χ und der
Transitivität der Linkstranslation von Gruppenelementen folgt dann

(χ(h)− 1)
∑
g∈G

χ(g) =
∑
g∈G

χ(h) · χ(g)−
∑
g∈G

χ(g) =
∑
h·g∈G

χ(h · g)−
∑
g∈G

χ(g) = 0

und somit
∑

g∈G χ(g) = 0.

Satz 2.21. (MacWilliams - Identität)
Die Gewichtspolynome eines linearen [n, k]q−Code C und dessen dualem Code C⊥

erfüllen die Gleichheit

WC⊥(X, Y ) =
1

qk
WC(X + (q − 1)Y, X − Y ).

Beweis. Wir setzen V := F n
q . Es sei χ : Fq → Wm ≤ C× ein nichttrivialer additiver

Charakter von Fq, wobei Wm die Menge der m-ten Einheitswurzeln in C bezeichne.
Für einen Vektor x ∈ V de�niert

χx :

{
V −→ C×

y 7−→ χ(〈x , y〉)

einen additiven Charakter von V . Man beachte, daÿ wegen der Symmetrie des Skalar-
produktes stets χx (y) = χy(x ) gilt. Die Einschränkung von χx auf C de�niert eben-
falls einen Charakter. Für einen Z[Wm]-Modul M und eine Abbildung f : V → M
setzen wir

f̂ :

{
V −→ M
x 7−→

∑
y∈V χx (y)f(y).

Die Summation der Bilder aller Codewörter unter f̂ ergibt dann nach Lemma 2.20∑
x∈C

f̂(x ) =
∑
x∈C

∑
y∈V

χx (y)f(y) =
∑
y∈V

f(y)
∑
x∈C

χx (y)

=
∑
y∈V

f(y)
∑
x∈C

χy(x ) =
∑
y∈C⊥

f(y) ·#C,

da der Charakter χy von C genau dann konstant 1 ist, wenn y ein Codewort des
dualen Codes C⊥ ist.
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Nun verwenden wir fürM den Modul C[X, Y ]n der komplexwertigen homogenen Po-
lynome vom Grad n. M ist dann ein Z[Wm]-Modul via Linksmultiplikation. Zudem
setzen wir

f :

{
V → C[X, Y ]n
x 7−→ Xn−w(x )Y w(x ).

Dann erfüllt das Gewichtspolynom des dualen Codes C⊥ die Gleichungen

WC⊥(X, Y ) =
∑
x∈C⊥

f(x ) =
1

#C

∑
x∈C

f̂(x ).

Die Behauptung des Satzes folgt also mit dem Nachweis von

f̂(x ) = (X + (q − 1)Y )n−w(x )(X − Y )w(x ).

Per De�nition von f̂ und χx gelten die beiden Gleichungen

f̂(x ) =
∑
y∈V

χx (y)Xn−w(y)Y w(y)

=
∑
y∈V

χ
(∑n

i=1
xiyi

)
Xn−w(y)Y w(y).

Unter Verwendung der Homomorphieeigenschaft von χ erhalten wir dann

f̂(x ) =
∑
y∈V

n∏
i=1

χ(xiyi)X
1−yq−1

i Y yq−1
i

=
n∏
i=1

∑
yi∈Fq

χ(xiyi)X
1−yq−1

i Y yq−1
i ,

wobei man beachte, daÿ yq−1
i = 1 im Falle yi 6= 0 gilt und somit das Produkt der

X1−yq−1
i tatsächlich Xn−w(y) ergibt. Die Summe über alle Körperelemente yi teilen

wir auf in∑
yi∈Fq

χ(xiyi)X
1−yq−1

i Y yq−1
i = X + Y ·

∑
yi∈F×q

χ(xiyi) = X − Y + Y ·
∑
yi∈Fq

χ(xiyi).

Dieser Faktor ist nach Lemma 2.20 im Fall xi = 0 gleich X − Y + Y · #Fq =
X + (q − 1)Y , und sonst X − Y . Das ergibt schlieÿlich

f̂(x ) =
n∏
i=1

(X − Y )x
q−1
i (X + (q − 1)Y )x

q−1
i

= (X − Y )w(x )(X + (q − 1)Y )n−w(x ),

was zu zeigen war.



2.3 Das Gewichtspolynom 19

Satz 2.22. Es sei C ein linearer [n, k]q−Code mit Minimaldistanz d(C) ≥ d und
der erzeugenden Funktion

WC(X) = Xn +
n−d∑
l=0

vl(X − 1)l.

Der duale Code C⊥ habe Minimaldistanz d(C⊥) ≥ d⊥. Dann gelten:

(a) Für 0 ≤ l ≤ d⊥ − 1 ist

vl =

(
n
l

)
(qk−l − 1).

(b) Für d⊥ ≤ l ≤ n− d gilt mit a = min{n− d− l + 1, k − d⊥ + 1}

max

{
0,

(
n
l

)
(qk−l − 1)

}
≤ vl ≤

(
n
l

)
(qa − 1).

Beweis. Durch Koe�zientenvergleich bei

WC(X) = Xn +
n−d∑
s=0

wn−sX
s = Xn +

n−d∑
l=0

vl(X − 1)l

erhält man die Relationen

wn−s =
n−d∑
l=s

(
l

s

)
(−1)l−svl und vl =

n−l∑
j=d

(
n− j

l

)
wj

zwischen dem Gewichtsspektrum wd, . . . , wn von C und den Koe�zienten vl. Für
eine Indexteilmenge I ⊆ {1, . . . , n} mit Elementanzahl #I = l ist

CI := {x ∈ C : xi = 0 für alle i ∈ I}

ein Teilcode von C, dessen Wörter höchstens Gewicht n−l besitzen. Zudem ist jedes
Codewort x ∈ C vom Gewicht w(x ) = j ≤ n − l in genau

(
n−j
l

)
Teilcodes CI ≤ C

mit #I = l enthalten. Das zeigt

vl =
n−l∑
j=d

(
n− j

l

)
wj =

∑
#I=l

#CI\{0} =
∑

#I=l

(qdim(CI) − 1).

Für eine Indexteilmenge I hat der zu CI duale Code C⊥
I die Gestalt

C⊥
I = C⊥ + (F n

q )⊥I ,

wobei (F n
q )⊥I den Vektorraum {y ∈ F n

q : yi = 0 für alle i 6∈ I} der Dimension #I = l
bezeichne. Hieraus erhalten wir vermöge der Dimensionsformeln für Summen und
duale Räume

dim(CI) = dim(C)−#I + dim(C⊥ ∩ (F n
q )⊥I ) = k − l + dim(C⊥ ∩ (F n

q )⊥I ).
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Der Raum C⊥ ∩ (F n
q )⊥I enthält ausschlieÿlich Wörter y vom Gewicht w(y) ≤ l. Im

Fall 0 ≤ l ≤ d⊥ − 1 ist er daher leer und es folgt Aussage (a). Auÿerdem erhalten
wir die untere Ungleichung von Aussage (b), da sowohl vl als auch dim(C⊥∩ (F n

q )⊥I )
nach unten durch 0 abschätzbar sind. Für die obere Ungleichung müssen wir auf
die Singleton-Schranke vorweggreifen, deren Formulierung und Beweis sich auf der
nächsten Seite be�ndet. Der Code CI kann als Code der Länge n − l betrachtet
werden und seine Distanz dI ist durch d ≤ dI ≤ n−l beschränkt. Nach der Singleton-
Schranke ergibt sich

dim(CI) ≤ (n− l)− dI + 1 ≤ n− d− l + 1.

Der Code C⊥ ∩ (F n
q )⊥I kann als Code der Länge l betrachtet werden. Seine Distanz

d⊥I ist durch d⊥ ≤ d⊥I ≤ l beschränkt und wie oben gilt

dim(C⊥ ∩ (F n
q )⊥I ) ≤ l − d⊥I + 1 ≤ l − d⊥ + 1.

Daher läÿt sich dim(CI) durch min{n − d − l + 1, k − d⊥ + 1} abschätzen und es
folgt Aussage (b).



Kapitel 3

Pseudorationale Codes

3.1 Gewichtsverteilung pseudorationaler Codes

Die einfachste obere Schranke für die Distanz eines Codes ist die Singleton-Schranke.

Satz 3.1. (Singleton - Schranke)
Für einen Code C über Fq der Länge n und Minimaldistanz d gelten:

(a) Die Anzahl der Codewörter ist durch qn−d+1 beschränkt.

(b) Ist C ein linearer Code der Dimension k, so gilt die Abschätzung

k + d ≤ n+ 1.

Beweis. Zum Beweis genügt die Feststellung, daÿ sich zwei Codewörter aus C not-
wendigerweise schon in den ersten n− (d− 1) Komponenten unterscheiden. Also ist
die Anzahl aller Codewörter durch qn−(d−1) beschränkt.

De�nition 3.2. (Pseudorationaler Code, Singletondefekt)
Ein Code C heiÿt pseudorational, falls die Anzahl seiner Codewörter die Singleton-
Schranke annimmt oder C = {0} gilt. Es gilt dann c = qn−d+1 für einen (n, c, d)q−
Code C 6= {0} bzw. d = n − k + 1, falls C linear mit den Parametern [n, k, d]q
ist. Pseudorationale Codes heiÿen auch MDS - Codes, was für maximum distance
separable steht. Bei einem linearen Code C nennen wir die Di�erenz zwischen n−k+1
und d Singletondefekt oder (in Hinblick auf die AG-Schranke in Teil II) auch
Pseudogeschlecht von C.

Beispiel und De�niton 3.3. Die Singleton-Schranke ist für alle Codewortlängen n
scharf. Die n-fachen Wiederholungscodes, die Parity-Check-Codes sowie der gesamte
Raum F n

q geben Beispiele für pseudorationale Codes (vgl. 2.7, 2.13, 2.17). Zusammen
mit dem Nullcode {0} nennen wir diese Typen von Codes, d.h. pseudorationale
Codes der Länge n und Dimension 0, 1, n− 1 oder n, auch triviale Codes.



22 Pseudorationale Codes

Bemerkung 3.4. Ein linearer Code C ist genau pseudorational, wenn sein dualer
Code C⊥ pseudorational ist. Die Klasse pseudorationaler linearer Codes ist also
abgeschlossen bezüglich der Dualisierung ( · )⊥.

Beweis. Es sei C ein pseudorationaler [n, k, d]q−Code mit dualem [n, k⊥, d⊥]q−Code
C⊥. Nach Bemerkung 2.9 gilt k⊥ = n−k und somit folgt aus der Singleton-Schranke

d⊥ ≤ n− k⊥ + 1 = k + 1.

Der duale Code ist also genau dann pseudorational, falls d⊥ ≥ k + 1 gilt.

Wir nehmen also an, C⊥ besitze ein nichttriviales Codewort x 6= 0 vom Gewicht
w(x ) ≤ k. Dann verschwinden mindestens n − k Einträge von x ; es seien etwa
xi1 = . . . = xin−k

= 0. Wir bezeichnen mit s1, . . . , sn die Spalten der Kontrollmatrix
H von C. Da H die Erzeugermatrix von C⊥ ist, können wir ohne Einschränkung
annehmen, daÿ x eine Zeile vonH bildet. Dann hat der von den Spalten s i1 , . . . , s in−k

aufgespannte Unterraum höchstens Dimension n−k−1. Nach Bemerkung 2.16 sind
aber jeweils d − 1 = n − k Spalten von H linear unabhängig. Somit führt unsere
Annahme 0 < w(x ) ≤ k zum Widerspruch und es folgt d⊥ ≥ k + 1.

Bei pseudorationalen Codes ist das Gewichtspolynom und damit die Verteilung der
Codewörter mit gegebenem Gewicht vollständig festgelegt.

Satz 3.5. (Gewichtsverteilung pseudorationaler Codes)
Für einen pseudorationalen [n, k, d]q−Code C gelten:

(a) C hat die erzeugende Funktion

WC(X) = Xn +
n−d∑
l=0

(
n

l

)
(qk−l − 1)(X − 1)l.

(b) Die Anzahl der Codewörter vom Gewicht r 6= 0 ist

wr(C) =

(
n

r

)
(q − 1)

r−d∑
i=0

(−1)i
(
r − 1

i

)
qr−d−i.

Beweis. Die Aussage (a) folgt aus Bemerkung 2.22, wobei man beachte, daÿ C⊥

Minimaldistanz d⊥ > n − d besitzt. Ebenfalls unter Verwendung von Bemerkung
2.22 führen wir zum Beweis von (b) einen Koe�zientenvergleich bei WC(X) durch.
Dies ergibt bei Xs

wn−s(C) =
n−d∑
l=s

(−1)s−l
(
l

s

)
vl =

n−d∑
l=s

(−1)s−l
(
l

s

)(
n

l

)
(qk−l − 1)

=

(
n

s

)(n−d∑
l=s

(−1)s−l
(
n− s

n− l

)
(qk−l − 1)

)
.
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Für r = n− s erhalten wir

wr(C) =

(
n

r

)( n−d∑
l=n−r

(−1)n−r−l
(

r

n− l

)
(qk−l − 1)

)

=

(
n

r

)(r−d∑
j=0

(−1)j
(

r

r − j

)
(qr+k−n−j − 1)

)
.

Die rechte Seite ist durch q − 1 teilbar und der Faktor wr(C)
(
n
r

)−1
(q − 1)−1 hat die

Gestalt
r−d∑
j=0

(−1)j
(

r

r − j

) r−d−j∑
i=0

qi =
r−d∑
i=0

qi
r−d−i∑
j=0

(−1)j
(
r

j

)
.

Man beachte dabei, daÿ n− k = d− 1 gilt. Mit

r−d−i∑
j=0

(
r

j

)
(−1)j = (−1)i

(
r − 1

r − d− i

)

folgt hieraus schlieÿlich

wr(C) =

(
n

r

)
(q − 1)

r−d∑
i=0

(−1)i
(

r − 1

r − d− i

)
qi

=

(
n

r

)
(q − 1)

r−d∑
i=0

(−1)i
(
r − 1

i

)
qr−d−i

Korollar 3.6. Pseudorationale Codes der Dimension 2 über Fq sowie die dazu dua-
len Codes haben maximal Länge q + 1.

Beweis. Es sei C ein (pseudorationaler) [n, 2, n− 1]q−Code. Dann gilt nach 3.5(b)

0 ≤ wn(C) = (q − 1)(q − (n− 1))

und somit 0 ≤ q + 1− n.

MDS-Vermutung. Nichttriviale pseudorationale Codes der Dimension k über Fq
besitzen höchstens die Länge{

q + 2 falls q ≡ 0 (mod 2) und k ∈ {3, q − 1}
q + 1 sonst.

Diese Schranken sind scharf. Im Abschnitt 3.3 lernen wir die sogenannten projektiven
Reed-Solomon-Codes kennen. Dies sind pseudorationale Codes der Länge q + 1.
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Beispiel 3.7. Für die Konstruktion eines nichttrivialen pseudorationalen Code der
Länge q + 2 betrachten wir den Fall q = 4. Es sei F4 = {0, 1, a, b}. Die Matrix1 0 0

0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 a b
1 b a


ist dann Erzeugermatrix eines [6, 3, 4]4− bzw. Kontrollmatrix eines [6, 4, 3]4−Codes,
da jeweils drei Spalten der Matrix linear unabhängig sind (vgl. Bemerkung 2.16).
Dieser Code wird auch Hexacode genannt.

Die MDS-Vermutung konnte bisher für q ≤ 29 oder k ≤ 5 bestätigt werden. Wir
beschäftigen uns näher mit der Vermutung in den Kapiteln 12 und 13, in denen
wir die Vermutung für die arithmetischen Codeklassen der sogenannten rationalen,
elliptischen und hyperelliptischen Codes beweisen.

3.2 Reed-Solomon-Codes

Die Klasse der Reed-Solomon-Codes ist die wichtigste und meistverwandte Klasse
von (pseudorationalen) Codes. Zum Beispiel werden diese Codes in variierter Form
als sogenannte CIRC - Codes bei Audio und Compact Discs verwendet. Darauf gehen
wir im nächsten Kapitel ein. Zudem werden wir in Abschnitt 12.1 eine arithmetische
Beschreibung der Reed-Solomon-Codes geben.

De�nition 3.8. (Reed-Solomon-Code)
Es seien q ≥ n ≥ k ≥ 0. Wir bezeichnen mit Pk := Fq[X]<k den Vektorraum der Fq-
Polynome vom Grad < k. Für paarweise verschiedene Körperelemente a1, . . . , an ∈
Fq und beliebige b1, . . . , bn ∈ F×q seien a := (a1, . . . , an) und b := (b1, . . . , bn). Dann
ist der (verallgemeinerte) Reed-Solomon-Codes RSk(a , b) de�niert durch den
Codierer

C :

{
Pk −→ F n

q

f 7−→ (b1f(a1), . . . , bnf(an)).

Man nennt a daher auch Auswertungsvektor. RSk(a , b) heiÿt gewöhnlich, falls
b = (1, . . . , 1) und a = (ui)1≤i≤n mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel u ∈ Fq
gelten.

Anmerkung 3.9. Gewöhnliche Reed-Solomon-Codes liefern auch Beispiele für die
sogenannte BCH - Codes, die wir in Abschnitt 6.3 studieren.

Bemerkung 3.10. (Parameter und Erzeugermatrix von RSk(a , b))
Für einen Reed-Solomon-Code RSk(a, b) der Länge n über Fq gelten:

(a) RSk(a, b) ist pseudorational mit Dimension k, d.h. RSk(a, b) bildet einen
[n, k, n− k + 1]q−Code.

(b) Die Matrix (bia
j
i )0≤j≤k−1,1≤i≤n ist eine Erzeugermatrix von RSk(a, b).
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Beweis. (a) Der Raum Pk wird durch den Codierer C in F n
q linear eingebettet, da

das Bild eines Polynoms f unter C nur dann verschwindet, falls f für die Argumen-
te a1, . . . , an verschwindet. In diesen Fall hat f nämlich mindestens n Nullstellen
und nach Voraussetzung höchstens Grad k − 1. Wegen n ≥ k ist also C(f) = 0
nur im Fall f = 0 möglich, d.h. C ist injektiv. Über Fq besitzt Pk Dimension k,
woraus dim(RSk(a , b)) = k folgt. Da f 6= 0 aus Pk höchstens k − 1 Nullstellen
hat, sind mindestens n− (k − 1) Einträge des Codewortes C(f) ungleich 0. Es gilt
also d ≥ n − k + 1. Aus der Singleton-Schranke erhält man die Gleichheit, was die
Pseudorationalität von RSk(a , b) beweist.
(b) Die Polynome 1, X, . . . , Xk−1 bilden eine Basis von Pk und somit sind auch ihre
Bilder C(xj) = (b1a

j
1, . . . , bna

j
n) unter C eine Basis von RSk(a , b).

Aus Bemerkung 3.4 wissen wir bereits, daÿ die Klasse der pseudorationalen Codes
abgeschlossen bezüglich Dualisierung ist. Die Unterklasse der Reed-Solomon-Codes
ist ebenfalls ( · )⊥ - invariant und ihre Parameter sind sogar �uniform�.

Satz 3.11. (Dualer Reed-Solomon-Code)
Es seien die Vektoren a = (a1, . . . , an) mit paarweise verschiedenen Einträgen ai
aus Fq und b ∈ (F×q )n gegeben. Dann gibt es ein c ∈ (F×q )n, sodaÿ

RSk(a, b)
⊥ = RSn−k(a, c)

für 0 ≤ k ≤ n− 1 gilt.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Reed-Solomon-Code C = RSn−1(a , b) der
Dimension n − 1. Dann ist sein dualer Code C⊥ nach Bemerkung 3.4 ebenfalls
pseudorational und besitzt die Parameter [n, 1, n]q. Folglich wird C⊥ erzeugt von
einen einzigen Wort c = (c1, . . . , cn) vom Gewicht n, das dann auch die Kontroll-
matrix von RSn−1(a , b) bildet. Mit der Kontrollgleichung für RSn−1(a , b) erhalten
wir also

n∑
i=1

cibih(ai) = 0 für h ∈ Pn−1.

Für k ∈ N mit 0 ≤ k ≤ n− 1 wählen wir beliebige Polynome f ∈ Pk und g ∈ Pn−k.
Dann ist h := f · g Element von Pn−1 und es gilt nach obigem die Orthogonalitäts-
relation

〈 (b1f(a1), . . . , bnf(an)), (c1g(a1), . . . , cng(an)) 〉 =
n∑
i=1

cibih(ai) = 0

zwischen denWorten (b1f(a1), . . . , bnf(an)) ausRSk(a , b) und (c1g(a1), . . . , cng(an))
aus RSn−k(a , c). Da f und g beliebig wählbar sind, folgt RSk(a , b)⊥ ≤ RSn−k(a , c)
und aus Dimensionsgründen schlieÿlich die behauptete Gleichheit.



26 Pseudorationale Codes

3.3 Projektive Reed-Solomon-Codes

Reed-Solomon-Codes können unter Beibehaltung des Singleton-Defekts 0 um ein
Symbol verlängert werden. Dies liefert unteren anderem pseudorationale Codes über
Fq der Länge q + 1.

De�nition 3.12. (Projektiver Reed-Solomon-Code)
Es seien RSk(a , b) ein Reed-Solomon-Code über Fq der Länge n ≤ q und bn+1 ∈ F×q .
Dann heiÿt der durch die Matrix

Ĝ :=


b1 · · · bn 0
b1a1 · · · bnan 0
...

...
...

b1a
k−1
1 · · · bna

k−1
n 0

b1a
k
1 · · · bna

k
n bn+1


de�nierte [n+ 1, k + 1]q−Code projektiver Reed-Solomon-Code über Fq.

Satz 3.13. Projektive Reed-Solomon-Codes sind pseudorational.

Beweis. In der Situation von De�nition 3.12 seien C = RSk(a , b) und Ĉ der durch C
und bn+1 de�nierte projektive Reed-Solomon-Code der Länge n + 1 und Dimen-
sion k + 1. Für den Nachweis, daÿ Ĉ pseudorational ist, müssen wir gemäÿ der
Singleton-Schranke nur d(Ĉ) ≥ n − k + 1 zeigen. Sei dazu c = (c1, . . . , cn) der
Dualitätsvektor von C (aus Satz 3.11) mit C⊥ = RSn−k(a , c). Es sei cn+1 ∈ Fq mit

n∑
i=1

cibia
n−1
i + cn+1bn+1 = 0.

Wir nehmen zunächst an, daÿ cn+1 = 0 ist. Es gilt dann
∑n

i=1 cibia
n−1
i = 0 und

somit
∑n−1

i=0 cibih(ai) = 0 für alle h ∈ Pn nach Konstruktion von c. So aber ist c als
nichtverschwindender Vektor orthogonal zu allen Vektoren aus Fnq . Aufgrund diesen
Widerspruchs ist cn+1 ∈ F×q . Wir bilden die Matrix

Ĥ :=


c1 · · · cn 0
c1a1 · · · cnan 0
...

...
...

c1a
n−k−2
1 · · · cna

n−k−2
n 0

c1a
n−k−1
1 · · · cna

n−k−1
n cn+1

 =

 H

c1a
n−k−1
1 · · · cna

n−k−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣ u
 ,

die ebenfalls einen projektiven Reed-Solomon-Code erzeugt. Wegen ĤĜT = 0 ist
dieser dual zu Ĉ und Ĥ wirkt als Kontrollmatrix auf Ĉ. Wir zeigen nun, daÿ jeweils
n−k Spalten von Ĥ linear unabhängig sind und untersuchen dazu die quadratischen
n− k - Teilmatrizen M von Ĥ.
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1.Fall: Es ist u nicht in M enthalten. Dann hat M die Gestalt

M = V (ai1 , . . . , ain−k
) · diag(ci1 , . . . , cin−k

),

wobei V (ai1 , . . . , ain−k
) die Vandermonde-Matrix bedeutet. Da die aij paarweise ver-

schieden und die cij invertierbar sind, ergibt sich det(M) 6= 0.
2.Fall: Im zweiten Fall hatM die Spalten s i1 , . . . , s in−k−1

,u . Dabei sind s i1 , . . . , s in−k−1

linear unabhängig, da H Kontrollmatrix von C ist und somit nach Bemerkung 2.16
jeweils d(C)−1 = n−k Spalten vonH linear unabhängig sind. Das hat aber auch die
lineare Unabhängigkeit von u zu s i1 , . . . , s in−k−1

und damit die Regularität von M
zur Folge. In beiden Fällen sind also jeweils n−k Spalten von Ĥ linear unabhängig.
Folglich gilt d(Ĉ) ≥ n− k + 1.

Der Beweis zeigt zusätzlich, daÿ die Kontrollmatrix eines projektiven Reed-Solomom-
Code wieder einen projektiven Reed-Solomon-Code erzeugt. Dies impliziert

Korollar 3.14. Die Klasse der projektiven Reed-Solomon-Codes ist abgeschlossen
bezüglich der Dualisierung und enthält ausschlieÿlich pseudorationale Codes. �

3.4 Decodierung von Reed-Solomon-Codes

Im gesamten Abschnitt sei

C = RSk(a , b) = RSn−k(a , c)⊥

ein Reed-Solomon-Code über Fq mit Auswertungsvektor a = (a1, . . . , an). Desweite-
ren sei e = bn−k+1

2
c der Fehlerkorrekturparameter von C, d.h. die maximal mögliche

Anzahl von korrigierbaren Fehlern bei der Decodierung von C. Gesucht wird für eine
empfangene Nachricht y ein Codewort x mit Abstand d(x , y) ≤ e.

De�nition 3.15. (Fehlervektor, Fehlerpolynom)
Gibt es zu y ∈ F n

q ein Codewort x ∈ C mit d(x , y) ≤ e, so nennen wir x − y =
(e1, . . . , en) Fehlervektor. Die Indexmenge Iy = {i : ei 6= 0} heiÿt Menge der
Fehlerpositionen. Das Fehlerpolynom ist de�niert durch

σ(X) =
∏
i∈Iy

(X − ai) =
e∑
s=0

zsX
s.

Wir nennen σ auch fehlerlokalisierende Funktion.

Die Syndrome zu y sind die Elemente

sj(y) =
n∑
i=1

yicia
j
i (0 ≤ j ≤ n− k).

O�enbar gilt sj(y1 + y2) = sj(y1) + sj(y2) sowie sj(x ) = 0 für Codewörter x ∈ C.
Folglich stimmen die Syndrome sj(y) mit sj(e) überein. Daraus folgt
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Lemma 3.16. Die Koe�zienten z0, . . . , ze des Fehlerpolynoms σ(X) erfüllen das
Gleichungssystem

e∑
l=0

zlsj+l(y) = 0 (0 ≤ j ≤ e− 1) (3.17)

und es ist (z0, . . . , ze) durch (3.17) bis auf skalare Multiplikation eindeutig bestimmt.

Beweis. Wegen ei = 0 für i /∈ Iy und σ(ai) = 0 für i ∈ Iy gilt

e∑
l=0

zlsj+l(y) =
e∑
l=0

zl

n∑
i=1

eicia
j+l
i =

n∑
i=1

eicia
j
i

e∑
l=0

zla
l
i

=
∑
i∈Iy

eicia
j
iσ(ai) = 0.

Ist (ẑ0, . . . , ẑe) eine weitere Lösung von (3.17), so de�nieren wir

σ̂(X) :=
e∑
l=0

ẑlX
l und σj(X) :=

∏
i∈I
i6=j

(X − ai) =
e−1∑
l=0

zl,jX
l.

Dann gilt für eine beliebige Fehlerposition j ∈ Iy

ejcjσj(aj)σ̂(aj) =
∑
i∈Iy

eiciσj(ai)σ̂(ai),

da σj(ai) im Falle i 6= j verschwindet. Diese Summe kann weiter umgeformt werden
zu ∑

i∈I

e−1∑
k=0

e∑
l=0

eicizk,ja
k
i ẑla

l
i =

e−1∑
k=0

zk,j

(
e∑
l=0

ẑlsk+l(y)

)
.

Als Lösung von (3.17) erfüllen ẑ0, . . . , ẑe die Gleichungen
∑e

l=0 ẑlsk+l(y) = 0 für
alle Indices 0 ≤ k ≤ e − 1. Das Produkt ejcjσj(aj)σ̂(aj) verschwindet also, und
wegen ejcjσj(aj) 6= 0 ist σ̂(aj) = 0 für alle Fehlerpositionen j ∈ Iy . Folglich ist das
Fehlerpolynom σ(X) ein Teiler von σ̂(X). Da die Polynomgrade übereinstimmen
folgt nun die Existenz eines Skalars a ∈ Fq mit σ(X) = a · σ̂(X).

Decodieralgorithmus 3.18. Es sei y ∈ F n
q gegeben.

(1) Bestimme für 0 ≤ j ≤ n− k die Syndrome sj(y) =
∑n

i=1 yicia
j
i zu y .

(2) Finde eine Lösung z = (z0, . . . , zl) des Gleichungssystems (3.17).

(3) Faktorisiere das Polynom σ̂(X) :=
∑e

l=0 zlX
l. Die Indexmenge der Fehlerpo-

sitionen ist dann I = {i : σ̂(ai) = 0}.
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(4) Für i /∈ I setze ei := 0. Bestimme die restliche Koe�zienten des Fehlervektors
e = (e1, . . . , en) mit Hilfe des Gleichungssystem∑

i∈I

eicia
j
i = sj(y) (0 ≤ j ≤ n− k). (3.19)

(5) Das Codewort x = y − e ∈ C ist dann die decodierte Nachricht.

Bemerkung 3.20. Der Decodieralgorithmus 3.18 mit dem Startvektor y ∈ F n
q ter-

miniert, falls es ein Codewort x ∈ C mit Distanz d(x, y) ≤ e gibt.

Beweis. Aus Lemma 3.16 folgt, daÿ σ̂ aus Schritt 3 ein skalares Vielfaches der feh-
lerlokalisierenden Funktion σ von y ist. Somit ist I die tatsächliche Indexmenge Iy
der Fehlerpositionen. Es ist nur noch zu zeigen, daÿ eine Lösung des Gleichungssy-
stem (3.19) eindeutig bestimmt ist. Dazu sei e ′ mit e′i = 0 für i /∈ I eine Lösung von
(3.19). Dann verschwinden die Syndrome

sj(e − e ′) =
n∑
i=1

(ei − e′i)cia
j
i

für 0 ≤ j ≤ n− k und somit ist e − e ′ ein Codewort aus C vom Gewicht

w(e − e ′) ≤ 2e < d(C).

Das ist nur für e = e ′ möglich.





Kapitel 4

Variationen von Codes

4.1 Einige elementare lineare Konstruktionen

Bemerkung 4.1. (Erweiterung mit Paritätsbit)
Es sei C ein [n, k, d]q−Code mit Erzeugermatrix G. Dann erzeugt

Ĝ = (G|p) =

x11 · · · x1n
...

. . .
...

xk1 · · · xkn

∣∣∣∣∣∣∣
−
∑n

i=1 x1i
...

−
∑n

i=1 xki


einen [n+ 1, k, d̂]q−Code mit Minimaldistanz d oder d+ 1.

Bemerkung 4.2. (Punktierung)
Es sei C ein [n, k, d]q−Code. Der durch Weglasssen des i-ten Symbols erzeugte Code

C∨i = {(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn) : x ∈ C}

ist ein [n − 1, k∨, d∨]q−Code mit Dimension k∨ ∈ {k − 1, k} und Distanz d∨ ∈
{d− 1, d}.

Bemerkung 4.3. (Direkte Summe)
Es seien C1 und C2 lineare Codes mit den Paramtern [ni, ki, di]q für i = 1, 2. Dann
gelten:

(a) Der Code
C1 ⊕ C2 = {(x1, x2) : xi ∈ Ci}

ist ein [n1 + n2, k1 + k2, d]q−Code mit Minimaldistanz d = min{d1, d2}.

(b) Im Fall n1 = n2 de�niert

C := {(x1, x1 + x2) : xi ∈ Ci}

einen [2n1, k1 + k2, d]q−Code mit Distanz d = min{2d1, d2}.
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Bemerkung 4.4. (Verklebung)
Es seien C1 : F k

q ↪→ F n1
q und C2 : F k

q ↪→ F n2
q Codierer von [n1, k, d1]q− bzw.

[n2, k, d2]q−Codes. Dann gelten:

(a) Der Codierer

(C1|C2) :

{
F k
q ↪−→ F n1

q ⊕ F n2
q

x 7−→ (C1(x), C2(x))

erzeugt einen [n1 + n2, k, d]q−Code mit Minimaldistanz d ≥ d1 + d2.

(b) (C1| · · · |C1) : F k
q ↪→ F ln

q ist ein [ln, k, ld]q−Wiederholungscode.

Bemerkung 4.5. (Tensorprodukt, Cross Interleaving)
Es seien C1 und C2 lineare Codes mit den Parametern [ni, ki, di]q für i = 1, 2. Dann
de�niert

C1 ⊗ C2 =
{
x(1) ⊗ x(2) : x(i) ∈ Ci

}
≤ F n1·n2

q
∼= F n1

q ⊗ F n2
q

mit

x(1) ⊗ x(2) = (x
(1)
1 x

(2)
1 , . . . , x(1)

n1
x

(2)
1 , x

(1)
1 x

(2)
2 , . . . , x(1)

n1
x

(2)
2 , . . . . . . , x

(1)
1 x(2)

n2
, . . . , x(1)

n1
x(2)
n2

)

einen [n1 ·n2, k1 ·k2, d1 ·d2]q−Code. Dabei heiÿen C1 innerer und C2 äuÿerer Code
von C1 ⊗ C2.

Beweis. O�ensichtlich hat C1 ⊗ C2 die Länge n1 · n2. Ein Codewort besitzt das
Gewicht w(x (1) ⊗ x (2)) = w(x (1)) · w(x (2)). Daher sind die Produkte von Mini-
malwörtern je aus C1 und C2 Minimalwörter in C1 ⊗ C2 und es folgt die Aussage
über die Distanz von C1 ⊗ C2. Für den Rest des Beweises zeigen wir, daÿ C1 ⊗ C2

tatsächlich ein Tensorprodukt ist und als solches Dimension k1 · k2 besitzt. Das
(existierende) Tensorprodukt von C1 und C2 bezeichnen wir dabei mit V . Die Ab-
bildung (x (1), x (2)) 7→ x (1)⊗x (2) von C1×C2 nach C1⊗C2 ist o�ensichtlich bilinear
und surjektiv. Nach der universellen Abbildungseigenschaft von Tensorprodukten
gibt es daher einen surjektiven Homomorphismus von V nach C1 ⊗ C2 und es gilt
dim(C1 ⊗ C2) ≤ dim(V ) = k1 · k2. Dieser Homomorphismus ist auch injektiv, da
die Produkte x

(1)
i ⊗ x

(2)
j von Basen in C1 und C2 linear unabhängig sind. Eine

Linearkombination
∑
aijx

(1)
i ⊗ x

(2)
j = 0 läÿt sich auf k2 · n2 Linearkombinationen∑k1

i=1 aijx
(2)
jl x

(1)
i = 0 mit 1 ≤ j ≤ k2, 1 ≤ l ≤ n2 zurückführen. Diese liefern die

Gleichungen aijx
(2)
j = 0 für 1 ≤ i ≤ k1, 1 ≤ j ≤ k2 und somit schlieÿlich aij = 0 für

alle Doppelindizes ij. Das beweist unsere Aussage über die Dimension und zeigt,
daÿ C1 ⊗ C2 ein Tensorprodukt von C1 und C2 ist.

Aufgabe 4.6. Führen Sie die Beweise der Bemerkungen 4.1 - 4.4 durch.
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4.2 Spreizung und Verkettung

In der Praxis sind viele Kanäle anfällig für sogenannte �burst errors�. Diese Feh-
ler treten während der gesamten Nachrichtenübermittlung im Gegensatz zu den
�random errors� nicht gleichverteilt sondern in Form von Fehlerpaketen auf. Zum
Beispiel führen Kratzer auf Audio CDs oder Blitzeinschläge bei Funkübertragungen
zum Verlust mehrerer aufeinanderfolgenden Bits. Um solche Fehlerpakete korrigie-
ren zu können, verteilt man die Symbole von t Codewörter auf der Länge n · t und
zieht somit die Informationen weit auseinander.

De�nition 4.7. (Spreizung, Interleaving)
Für einen linearen [n, k]q−Code heiÿt

Ct := {(x(1)
1 , x

(2)
1 , . . . , x

(t)
1 , x

(1)
2 , . . . , x

(t)
2 , . . . . . . , x

(1)
n , . . . , x(t)

n ) : x (i) ∈ C}

der zur Tiefe t gespreizte Code.

Anmerkung 4.8. Der gespreizte Code Ct ist ein linearer [nt, kt]q−Code mit Mini-
maldistanz d(Ct) = d(C).

Bemerkung 4.9. Ist C ein linearer Code, der jedes Fehlerpaket bis zur Länge b
korrigieren kann, so ist Ct ein linearer Code, der jedes Fehlerpaket bis zur Länge
b · t korrigieren kann. �

Beispiel 4.10. (Cross Interleaved Reed-Solomon Code)
Für Audio CDs verwendet man einen Untercode von C1 ⊗ C2 der Länge 28 · 32
über F28 mit einem [28, 24, 5]28−Reed-Solomon-Code C1 als inneren und einem
[32, 28, 5]28−Reed-Solomon-Code C2 als äuÿeren Code. Die Amplitude der Schall-
welle wird pro Kanal (also links und rechts) 44100−mal in der Sekunde gemessen
und einem Wert zwischen 0 und 216 − 1 zugeordnet. Dieser Wert wird mit einem
Punkt aus F 2

28
∼= F 16

2 identi�ziert. Eine Abtastung der Schallwelle ergibt also ein
Paar (L,R) ∈ F 4

28 . Es werden 6 aufeinanderfolgende Abtastungen (zu einen Vektor
der Länge 24) zusammengefaÿt und mit C1 zu einem Spaltenvektor in F 28

28 codiert.
Mit 168 = 6 · 28 Abtastungen erhält man 28 Codewörter x (1), . . . , x (28) ∈ C1, die
dann als Spalten einer 28 × 28−Matrix aufgefaÿt werden. Mit einer reduzierten
Erzeugermatrix (I28|P4) von C2 codiert man x (1), . . . , x (28). Mit 168 Abtastungen
erhält man also die Matrix

M = (x (1) · · · x (28)) · (I28|P4) = (x (1) · · · x (28)|P̃ ) ∈ F 28×32
28 ,

deren Spalten Wörter aus C1 und deren Zeilen Wörter aus C2 sind. Diese Matrix
wird nun (zur Tiefe 28) gespreizt, d.h alle Zeilenvektoren werden hintereinanderge-
legt zu einen Zeilenvektor der Länge 28 · 32. Dies ist dann die Bitfolge, die auf der
CD gespeichert wird. Zur Decodierung eines ausgelesenen Wortes macht man zu-
nächst die Spreizung rückgängig und erhält somit eine Matrix M̃ ∈ F 28×32

28 . War die
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Auslesung korrekt, so sind die Zeilen wiederum Codewörter aus C2 und die Spalten
Wörter aus C1. Die Audioinformationen, d.h. die Amplituden der Schallwellen im
linken und rechten Kanal, werden dann durch Decodierung der Spalten von M̃ zu-
rüchgewonnen. Ein ausführliches Beispiel zur Behebung eines burst errors mit dem
CIRC - Code kann in [Lü03] Abschnitte 4.2 und 4.3 nachgelesen werden.

De�nition 4.11. (Verkettung)
Es seien C1 ein [n1, k1, d1]q− und C2 ein [n2, k2, d2]r−Code, wobei q = rk2 gelte. Des-
weiteren seien ψ1 : F k1k2

r → F k1
q und ψ2 : F n1

q → F n1k2
r Vektorraumisomorphismen

über Fr. Dann heiÿt der Code

C1 ∗ C2 : F k1k2
r

ψ1−→ F k1
q

C1−→ F n1
q

ψ2−→ F n1k2
r

C2×···×C2−→ F n1n2
r

verketteter Code mit C1 als äuÿerem und C2 als innerem Code.

Bemerkung 4.12. (Parameter verketteter Codes)
In der Situation von De�nition 4.11 ist C1 ∗ C2 ein linearer [n1 · n2, k1 · k2]r−Code
mit Minimaldistanz d(C1 ∗ C2) ≥ d1 · d2.

Beweis. Die Aussagen über Länge und Dimension von C1 ∗ C2 folgen aus der Kon-
struktion, wobei man beachte, daÿ ψ1, C1, ψ2 sowie C2 × · · · × C2 und daher auch
C1 ∗ C2 injektive Homomorphismen sind. Ist nun x = (x1, . . . , xn1) ∈ C1 ein Wort
des äuÿeren Codes, so wird jedem Symbol xi durch die Abbildung C2 ◦ψ2 genau ein
Codewort y i des inneren Codes C2 zugeordnet: x1

...
xn1

 ψ27−→

 x 1
...

xn1

 =

 x11 · · · x1k2
...

. . .
...

xn11 · · · xn1k2

 C27−→

 y11 · · · y1n2

...
. . .

...
yn11 · · · yn1n2

 =

 y1
...

yn1


Es gibt also für jeden Eintrag xi 6= 0 mindestens d2 nichtverschwindende Einträge
von y i. Das zeigt d(C1 ∗ C2) ≥ d1 · d2.

Korollar 4.13. (Körperabstieg)
Ist der innere Code C2 bei q = rm ein linearer [m,m, 1]q−Code, d.h. es gilt C2 ∈
Aut(F m

r ), so bildet der verkettete Code C1∗C2 einen [n1m, k1m]r−Code mit Distanz
d(C1 ∗ C2) ≥ d(C1). �

4.3 Teilkörpercodes

Beispiele für Teilkörpercodes traten schon bei der Konstruktion von verketteten
Codes auf. In diesem Abschnitt wollen wir nun die Struktur von Teilkörpercodes
systematisch untersuchen.
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De�nition 4.14. (Einschränkung auf Teilkörper, Spurcode)
Es seien q, r Primzahlpotenzen mit q = rm. Der Frobeniusautomorphismus

φ :

{
Fq −→ Fq
a 7−→ ar

mit Gal(Fq:Fr) = 〈φ〉 operiere auf F n
q durch komponentenweiser Operation, d.h. für

x = (x1, . . . , xn) ∈ F n
q sei

φ(x ) = (φ(x1), . . . , φ(xn)).

Analog de�nieren wir die Spur eines Vektor x ∈ F n
q durch

TrFq :Fr(x ) = (SpurFq :Fr
(x1), . . . , SpurFq :Fr

(xn)) =
m−1∑
j=0

φj(x ).

Für einen linearen Code C aus F n
q heiÿt

C|Fr := C ∩ F n
r

die Einschränkung von C auf Fr und

Tr(C) := TrFq :Fr(C) = {TrFq :Fr(x ) : x ∈ C} ≤ F n
r

der Spurcode von C. Man beachte, daÿ C|Fr ein Teilcode von Tr(C) ist. Der Code
C heiÿt φ−invariant (oder φ−stabil), falls φ(C) ≤ C gilt.

Satz 4.15. (Delsarte)
Für einen linearen Code C ≤ F n

q gilt

(C|Fr)
⊥ = Tr

(
C⊥) .

Beweis. Es seien x = (x1, . . . , xn) ein Wort aus C|Fr und y = (y1, . . . , yn) Element
des dualen Codes C⊥. Dann gelten 〈x , y〉 = 0 und

〈x ,Tr(y)〉 =
n∑
i=1

xi SpurFq :Fr
(yi) = SpurFq :Fr

(
n∑
i=1

xiyi) = SpurFq :Fr
(〈x , y〉) = 0

aufgrund der Fr-Linearität der Spurabbildung. Das zeigt Tr
(
C⊥) ≤ (C|Fr)

⊥.

Es bleibt also noch die entgegengesetzte Inklusion zu zeigen. Diese folgt mit dem
Nachweis von (

Tr
(
C⊥))⊥ ≤ C|Fr .

Dazu nehmen wir an, es gäbe ein Codewort x ∈
(
Tr
(
C⊥))⊥, das nicht in C|Fr

enthalten sei. Da x ein φ−invarinates Wort ist, gilt daher auch x /∈ C. Folglich gibt
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es ein y ∈ C⊥ mit 〈x , y〉 6= 0. Die Spurabbildung SpurFq :Fr
ist nicht trivial. Somit

gibt es ein a ∈ Fq mit

SpurFq :Fr
(〈x , ay〉) = SpurFq :Fr

(a〈x , y〉) 6= 0.

Andererseits gilt wie oben

SpurFq :Fr
(〈x , ay〉) = 〈x ,Tr(ay)〉 = 0,

da Tr(ay) Element von Tr
(
C⊥) und x Element von

(
Tr
(
C⊥))⊥ ist. Dies führt zum

Widerspruch unserer Annahme, was zu zeigen war.

Korollar 4.16. Für einen linearen Code C ≤ F n
q mit q = rm gelten:

(a) Die Dimension des Spurcodes von C ist beschränkt durch

dimFq(C) ≤ dimFr(Tr(C)) ≤ m · dimFq(C).

(b) Die Dimension der Einschränkung von C auf Fr ist beschränkt durch

m · dimFq(C)− (m− 1) · n ≤ dimFr(C|Fr) ≤ dimFq(C).

Beweis. Die Ungleichung in (b)

dimFr(C|Fr) ≤ dimFq(C)

folgt aus der Tatsache, daÿ eine Fr−Basis von C|Fr auch linear unabhängig über Fq
ist. Nach der Dimensionsformel erfüllt Tr : C → Tr(C) als Fr−lineare Abbildung
die Gleichung

dimFr(Tr(C)) + dimFr(Kern (Tr)) = dimFr(C) = m · dimFq(C).

Das zeigt die zweite Ungleichung von (a). Es bleibt also noch der Nachweis der
jeweils ersten Ungleichungen.
(a) Mit dem Satz von Delsarte und dimFr(C

⊥|Fr) ≤ dimFq(C
⊥) erhalten wir

dimFr(Tr(C)) = dimFr

((
C⊥|Fr

)⊥)
= n− dimFr

(
C⊥|Fr

)
≥ n− dimFq

(
C⊥) = dimFq(C).

(b) Analog erhält man nun mit (a)

dimFr(C|Fr) = dimFr

(
Tr
(
C⊥)⊥) = n− dimFr Tr

(
C⊥)

≥ n−m · dimFq

(
C⊥) = n−m · (n− dimFq(C))

= m · dimFq(C)− (m− 1) · n.

Das schlieÿt den Beweis.
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Korollar 4.17. Für einen linearen Code C ≤ F n
q sind äquivalent:

(a) C ist φ−invariant.

(b) Die Dimension von C ist invariant unter der Spurabbildung, d.h. es gilt

dimFr(Tr(C)) = dimFq(C).

(c) Die Dimension von C ist invariant unter Einschränkung auf Fr, d.h. es gilt

dimFr(C|Fr) = dimFq(C).

Beweis. (a)⇒ (b): Für einen φ−invarianten Code C gilt insbesondere die Inklusion
Tr(C) ≤ C und somit folgt Tr(C) ≤ C|Fr . Mit Korollar 4.16 erhalten wir dann

dimFq(C) ≤ dimFr(Tr(C)) ≤ dimFr(C|Fr) ≤ dimFq(C).

(b) ⇒ (c): Nach dem Satz von Delsarte gilt Tr(C) =
(
C⊥|Fr

)⊥
. Also erhalten wir

mit unserer Voraussetzung

dimFq(C) = dimFr(Tr(C))) = dimFr(
(
C⊥|Fr

)⊥
) = n− dimFr

(
C⊥|Fr

)
und somit

dimFr

(
C⊥|Fr

)
= n− dimFq(C) = dimFq

(
C⊥) .

Folglich besitzt C⊥ eine Basis aus φ−invarianten Elementen, und es gibt eine Kon-
trollmatrix zu C mit ausschlieÿlich Einträgen aus Fr. Das zeigt

dimFr(C|Fr) = dimFq(C).

(c) ⇒ (a): Im Fall dimFr(C|Fr) = dimFq(C) besitzt C eine Basis von φ−invarianten
Elementen, was die die φ−Invarianz des gesamten Codes C zur Folge hat.

Aufgabe 4.18. Es seien C ≤ F n
q ein linearer Code und q = rm. Zeigen Sie:

(a) Enthält C einen φ−invarianten Teilcode B, so gilt die Ungleichung

dimFr(Tr(C)) ≤ m · (dimFq(C)− dimFq(B)) + dimFr(B|Fr).

(b) Es sei B ein φ−invarianter Teilcode des dualen Codes C⊥. Dann gelten:

dimFr(C|Fr)

≥ m · (dimFq(C) + dimFq(B))− dimFr(B|Fr)− (m− 1) · n
≥ m · dimFq(C) + (m− 1) · dimFq(B)− (m− 1) · n.





Kapitel 5

Perfekte Codes

5.1 Hamming-Codes

De�nition 5.1. (Perfekter Code)
Ein Code C ⊂ F n

q mit ungerader Minimaldistanz d(C) = 2e(C) + 1 heiÿt perfekt,
falls es zu jedem Element y ∈ F n

q genau ein Codewort x ∈ C mit Abstand d(x , y) ≤
e(C) gibt. Für y ∈ F n

q de�niert

Bn
r (y) := {z ∈ F n

q : d(y , z ) ≤ r}

eine Kugel vom Radius r um y .

Einfache Beispiele perfekter Codes liefern die binären n-fachen Wiederholungscodes
mit ungerader Länge n = 2m + 1. Solche [n, 1, n]2−Codes besitzen den Fehlerkor-
rekturparameter m.

Bemerkung 5.2. (Kugelpackungsbedingung)
Für einen perfekten Code C ≤ F n

q gilt

qn = #C ·
e(C)∑
i=0

(n
i

)
(q − 1)i.

Beweis. Die Anzahl der Gitterpunkte in der Kugel Bn
e (x ) vom Radius e = e(C)

beträgt

#Bn
e (x ) =

e∑
i=0

(n
i

)
(q − 1)i.

Da C perfekt ist, bilden die zu den Codewörtern x ∈ C gehörigen Kugeln Bn
e (x )

eine disjunkte Vereinigung von F n
q . Hieraus folgt die Behauptung.

De�nition 5.3. (Hamming-Code)
Es seien k > 1 eine natürliche Zahl und n := qk−1

q−1
. Ein linearer [n, n− k]q−Code C

heiÿt Hamming-Code Ham[n, n − k]q, falls die Spalten der Kontrollmatrix zu C
paarweise linear unabhängig sind.



40 Perfekte Codes

Anmerkung 5.4. Nach Bemerkung 2.16 ist die Minimaldistanz eines Hamming-
Codes Ham[n, n − k]q mindestens 3. Umgekehrt ist auch jeder [n, n − k, d]q−Code
mit Länge n = qk−1

q−1
und Minimaldistanz d ≥ 3 ein Hamming-Code. Die Anzahl

korrigierbarer Fehler eines Hamming-Codes C = Ham[n, n− k]q beträgt

e(C) ≥ 1.

Hammingscodes sind Codes mit guter Informationsrate vermöge

r(C) = n−k
n n→∞

//1.

Bemerkung 5.5. Hamming-Codes sind perfekte Codes C mit Fehlerkorrekturpara-
meter e(C) = 1.

Beweis. Es sei C := Ham[n, n − k]q ein Hamming-Code der Länge n = qk−1
q−1

. Eine
Kugel in F n

q vom Radius 1 enthält genau 1 + (q − 1)n = qk Elemente. Desweiteren
sind die Kugeln Bn

1 (x ), Bn
1 (x̃ ) um verschiedene Codewörter x , x̃ ∈ C disjunkt. Somit

folgt ∑
x∈C

#Bn
1 (x ) = #C · qk = qn.

Also gibt es zu jedem y ∈ F n
q genau ein Codewort x ∈ C mit d(x , y) ≤ 1.

Satz 5.6. (Existenz von Hamming-Codes)

(a) Zu jeder natürliche Zahl k > 1 gibt es einen Hamming-Code über Fq der Län-
ge qk−1

q−1
.

(b) Im Fall q = 2 gibt es eine Kontrollmatrix zu Ham[n, n−k]2, deren Spalten aus
den Koe�zienten der Binärdarstellung von 1, . . . , 2k − 1 bestehen.

Beweis. Man wähle aus allen 1-dimensionalen Unterräumen in F k
q jeweils einen

nichtverschwindenden Vektor als Spaltenvektor der Matrix H. Dann besteht H
aus n = qk−1

q−1
Spalten und ist somit als Element von F k×n

q Kontrollmatrix eines
[n, n− k]q−Codes C. Da zwei verschiedene 1-dimensionale Unterräume in F k

q einen
2-dimensionalen Unterraum aufspannen, sind die Spalten von H paarweise linear
unabhängig. Das beweist Aussage (a).
Die Behauptung für q = 2 in (b) folgt aus der Tatsache, daÿ die Binärdarstellungen
je zwei verschiedener ganzer Zahlen über F2 linear unabhängig sind.

Beispiel 5.7. Es gibt also Codes mit Minimaldistanz 3 zu den Parametern

q = 2 q = 3 q = 4 q = 5

k = 2 [3, 1]2 [4, 2]3 [5, 3]4 · · ·
k = 3 [7, 4]2 [13, 10]3 [21, 18]4

k = 4 [15, 11]2 [40, 36]3 [85, 81]4

k = 5 [31, 26]2
... · · ·
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Der Hamming-Code Ham[7, 4]2 ist ein besonders wichtiges Beispiel und wird zur
Konstruktion der Golay-Codes verwendet. Wir geben daher seine Kontroll- und Er-
zeugermatrix konkret an:

H =

1 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
0 1 1 1 0 0 1

 G =


1 0 0 0 1 1 0
0 1 0 0 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1


5.2 Konstruktion binärer Golay-Codes

Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion nichttrivialer perfekter Codes mit Feh-
lerkorrekturparameter e > 1. Für diese muÿ notwendigerweise die Kugelpackungs-
gleichung

qk ·#Bn
e = qn

erfüllt sein. Hierzu �ndet man zum Beispiel im Fall q = 2 oder 3 die Relationen

211 = 1 +

(
23

1

)
+

(
23

2

)
+

(
23

3

)
= #B23

3

und

35 = 1 +

(
11

1

)
· 2 +

(
11

2

)
· 4 = #B11

2 .

Diese �kombinatorischen Glücksfälle� führen tatsächlich auf perfekte Codes mit Pa-
rametern [23, 12, 7]2 und [11, 6, 5]3, die sogenannten Golay-Codes.
Zur Realisierung des binären Golay-Codes betrachten wir den aus H := Ham[7, 4]2
durch ein Paritätsbit erweiterten [8, 4]2−Code Ĥ (vgl. 4.1). Es ist dann

Ĝ =


1 0 0 0 1 1 0 1
0 1 0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 0
0 0 0 1 1 0 1 1


eine Generatormatrix zu Ĥ. Desweiteren seien H∗ und Ĥ∗ die vermöge der Permu-
tation σ = (1 7)(2 6)(3 5) zu H bzw. Ĥ äquivalenten Codes. Die Matrizen

G∗ =


0 1 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0 0

 und Ĝ∗ =


0 1 1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 1


erzeugen dann H∗ beziehungsweise Ĥ∗.

Bemerkung 5.8. Die erweiterten Hamming-Codes Ĥ und Ĥ∗ sind selbstduale
[8, 4, 4]2−Codes. Desweiteren sind diese Codes 4-dividierbar, d.h. jedes ihrer Wörter
besitzt ein durch 4 teilbares Gewicht.
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Beweis. Nach Bemerkung 4.1 besitzen Ĥ und Ĥ∗ Dimension 4 und Minimaldistanz
3 oder 4. Aufgrund des zugefügten Paritätsbits gilt w(x ) ≡ 0 (mod 2) für sämtliche
Wörter x ∈ Ĥ und somit d(Ĥ) = d(Ĥ∗) = 4. Die Selbstdualität folgt aus Dimensi-
onsgründen und Ĝ·ĜT = 0 sowie Ĝ∗ ·(Ĝ∗)T = 0. Aufgrund ihrer Minimaldistanz und
1 ∈ Ĥ, Ĥ∗ enthalten die erweiterten Hamming-Codes keine Wörter vom Gewicht 2
oder 6. Somit sind sie 4-dividierbar.

De�nition 5.9. (Binäre Golay-Codes)
Der aus den erweiterten Hamming-Codes Ĥ und Ĥ∗ konstruierte binäre Code

Gol24 := {(x + z , y + z , x + y + z ) : x , y ∈ Ĥ, z ∈ Ĥ∗}

heiÿt binärer Golay-Code Gol24. Der hieraus durch Streichen des letzten Symbols
(Punktierung) verkürzte Code

Gol23 := Gol∨24
24

heiÿt binärer Golay-Code Gol23.

Satz 5.10. (Parameter und Gewichtspolynom zu Gol24)
Der Golay-Code Gol24 ist ein selbstdualer [24, 12, 8]2−Code mit erzeugender Funk-
tion

WGol24(X) = 1 + 759X8 + 2576X12 + 75916 +X24.

Beweis. Behauptung 1: Gol24 ist ein [24, 12]2−Code.
Per Konstruktion besitzt Gol24 Länge 24 und Dimension k ≤ 12, da Ĥ 4-dimensional
ist. Aus Ordnungsgründen reicht es zu zeigen, daÿ für jedes Wort g ∈ Gol24 nur ein
Tripel (x , y , z ) ∈ Ĥ2 × Ĥ∗ mit g = (x + z , y + z , x + y + z ) existiert. Zunächst
betrachten wir den Schnitt Ĥ ∩ Ĥ∗. Ein Wort a ∈ Ĥ ∩ Ĥ∗ hat die Gestalt

( a , b , c , d , a+ c+ d, a+ b+ c, b+ c+ d, a+ b+ d) =
(b′ + c′ + d′, a′ + b′ + c′, a′ + c′ + d′, d′, c′ , b′ , a′ , a′ + b′ + d′),

was man anhand der Erzeugermatrizen nachprüft. Durch einen Koordinatenvergleich
bekommt man d = d′ und die Gleichungen

a = b′ + c′ + d′ = (a+ b+ c) + (a+ c+ d) + d = b,

b = a′ + b′ + c′ = (b+ c+ d) + (a+ b+ c) + (a+ c+ d) = c

sowie
c = a′ + c′ + d′ = (b+ c+ d) + (a+ c+ d) + d = a+ b+ d = d.

Folglich sind die Symbole von a alle gleich, d.h. es ist

Ĥ ∩ Ĥ∗ = {0,1}.
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Für zwei Tripel (x , y , z ), (x̃ , ỹ , z̃ ) ∈ Ĥ2 × Ĥ∗ mit

(x + z , y + z , x + y + z ) = (x̃ + z̃ , ỹ + z̃ , x̃ + ỹ + z̃ ) ∈ Gol24

gilt notwendigerweise
x + x̃ = z + z̃ .

Folglich ist x + x̃ Element von Ĥ ∩ Ĥ∗. Der Fall x + x̃ = 1 kann nicht auftreten,
denn dann wären z = z̃ + 1 und y = ỹ + 1, woraus aber

x̃ + ỹ + z̃ = x + y + z + 1

folgte im Widerspruch zur Annahme. Also bleibt nur der Fall x + x̃ = z + z̃ = 0
übrig. Das zieht aber y = ỹ nach sich. Somit gehört zu jedem Wort aus Gol24 genau
ein Tripel (x , y , z ) ∈ Ĥ2 × Ĥ∗.

Behauptung 2: Gol24 ist selbstdual.

Konstruktionsgemäÿ gilt

Gol24 = 〈(x ,0, x ), (0, y , y), (z , z , z ) : x , y ∈ Ĥ, z ∈ Ĥ∗〉.

Da Ĥ und Ĥ∗ nach Bemerkung 5.8 selbstdual sind, gelten

〈(x ,0, x ), (z , z , z )〉 = 2 · 〈x , z 〉 = 0

sowie
〈(0, y , y), (z , z , z )〉 = 2 · 〈y , z 〉 = 0.

Hieraus folgt die Selbstdualität von Gol24 aus Dimensionsgründen.

Behauptung 3: Gol24 ist 4-dividierbar.

Das oben angegebene Erzeugersystem von Gol24 ist nach Bemerkung 5.8 4-dividier-
bar. Wir zeigen, daÿ die Summe zweier 4-dividierbarer Wörter g ,h ∈ Gol24 ebenfalls
Gewicht w(g + h) ≡ 0 (mod 4) besitzt. Daraus folgt dann die Behauptung.
Wir de�neren g ∩ h durch

(g ∩ h)i =

{
1 : gi = hi = 1
0 : sonst.

Man beachte, daÿ 〈g ,h〉 ≡ w(g ∩ h) (mod 2) gilt. Da Gol24 selbstdual ist, folgt
dementsprechend w(g ∩h) ≡ 0 (mod 2). Das Gewicht der Summe g +h erfüllt also
die Kongruenz

w(g + h) = w(g) + w(h)− 2 · w(g ∩ h) ≡ 0 (mod 4).

Behauptung 4: Gol24 besitzt Distanz 8.

Für ein Wort x ∈ Ĥ mit Minimalgewicht w(x ) = 4 ist (x ,0, x ) ein Wort in Gol24
vom Gewicht 8. Es gilt daher d(Gol24) ≤ 8. Aufgrund der 4-Dividierbarkeit von
Gol24 müssen wir nur d(Gol24) = 4 ausschlieÿen.
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Wir nehmen also an, es gäbe ein Wort

g = (x + z , y + z , x + y + z ) ∈ Gol24

mit Gewicht 4. Entsprechend der obigen Vorgehensweise erhält man

w(x + z ) = w(x ) + w(z )− 2w(x ∩ z ) ≡ 0 (mod 2)

und analog w(x + z ) ≡ w(x + y + z ) ≡ 0 (mod 2). Eine der drei Komponenten
x + z , y + z , x + y + z von g ist also trivial. Ohne Einschränkung können wir
x + z = 0 annehmen, d.h. es ist x = z ∈ Ĥ ∩ Ĥ∗ = {0,1}. Im Fall x = 0 gilt

w(g) = w(0, y , y) = 2w(y) ≥ 8,

und im Fall x = 1 entsprechend

w(g) = w(0, y + 1, y) = w(y + 1) + w(y) ≥ 8.

Somit führt die Annahme w(g) = 4 zum Widerspruch.

Berechnung des Gewichtspolynoms. Mit den Behauptungen 2, 3 und 4 gilt

W (X, Y ) := WGol24(X, Y ) = Y 24 + aX8Y 16 + bX12Y 12 + aX16Y 8 +X24.

Dies führt auf die Gleichung 2 + 2a+ b = W (1, 1) = #C = 212 bzw. 2a+ b = 4094.
Desweiteren gewinnen wir aus der MacWilliams - Identität 2.21

WGol24(X, Y ) = WGol⊥24
(X, Y ) =

1

212
WGol24(X + Y,X − Y ).

Es gilt also

212 ·W (X, Y ) =

(X − Y )24 + a(X + Y )8(X − Y )16 + bX12Y 12 + a(X + Y )16(X − Y )8 + (X + Y )24

= (X − Y )24 + (X + Y )24 + a(X2 − Y 2)8[(X − Y )8 + (X + Y )8] + b(X2 − Y 2)12.

Koe�zientenvergleich bei X8Y 16 liefert

212a = 2
(

24
8

)
+ 2a

[(
8
0

) (
8
8

)
−
(

8
1

) (
8
6

)
+
(

8
2

) (
8
4

)
−
(

8
3

) (
8
2

)
+
(

8
4

) (
8
0

)]
+ b
(

12
4

)
.

Daraus folgen a = 759 und b = 2576.

Korollar 5.11. Der Golay-Code Gol23 ist ein perfekter [23, 12, 7]2−Code.

Beweis. Da die Minimaldistanz von Gol24 mindestens 2 beträgt, bleibt die Dimen-
sion beim Streichen eines Symbols erhalten. Desweiteren folgen aus Satz 5.10 d(Gol23) ≥
7 und e(Gol23) ≥ 3. Wir zeigen nun allgemeiner, daÿ jeder (23, 212, d)2− Code C
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mit Minimaldistanz d ≥ 7 perfekt ist. Aufgrund d ≥ 7 sind je zwei Kugeln B23
3 (x ),

B23
3 (x̃ ) zu verschiedenen Codewörter x , x̃ aus C disjunkt. Aus

#B23
3 (0) = 1 +

(
23

1

)
+

(
23

2

)
+

(
23

3

)
= 211

folgen dann
#C ·#B23

3 (0) = 212 · 211 = 223 = #F 23
2

und somit ⋃
x∈C

B23
3 (x ) = F 23

2 ,

Daher ist C perfekt mit Minimaldistanz 7.

Das Gewichtspolynom für Gol23 erhalten wir aus der folgenden in Hinblick auf Ab-
schnitt 5.3 etwas allgemeiner gehaltenen

Bemerkung 5.12. Ein beliebiger (23, 212, 7)2−Code C mit 0 ∈ C besitzt die erzeu-
gende Funktion

WC(X) = 1 + 253X7 + 506X8 + 1288X11 + 1288X12 + 506X15 + 253X16 +X23.

Beweis. Es seien

Ci := {x ∈ C : w(x ) = i}, Mj := {y ∈ F 23
2 : w(y) = j}

sowie

wi := wi(C) = #Ci und mj := #Mj =
(

23
j

)
.

Wegen d(C) = 7 und 0 ∈ C gelten w0 = 1 und wi = 0 für 1 ≤ i ≤ 6. Nach dem
Beweis zu Korollar 5.11 ist C perfekt. Somit wird M4 disjunkt überdeckt von den
Kugeln B23

3 (x ) aller Codewörter x ∈ C1 ∪ · · · ∪ C7 = C7, d.h. es gilt

M4 =
•⋃

x∈C7

B23
3 (x ) ∩M4

Das zeigt

m4 =
∑

x∈C7

#(B23
3 (x ) ∩M4) = w7 ·

(
7
4

)
und w7 =

( 23
4 )

( 7
4)

= 253.

Nun geht man unter Beachtung der Perfektheit von C induktiv vor: Die Menge M5

der 5-gewichtigen Wörter ist disjunkt überdeckt von den Kugeln B23
3 (x ) um x ∈ C

mit w(x ) = 7, 8. Das hat

m5 = w7 ·
(

7
5

)
+ w8 ·

(
8
5

)
und w8 =

( 23
5 )−w7·( 7

5)
( 8

5)
= 506
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zur Folge. Die Menge M6 wird überdeckt von

M6 =
•⋃

i=7,8,9

•⋃
x i∈Ci

B23
3 (x i) ∩M6.

Dabei gelten

#(B23
3 (x 7) ∩M6) =

#{y ∈M6 : d(x , y) = 1}+ #{y ∈M6 : d(x , y) = 3} =
(

7
6

)
+
(

7
5

) (
16
1

)
und

#(B23
3 (x 8) ∩M6) = #{y ∈M6 : d(x , y) = 2} =

(
8
6

)
.

Wegen

m6 =
(

23
6

)
= w7 ·#(B23

3 (x 7) ∩M6) + w8 · (B23
3 (x 8) ∩M6)

folgt hieraus w9 = 0. Analog erhält man w10 = 0 aufgrund

m7 =
(

23
7

)
= w7 ·#(B23

3 (x 7) ∩M7) + w8 · (B23
3 (x 8) ∩M7)

= w7 ·
(
1 +

(
7
6

) (
16
1

))
+ w8 ·

((
8
7

)
+
(

8
6

) (
15
1

))
.

Die Zahl w11 ist bestimmt durch die Anzahl der Elemente aus M8, die nicht in
den Kugeln B23

3 (x ) der Codewörter x mit Gewicht 7 oder 8 enthalten sind, da M8

disjunkt überdeckt wird von

M8 =
•⋃

i=7,8,11

•⋃
x i∈Ci

B23
3 (x i) ∩M8.

Das zeigt

w11 =

(
23
8

)
− w7 ·

(
16 +

(
7
6

) (
16
2

))
− w8 ·

(
1 +

(
8
7

) (
15
1

))(
11
8

) = 1288.

Wir überlassen es den Leser, diese Rechnung fortzusetzen.

5.3 Charakterisierung binärer Golay-Codes

De�nition 5.13. (Steinersystem)
Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen. Eine Teilmenge B ⊂ P(M) der
Potenzmenge von M heiÿt (t, b,m)−Steinersystem, falls es die folgenden Eigen-
schaften hat:

(1) Jede Menge B ∈ B besitzt b Elemente.

(2) Jede Teilmenge T ⊂M mit t Elementen ist in genau einem B ∈ B enthalten.



5.3 Charakterisierung binärer Golay-Codes 47

Beispiel 5.14. (1) Die Geraden der a�ne Ebene A2(Fq) bilden ein (2, q, q2)−Steiner-
system, da zwei Punkte in A2(Fq) genau eine Gerade erzeugen.
(2) Die Geraden der projektiven Ebene P2(Fq) bilden ein (2, q + 1, q2 + q + 1)−
Steinersystem.

Binäre Worte x ∈ F n
2 können mit ihren Träger Ix := {1 ≤ i ≤ n : xi 6= 0}

identi�ziert werden. Damit übertragen wir das Inklusionssymbol von {1, . . . , n} auf
F n

2 , d.h. wir schreiben x ⊂ y im Fall Ix ⊂ Iy .

Aufgabe 5.15. Es sei Ĥ := ˆHam[2m − 1, 2m − 1 − m]2 der durch ein Paritätsbit
erweiterte Hamming-Code. Zeigen Sie, daÿ die Codewörter in Ĥ vom Gewicht 4 ein
(3, 4, 2m)− Steinersystem bilden.

Bemerkung 5.16. Die Codewörter des Golay-Codes Gol24 vom Gewicht 8 bilden
ein (5, 8, 24)−Steinersystem.

Beweis. Es sei x ∈ F 24
2 ein Wort vom Gewicht w(x ) = 5. Gemäÿ unserer Be-

hauptung reicht zu zeigen, daÿ die Kugel B24
3 (x ) mit Radius 3 genau ein Codewort

g ∈ Gol24 enthält, da hieraus automatisch w(g) = 8 und x ⊂ g folgen.

Für zwei Codewörter g ,h ∈ B24
3 (x ) gilt nach der Dreiecksungleichung

d(g ,h) ≤ d(g , x ) + d(x ,h) ≤ 6.

Da Gol24 Minimaldistanz 8 besitzt, folgt hieraus g = h . Die Kugel B24
3 (x ) enthält

also höchstens ein Codewort von Gewicht 8.

Desweiteren ist B24
3 (x ) ∩Gol24 nicht leer. Denn zu jedem Codewort g ∈ Gol24 vom

Gewicht 8 gibt es genau
(

8
5

)
Elemente y ∈ F 24

2 mit w(y) = 5 und y ⊂ g . Die Anzahl
aller y ∈ F 24

2 mit w(y) = 5 und B24
3 (y) ∩Gol24 6= ∅ beträgt also

w8(Gol24) ·
(

8

5

)
= 759 ·

(
8

5

)
=

(
24

5

)
= #{y ∈ F 24

2 : w(y) = 5}

und stimmt daher mit der Anzahl sämtlicher Wörter in F 24
2 vom Gewicht 5 überein.

Das zeigt B24
3 (x ) ∩Gol24 6= ∅.

Satz 5.17. (Witt, 1938)
Das (5, 8, 24)−Steinersystem ist bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmt.

Ohne Beweis. (siehe [Lü89, §12] und [MS77, Ch.20 §5])

Satz 5.18. Jeder (24, 212, 8)2−Code C mit 0 ∈ C ist äquivalent zum binären Golay-
Code Gol24.

Beweis. Es sei C ein binärer (24, 212, 8)2−Code mit 0 ∈ C. Die um ein Symbol
verkürzten Codes C∨1, . . . , C∨24 behalten aufgrund d(C) ≥ 2 die Elementanzahl 212
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und sind daher nach dem Beweis zu Korollar 5.11 und Lemma 5.12 perfekte Codes
mit Gewichtsspektrum

Gewichte(C∨i) = {0, 7, 8, 11, 12, 15, 16, 23}.

Da dies unabhängig von der Wahl des zu streichenden Symbols in C ist, folgt hieraus

Gewichte(C) = {0, 8, 12, 16, 24}.

Der Abstand d(x , y) zweier Codewörter x , y ∈ C ist also stets durch 4 teilbar, was
〈x , y〉 = 0 zur Folge hat. Daher sind C wie auch der von C erzeugte lineare Code 〈C〉
selbstdual mit dim〈C〉 = 12, woraus C = 〈C〉 folgt. Wir haben also gezeigt, daÿ jeder
0 enthaltende (24, 212, 8)2−Code linear ist. Der Beweis zu Bemerkung 5.16 ist für
beliebige [24, 12, 8]2−Codes gültig, also bilden die Codewörter in C vom Gewicht 8
ein (5, 8, 24)−Steinersystem. Da dieses (5, 8, 24)−Steinersystem nach dem Satz von
Witt bis auf Äquivalenz eindeutig ist und Gol24 von Codewörter des Gewichtes 8
erzeugt wird, folgt hieraus die Äquivalenz von C und Gol24.

Wir werden im Abschnitt 7.3 eine andere Konstruktion des Golay-Codes Gol24 ken-
nenlernen. Nach dem obigen Satz 5.18 ist der in Beispiel 7.12 vorgestellte erweiterte
quadratische Reste-Code Q̂23 äquivalent zu Gol24. Da die Symmtriegruppe von Q̂23

transitiv ist (Satz 7.9), hat auch Gol24 eine transitive Symmetriegruppe. Hieraus
folgt

Korollar 5.19. Jeder (23, 212, 7)2−Code C mit 0 ∈ C ist äquivalent zu Gol23.

Beweis. Es seien x , y ∈ C zwei Codewörter mit Minimalabstand d(x , y) = 7. Dann
gilt

w(x ∩ y) ≡ 〈x , y〉 ≡ d(x , y) ≡ 1 (mod 2),

wobei x ∩y wie im Beweis zu Satz 5.10 de�niert ist. Die Quersummen beider Wörter
können also nicht gleichzeitig gerade sein. Der durch ein Paritätsbit erweiterte Co-
de Ĉ ist also ein (24, 212, 8)2−Code und damit äquivalent zu Gol24. Somit entsteht
C durch Streichen eines Symbols in Gol24, etwa das i-te Symbol. Da die Symmetrie-
gruppe zu Gol24 transitiv ist, ergibt sich

C ∼= Gol∨i24
∼= (σ(Gol24))

∨24 = Gol∨24
24 = Gol23

für ein σ ∈ Sym(Gol24) mit σ(i) = 24.

Zusatz 5.20. Die Symmetriegruppen der binären Golay-Codes sind die Mathieu-
Gruppen M24 und M23. Genauer gelten:

Sym(Gol24) ∼= M24 und Sym(Gol23) ∼= M23,

mit #M24 = 244.823.040 und #M23 = 10.200.960.

Ohne Beweis.(siehe [Lin99, 4.2.3])
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5.4 Ternäre Golay-Codes

Satz 5.21. (Ternäre Golay-Codes Gol12 und Gol11)

(a) Es gibt einen bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmten [12, 6, 6]3−Code Gol12
zum (5, 6, 12)− Steinersystem mit Sym(Gol12) ∼= M12 und #M12 = 95040.

(b) Es gibt einen bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmten perfekten [11, 6, 5]3−Code
Gol11 zum (4, 5, 11)−Steinersystem mit Sym(Gol11) ∼= M11 und #M11 = 7920.

Ohne Beweis.(siehe [Lü89, §7] und [MS77, Ch.20])

Die perfekten Code mit Fehlerkorrekturparameter e > 1 sind vollständig bekannt:

Zusatz 5.22. Ein perfekter Code mit Fehlerkorrekturparameter e > 1 ist äquivalent
zu einem der Golay-Codes Gol23 bzw. Gol11 oder zum [2e + 1, 1, 2e + 1]2−Wieder-
holungscode. Insbesondere gibt es keine perfekten Codes über Fq mit q 6= 2, 3.

Ohne Beweis.(siehe [Lin99, Ch.7])





Kapitel 6

Zyklische Codes

6.1 Polynomdarstellung zyklischer Codes

De�nition 6.1. (Zyklischer Code)
Ein linearer Code C der Länge n mit der Eigenschaft

(x1, . . . , xn) ∈ C ⇐⇒ (xn, x1, . . . , xn−1) ∈ C

heiÿt zyklischer Code.

Die Symmetriegruppe Sym(C) eines zyklischen Codes der Länge n umfaÿt also per
De�nition die zyklische Gruppe Zn. Mit dem Vektorraumisomorphismus

ρ :


F n
q −→ Fq[X]/(Xn − 1)

(x0, . . . , xn−1) 7−→
n−1∑
i=0

xiX
i

zwischen F n
q und Rn := Fq[X]/(Xn−1) erhält man ein notwendiges und hinreichen-

des Kriterium für die Zyklizität eines linearen Codes C ≤ F n
q .

Bemerkung 6.2. Ein linearer Code C ≤ F n
q ist genau dann zyklisch, falls sein Bild

ρ(C) ≤ Rn unter ρ ein Ideal in Rn ist.

Beweis. Nach Konstruktion des Isomorphismus ρ ist für einen zyklischen Code C
notwendig und hinreichend, daÿ X · ρ(C) ≤ ρ(C) gilt. Dies ist aber genau dann der
Fall, wenn ρ(C) ein Ideal in Rn íst.

Wir können also einen zyklischen Code C als Ideal in Rn = Fq[X]/(Xn−1) betrach-
ten. Dies werden wir im folgenden auch stets tun.

Bemerkung 6.3. (Ideale in Fq[X]/(Xn − 1))

(a) Jedes Ideal in Rn ist ein Hauptideal und wird von einem Teiler des Polynoms
Xn − 1 erzeugt.
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(b) Sind n und q teilerfremd, so ist Xn − 1 separabel. Bezeichnet in diesem Fall
t die Anzahl der irreduziblen normierten Teiler von Xn − 1, so gibt es genau
2t zyklische Codes über Fq der Länge n.

Beweis. (a) Es sei π der kanonische Epimorphismus von Fq[X] aufRn = Fq[X]/(Xn−
1). Für ein Ideal I in Rn ist dann π−1(I) ein Ideal in Fq[X]. Da Fq[X] ein Hauptideal-
ring ist, wird π−1(I) von einen Polynom g(X) ∈ Fq[X] erzeugt. Wegen π(Xn−1) = 0
gilt dann

(Xn − 1) ⊆ π−1(I) = (g(X)).

Also ist g(X) ein Teiler von Xn − 1.
(b) Sind n und q teilerfremd, so sind es auch Xn − 1 und nXn−1. Daher ist Xn − 1
separabel und besitzt

(
t
1

)
+
(
t
2

)
+ · · ·+

(
t
t

)
= (1 + 1)t = 2t normierte Teiler.

De�nition 6.4. (Erzeuger- und Kontrollpolynom zyklischer Codes)
Es seien C � Rn = Fq[X]/(Xn − 1) ein zyklischer Code und g(X) ∈ Fq[X] das
normierte Polynom mit C = (g(X))Rn . Dann heiÿt g(X) Erzeugerpolynom und

h(X) := (Xn − 1)g(X)−1

Kontrollpolynom von C. Wir nennen C einen maximalen (minimalen) zykli-
schen Code, falls g(X) (bzw. h(X)) irreduzibel ist.

Vorsicht! Das Erzeugerpolynom ist nicht zu verwechseln mit der erzeugenden Funk-
tion WC(X) aus De�nition 2.18.

Notiz 6.5. Der Grad des Erzeugerpolynoms g(X) eines zyklischen [n, k]q−Codes
beträgt n− k wegen

C = 〈g(X), Xg(X), . . . , Xk−1g(X)〉.

Sind g(X) =
∑n−k

i=0 giX
i und dazu h(X) =

∑k
i=0 hiX

i, so ist

G =

 g0 ___ ___ gn−k 0

0 g0

A
A

A
A

____ ____ gn−k

H
H

H
H

H

 ∈ F k×n
q

eine Erzeugermatrix und

H =


0 hk

~
~

~
~

___ ___ h0

~
~

~
~

hk ___ ___ h0 0

 ∈ F (n−k)×n
q

eine Kontrollmatrix zu C.
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Bemerkung 6.6. (Kontrollgleichung für zyklische Codes)
Für einen zyklischen Code C �Rn mit Kontrollpolynom h(X) gilt

C = {f(X) ∈ Rn : f(X) · h(X) = 0}.

Beweis. Ein Polynom f(X) aus C ist ein Vielfaches des Erzeugerpolynoms g(X),
d.h. es gilt f(X) = a(X)g(X) für ein geeignetes Polynom a(X). Da g(X)h(X) =
Xn−1 = 0 in Rn gilt, erfüllt f(X) die Kontrollgleichung f(X)h(X) = 0. Umgekehrt
gilt für jedes f(X) mit f(X)h(X) = 0 die Teilerbedingung g(X)|f(X), d.h. f(X)
ist ein Element des Codes C.

Satz 6.7. Die Klasse der zyklischen Codes ist abgeschlossen bezüglich Dualisierung.
Genauer gilt: Ist g(X) das Erzeugerpolynom eines zyklischen Codes C � Rn und
h(X) das zugehörige Kontrollpolynom, so sind

g⊥(X) = h(0)−1h(X−1)Xk und h⊥(X) = g(0)−1g(X−1)Xn−k

Erzeuger- und Kontrollpolynom des dualen Codes C⊥.

Beweis. Die in Notiz 6.5 beschriebene Kontrollmatrix H eines zyklischen Codes C
ist gleichzeitig auch eine Erzeugermatrix des dualen Codes C⊥. Somit ergibt sich
aus der Gestalt von H, daÿ das Ideal C⊥ �Rn vom Polynom

hk + hk−1X + · · ·+ h0X
k = h(X−1)Xk

erzeugt wird. Hieraus erhält man durch Normierung das Erzeugerpolynom von C⊥.
Auf dieselbe Weise gewinnt man das Kontrollpolynom zu h⊥(X) aus g(X).

Aufgabe 6.8. (a) Es sei C ein zyklischer Code über Fqm . Zeigen Sie, daÿ der Teil-
körpercode C|Fq ebenfalls zyklisch ist.

(b) Es seien C1 und C2 zwei zyklische Codes über Fq der Länge n1 respektive n2.
Zeigen Sie, daÿ auch das Tensorprodukt C1 ⊗ C2 dieser Codes zyklisch ist.

Satz 6.9. Sind n und q teilerfremd, so wird jeder zyklische Code C �Rn von genau
einem Idempotent in Rn erzeugt.

Beweis. Existenz: Gemäÿ der Voraussetzung ggT(n, q) = 1 ist Xn−1 = g(X)h(X)
separabel (vgl. Bem. 6.3), und somit sind Erzeugerpolynom g(X) und Kontrollpo-
lynom h(X) von C teilerfremd. Es gibt also Polynome a(X), b(X) ∈ Fq[X] mit

1 = a(X)g(X) + b(X)h(X).

Dann ist
e(X) := a(X)g(X) = 1− b(X)h(X)

als Vielfaches von g(X) ein Element des Codes C und idempotent, da es im Rest-
klassenring Rn die Gleichung

e(X) 2 = a(X)g(X)(1− b(X)h(X)) = a(X)g(X)− a(X)b(X)(Xn − 1) = e(X)
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erfüllt. Weil jedes Codewort c(X) ∈ C ein Vielfaches von g(X) ist, wirkt e(X) =
1− b(X)h(X) als Identität auf C. Das zeigt schlieÿlich

Rn · e(X) ≤ C = C · e(X) ≤ Rn · e(X).

Eindeutigkeit: Für ein Idempotent ẽ(X) ∈ C mit C = Rn · ẽ(X) gilt ebenfalls
ẽ(X)c(X) = c(X) für alle Wörter c(X) ∈ C und somit

ẽ(X) = ẽ(X)e(X) = e(X).

Das zeigt die Eindeutigkeit des erzeugenden Idempotents von C.

Korollar 6.10. Es sei C � Rn ein zyklischer Code mit erzeugenden Idempotent
e(X) =

∑n−1
i=0 eiX

i. Dann ist

G =


e0 e1 · · · en−2 en−1

en−1 e0 en−3 en−2
...

...
en−k+1 en−k+2 · · · en−k−1 en−k


eine Erzeugermatrix von C.

Beweis. Die Behauptung dieses Korollars ist äquivalent zu

C = 〈e(X), Xe(X), . . . , Xk−1e(X)〉.

Daher reicht es zu zeigen, daÿ aus

k−1∑
i=0

aiX
ie(X) = a(X)e(X) = 0

für ein Polynom a(X) =
∑k−1

i=0 aiX
i ∈ Rn stets a(X) = 0 folgt. Es sei also a(X) ein

Polynom vom Grad deg(a(X)) < k mit a(X)e(X) = 0 in Rn. Es gilt dann

0 = a(X)e(X)g(X) = a(X)g(X) =
k−1∑
i=0

aiX
ig(X),

da e(X) als Identität auf C wirkt. Weil aber {g(X), Xg(X), . . . , Xk−1g(X)} eine
Basis von C ist, folgt hieraus a(X) = 0.

6.2 Nullstellen zyklischer Codes

Für den Rest des Kapitels setzen wir stets voraus, daÿ die Alphabetgröÿe q und die
Länge n der Codes teilerfremd zueinander sind.
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Bemerkung 6.11. (Nullstellenmenge eines zyklischen Codes)
Es sei C�Rn ein zyklischer Code über Fq. Dann gibt es eine Menge U(C) von n-ten
Einheitswurzeln aus Fq mit

C = {f(X) ∈ Rn : f(u) = 0 für alle u ∈ U(C)}.

Beweis. Als Teiler von Xn − 1 besitzt das Erzeugerpolynom g(X) von C lediglich
n-te Einheitswurzeln aus dem algebraischen Abschluÿ Fq von Fq als Nullstellen. Da
alle Codewörter aus C Vielfache von g(X) sind, folgt die Behauptung mit

U(C) = {u ∈ Fq : g(u) = 0}. �

Korollar 6.12. (Kontrollgleichung via Nullstellenmenge)
Es sei C�Rn ein zyklischer [n, k]q−Code mit Nullstellenmenge U(C) = {u1, . . . , un−k}.
Mit

L :=

1 u1 · · · un−1
1

...
...

1 un−k · · · un−1
n−k


gilt dann

C =

{
n−1∑
i=0

xiX
i ∈ Rn : L · (x0, . . . , xn−1)

T = 0

}
. �

Korollar 6.13. Es seien Un := {u ∈ Fq : un = 1} die Menge aller n-ten Einheits-
wurzeln in Fq, C ein zyklischer Code über Fq und U(C) sowie U(C⊥) die zugehörigen
Nullstellenmengen von C und C⊥. Dann sind U(C)−1 und U(C⊥) komplementär in
Un, d.h. es gilt

U(C⊥) = Un\{u−1 : u ∈ U(C)}.

Beweis. Nach Satz 6.7 gilt für das Erzeugerpolynom g⊥(X) zu C⊥

g⊥(u−1) = h(0)−1h(u)u−k.

Da h(X) die Nullstellenmenge Un\U(C) besitzt, folgt hieraus die Behauptung.

Aufgabe 6.14. Es seien n und q teilerfremd, n = qk−1
q−1

und u ∈ Fqk eine primitive
n-te Einheitswurzel. Zeigen Sie, daÿ

C = {f(X) ∈ Fq[X]/(Xn − 1) : f(u) = 0}

der Hamming-Code Ham[n, n− k]q ist.

Satz 6.15. (BCH - Schranke)
Es seien C �Rn ein zyklischer [n, k]q−Code mit Nullstellenmenge U(C) und u eine
primitive n-te Einheitswurzel. Es gebe natürliche Zahlen b und 2 ≤ d ≤ n+1, sodaÿ
die Elemente ub, . . . , ub+d−2 in U(C) enthalten sind. Dann besitzt C mindestens die
Minimaldistanz d.
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Beweis. Angenommen, es gäbe ein Codewort c(X) =
∑n−1

i=0 xiX
i =

∑r
j=1 xijX

ij

aus C vom Gewicht 0 < r < d. Dann ist nach Voraussetzung {ub, . . . , ub+r−1} in der
Nullstellenmenge U(C) enthalten und (xi1 , . . . , xir) ist eine nichtriviale Lösung des
homogenen linearen Gleichungssystems

xi1(u
b)i1 + · · · + xir(u

b)ir = 0
...

...
...

xi1(u
b+r−1)i1 + · · · + xir(u

b+r−1)ir = 0.

Somit verschwindet die Determinante von

L :=

 ubi1 · · · ubir
...

...
u(b+r−1)i1 · · · u(b+r−1)ir

 .

Andererseits gilt nach dem Satz über Vandermondesche Matrizen

det(L) =

(
r∏
j=1

ubij

)
·

∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1
...

...
(ui1)r−1 · · · (uir)r−1

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
r∏
j=1

ubij

)
·

(∏
j<k

(uik − uij)

)
6= 0,

was zum Widerspruch führt.

Korollar 6.16. Es sei r eine zu n teilerfremde Zahl. Dann ist d(C) ≥ d auch im
Fall ub, ub+r, . . . , ub+r(d−2) ∈ U(C) gültig.

Beweis. Mit u ist w := ur aufgrund von ggT(r, n) = 1 ebenfalls eine primitive n−te
Einheitswurzel. Somit gibt es eine ganze Zahl b̃ mit ub = wb̃. Daher folgt unsere
Behauptung aus der BCH-Schranke vermöge wb̃, wb̃+1, . . . , wb̃+d−2 ∈ U(C).

6.3 BCH - Codes

De�nition 6.17. (BCH - Code)
Es seien u ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe (Fqm)× = 〈u〉 sowie Ub,d :=
{ub, . . . , ub+d−2} mit d ≤ qm + 1. Weiter sei g(X) das Produkt aller verschiedenen
Minimalpolynome der uj ∈ Ub,d über Fq. Dann heiÿt der durch g(X) erzeugte zykli-
sche Code C über Fq BCH - Code mit garantierter Minimaldistanz d. Diese
sind benannt nach R.C. Bose, D.K. Ray-Chandhuri und A. Hocquengham. Deswei-
teren nennen wir einen BCH-Code C primitiv (im engeren Sinne), falls C Länge
qm − 1 besitzt und ub ebenfalls ein Erzeuger von F×qm ist. Für primitive BCH-Codes
kann man also o.E. b = 1 annehmen.
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Die Namensgebung der BCH-Codes ist gerechtfertigt, da BCH-Codes aufgrund der
BCH-Schranke wenigstens Minimalabstand d besitzen.

Anmerkung 6.18. (BCH- und Reed-Solomon Codes)
(a) Die primitiven BCH-Codes über Fq der Länge n = q− 1 sind genau die gewöhn-
lichen Reed-Solomon Codes RSk(u ,1) mit u = (1, u, . . . , uq−2) (vgl. De�nition 3.8).
Ein primitiver BCH-Code C mit garantierter Minimaldistanz d besitzt die Kontroll-
matrix

H :=


1 u · · · uq−2

1 u2 u2(q−2)

...
...

1 ud−1 · · · u(d−1)(q−2)

 ,

die nach Bemerkung 3.10 auch eine Erzeugermatrix des gewöhnlichen Reed-Solomon
Code RSd−1(u ,u) bildet. Aufgrund

∑n−1
i=0 u

ij = ujn−1
uj−1

= 0 für 1 ≤ j ≤ n − 1 gilt
1 ⊥ RSn−1(u ,u). Es folgt dann nach Satz 3.11

C = RSd−1(u ,u)⊥ = RSq−d(u ,1).

Insbesondere ist C pseudorational. Umgekehrt ist RSk(u ,1) ein primitiver BCH-
Code mit garantierter Minimaldistanz q − k.
(b) Allgemein tritt ein BCH-Code C mit garantierter Minimaldistanz d als Teil-
körpercode des Reed-Solomon-Code RSd−1(u , b)⊥ mit u = (1, u, . . . , un−1) und
b = (1, ub, . . . , ub(n−1)) auf, d.h. es gilt

C = RSd−1(u , b)⊥|Fq .

Satz 6.19. Es sei C ein BCH-Code mit garantierter Minimaldistanz d der Länge n.
Dann gelten:

(a) C besitzt mindestens Dimension n−m(d− 1).

(b) Im Fall q = 2 und b = 1 gilt dim(C) ≥ n−m ·
⌊
d
2

⌋
.

Beweis. Per Konstruktion besitzt ein BCH-Code C mit garantiertem Minimalab-
stand d das Erzeugerpolynom

g(X) = kgV{gj(X) : uj ∈ Ub,d},

wobei gj(X) jeweils das Minimalpolynom über Fq zu uj bezeichne. Aufgrund von
[Fq(u):Fq] = m ist der Polynomgrad der gj(X) nicht gröÿer als m und es folgt

deg(g(X)) ≤ m(d− 1).

Im Fall q = 2 stimmen die Minimalpolynome gj(X) und g2j(X) überein vermöge

gj(u
2j) = (gj(u

j))2 = 0.

Somit hat das Erzeugerpolynom g(X) eines binären BCH-Code C mit U1,d ⊆ U(C)
die Gestalt
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g(X) = kgV{gj(X) : j = 1, 3, . . . , 2bd
2
c − 1}

und höchstens Grad m · bd
2
c. Die Behauptungen (a) und (b) folgen nun aus

dim(C) = n− deg(g(X)). �

Korollar 6.20. Für q = 2, n = 2m−1 und t < 2m−1 existiert ein t-fehlerkorrigieren-
der BCH-Code der Länge n und Dimension k ≥ n−mt.

Beweis. Es sei C ein binärer BCH-Code mit U1,2t ⊆ U(C). Aufgrund von gt(u2t) = 0
und gt(X)|g(X) ist u2t eine weitere Nullstelle von C. Daher gilt sogar U1,2t+1 ⊆ U(C)
und somit besitzt C die garantierte Minimaldistanz 2t+ 1.

Satz 6.21. (Symmetriegruppe von BCH-Codes)
Es sei Ĉ ein durch ein Paritätssymbol erweiterter primitiver BCH-Code über Fq der
Länge qm. Dann operiert AGL1(Fqm) auf Ĉ, d.h. es gilt

AGL1(Fqm) ≤ Sym(Ĉ).

Beweis. Wir identi�zieren die Positionen 0, 1, . . . , n = qm − 1 von Fn+1
q mit den

Elementen von Fqm = {0, 1, u, . . . , un−1} via n 7→ 0 und i 7→ ui. Dann operiert
AGL1(Fqm) = {γa,b : a ∈ F×qm , b ∈ Fqm} mit γa,b(c) = ac + b auf Fn+1

q durch
Permutation der Einträge vermöge

(y0, y1, . . . , yn)
γa,b = (yγ−1

a,b(0), . . . , yγ−1
a,b(n)).

Wegen der Relationen

γa,b = γ1,bγa,0, γ1,b = γb,0γ1,1γb−1,0 sowie γa,0γb,0 = γab,0

wirdAGL1(Fqm) von γu,0 und γ1,1 erzeugt. Da C zyklisch ist, erfüllen die Codewörter
(x0, . . . , xn) von Ĉ

(x0, . . . , xn)
γu,0 = (xn−1, x0, . . . , xn−2, xn) ∈ Ĉ,

d.h. Ĉ ist invariant unter γu,0. Es verbleibt also nur noch der Nachweis von γ1,1 ∈
Sym(Ĉ). Bezeichnet d die garantierte Minimaldistanz des primitiven BCH-Codes
C, so sind u, . . . , ud−1 designierte Nullstellen von C. Es ist zu zeigen, daÿ die
γ1,1−Konjugierten Codewörter x γ1,1 = (xγ−1

1,1(0), . . . , xγ−1
1,1(n−1)) von C ebenfalls die

Nullstellen uj für 1 ≤ j ≤ d− 1 besitzen, daÿ also

x γ1,1(uj) :=
n−1∑
i=0

xγ−1
1,1(i)u

ij =
n−1∑
i=0

xγ1,−1(i)u
ij = 0
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für x = (x0, . . . , xn−1) ∈ C und xn := −
∑n−1

i=0 xi gilt. Unter Beachtung von u
γ1,1(i) =

ui + 1 bei i 6= n erhält man

n−1∑
i=0

xγ−1
1,1(i)u

ij =
∑

0≤i≤n−1

ui 6=−1

xiu
γ1,1(i)j + xn =

∑
0≤i≤n−1

ui 6=−1

xi(u
i + 1)j + xn

=
n−1∑
i=0

xi(u
i + 1)j + xn =

n−1∑
i=0

xi

j∑
k=0

(
j

k

)
uir + xn

=

j∑
k=0

(
j

k

)
x (uk) + xn = x (u0) + xn =

n∑
i=0

xi = 0.

Das zeigt die γ1,1−Invarianz von Ĉ.

6.4 Decodierung von BCH - Codes

Es sei C ein primitiver BCH-Code über Fq mit garantierter Minimaldistanz d =
2e+ 1. Sind x ∈ C das gesendete und y ∈ F n

q das empfangene Wort, so bezeichnet

e := y − x

den Fehlervektor zwischen x und y und

I := {1 ≤ i ≤ n : ei 6= 0}

die Indexmenge der Fehlerpositionen in y . Wir nehmen im folgenden stets
#I ≤ e an. Neben g(X) :=

∑n
i=1 yiX

i bezeichnen weiter h(X) :=
∑

i∈I eiX
i das

Fehlerpolynom,

σ(X) :=
∏
i∈I

(1− uiX) =
e∑
j=0

σjX
j

das fehlerlokalisiernde Polynom zu y sowie

ω(X) :=
∑
i∈I

eiu
i
∏
j∈I
j 6=i

(1− ujX)

das Fehlerauswertungspolynom. O�ensichtlich gilt mit unserer Annahme

deg(ω) < deg(σ) = #I ≤ e.

Der Quotient aus ω(X) und σ(X) hat die Gestalt

ω(X)

σ(X)
=
∑
i∈I

eiu
i

1− uiX
=
∑
i∈I

ei
X

∑
j≥1

(uiX)j =
∑
j≥1

Xj−1
∑
i∈I

eiu
ij =

∑
j≥1

h(uj)Xj−1.
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Da u, u2, . . . , u2e die designierten Nullstellen von C sind, gilt

h(uj) =
n∑
i=1

(yi − xi)u
ij =

n∑
i=1

yiu
ij = g(uj)

für j = 1, . . . , 2e. Somit können wir das Syndrompolynom

s(X) :=
2e∑
j=1

g(uj)Xj−1 ≡ ω(X)

σ(X)
(mod X2e)

leicht aus der empfangenen Nachricht y berechnen, obwohl ω(X) und σ(X) zunächst
unbekannt sind. Aus der Kongruenz folgt die Existenz eines Polynoms u(X) ∈ Fq[X]
mit

s(X)σ(X) + u(X)X2e = ω(X).

Bemerkung 6.22. In der obigen Situation gibt es genau ein Paar teilerfremde
Polynome σ(X), ω(X) mit deg(ω) < deg(σ) ≤ e und σ(0) = 1, welche die Kongruenz

ω(X) ≡ s(X)σ(X) (mod X2e)

erfüllen.

Beweis. Es ist lediglich die Eindeutigkeit von σ(X) und ω(X) zu zeigen. Aus der
Kongruenz

ω(X) ≡ s(X)σ(X) =
∑
k∈N

∑
i+j=k

siσjX
k (mod X2e)

ergibt sich sich aufgrund von deg(ω) < e das lineare Gleichungssystem∑
i+j=k

siσj = 0 für e ≤ k ≤ 2e− 1 (6.23)

in den Unbestimmten σj.

1.Schritt: Es sei nun

σ̃(X) =
e∑
j=0

σ̃jX
i

ein Polynom minimalen Grades, dessen Koe�zienten σ̃j das Gleichungssystem (6.23)
erfüllen. De�niert man σ̃j := 0 für alle j > e, so gilt

0 =
k∑
j=0

sk−jσ̃j =
k∑
j=0

g(uk−j+1)σ̃j

=
k∑
j=0

∑
i∈I

eiu
(k−j+1)iσ̃j =

∑
i∈I

ui(k+1)eiσ̃(u−i) für e ≤ k ≤ 2e− 1.
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Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten eiσ̃(u−i) mit Koe�-
zientenmatrix A := (ui(k+1))i∈I,e≤k≤2e−1. Da A Teilmatrix einer Vandermondeschen
Matrix ist, folgt hieraus eiσ̃(u−i) = 0 für alle Fehlerpositionen i ∈ I. Dies impliziert
σ̃(u−i) = 0 für i ∈ I, d.h. das fehlerlokalisierende Polynom σ(X) teilt σ̃(X). Wegen
der Minimalität von deg(σ̃) und σ̃(0) = 1 = σ(0) stimmt σ̃(X) mit σ(X) überein.

2.Schritt: Sind nun σ̃(X) und ω̃(X) teilerfremde Polynome mit deg(ω̃) < deg(σ̃) ≤ e,
σ̃(0) = 1 und

ω̃ ≡ s(X)σ̃(X) (mod X2e),

so erfüllen die Koe�zienten von σ̃(X) das Gleichungssystem (6.23). Hieraus folgt
wie im 1.Schritt σ(X)|σ̃(X), d.h es gibt ein Polynom f(X) ∈ Fq[X] mit σ̃(X) =
f(X)σ(X) und deg(f) = deg(σ̃) − deg(σ) < e. Es ist dann ω̃(X) − f(X)ω(X) ein
Polynom vom Grad < 2e, das der Kongruenz

ω̃(X)−f(X)ω(X) ≡ ω̃(X)−f(X)s(X)σ(X) ≡ ω̃(X)−s(X)σ̃(X) ≡ 0 (mod X2e)

genügt. Folglich stimmen ω̃(X) und f(X)ω(X) überein. Da ω̃(X) und σ̃ = f(X)σ(X)
teilerfremd sind, ist f(X) ein konstantes Polynom. Aus σ̃(0) = 1 = σ(0) folgt schlieÿ-
lich f(X) = 1 und somit σ̃(X) = σ(X) und ω̃(X) = ω(X).

Korollar 6.24. Das fehlerlokalisierende Polynom σ(X) und das Fehlerauswertungs-
polynom ω(X) sind mit dem Euklidischen Algorithmus berechenbar.

Beweis. Wendet man den Euklidischen Algorithmus auf f0(X) := X2e und f1(X) :=
s(X) an, so erhält man endliche Folgen von Polynomen fi(X), ui(X) und vi(X) mit

fi(X) = qi+1(X)fi+1(X) + fi+2(X)

= vi(X)s(X) + ui(X)X2e

und deg(fi) < deg(fi−1). Dabei gilt deg(vi) = 2e−deg(fi−1). Dies sieht man induktiv
wie folgt: Wegen v1(X) = 1 und f0(X) = X2e gilt die Behauptung für i = 1. Beim
Induktionsschritt von i auf i+1 sind aufgrund von vi+1(X) = vi−1(X)− qi(X)vi(X)
und deg(qi) ≥ 1 die Grade der Polynome vi+1(X) und qi(X)vi(X) gleich, wovon
man sich durch eine seperate Induktion überzeugen kann. Das führt wie gewünscht
zu

deg(vi+1) = deg(qi) + deg(vi) = deg(qi) + 2e− deg(fi−1)

= deg(qi) + 2e− deg(qifi) = 2e− deg(fi).

Da ggT(X2e, s(X)) wegen s(X)σ(X) + u(X)X2e = ω(X) ein Teiler von ω(X) ist,
gilt deg(ggT(X2e, s(X))) ≤ deg(ω) < e, und es gibt einen Index k ∈ N mit

0 ≤ deg(fk) < e ≤ deg(fk−1).

Gemäÿ dem Euklidischen Algorithmus hat fk(X) die Gestalt

fk(X) = vk(X)s(X) + uk(X)X2e ≡ vk(X)s(X) (mod X2e)
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mit deg(vk) ≤ e. Somit sind

ω̃(X) :=
fk(X)

ggT(fk, vk)
und σ̃(X) :=

vk(X)

ggT(fk, vk)

teilerfremde Polynome mit deg(ω̃) < deg(σ̃) ≤ e, welche die Kongruenz

ω̃(X) ≡ s(X)σ̃(X) (mod X2e)

erfüllen. Nach Bemerkung 6.22 gelten dann

ω(X) = σ̃(0)−1 · ω̃(X) und σ(X) = σ̃(0)−1 · σ̃(X).

Das beweist unsere Behauptung.

Notiz 6.25. Gemäÿ Bemerkung 10.13 gilt sogar ggT(fk, vk) = 1.

Decodieralgorithmus 6.26.

Es seien y ∈ F n
q das empfangene Wort sowie g(X) :=

n∑
i=1

yiX
i.

(1) Konstruiere das Syndrompolynom

s(X) :=
2e∑
j=1

g(uj)Xj−1.

(2) Berechne das fehlerlokalisiernde Polynom σ(X) und das Fehlerauswertungspo-
lynom ω(X) mit dem Euklidischen Algorithmus gemäÿ Korollar 6.24.

(3) Bestimme die Indexmenge der Fehlerpositionen I über die Nullstellen von
σ(X).

(4) Berechne den Fehlervektor e = (e1, . . . , en) mittels ei = 0 für i /∈ I und

ei = − ω(u−i)

σ′(u−i)
für i ∈ I.

(5) Decodiere y zu x = y − e .



Kapitel 7

Quadratische Reste-Codes

7.1 Quadratische Reste-Codes

De�nition 7.1. (Quadratischer Reste-Code)
Es seien r eine ungerade Primzahl und

Qr := {1 ≤ i < r :

(
i

r

)
= 1} und Nr := {1 ≤ i < r :

(
i

r

)
= −1}

die Menge der quadratischen Reste modulo r bzw. die Menge der Nichtquadrate
modulo r. Sind dann p ∈ Qr eine Primzahl, u eine primitive r-te Einheitswurzel
über Fp sowie

q(X) :=
∏
i∈Qr

(X − ui) und n(X) :=
∏
i∈Nr

(X − ui),

so heiÿen die zyklischen Codes

Qr := ρ−1(q(X)Rr), Nr := ρ−1(n(X)Rr),

Q∗
r := ρ−1((X − 1)q(X)Rr), N ∗

r := ρ−1((X − 1)n(X)Rr)

über Fp quadratische Reste-Codes (oder kürzer auch QR-Codes).

Anmerkung 7.2. (a) Die quadratischen Reste-Codes sind Codes über Fp. Denn mit
ui ist wegen

(
ip
r

)
=
(
i
r

) (
p
r

)
=
(
i
r

)
auch uip Nullstelle der de�nierenden Polynome.

Daher erfüllen ihre Koe�zienten

ar−k =
∑

i1<i2<...<ik

ui1+···+ik

die Gleichung apr−k = ar−k und sind somit Elemente von Fp.
(b) Gemäÿ 6.5 beträgt die Dimension der quadratischen Reste-Codes

dim(Qr) = dim(Nr) = r − r − 1

2
=
r + 1

2
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beziehungsweise

dim(Q∗
r) = dim(N ∗

r ) = r − r + 1

2
=
r − 1

2
.

(c) Die quadratischen Reste-Codes Qr und Nr bzw. Q∗
r und N ∗

r sind äquivalent
vermöge der Symmetrie

π : f(X) 7→ f(Xj)

für ein Nichtquadrat j modulo r. Als Codewort aus Qr ist f(X) durch q(X) teilbar,
d.h. es ist f(ui) = 0 für alle Quadrate i modulo r. Für k ∈ Nr ist kj ein Quadrat
und es gilt daher

f((uk)j) = f(ukj) = 0.

Somit ist f(Xj) durch n(X) teilbar. Ist f(X) zusätzlich durch (X − 1) teilbar, d.h.
ein Wort aus Q∗

r, so gilt f(1j) = f(1) = 0 und somit π(f(X)) ∈ N ∗
r .

Beispiel 7.3. Für r = 7 ist Q7 = {1, 2, 4}. In F2[X] gilt

X7 − 1 = (X + 1)(X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1).

Es gibt eine primitive Einheitswurzel u ∈ F8 mit Minimalpolynom

q(X) = (X − u)(X − u2)(X − u4) = X3 +X + 1.

De�nitionsgemäÿ erzeugt q(X) den BCH-Code Q7 mit garantierter Minimaldistanz
3. Nach Anmerkung 7.2 ist Q7 also ein [7, 4, 3]2−Code und folglich äquivalent zum
Hamming-Code Ham[7, 4]2 (vergleiche Anmerkung 5.4).

De�nition 7.4. (Erweiterter quadratischer Reste-Code)
In der Situation von De�nition 7.1 heiÿt γ :=

∑r−1
i=1

(
i
r

)
ui die Gauÿsche Summe

von u. Den Code

Q̂r :=

{(
x0, . . . , xr−1,−

γ

r

r−1∑
i=0

xi

)
: (x0, . . . , xr−1) ∈ Qr

}

nennen wir erweiterter quadratische Reste-Code (oder auch EQR-Code).

Anmerkung 7.5. Im Fall p = 2 ist Q̂r ein einfacher Parity-Check-Code von Qr

(vgl. Bemerkung 4.1). Denn aufgrund

γ =
r−1∑
i=1

(
i

r

)
ui ≡

r−1∑
i=1

ui = 1 ≡ r (mod 2)

folgt γ
r

= 1 und somit
∑r

i=0 xi = 2 ·
∑r−1

i=0 xi = 0 für die Quersumme eines beliebigen
Wortes x ∈ Q̂r.
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Lemma 7.6. Für die Gauÿsche Summe γ :=
∑r−1

i=1

(
i
r

)
ui gilt

γ2 =

(
−1

r

)
r.

Beweis. Mit den Umformungen

γ2 =
r−1∑
i=1

r−1∑
j=1

(
ij

r

)
ui+j =

r−1∑
j=1

r−1∑
ij=1

(
ij2

r

)
uj+ij =

r−1∑
i=1

(
i

r

) r−1∑
j=1

(u1+i)j

=

(
r − 1

r

)
·
r−1∑
j=1

1 +
r−2∑
i=1

(
i

r

)
·

(
r−1∑
j=1

uj

)

=

(
−1

r

)
(r − 1)−

r−2∑
i=1

(
i

r

)
=

(
−1

r

)
r −

r−1∑
i=1

(
i

r

)
erhält man die Behauptung.

7.2 Dualität bei quadratischen Reste-Codes

Satz 7.7. (Dualität bei quadratischen Reste-Codes)
Die quadratischen Reste-Codes erfüllen folgende Dualitätsrelationen:

(a) Für die quadratischen Reste-Codes Qr und Nr gelten

Q⊥
r =

{
Q∗
r falls r ≡ 3 (mod 4)

N ∗
r falls r ≡ 1 (mod 4)

sowie

N⊥
r =

{
N ∗
r falls r ≡ 3 (mod 4)

Q∗
r falls r ≡ 1 (mod 4)

(b) Der erweiterte quadratische Reste-Code Q̂r ist im Fall r ≡ 3 (mod 4) selbst-
dual.

Beweis. (a) Nach Korollar 6.13 hat der duale Code Q⊥
r die Nullstellenmenge

Ur(Q⊥
r ) = Ur\{u−i : i ∈ Qr}.

Im Fall r ≡ 3 (mod 4) ist −1 ein Nichtquadrat modulo r, und somit besitzt Q⊥
r in

diesem Fall genau die selben Nullstellen wie Q∗
r. Folglich sind beide Codes identisch.

Entsprechend folgt Q⊥
r = N ∗

r im Fall r ≡ 1 (mod 4), da hier −1 ein Quadrat
modulo r ist. Die Dualitätsrelationen für Nr enthält man entsprechend.
(b) Die Di�erenzmenge Qr\Q∗

r enthält aufgrund

r−1∑
i=0

X i =
Xr − 1

X − 1
= n(X) · q(X)
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das Wort 1 = (1, . . . , 1). Bezeichnet also G∗
r eine Erzeugermatrix zu Q∗

r, so bildet

Gr =

(
G∗
r

1 · · · 1

)
eine Erzeugermatrix zu Qr. Desweiteren gilt aufgrund Aussage (a)

r−1∑
i=0

xi = 〈1, x 〉 = 0

für alle Codewörter x = (x0, . . . , xr−1) aus Q∗
r. Daher ist

Ĝr =


0

G∗
r

...
0

1 · · · 1 −γ


eine Generatormatrix zu Q̂r. Sämtliche Zeilen aus G∗

r bilden Wörter aus Q∗
r und

Qr, was aufgrund ihrer Dualitätsrelation G∗
r · (G∗

r)
T = 0 zur Folge hat. Bezeichnet

z = (1, . . . , 1,−γ) die letzte Zeile von Ĝr, so gilt

Ĝr · ĜT
r =


0

0
...
0

0 · · · 0 〈z , z 〉

 .

Die Selbstdualität von Q̂r folgt schlieÿlich aus Lemma 7.6 vermöge

〈z , z 〉 = r +

(
−1

r

)
r = r − r = 0. �

Korollar 7.8. Im Fall r ≡ 7 (mod 8) ist der binäre EQR-Code Q̂r selbstdual und
4-dividierbar (d.h. es ist w(x) ≡ 0 (mod 4) für alle Wörter x ∈ Q̂r).

Beweis. Wir brauchen lediglich zu zeigen, daÿ Q̂r ein 4-dividierbares Erzeugersystem
besitzt, denn daraus folgt wie im Beweis zu Satz 5.10 die 4-Dividierbarkeit von Q̂r.
Aufgrund der Gestalt der Erzeugermatrix Ĝr zu Q̂r und

w((1, . . . , 1,−γ)) = r + 1 ≡ 0 (mod 4)

kann man sich auf den Nachweis beschränken, daÿ Q∗
r ein 4-dividierbares Erzeuger-

system besitzt. Dazu betrachten wir die Polynome

en(X) =
∑
i∈Nr

X i und eq(X) =
∑
i∈Qr

X i
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über F2. Für eine primitve r-te Einheitswurzel u über F2 gilt

1 + en(u) + eq(u) = 0.

Aufgrund
(

2
r

)
= 1 erfüllt en(u) die Gleichung

en(u)
2 = en(u

2) =
∑
i∈Nr

u2i = en(u).

Somit sind en(u) und eq(u) Elemente von F2. Desweiteren gilt en(u−1) = eq(u), da−1
nach Voraussetzung ein Nichtquadrat modulo r ist. Weil auch u−1 eine primitive r-te
Einheitswurzel ist, können wir somit ohne Einschränkung

en(u) = 1

annehmen. Wir zeigen nun, daÿ

e(X) := 1 + en(X)

das erzeugende Idempotent zu Q∗
r bildet. Zunächst ist e(X) aufgrund

en(X) · en(X) =
∑
i∈Nr

X2i ≡
∑
i∈Nr

X i = en(X) (mod Xr − 1)

ein Idempotent in Rr. Wegen

e(1) = 1 +
r − 1

2
= 1 + 1 = 0

und

e(uj) = 1 + en(u
j) = 1 +

∑
i∈Nr

uij = 1 + en(u) = 0 für alle j ∈ Qr

ist e(X) auch Element von ρ(Q∗
r). Dies impliziert ρ−1(e(X)Rr) ≤ Q∗

r. Umgekehrt ist
jedes Polynom f(X) ∈ ρ(Q∗

r) vermöge seiner Nullstellenmenge {uj : j ∈ Qr ∪ {0}}
ein Vielfaches von e(X). Das zeigt

Q∗
r = ρ−1(e(X)Rr) = ρ−1(Fp〈e(X), e(X) ·X, . . . , e(X) ·Xr−1〉).

Insbesondere hat Q∗
r wegen

w(ρ−1(e(X))) = 1 + w(ρ−1(en(X))) = 1 +
r − 1

2
=
r + 1

2
≡ 0 (mod 4)

ein 4-dividierbares Erzeugersystem.
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7.3 Symmetrien quadratischer Reste-Codes

Satz 7.9. Die projektive Gruppe PSL2(Fr) operiert treu auf dem erweiterten qua-
dratischen Reste-Code Q̂r. Insbesondere gilt

PSL2(Fr) ≤ Sym(Q̂r).

Beweis. Wir identi�zieren die Indexmenge von Q̂r mit {0, 1, . . . , r−1,∞} ∼= P1(Fr),
d.h. das Paritätssymbol von Q̂r wird mit x∞ bezeichnet. Es gilt also

Q̂r = {(x0, x1, . . . , xr−1, x∞) : (x0, . . . , xr−1) ∈ Qr}.

Die Gruppe PSL2(Fr) wird erzeugt von den Automorphismen

σ :

{
P1(Fr) −→ P1(Fr)
a 7−→ a+ 1

und

τ :

{
P1(Fr) −→ P1(Fr)
a 7−→ −a−1.

Die Abbildung σ induziert die Verschiebung

σ̂ : (x0, . . . , xr−1, x∞) 7→ (xr−1, x0, . . . , xr−2, x∞),

d.h. σ̂ vertauscht die Symbole x0, . . . , xr−1 zyklisch und läÿt x∞ invariant. Da Qr

ein zyklischer Code ist, bildet σ̂ tatsächlich eine Symmetrie von Q̂r. Die Abbildung
τ induziert die Symmetrie

τ̂ : (x0, . . . , xr−1, x∞) 7→ (
(−1
r

)
x∞, y1, . . . , yr−1, x0)

mit

yi =
(
−i−1

r

)
x−i−1 für 1 ≤ i ≤ r − 1.

Der Nachweis, dass τ̂ tatsächlich eine Symmetrie von Q̂r ist, kann in [Wil99, Lemma
6.3.9] nachgelesen werden. Das erklärt die Operation von PSL2(Fr) auf Q̂r. Diese
ist o�ensichtlich treu und wir erhalten unsere Behauptung.

Zusatz 7.10. (Assmus, Mattsen 1972 - Symmetriegruppen der EQR-Codes)
Für den EQR-Code Q̂r gilt

Sym(Q̂r) ∼= PSL2(Fr)

mit Ausnahme der Fälle

Sym(Q̂r) ∼=


AGL3(F2) bei (p, r) = (2, 3) (Q̂7

∼= Ham[7, 4]2)

M12 bei (p, r) = (3, 11) (Q̂11
∼= Gol12)

M24 bei (p, r) = (2, 23) (Q̂23
∼= Gol24)

Ohne Beweis. (siehe [KS80])
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Satz 7.11. (Quadratwurzelschranke)
Für die Distanz d eines quadratischen Reste-Codes Qr über Fp gilt die Ungleichung
d2 > r. Im Fall r ≡ 3 (mod 4) erfüllt d sogar die Relation d2 − d+ 1 ≥ r.

Beweis. Es sei x = (x0, . . . , xr−1) ein Codewort des QR-Codes Qr von minimalem
Gewicht w(x ) = d und

f(X) =
r−1∑
i=0

xiX
i

das zugehörige Polynom.

Wir nehmen an, es gelte f(1) = 0, d.h. x ist Element von Q∗
r. Das Wort (x , 0)

ist dann in Q̂r enthalten. Im Fall r ≡ 3 (mod 4) folgt dies aus dem Beweis zu
Satz 7.7 und im Fall r ≡ 1 (mod 4) folgt dies aus Q∗

r ⊥ Nr und 1 ∈ Nr. Da die
Symmetriegruppe von Q̂r transitiv ist, entsteht Qr durch Entfernen eines beliebigen
Symbols in Q̂r. Streichen wir also ein nichttriviales Symbol von (x , 0), so erhalten
wir ein Wort in Qr mit Gewicht w(x )− 1. Dies steht im Widerspruch zur Wahl von
x . Also gilt f(1) 6= 0.

Für ein Nichtquadrat j ∈ Nr ist f(Xj) ein Vielfaches von n(X). Das Produkt
f(X) · f(Xj) ist also durch

q(X) · n(X) = 1 + · · ·+Xr−1

teilbar, nicht aber durch (X − 1). Daher ist f(X) · f(Xj) 6= 0 und besitzt höchstens
w(x )2 = d2 nichtverschwindende Koe�zienten. Das zeigt d2 ≥ r. Im Fall r ≡ 3
(mod 4) nutzen wir aus, daÿ −1 ein Nichtquadrat ist. Es gilt dann entsprechend

0 6= f(X) · f(X−1) =
r−1∑
i=0

r−1∑
l=0

xixlX
i−l.

Da der Absolutkoe�zient aus d Summanden xixl besteht, besitzt dieses Wort höch-
stens das Gewicht d2 − (d− 1). Das beweist unsere Behauptung.

Beispiel 7.12. (1) Es sei (r, p) = (23, 2). Die quadratischen Reste modulo 23 sind

Q23 = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16, 18}.

Für eine passende primitive 23-te Einheitswurzel u ist

q(X) =
∏
i∈Q23

(X − ui) = X11 +X9 +X7 +X6 +X5 +X + 1

das Minimalpolynom über F2. Der korrespondierende [23, 12]2-QR-Code Q23 besitzt
gemäÿ der Quadratwurzelschranke wenigstens die Minimaldistanz 6. Der EQR-Code
Q̂23 ist 4-dividierbar nach Korollar 7.8. Also gilt d(Q̂23) ≥ 8, und Q̂23 ist nach Satz
5.18 äquivalent zu Gol24. Da Q̂23 aus Q23 durch Erweiterung mit einem Paritätsbit
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entsteht, ergibt sich d(Q23) = 7, und Q23 ist äquivalent zu Gol23 (vgl. Abschnitte
5.2-5.3).
(2) Gemäÿ der Quadratwurzelschranke besitzen die ternären Codes Q11 und Q̂11

wenigstens die Minimaldistanz 4. Analog zeigt man unter Verwendung von Satz
5.21, daÿ Q̂11 als 3-dividierbarer [12, 6]3-Code mit d(Q̂11) ≥ 4 äquivalent zu Gol12
und somit Q11 ∼ Gol11 ist.



Kapitel 8

Gruppen-Codes

8.1 Codes und Gruppenalgebren

Konvention. Für eine endliche Permutationsgruppe G ≤ Sn von n Elementen und
einen (beliebigen) Körper K bildet

K[G] :=
⊕
σ∈G

Kσ =

{∑
σ∈G

aσσ : aσ ∈ K

}

die sogenannte Gruppenalgebra mit der Multiplikation(∑
σ∈G

aσσ

)
·

(∑
τ∈G

bττ

)
=
∑
σ,τ∈G

aσbτστ =
∑
ρ∈G

(∑
σ·τ=ρ

aσbτ

)
ρ.

K[G] ist eine K−Algebra der Dimension #G mit Einselement id. Die bijektive
Abbildung

− :

{
K[G] −→ K[G]∑
σ∈G aσσ 7−→

∑
σ∈G aσσ

−1

ist ein Anti-Automorphismus von K[G] vermöge

α · β =
∑
σ,τ∈G

aσbτ (στ)
−1 =

∑
σ,τ∈G

bτaστ
−1σ−1 = β · α

für α =
∑

σ∈G aσσ und β =
∑

τ∈G bττ . Ist A eine Teilmenge von K[G], so bezeichne

L(A) := {γ ∈ K[G] : γ · α = 0 für alle α ∈ A}

den Linksannulator von A. Man beachte, daÿ L(A) ein Linksideal in K[G] ist, d.h.
es gelten L(A) + L(A) = L(A) und K[G] · L(A) = L(A).
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Anmerkung 8.1. Es sei G ≤ Sn eine reguläre Gruppe, d.h. G ist transitiv und
σ(1) = 1 ist nur für σ = id möglich. Dann bilden die Gruppenelemente σ1, σ2, . . . , σn
mit σi(1) = i die gesamte Gruppe G, da σ−1σj(1) = σ−1(j) = 1 für jedes σ ∈ Sn mit
σ(1) = j gilt. Für eine reguläre Gruppe G = {σ1, . . . , σn} erhalten wir also einen
K−Vektorraum-Isomorphismus

λG :

{
Kn −→ K[G]

(x1, . . . , xn) 7−→
∑n

i=1 xiσ
−1
i .

De�nition 8.2. (Gruppen-Code)
Ein linearer Code C ≤ F n

q heiÿtGruppen-Code, falls es eine reguläre Permuations-
gruppe G von n Elementen gibt, sodaÿ λG(C) ein Rechtsideal in Fq[G] bildet. Wir
nennen C dann auch G−Gruppen-Code.

Bemerkung 8.3. (Symmetrien von Gruppen-Codes)
Die Gruppe G operiert treu auf einen G−Gruppen-Code, d.h. für einen G−Gruppen-
Code C gilt

G ≤ Sym(C).

Beweis. Es seien C ≤ F n
q ein G−Gruppen-Code und σ ∈ G. Für x = (x1, . . . , xn)

de�nieren wir x σ := (xσ(1), . . . , xσ(n)). Weil λG(C) ein Rechtsideal in Fq[G] ist, gilt

λG(x σ) =
n∑
i=1

xσ(i)σ
−1
i =

n∑
i=1

xiσ
−1
i σ = λG(x ) · σ ∈ λG(C)

für alle Codewörter x ∈ C. Somit ist mit x auch stets x σ Element von C. Das hat
σ ∈ Sym(C) zur Folge, was unsere Behauptung beweist.

Beispiel 8.4. (Zyklische Codes als Gruppen-Codes)
Es seien σ = (n n− 1 · · · 1) die zyklische Verschiebung aller n Elemente auf ihren
Vorgänger, G := 〈σ〉 = Zn sowie C ≤ F n

q ein zyklischer Code. De�nitionsgemäÿ ist
mit x stets auch x σ ein Codewort von C. Es gilt somit

λG(x ) · σ =

(
n∑
i=1

xiσ
1−i

)
· σ =

n∑
i=1

xσ(i)σ
1−i = λ(x σ) ∈ λG(C).

Daraus folgt insbesondere λG(C) · σi = λG(C) für i = 1, . . . , n. Also ist λG(C) ein
Rechtsideal in Fq[G] und C ein G− bzw. Zn−Gruppencode.

Das kanonische Skalarprodukt von Kn läÿt sich auf K[G] übertragen vermöge

<
∑

σ∈G aσσ,
∑

τ∈G bττ > =
∑

σ∈G aσbσ.

Dementsprechend ist

A⊥ := {β ∈ K[G] : < α, β > = 0 für alle α ∈ I}

für jedes Links- bzw. Rechts-Ideal A�K[G] de�niert.
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Satz 8.5. (Dualität in K[G])
Für ein Rechtsideal A�K[G] gilt

A⊥ = L(A).

Insbesondere ist auch A⊥ ein Rechtsideal in K[G].

Beweis. Es seien α =
∑

τ∈G aττ ∈ A und β =
∑

σ∈G bσσ ∈ L(A). Dann gilt

0 = β · α =
∑
σ,τ∈G

bσaτσ
−1τ =

∑
τ∈G

(∑
σ∈G

bσaστ

)
τ.

Folglich ist β genau dann Element von L(A), wenn

< β, ατ−1 >=
∑
σ∈G

bσaστ = 0

für alle α ∈ A und τ ∈ G gilt. Da A ein Rechtsideal ist, ist diese Bedingung gleich-
bedeutend mit β ∈ A⊥. Das zeigt A⊥ = L(A). Weil − Linksideale auf Rechtsideale
abbildet, ist L(A) und somit A⊥ ebenfalls ein Rechtsideal.

Verwendet man A = λG(C) für einen G−Gruppen-Code C, so erhält man aus
Satz 8.5 das

Korollar 8.6. Die Klasse der G−Gruppen-Codes ist abgeschlossen bezüglich der
Dualisierung. �

8.2 Gruppenalgebren zu elementarabelschen Grup-
pen

Der Schnitt aller maximalen Rechtsideale in K[G] heiÿt Jacobson-Radikal von
K[G]:

Rad(K[G]) :=
⋂

A�K[G]
A max. Rechtsideal

A.

Anmerkung 8.7. Rad(K[G]) umfaÿt sämtliche nilpotenten Rechtsideale I inK[G].
Ist nämlich In = 0 und A �K[G] ein maximales Rechtsideal, so ist K[G]/A · I als
Untermodul eines einfachen Moduls entweder trivial oder ganz K[G]/A. Letzteres
führte aber wegen

K[G]/A = K[G]/A · I = K[G]/A · In = 0

zum Widerspruch. Somit gelten K[G]/A · I = 0 und I ≤ A für alle maximalen
Rechtsideale A und nilpotenten Rechtsideale I in K[G].
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Bemerkung 8.8. (Jacobson-Radikale von p−Gruppenalgebren)
Für eine Primzahl p seien G eine endliche p−Gruppe und K ein Körper der Cha-
rakteristik p. Dann ist

J :=
⊕
σ∈G
σ 6=1

K(1− σ).

ist das einzige maximale Rechtsideal der Gruppenalgebra K[G]. Insbesondere gilt
Rad(K[G]) = J .

Beweis. Wegen (1− σ)τ = (1− στ)− (1− τ) und dimK(λ−1
G (J)) = n− 1 ist

J =
⊕
σ∈G
σ 6=1

K(1− σ) =

{∑
σ∈G

aσσ ∈ K[G] :
∑
σ∈G

aσ = 0

}
= (K (Σσ∈G σ))⊥

tatsächlich ein maximales Rechtsideal in K[G]. Wir zeigen nun per Induktion nach
#G, daÿ J das einzige maximale Rechtsideal in K[G] ist.

Für #G = 1 ist nichts zu zeigen, da in diesem Fall (0) das maximale Ideal von
K[G] = K ist. Im Fall #G > 1 besitzt G als p−Gruppe eine zentrale Untergruppe
U der Ordnung p. Es sei ρ der Erzeuger von U , d.h. es gelte U = 〈ρ〉 mit ρp = 1.
Zudem seien σ1, . . . , σn ∈ G so gewählt, daÿ

G =
•⋃

1≤j≤n

Uσj

eine U−Nebenklassenzerlegung von G ist. Wir betrachten nun den kanonischen Epi-
morphismus

ψ :

{
K[G] −� K[G/U ]∑
σ∈G aσσ 7−→

∑
σ∈G aσσU.

Wegen ψ(ρ − 1) = ρU − U = 0 liegt (ρ − 1)K[G] im Kern von ψ. Ist andererseits
α =

∑n
j=1

∑p−1
i=0 aijρ

iσj ein Element von Kern(ψ), so gilt

0 = ψ(α) =
n∑
j=1

p−1∑
i=0

aijρ
iσjU =

n∑
j=1

p−1∑
i=0

aijσj

und daher
∑p−1

i=1 aij = 0 für alle j = 1, . . . , n. Somit erhalten wir

α =

p−1∑
i=1

n∑
j=1

aij(ρ
i − 1)σj = (ρ− 1)

p−1∑
i=1

n∑
j=1

aij(ρ
i−1 + · · ·+ 1)σj ∈ (ρ− 1)K[G],

was Kern(ψ) = (ρ−1)K[G] zur Folge hat. Wegen (ρ−1)p = 0 ist Kern(ψ) nilpotent
und daher nach Anmerkung 8.7 im Jacobson-Radikal Rad(K[G]) enthalten. Gemäÿ
der Induktionsannahme besitzt

K[G/U ] = K[G]/Kern(ψ)
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lediglich ein maximales Rechtsideal. Da aber Kern(ψ) in jedem maximalen Rechts-
ideal von K[G] enthalten ist, gibt es auch nur ein maximales Rechtsideal in K[G].
Das schlieÿt den Induktionsbeweis.

Korollar 8.9. Es seien G = Zmp eine elementarabelsche Gruppe und K ein Körper
der Charakteristik p. Dann ist J := Rad(K[G]) nilpotent und es gilt

K[G] = J0 	 J 	 J2 	 · · · 	 Jm(p−1) 	 Jm(p−1)+1 = 0.

Beweis. Es seien σ1, . . . , σm die Erzeuger von G = Zmp . Das Ideal J
m(p−1) ist auf-

grund von

0 6=
∑
σ∈G

σ =
m∏
i=1

(
p−1∑
j=0

σji

)
=

m∏
i=1

(σi − 1)p−1 ∈ Jm(p−1)

nicht trivial. Für alle natürlichen Zahlen b1, . . . , bm mit
∑m

i=1 bi > m(p − 1) gilt
wegen (σi − 1)p = 0 stets

m∏
i=1

(σi − 1)bi = 0,

d.h. Jm(p−1)+1 ist das Nullideal.

Aufgabe 8.10. Zeigen Sie, daÿ K(
∑

σ∈G σ) für elementarabelsche Gruppen G das
einzige minimale Rechtsideal von K[G] ist.

Bemerkung 8.11. (Jennings-Basis)
Es seien G = Zmp = 〈σ1, . . . , σm〉 eine elementarabelsche Gruppe, K ein Körper der
Charakteristik p und J = Rad(K[G]) das Jacobson-Radikal von K[G]. Desweiteren
seien

ξj := σj − 1 für j = 1, . . . ,m.

Dann gelten für alle natürlichen Zahlen l mit 0 ≤ l ≤ m:

(a) Die Idealpotenz J l besitzt die K−Basis

Bl :=

{
m∏
j=1

ξ
bj
j : 0 ≤ bj < p,

m∑
j=1

bj ≥ l

}
.

(b) Die Dimension des Quotienten J l/J l+1 beträgt

dimK(J l/J l+1) =
m∑
k=0

(−1)k
(m
k

)( l − kp+m− 1

m− 1

)
.
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Beweis. (a) Nach Bemerkung 8.8 (a) wird J von den K−Linearkombinationen der
Elemente aus B1 erzeugt. Daher ist Bl aufgrund von Bl = Bl

1 zumindest ein Erzeu-
gendensystem von J l. Es bleibt also nur zu zeigen, daÿ Bl als solches minimal ist.
Dazu nehmen wir an, es gäbe eine nichttriviale Linearkombination

0 =
∑
β∈Bl

cββ.

Unter den β =
∑m

j=1 ξ
bj
j aus dem Träger dieser Linearkombination wählen wir eines

vom minimalem Grad
∑m

j=1 bj, d.h. für jedes β̃ =
m∑
j=1

ξ
b̃j
j mit cβ̃ 6= 0 gibt einen Index

j mit b̃j > bj. Somit sind alle β̃ 6= β aus dem Träger im Linkssannulator von

α :=
m∏
j=1

ξ
p−1−bj
j

enthalten. Dies führt zu

0 =

∑
β̃∈Bl

cβ̃β̃

 · α =
∑
β̃∈Bl

cβ̃β̃α = cβ · β · α,

im Widerspruch zu

β · α =
m∏
j=1

ξp−1
j =

m∏
j=1

p−1∑
i=0

σji =
∑
σ∈G

σ 6= 0.

Somit ist Bl eine K−Basis von J l.
(b) Für 0 ≤ l ≤ m(p− 1) setzen wir

N :=

{
(b1, . . . , bm) ∈ Nm : 0 ≤ bi < p,

m∑
i=1

bi = l

}
,

M :=

{
(b1, . . . , bm) ∈ Nm :

m∑
i=1

bi = l

}
sowie

Mj := {(b1, . . . , bm) ∈M : bj ≥ p} .
Die Dimension des Quotienten J l/J l+1 ist dann gleich der Elementanzahl von

N = M\
m⋃
j=1

Mj.

Dabei gelten

#M =

(
l +m− 1

l

)
=

(
l +m− 1

m− 1

)
.
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und nach Inklusions-Exklusions-Prinzip

#
m⋃
j=1

Mj =
m∑
k=1

(−1)k−1
∑

1≤j1<...<jk≤m

#(Mj1 ∩ . . . ∩Mjk)

=
m∑
k=1

(−1)k−1
(m
k

) (
l − kp+m− 1

l − kp

)
=

m∑
k=1

(−1)k−1
(m
k

) (
l − kp+m− 1

m− 1

)
.

Hierzu kann man sich beispielsweise M bzw. Mj1 ∩ . . .∩Mjk als Ergebnismenge von
l bzw. l−kp Ziehungen mit Zurücklegen aus einem Lostopf mit m Kugeln vorstellen
(vgl. z.B. [Kre02, §1.2]). Es folgt schlieÿlich

dimK(J l/J l+1) = #M −#
m⋃
j=1

Mj =
m∑
k=0

(−1)k
(m
k

)( l − kp+m− 1

m− 1

)
. �

Korollar 8.12. Für 0 ≤ l ≤ m(p− 1) gilt

dim(J l/J l+1) = dim(Jm(p−1)−l/Jm(p−1)−l+1).

Beweis. Sind nl ∈ Z die Koe�zienten von

(1 +X + · · ·+Xp−1)m =

m(p−1)∑
l=0

nlX
l ∈ Z[X],

so gilt o�ensichtlich nl = nm(p−1)−l. Aus

nl = #{(b1, . . . , bm) ∈ Nm : 0 ≤ bi < p,
∑m

i=1 bi = l} = dim(J l/J l+1)

folgt unsere Behauptung.

8.3 Reed-Muller-Codes

De�nition 8.13. (Reed-Muller-Code)
Für eine Primzahl p seienG = Zmp eine elementarabelsche Gruppe vom Rangm,K =
Fp ein Primkörper und J = Rad(K[G]) das Jacobson-Radikal der Gruppenalgebra
K[G]. Dann heiÿt

RM(r,m) := Jm(p−1)−r �K[G] für − 1 ≤ r ≤ m(p− 1)

Reed-Muller-Code der Ordnung r. Reed-Muller-Codes RM(r,m) über Fq be-
sitzen die Länge pm. Für r = −1 ist RM(−1,m) = {0} der Nullcode.
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Beispiel 8.14. (Zyklische Reed-Muller-Codes)
Wir wollen zeigen, daÿ die Reed-Muller-Codes RM(r, 1) zyklisch und pseudorational
der Länge p sind. Die Zyklizität folgt aus G = Zp = 〈σ〉. Das Jacobson-Radikal zu
K[G] ist

J = Rad(K[G]) = (σ − 1)K[G].

Daher haben die Reed-Muller-Codes der Ordnung p− 1− l die Gestalt

RM(p− 1− l, 1) = J l = (σ − 1)lK[G].

Nach Korollar 8.9 beträgt ihre Dimension jeweils

dim(RM(p− 1− l, 1)) = dim(J l) = p− l = n− l.

Für unsere Behauptung bleibt somit nur noch d(J l) = l + 1 zu zeigen. Dazu reicht
es w(α) ≥ l + 1 für alle α = (σ − 1)lβ =

∑p−1
i=0 aiσ

i mit β ∈ K[G] und a0 6= 0
nachzuweisen. (Für beliebige α ∈ J l\{0} folgt die Aussage dann vermöge w(α) =
w(ατ) durch Multiplikation mit geeignetem τ ∈ G.)
Wir führen eine Induktion nach l durch. Für l = 0 ist RM(p− 1, 1) = K[G] via λG
isomorph zu F p

p und somit pseudorational. Es sei nun l > 0 und es gelte d(Jk) = k+1
für alle k < l. Da J nilpotent ist, ist α als Element von J\{0} nicht in K enthalten.
Wir erklären nun eine formale Ableitung auf K[G]. Die K−Algebren K[G] und
K[X]/(Xp − 1) sind isomorph vermöge der Abbildung

θ :

{
K[X]/(Xp − 1) −→ K[G]

g(X) mod (Xp − 1) 7−→ g(σ).

Auf K[X]/(Xp − 1) ist die formale Ableitung

∂ :

{
K[X]/(Xp − 1) −→ K[X]/(Xp − 1)∑p−1

i=0 fiX
i mod (Xp − 1) 7−→

∑p−1
i=0 i · fiX i−1 mod (Xp − 1)

wegen ∂(Xp−1) = 0 wohlde�niert. Somit ist die mittels θ auf K[G] übertragene for-
male Ableitung ∂θ = θ◦∂◦θ−1 ebenfalls wohlde�niert und erfüllt die für Ableitungen
bekannte Produktregel. Für die formale Ableitung von α gilt also

0 6= ∂θ(α) = (σ − 1)l−1(lβ + (σ − 1)∂θ(β)).

Als Element von J l−1 besitzt ∂θ(α) nach Induktionsannahme wenigstens das Gewicht
l. Da wir aber a1 6= 0 vorausgesetzt haben, folgt hieraus w(α) = w(∂θ(α))+1 ≥ l+1.

Bemerkung 8.15. Es seien G = Zmp = 〈σ1, . . . , σm〉, N ein Teilmenge von

{(b1, . . . , bm) ∈ Nm : b1, . . . , bm < p} und B = {
∏m

j=1 ξ
bj
j : b ∈ N} mit ξj = σj − 1.

Dann besitzt der von B erzeugte Gruppen-Code die Distanz

d(Fp〈B〉) = min

{
m∏
j=1

(bj + 1) : b ∈ N

}
.
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Beweis. Wir beweisen diese Bemerkung durch Induktion nach m. Für m = 1 ent-
nehmen wir die Aussage dem obigen Beispiel 8.14. Es seien nun m > 1 und α ∈
K[G]\{0} habe die Gestalt

α =
∑
b∈N

abξ
b1
1 · · · ξbmm = ξrm(αr + αr+1ξm + · · ·+ αr+sξ

s
m)

mit ab ∈ K sowie αr, . . . , αr+s ∈ K[〈σ1, . . . , σm−1〉] und αr 6= 0. Als Element von
Fp〈B〉 ∩K[〈σ1, . . . , σm−1〉] besitzt αr nach Induktionsannahme wenigstens das Ge-
wicht

w := w(
m−1∏
j=1

ξ
dj

j ) ≤ w(αr)

für ein geeignetes Tupel (d1, . . . , dm−1, r) ∈ N . In der Darstellung

αr =
∑

0≤t1,...,tm−1<p

ctσ
t1
1 · · ·σ

tm−1

m−1

gibt es also mindestens w von Null verschiedene Skalare ct ∈ K. Nun läÿt sich α
schreiben als

α = ξrm
∑

0≤t1,...,tm−1<p

γtσ
t1
1 · · ·σ

tm−1

m−1

mit
γt = ct + ct ,1ξm + · · ·+ ct ,sξ

s
m.

Aufgrund von s ≤ p − 1 gehören die Elemente 1, ξm, . . . , ξ
s
m zur Jennings-Basis

von J (vgl. Bemerkung 8.11) und sind als solche linear unabhängig über K. Somit
ist γt 6= 0 wenn nur ct 6= 0 gilt. Aus Beispiel 8.14 erhalten wir die Abschätzung

w(ξrmγt) ≥ r + 1

für jedes γt 6= 0. Insgesamt ergibt sich hieraus mit r = dm

w(α) ≥ w · (r + 1) = w(
m∏
j=1

ξ
dj

j ) =
m∏
j=1

(dj + 1). �

Satz 8.16. (Dimension und Distanz von Reed-Muller-Codes)
Es sei C = RM(r,m) ein Reed-Muller-Code der Ordnung r über Fp. Dann gelten:

(a) C besitzt die Dimension

dim(C) =
r∑
l=0

m∑
k=0

(−1)k
(m
k

)( l − kp+m− 1

m− 1

)
.
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(b) Die Minimaldistanz von C beträgt

d(C) = ps(t+ 1)

mit m(p− 1)− r = s(p− 1) + t und 0 ≤ t < p− 1.

Beweis. Die Aussage (a) folgt aus Korollar 8.12 und Bemerkung 8.11 (b) vermöge

dim(C) = dim(Jm(p−1)−r) =
r∑
l=0

dim(Jm(p−1)−l/Jm(p−1)−l+1 =
r∑
l=0

nl.

Es bleibt also nur noch (b) zu zeigen. Ist s(p− 1)+ t die (p− 1)-adische Darstellung
von m(p− 1)− r, so gilt o�ensichtlich

ξp−1
1 · · · ξp−1

s ξts+1 ∈ Bm(p−1)−r ⊆ Jm(p−1)−r = C.

Aus Bemerkung 8.15 erhalten wir hieraus d(C) ≤ ps(t + 1). Ebenfalls nach Bemer-
kung 8.15 enthält C ein Wort

β =
m∏
j=1

ξ
bj
j

mit w(β) = d(C). Wir nehmen an, es gäbe mindestens zwei Indices k 6= l mit
0 < bk, bl < p− 1. Dann ist auch

β̃ = ξbk−1
k ξbl+1

l

∏
j 6=k,l

ξ
bj
j

ein nichttriviales Codewort von C mit Gewicht

w(β̃) = (bk − 1)(bl + 1)
∏
j 6=k,l

(bj + 1) <
m∏
j=1

(bj + 1) = w(β)

im Widerspruch zu d(C) = w(β) und β̃ 6= 0. Also gibt es zu β höchstens einen Index
l mit 0 < bl < p− 1 und mindestens s Indices l1, . . . , ls mit blj = p− 1. Das zeigt

d(C) = w(β) = ps(t+ 1). �

Beispiel 8.17. (Binäre Reed-Muller-Codes)
Für p = 2 ist RM(r,m) ein [2m,

∑r
l=0

(
m
l

)
, 2m−r]2−Code.

Satz 8.18. Die Klasse der Reed-Muller-Codes ist abgeschlossen bezüglich Dualisier-
ung. Genauer gilt für −1 ≤ r ≤ m(p− 1)

RM(r,m)⊥ = RM(m(p− 1)− r − 1,m).
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Beweis. O�enbar ist
J =

⊕
σ∈G
σ 6=1

K(1− σ).

invariant unter dem K−linearen Anti-Automorphismus − de�niert durch σ 7→ σ−1.
Somit sind auch die Reed-Muller-Codes RM(r,m) invariant unter − . Wegen

RM(r,m)⊥ = (Jm(p−1)−r)⊥ = L(Jm(p−1)−r)

(vgl. Bemerkung 8.3) brauchen wir also gemäÿ unserer Behauptung lediglich

L(J l) = Jm(p−1)−l+1 für − 1 ≤ l ≤ m(p− 1)

zu zeigen. Da J nilpotent mit Jm(p−1)+1 = (0) ist, umfaÿt der Linksannulator L(J l)
von J l die Idealpotenz Jm(p−1)−l+1. Es sei umgekehrt

α =
∑
b∈Nm

abξ
b1
1 · · · ξbmm = aξd11 · · · ξdm

m + β

ein Element von L(J l), wobei die Quersumme
∑m

i=1 di von (d1, . . . , dm) minimal
unter allen Trägern b von α ist. Wir nehmen an, daÿ α nicht in Jm(p−1)−l+1 enthalten
sei. Dann gilt

∑m
i=1 di ≤ m(p− 1)− l. Wegen

m∑
i=1

(p− 1− di) = m(p− 1)−
m∑
i=1

di ≥ l

ist

γ =
m∏
j=1

ξ
p−1−dj

j ∈ J l.

Somit folgt

0 = αγ = aξp−1
1 · · · ξp−1

m = a
∑
σ∈G

σ

im Widerspruch zu a 6= 0. Also ist die Di�erenzmenge L(J l)\Jm(p−1)−l+1 leer und
unsere Behauptung ist bewiesen.

8.4 Symmetrien von Reed-Muller-Codes

Satz 8.19. Die a�ne Gruppe AGLm(Fp) operiert treu auf einen Reed-Muller-Code,
d.h. es gilt

AGLm(Fp) ≤ Sym(RM(r,m)).
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Beweis. Zunächst einmal erklären wir auf G = Zmp = 〈σ1, . . . , σm〉 eine Fp−Vektor-
raumstruktur vermöge

a · σb11 · · ·σbmm = σab11 · · ·σabmm für a ∈ Fp.

Somit sind G und F m
p
∼= Am(Fp) als Fp−Vektorräume isomorph und es gilt

AutFp(G) ∼= GLm(Fp).

Somit kann man die a�n lineare Gruppe AGLm(Fp) = {φα,γ : α ∈ GLm(Fp), γ ∈
Fmp } mit φα,γ(v) = α(v) + γ auch durch

AGLm(Fp) ∼= {φα,γ : α ∈ AutFp(G), γ ∈ G}

mit der rechtsseitigen Operation

σφα,γ = σαγ für σ ∈ G

beschreiben. Setzen wir dies K−linear auf K[G] fort, so bewirkt φα,γ eine Permuta-
tion der Basis von K[G], d.h. es ist φα,γ ∈ AutFp(K[G]). Wegen

(σ − 1)φα,γ = σαγ − 1αγ = (σα − 1)γ = (σαγ − 1)− (γ − 1)

ist J und somit auch J l invariant unter φα,γ und φα,γ ist Element von Sym(J l).

Zusatz 8.20. (Knörr-Willems)
Für die Symmetriegruppe eines Reed-Muller-Codes RM(r,m) über Fp gilt

Sym(RM(r,m)) ∼=


Mm(Fp) für r = m(p− 1) �monomiale Gruppe�
F×p × Spm für r = 0,m(p− 1)− 1

F×p ×AGLm(Fp) sonst.

Ohne Beweis. (siehe [KW90])

Aufgabe 8.21. Zeigen Sie, daÿ ein linearer Code C über Fp der Länge m mit
AGLm(Fp) ≤ Sym(C) äquivalent zu einem Reed-Muller-Code ist.



Kapitel 9

Schranken für Codes

9.1 Singleton- und Plotkin- Schranke

De�nition 9.1. (Relative Distanz, asymtotische Informationsrate)
Es seien n ∈ N und q eine Primzahlpotenz. Für d ∈ R≥0 de�nieren wir

Aq(n, d) := max{#C : C ⊂ F n
q , d(C) ≥ d}.

Einen (n, c, d)q−Code C mit #C = Aq(n, d) nennt man maximal. Das Verhältnis

δ :=
d

n

zwischen Minimaldistanz d und Länge n heiÿt relative (Minimal-)Distanz zu
C. Es gilt stets 0 ≤ δ ≤ 1. Bei fester relativer Distanz δ wird die asymptotisch
maximale Informationsrate durch

Rq(δ) := lim sup
n→∞

(
1

n
logq(Aq(n, δn))

)
de�niert. Für diese gilt ebenfalls 0 ≤ Rq(δ) ≤ 1. Die Elementanzahl von Gitter-
punkten in der Kugel Bn

r (y) := {z ∈ F n
q : d(y , z ) ≤ r} vom Radius r um y ∈ F n

q

bezeichnen wir mit

Vq(n, r) := #Bn
r (y) =

r∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i.

Die einfachste Abschätzung der asymptotischen Informationsrate erhalten wir aus
der im Kapitel 3 bewiesenen Singleton-Schranke (Satz 3.1). Diese führt auf das

Korollar 9.2. (Asymptotische Singleton - Schranke)
Bei relativer Minimaldistanz δ gilt

Rq(δ) ≤ 1− δ.
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Beweis. Gemäÿ der Singleton-Schranke gilt c ≤ qn−d+1 für jeden (n, c, d)q−Code.
Daraus ergeben sich Aq(n, d) ≤ qn−d+1 und

Rq(n, d) ≤ lim sup
n→∞

(
1

n
(n− d+ 1)

)
= lim sup

n→∞

(
1

n
(n− bδnc+ 1)

)
≤ 1− δ. �

Satz 9.3. (Plotkin - Schranke)
Die Elementanzahl eines Code C ⊂ F n

q mit Minimaldistanz d > n q−1
q

ist be-
schränkt durch

#C ≤ d

d− n q−1
q

.

Beweis. Es seien c = #C und s :=
∑

(x ,y)∈C×C d(x , y) die Summe sämtlicher
Hamming-Distanzen in C. Aufgrund von d(x , y) ≥ d für verschiedene Codewör-
ter x , y folgt unmittelbar

s ≥ c(c− 1)d.

Wir wollen nun beweisen, daÿ zusätzlich

s ≤ c2 · n · q − 1

q

gilt. Hieraus erhalten wir dann die Plotkin-Schranke, da aus c2n q−1
q
≥ s ≥ c(c− 1)d

die Ungleichung

c ·
(
d− n · q − 1

q

)
≤ d

folgt. Es seien x (1), . . . , x (c) alle Codewörter aus C. Für ein a ∈ Fq bezeichne

ti(a) := #{1 ≤ j ≤ c : x
(j)
i = a}

die Anzahl aller Codewörter mit Eintrag a an der i-ten Stelle. O�ensichtlich sum-
mieren sich die ti(a) über Fq zu c, d.h. es ist

∑
a∈Fq

ti(a) = c. Die Anzahl der Paare
(x , y) ∈ C × C, die sich im i-ten Symbol unterscheiden, ist

∑
a∈Fq

ti(a)(c− ti(a)).
Folglich ist die Summe aller Hamming-Distanzen

s =
n∑
i=1

∑
a∈Fq

ti(a)(c− ti(a)) =
n∑
i=1

c2 −∑
a∈Fq

ti(a)
2

.
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir hieraus schlieÿlich

s =
n∑
i=1

c2 −∑
a∈Fq

ti(a)
2

 ≤
n∑
i=1

c2 − 1

q

∑
a∈Fq

ti(a)

2 
=

n∑
i=1

(
c2 − 1

q
c2
)

= nc2
(

1− 1

q

)
,

was zu zeigen war.
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Korollar 9.4. (Asymptotische Plotkin - Schranke)
Für die asymptotisch maximale Informationsrate bei relativer Distanz δ gilt

Rq(δ)

{
≤ 1− δ q

q−1
für 0 ≤ δ ≤ q−1

q

= 0 für q−1
q
≤ δ ≤ 1.

Beweis. Im Fall δ > q−1
q

folgt unmittelbar aus Satz 9.3

Aq(n, δn) ≤ bδnc
bδnc − q−1

q
n
.

Somit erhalten wir als asymptotisch maximale Informationsrate

Rq(δ) = lim sup
n→∞

(
1

n
logq(Aq(n, δn))

)
≤ lim

n→∞

(
logqbδnc

n
−

logq(bδnc − q−1
q
n)

n

)
= 0.

Im Fall δ ≤ q−1
q

betrachtet man einen (n, c, d)q−Code C mit Minimaldistanz d =

bδnc und Elementanzahl c = Aq(n, d). Die natürliche Zahl ñ := b(d− 1) q
q−1
c erfüllt

die Ungleichung
ñ ≤ (δn− 1)

q

q − 1
< δ

q

q − 1
n ≤ n.

Für b ∈ Fn−ñq sei C(b) der Teilcode {x ∈ C : (xñ+1, . . . , xn) = b}, und es sei
a ∈ Fn−ñq so gewählt, daÿ

#C(a) = max
b∈Fn−ñ

q

#C(b) =: c̃

gilt. Dies impliziert c̃qn−ñ ≥ c. Der Code

C̃ := {x ∈ Fñq : (x ,a) ∈ C}

ist dann ein (ñ, c̃)q−Code mit Minimaldistanz

d(C̃) ≥ d(C) = d > d− 1 ≥ q − 1

q
ñ.

Nach Satz 9.3 hat dies

c̃ ≤ d

d− ñ q−1
q

und c ≤ qn−ñc̃ ≤ qn−ñδn

zur Folge. Somit läÿt sich die asymptotische Informationsrate im Fall δ ≤ q−1
q

durch

Rq(δ) = lim sup
n→∞

(
1

n
logq(Aq(n, δn))

)
≤ lim

n→∞

(
1

n
logq(q

n−ñδn)

)
= lim

n→∞

(
n− ñ

n
+

logq(δn)

n

)
= lim

n→∞

(
n− ñ

n

)
= 1− lim

n→∞

(
(δn− 1)q

n(q − 1)

)
= 1− δ

q

q − 1

abschätzen.
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9.2 Hamming- und Elias- Schranke

Satz 9.5. (Hamming - Schranke)
Für einen (n, c, d)q−Code gilt mit e := bd−1

2
c die Abschätzung

c ≤ qn

Vq(n, e)
.

Beweis. Die Vereinigung der Kugeln Bn
e (x ) über alle Codewörter x ist disjunkt.

Daher ist die Anzahl der Punkte dieser Überdeckung

c · Vq(n, e) ≤ qn. �

De�nition 9.6. (q-adische Entropiefunktion)
Die reellwertige Funktion

Hq(x) :=


0 für x = 0

x logq
(

1−x
x

(q − 1)
)
− logq(1− x) für 0 < x < q−1

q

1 für q−1
q
≤ x ≤ 1

heiÿt q-adische Entropiefunktion.

Anmerkung 9.7. H2(x) ist die binäre Entropiefunktion aus Abschnitt 1.2.

Lemma 9.8. Für 0 ≤ δ < q−1
q

gilt

Hq(δ) = lim
n→∞

(
1

n
logq(Vq(n, δn))

)
.

Beweis. Wir setzen r := bδnc. Dann gelten(
n

r

)
(q − 1)r = Sq(n, r) ≤ Vq(n, r) =

r∑
i=0

(
n

i

)
(q − 1)i ≤ (1 + r)

(
n

r

)
(q − 1)r.

Hieraus erhält man

0 ≤ logq(Vq(n, r))− r · logq(q − 1)− logq(

(
n

r

)
) ≤ logq(1 + r)

und nach Division durch n

lim
n→∞

(
1

n
logq(Vq(n, r))

)
= δ logq(q − 1) + lim

n→∞

(
1

n
logq

(
n

r

))
.

Es bleibt somit nur noch die Gültigkeit von

lim
n→∞

(
1

n
logq

(
n

r

))
= δ logq

(
1− δ

δ

)
− logq(1− δ)
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zu zeigen. Aus der Stirlingschen Formel ergibt sich

ln(n!) = n ln(n)− n+O(lnn) für n→∞,

wobei ln den natürlichen Logarithmus bezeichnet. Da für groÿe n einerseits

r = δn+O(1)

und andererseits O(lnn) = o(n) gelten, erhalten wir

1

n
ln

(
n

r

)
=

1

n
(n ln(n)− r ln(r)− (n− r) ln(n− r) + o(n)).

Beim Grenzprozeÿ n→∞ folgt hieraus

1

n
ln

(
n

r

)
= ln(n)− δ ln(δn)− (1− δ) ln((1− δ)n) + o(1)

= ln(n)− δ ln(δ)− ln(n)− (1− δ) ln(1− δ) + o(1)

= δ ln

(
1− δ

δ

)
− ln(1− δ) + o(1).

Dies führt mit der Transformation logq(a) = ln(a)
ln(q)

auf die Restbehauptung.

Korollar 9.9. (Asymptotische Hamming - Schranke)
Für die asymptotische Informationsrate bei relativer Distanz δ < q−1

q
gilt

Rq(δ) ≤ 1−Hq (δ/2) .

Beweis. Nach Satz 9.5 gilt

Rq(δ) = lim sup
n→∞

(
1

n
logq

(
qn

Vq(n,
δn
2

)

))
= 1− lim

n→∞

(
1

n
logq(Vq

(
n,
δn

2

)
)

)
.

Mit Lemma 9.8 folgt die Behauptung.

Ohne Beweise zitieren wir die Elias- und die asymptotische Elias-Schranke. Wir
verweisen hierzu auf [Lü03, Satz 5.2.8, Kor. 5.2.11].

Satz 9.10. (Elias - Schranke)
Es seien C ein (n, c, d)q−Code und r eine Zahl mit

r ≤ q − 1

q
n und

q

q − 1
r2 − 2nr + nd > 0.

Dann ist die Elementanzahl von C beschränkt durch

c ≤ nd
q
q−1

r2 − 2nr + nd
· qn

Vq(n, r)
.

Korollar 9.11. (Asymptotische Elias - Schranke)
Für die asymptotische Informationsrate von Codes mit relativer Distanz δ gilt

Rq(δ)

{
≤ 1−Hq

(
q−1
q

(
1−

√
1− q

q−1
δ
))

für 0 ≤ δ ≤ q−1
q

= 0 für q−1
q
≤ δ ≤ 1.
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9.3 Gilbert-Varshomov-Schranke

Die bisher betrachteten Schranken sind obere Schranken für Codes. Im Gegensatz
dazu liefert die Gilbert-Varshomov-Schranke eine untere Abschätzung für Aq(n, d).

Satz 9.12. (Gilbert - Varshomov - Schranke)
Ein maximaler Code der Länge n und Minimaldistanz d besitzt mindestens qn

Vq(n,d−1)

Codewörter, d.h. es gilt

Aq(n, d) ≥
qn

Vq(n, d− 1)
.

Beweis. Es seien C ein maximaler (n, c, d)q−Code und y ein beliebiges Element aus
F n
q . Dann ist der Schnitt Bn

d−1(y) ∩ C nicht leer, da sonst C∪{y} ein (n, c+1, d)q−
Code wäre, im Widerspruch zur Maximalität von C. Der gesamte Raum F n

q wird
also überdeckt von den Kugeln Bn

d−1(x ) mit x ∈ C, und es folgt somit

c · Vq(n, d− 1) ≥ qn. �

Korollar 9.13. (Asymptotische Gilbert-Varshomov-Schranke)
Für die asymptotische Informationsrate bei relativer Distanz δ gilt

Rq(δ) ≥ 1−Hq (δ) .

Beweis. Aus der Gilbert-Varshomov-Schranke folgt unmittelbar

Rq(δ) ≥ lim
n→∞

(
1

n
logq

(
qn

Vq(n, δn− 1)

))
= 1− lim

n→∞

(
1

n
logq(Vq(n, δn− 1))

)
.

Mit Lemma 9.8 und der De�nition der q-adischen Entropiefunktion erhalten wir
daraus die Behauptung.

Satz 9.14. (Hinreichendes Kriterium für die Existenz von [n, k, d]q−Codes)
Es seien n, k, d natürliche Zahlen mit

qn−k+1 > Vq(n, d− 1).

Dann gibt es einen linearen [n, k, d]q−Code.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage induktiv. Der Fall k = 0 ist trivial. Es seien nun
k > 0 und Cl ein linearer [n, l, d]q−Code der Dimension l < k. Nach Voraussetzung
gilt

#Cl = ql <
qn

Vq(n, d− 1)
.

Gemäÿ der Gilbert-Varshomov-Schranke ist Cl nicht maximal und es gibt ein y ∈ F n
q

mit Bn
d−1(y) ∩ Cl = ∅. Nun sei

Cl+1 := Cl ⊕ Fq · y
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der von Cl und y aufgespannte [n, l + 1]q−Code. Für jedes a 6= 0 und x ∈ Cl gilt

w(x + ay) = d(x ,−ay) = d(−a−1x , y) ≥ d.

Also haben alle nichttrivialen Codewörter aus Cl+1 mindestens das Gewicht d. Der
Code Cl+1 ist daher linear mit den Parametern [n, l + 1, d]q.

Die Unterschiede der in diesen Kapitel vorgestellten Schranken werden in den beiden
folgenden Diagrammen für q = 2 und 64 verdeutlich. Im zweiten Diagramm wird
die Unbrauchbarkeit der Elias- und Hamming-Schranke für gröÿere q erkennbar.

Schranken für q = 2
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Schranken für q = 64



Kapitel 10

Klassische Goppa-Codes

Die Klasse der klassischen Goppa-Code liefert uns Beispiele von Codes, welche die
Gilbert-Varshomov-Schranke asymptotisch erreichen. Im zweiten Teil des Skriptums
werden wir dann noch Codes konstruieren, die diese sogar übertre�en (Kapitel 18
und 19).

10.1 Goppa-Codes

De�nition 10.1. (Klassischer Goppa-Code)
Es seien g(X) ∈ Fqm [X] ein normiertes Polynom vom Grad deg(g) ≥ 2 und a =
(a1, . . . , an) ein n-Tupel paarweise verschiedener Elemente aus Fqm mit g(ai) 6= 0 für
i = 1, . . . , n. Dann heiÿt der lineare Code

Γ(a , g) :=

{
(x1, . . . , xn) ∈ F n

q :
n∑
i=1

xi
X − ai

≡ 0 (mod g(X))

}
über Fq (klassischer) Goppa-Code zumGoppa-Polynom g(X). Ist zudem g(X)
ein irreduzibles Polynom, so heiÿt Γ(a , g) irreduzibel.

Notiz 10.2. Im polynomialen Restklassenring

Rg := Fqm [X]/(g(X))

sind die Quotienten 1
X−ai

aufgrund der Identiät

1

X − ai
= − 1

g(ai)

g(X)− g(ai)

X − ai

stets als Polynome vom Grad deg(g)−1 darstellbar. Setzt man fi(X) := − 1
g(ai)

g(X)−g(ai)
X−ai

,
so erhält man aus der Kongruenz

n∑
i=1

xi
X − ai

=
n∑
i=1

xifi(X) ≡ 0 (mod g(X))
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wegen deg(fi) < deg(g) die Kontrollgleichung

n∑
i=1

xifi(X) = 0 in Fqm [X]

für Codewörter (x1, . . . , xn) aus Γ(a , g).

Aufgabe 10.3. Wählt man g(X) = Xd−1 mit d ≤ n + 1 und a = (1, w, . . . , wn−1)
für eine primitive n-te Einheitswurzel w aus Fqm , so ist Γ(a , g) ein zyklischer Code
über Fq der Länge n mit garantierter Minimaldistanz d (Kapitel 6).

Die Goppa-Codes können als Teilkörpercodes von Reed-Solomon-Codes (vgl. Ab-
schnitt 3.2) konstruiert werden. Dies ist die Aussage von

Bemerkung 10.4. Es sei Γ(a, g) ein Goppa-Code über Fq der Länge n mit Goppa-
Polynom g vom Grad deg(g) = k. Dann gelten:

(a) Im Fall k ≥ n ist Γ(a, g) der Nullcode.

(b) Bei k < n gilt mit b = −(g(a1)
−1, . . . , g(an)

−1):

Γ(a, g) = (RSk(a, b)
⊥)|Fq .

Beweis. Nach Notiz 10.2 enthält Γ(a , g) genau dann das Wort x = (x1, . . . , xn),
falls im Polynomring Fqm [X] die Gleichung

n∑
i=1

xifi(X) = 0 mit fi(X) = bi ·
g(X) + b−1

i

X − ai

erfüllt ist. Aus (X−ai)fi(X) = big(X)+1 erhalten wir durch Koe�zientenvergleich
die Koe�zienten der Polynome fi(X), und es gilt

fi(X) = bi ·
k∑
i=1

(gi + giai + · · ·+ gia
k−i
i )X i−1.

Sämtliche Codewörter x ∈ Γ(a , g) sind also Lösungen des homogenen Gleichungs-
systems H · x T = 0 mit der Kontrollmatrix

H =


gkb1 · · · gkbn

(gk−1 + a1gk)b1 (gk−1 + angk)bn
...

...
(g1 + g2a1 + · · ·+ gka

k−1
1 )b1 · · · (g1 + g2an + · · ·+ gka

k−1
n )bn



=


gk
gk−1 gk 0
...

. . .
g1 · · · · · · gk




b1 · · · bn
a1b1 anbn
...

...
ak−1

1 b1 · · · ak−1
n bn

 .
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Wegen

det

gk 0
...

. . .
g1 · · · gk

 6= 0

können wir auch (bia
j
i )1≤i≤n,0≤j≤k−1 als Kontrollmatrix zu Γ(a , g) au�assen. Im Fall

k ≥ n ist eine Lösung x insbesondere eine Lösung eines Vandermondeschen Glei-
chungssystems und es folgt x = 0. Im Fall k < n ist (bia

j
i )1≤i≤n,1≤j≤k−1 nach Bemer-

kung 3.10 eine Erzeugermatrix von RSk(a , b). Das zeigt unsere Behauptung.

Satz 10.5. (Parameter klassischer Goppa-Codes)
Für einen Goppa-Code Γ(a, g) ≤ F n

q mit Goppa-Polynom g vom Grad k < n gelten:

(a) Γ(a, g) besitzt mindestens Dimension n−m · k.

(b) Die Minimaldistanz von Γ(a, g) beträgt wenigstens k + 1.

Beweis. Nach Bemerkung 10.4 müssen wir lediglich den Teilkörpercode des Reed-
Solomon-Codes RSk(a , b)⊥ betrachten. Über Fqm besitzt RSk(a , b)⊥ die Parameter
[n, n − k, k + 1]qm . Da die Minimaldistanz beim Körperabstieg höchstens besser
werden kann, folgt hieraus schon die Aussage (b). Mit dem Korollar 4.16 erhalten
auÿerdem

dimFq(Γ(a , g)) ≥ dimFqm (RSk(a , b)⊥)− (m− 1)(n− dimFqm (RSk(a , b)⊥)

= n− k − (m− 1)k,

was die Aussage (a) beweist.

10.2 Asymtotisches Verhalten von Goppa-Codes

De�nition 10.6. (Möbiusfunktion)
Die zahlentheoretische Funktion µ : N → {−1, 0, 1} de�niert durch

µ(n) =


1 : für n = 1

(−1)l : falls n =
∏l

i=1 pi mit pi prim und ggT(pi,
n
pi

) = 1

0 : sonst

heiÿt Möbiusfunktion. Die Menge aller normierter Fq-Primpolynome vom Grad t
bezeichnen wir mit Pq(t) und ihre Elementanzahl mit Nq(t).

Man beachte, daÿ Nq(t) ebenfalls eine zahlentheoretische Funktion in t ist. Es folgen
einige Aussagen aus der elementaren Zahlentheorie.

Anmerkung 10.7. Die zur Möbiusfunktion µ gehörige summatorische Funktion∑
d|n µ(d) ist die Nullfunktion.
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Beweis. Es sei n =
∏l

i=1 p
ei
i die Primfaktorzerlegung einer natürlichen Zahl n mit

paarweise verschiedenen Primzahlen p1, . . . , pl. Dann gilt für einen Teiler d von n
genau dann µ(d) 6= 0, wenn d ein Teiler von m :=

∏l
i=1 pi ist. Daher folgt unsere

Behauptung vermöge

∑
d|n

µ(d) =
∑
d|m

µ(d) =
l∑

i=0

(
l

i

)
(−1)i = (1− 1)l = 0. �

Lemma 10.8. (Möbiussche Umkehrformel)
Es seien f : N → C eine zahlentheoretische Abbildung und F die zu f gehörige
summatorische Funktion de�niert durch F (n) =

∑
d|n f(d). Dann gilt

f(n) =
∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
.

Beweis. Nach Anmerkung 10.7 gilt

f(n) =
∑
t|n

f(t)
∑
d|n

t

µ(d).

Hieraus folgt die Möbiussche Umkehrformel vermöge

f(n) =
∑
t|n

∑
d|n

t

µ(d)f(t) =
∑
t·d|n

µ(d)f(t) =
∑
d|n

µ(d)
∑
t|n

d

f(t) =
∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
. �

Anmerkung 10.9. Das separable Polynom Xqk −X ist das Produkt aller irredu-
ziblen normierten Polynom f(X) aus Fq[X] mit deg(f)|k, d.h. es gilt

Xqk −X =
∏

f(X)∈Pq(t)

deg(f)|k

f(X).

Dies folgt aus der Tatsache, daÿ der Zerfällungskörper eines jeden irreduziblen Fq -
Polynoms mit Grad d|k in Fqk , dem Zerfällungskörper von Xqk −X, eingebettet ist.

Bemerkung 10.10. Für die Anzahl normierter Primpolynome aus Fq[X] vom Grad
t gilt

Nq(k) =
1

k

∑
d|k

µ(d)q
k
d ≥ 1

k

(
qk − q

k+2
2

)
.

Insbesondere existieren irreduzible Polynome über Fq von jedem beliebigen Grad.

Beweis. Nach Anmerkung 10.9 gilt

qk = deg
(
Xqk −X

)
=
∑
d|k

d ·Nq(d).
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Mit der Möbiusschen Umkehrformel erhalten wir daraus

Nq(k) =
1

k

∑
d|k

µ(d)q
k
d .

Die Ungleichung erhält man schlieÿlich durch die grobe Abschätzung

∑
d|k

µ(d)q
k
d ≥ qk − q

k
2 − · · · − q ≥ qk −

b k
2
c∑

i=0

qi ≥ qk − q
k
2
+1. �

Bemerkung 10.11. Es seien d, k natürliche Zahlen mit d ≤ qm und 2 < k < qm,
und es sei

Nqm(k) >
d−1∑
j=1

⌊
j − 1

k

⌋(
qm

j

)
(q − 1)j.

Dann gibt es einen Goppa-Code C über Fq der Länge qm, der Dimension dim(C) ≥
n−mk und der Minimaldistanz d(C) ≥ d.

Beweis. Es seien n := qm sowie

a := (a1, . . . , an) mit Fn = {a1, . . . , an}.

Für den Nachweis unserer Behauptung reicht es zu zeigen, daÿ es ein irreduzibles
Polynom g(X) ∈ Fn[X] vom Grad k gibt mit

d(Γ(a , g)) ≥ d.

Dazu betrachten wir die Anzahl der Polynome g(X) ∈ In(k) mit d(Γ(a , g)) < d.

Es seien x 6= 0 ein Wort aus F n
q vom Gewicht

w(x ) = j < d

und I(x ) := {1 ≤ i ≤ n : xi 6= 0} der Träger von x . Es gilt dann

n∑
i=1

xi
X − ai

=
∑
i∈I(x )

xi
X − ai

=
∏
i∈I(x )

(X − ai)
−1

∑
i∈I(x )

xi
∏

l∈I(x)
l6=i

(X − al)

 .

Ein Goppa-Code Γ(a , g) enthält also genau dann das Wort x , falls das Goppa-
Polynom g(X) ein Teiler von u(X) :=

∑
i∈I(x ) xi

∏
l∈I(x )\{i}(X − al) ist. Es folgt

daher

#{g(X) ∈ In(k) : x ∈ Γ(a , g)} = #{g(X) ∈ In(k) : g(X)|u(X)}

≤
⌊

deg(u)

k

⌋
≤
⌊
j − 1

k

⌋
.
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Summiert man diese Anzahl über alle Wörter x ∈ F n
n mit Gewicht 0 < w(x ) < d,

so erhält man

#{g ∈ In(k) : d(Γ(a , g)) < d} ≤
d−1∑
j=1

⌊
j − 1

k

⌋(
qm

j

)
(q − 1)j.

Nach Voraussetzung aber ist die Elementanzahl von In(k) echt gröÿer als diese Zahl.
Somit gibt es einen irreduziblen Goppa-Code C mit Distanz d(C) ≥ d.

Satz 10.12. Die Gilbert-Varshomov-Schranke wird durch die klassischen Goppa-
Codes asymptotisch erreicht.

Beweis. Es ist zu zeigen, daÿ es für alle δ ∈ R mit 0 ≤ δ ≤ q−1
q

eine Folge
(
C

(δ)
m

)
m�0

von Goppa-Codes mit jeweils der Länge qm und relativer Minimaldistanz d(C
(δ)
m )

qm ≥ δ
gibt, deren asymptotische Informationsrate die Gleichung

lim
m→∞

dim(C
(δ)
m )

qm
= 1−Hq(δ)

erfüllt.

Es seien δ mit 0 ≤ δ ≤ q−1
q

und m ∈ N gegeben. Wir setzen n = n(m) := qm sowie
d = d(m) := min{r ∈ N : r ≥ δn}. Weiterhin sei k = k(m) die kleinste natürliche
Zahl, sodaÿ

A := d · Vq(n, d− 1) ≤ nk − n
k+2
2

gilt, wobei Vq(n, d − 1) die Elementanzahl der Kugel Bn
d−1 = {x ∈ F n

n : w(x ) < d}
bezeichnet. Es gilt nach Bemerkung 10.10

Nqm(k) = Nn(k) =
1

k

∑
s|k

µ(s)n
k
s ≥ 1

k

(
nk − n

k+2
2

)
.

Somit erhalten wir mit unserer Voraussetzung

Nn(k) ≥ d

k
Vq(n, d− 1) =

d

k

d−1∑
j=0

(
n

j

)
(q − 1)j

>
d

k

d−1∑
j=1

(
n

j

)
(q − 1)j >

d−1∑
j=0

⌊
j − 1

k

⌋(
n

j

)
(q − 1)j.

Im Fall k < n folgt dann nach Bemerkung 10.11 die Existenz eines Goppa-Codes
C

(δ)
m der Länge n mit Distanz d(C(δ)

m ) ≥ δ · n und Dimension dim(C
(δ)
m ) ≥ n−mk.

Wir zeigen nun, daÿ k(m) < n(m) für fast alle m ∈ N gilt. Ohne Einschränkung
können wir k(m) > 3 annehmen, da unsere Behauptung endlich viele Ausnahmen
zuläÿt. Aus der Minimalität von k = k(m) folgt

nk−2 ≤ nk−1 − n
k+1
2 < A ≤ nk − n

k+2
2 < nk
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und somit (unter Verwendung der monoton steigenden Funktion 1
n

logq(·))

1

n
(k − 2)m <

1

n
logq(A) =

1

n
(logq(d) + logq(Vq(n, d− 1))) <

1

n
mk.

Das führt auf

lim
m→∞

(
k(m) ·m
n(m)

)
= lim

m→∞

(
1

n(m)
logq(Vq(n(m), d(m)− 1))

)
= lim

m→∞

(
1

n(m)
logq(Vq(n(m), δn(m)))

)
= Hq(δ) < 1,

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Lemma 9.8 stammt. Daher gilt k(m) < n(m)
für alle hinreichend groÿen m ∈ N.
Wir haben also gesehen, daÿ für alle δ ∈ R mit 0 ≤ δ ≤ q−1

q
und alle hinreichend

groÿen m Goppa-Codes C(δ)
m mit Länge n(m) = qm und relativer Distanz d(C

(δ)
m )

qm ≥ δ
existieren. Folglich gilt:

lim
m→∞

(
dim(C

(δ)
m )

n(m)

)
= lim

m→∞

(
qm − k(m)m

qm

)
= 1−Hq(δ)

was unsere Behauptung beweist.

10.3 Decodierung mit Euklidischem Algorithmus

Der in diesen Abschnitt beschriebene Decodieralgorithmus ermöglicht es, bei einem
Goppa-Code Γ(a , g) ≤ F n

q bis zu

e :=

⌊
deg(g)

2

⌋
Fehler zu korrigieren. Dabei machen wir die Generalannahme, daÿ der Fehlervektor

e := y − x

zwischen gesendeter Nachricht x ∈ Γ(a , g) und empfangenem Wort y ∈ F n
q höch-

stens das Gewicht e besitzt. Wesentlich bei der Fehlerkorrektur ist die Lokalisierung
der fehlerhaften Symbolen, d.h. die Ermittlung der Indexmenge der Fehlerposi-
tionen in y

I := {1 ≤ i ≤ n : ei 6= 0}.
Es bezeichnen im folgenden s(X) ∈ Fqm [X] mit

s(X) ≡
n∑
i=1

ei
X − ai

(mod g(X))
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und deg(s) < deg(g) das Syndrompolynom zu y ,

σ(X) :=
∏
i∈I

(X − ai)

das fehlerlokalisierende Polynom zu y sowie

ω(X) :=
∑
i∈I

ei
∏

j∈I\{i}

(X − aj)

das Fehlerauswertungspolynom. Während das Syndrompolynom s(X) wegen

n∑
i=1

ei
X − ai

=
n∑
i=1

yi
X − ai

−
n∑
i=1

xi
X − ai

≡
n∑
i=1

yi
X − ai

(mod g(X))

direkt aus y berechenbar ist, wird zur Berechnung von σ(X) und ω(X) der Eu-
klidische Algorithmus benötigt. Dazu bemerken wir zunächst, daÿ ω(X) aufgrund
von

s(X) · σ(X) =
∑
i∈I

ei
X − ai

∏
i∈I

(X − ai) ≡ ω(X) (mod g(X))

aus s(X) und g(X) linear kombinierbar ist, d.h. daÿ es ein u(X) ∈ Fqm [X] gibt mit

s(X) · σ(X) + u(X) · g(X) = ω(X). (*)

Die folgende Bemerkung zeigt, wie man σ(X) und ω(X) mit dem Euklidischen
Algorithmus explizit berechnen kann. Dabei sei (fi(X))i∈N die Folge von Polynomen
mit f0(X) = g(X) und f1(X) = s(X), die man durch fortgestzte Division mit Rest
erhält:

fi(X) = qi+1(X)fi+1(X) + fi+2(X).

Bemerkung 10.13. Mit den obigen Bezeichnungen gelten:

(a) Es gibt einen Index j ∈ N mit

0 ≤ deg(fj) < e ≤ deg(fj−1).

(b) Aus der Darstellung fj(X) = aj(X)g(X) + bj(X)s(X) erhält man mit einen
geeigneten Koe�zienten c ∈ F×qm

σ(X) = c · bj(X) und ω(X) = c · fj(X).

Beweis. (a) Die Folge (fi(X))i∈N enthält den gröÿten gemeinsamen Teiler von g(X)
und s(X), d.h. es gibt eine Zahl l ∈ N mit

fl(X) = ggT(g(X), s(X)).
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Aufgrund der Gleichung (*) ist fl(X) ein Teiler von ω(X) und besitzt somit den
Grad deg(fl) ≤ deg(w) < e. Die Behauptung folgt nun aus deg(fi+1) < deg(fi) und
deg(f0) = deg(g) > e.
(b) Mit dem Euklidischen Algorithmus gewinnt man Polynome a0(X), . . . , al(X)
und b0(X), . . . , bl(X) aus Fqm [X] mit

fi(X) = ai(X)g(X) + bi(X)s(X).

Behauptung 1: Die Polynompaare (ai(X), bi(X)) sind teilerfremd für i = 0, . . . , l.

Aufgrund fi+1(X) = fi−1(X)− qi(X)fi(X) gelten

ai+1(X) = ai−1(X)− qi(X)ai(X) und bi+1(X) = bi−1(X)− qi(X)bi(X).

Daraus folgt induktiv

det

(
ai+1(X) bi+1(X)
ai(X) bi(X)

)
= det

(
ai−1(X) bi−1(X)
ai(X) bi(X)

)
= · · · = ± det

(
a0(X) b0(X)
a1(X) b1(X)

)
= ± det

(
1 0
0 1

)
= ±1.

Insbesondere gibt es also Polynome q(X), r(X) mit

q(X) ·
(
ai+1(X)
ai(X)

)
+ r(X) ·

(
bi+1(X)
bi(X)

)
=

(
1
1

)
.

Behauptung 2: Es gilt deg(bi) = deg(g)− deg(fi−1) für i = 1, . . . , l.

Auch dies beweisen wir induktiv. Wegen b1(X) = 1 und f0(X) = g(X) gilt die
Behauptung für i = 1. Beim Induktionsschritt von i auf i + 1 sind aufgrund von
bi+1(X) = bi−1(X) − qi(X)bi(X) und deg(qi) ≥ 1 die Grade der Polynome bi+1(X)
und qi(X)bi(X) gleich, wovon man sich durch eine seperate Induktion überzeugen
kann. Das führt zu

deg(bi+1) = deg(qi) + deg(bi) = deg(qi) + deg(g)− deg(fi−1)

= deg(qi) + deg(g)− deg(qifi) = deg(g)− deg(fi).

Behauptung 3: Es gelten

σ(X) · fj(X) = ω(X) · bj(X) und σ(X) · aj(X) = u(X) · bj(X).

Mit dem Euklidischen Algorithmus erhält man einerseits

σ(X) · fj(X) = σ(X) · (aj(X)g(X) + bj(X)s(X))

und andererseits mit (*)

ω(X) · bj(X) = (s(X)σ(X) + u(X)g(X)) · bj(X).
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Das Di�erenzpolynom ist dann

σ(X)fj(X)− ω(X)bj(X) = (σ(X)aj(X)− u(X)bj(X)) · g(X).

Es gilt dabei nach Aussage (a)

deg(σfj) = e+ deg(fj) < 2e ≤ deg(g)

und mit Behauptung 2

deg(wbj) = deg(w) + (deg(g)− deg(fj−1)) ≤ (e− 1) +
deg(g)

2
< deg(g).

Also besitzen sowohl σ(X)fj(X) wie auch ω(X)bj(X) einen kleineren Polynomgrad
als g(X). Dies führt zu

σ(X)fj(X)− ω(X)bj(X) = 0 und σ(X)aj(X)− u(X)bj(X) = 0.

Nun schlieÿt man aus Behauptung 3 auf Aussage (b) wie folgt: Da σ(X) und ω(X)
teilerfremd sind, teilt σ(X) das Polynom bj(X), das wiederum aufgrund der Be-
hauptung 1 ein Teiler von σ(X) ist. Also unterscheiden sich σ(X) und bj(X) nur
durch Multiplikation einer Einheit c ∈ Fqm . Desweiteren folgt aus Behauptung 3

ω(X) · bj(X) = σ(X) · fj(X) = c · bj(X) · fj(X)

und somit ω(X) = c · fj(X), was zu zeigen war.

Decodieralgorithmus 10.14. Es sei y ∈ F n
q die empfangene Nachricht.

(1) Konstruiere das Syndrompolynom s(X) ∈ Fq[X] mit

s(X) ≡
∑n

i=1
yi

X−ai
(mod g(X))

und deg(s) < deg(g).

(2) Berechne das Fehlerortungspolynom σ(X) und das Fehlerauswertungspolynom
ω(X) mit dem Euklidischem Algorithmus gemäÿ Bemerkung 10.13.

(3) Bestimme die Fehlerstellenmenge I als Nullstellenmenge von σ(X).

(4) Berechne den Fehlervektor e = (e1, . . . , en) mittels ei = 0 für i /∈ I und

ω(ai) = ei ·
∏

j∈I\{i}(ai − aj) für i ∈ I.

(5) Decodiere y zu x := y − e .
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Kapitel 11

Geometrische Goppa-Codes

11.1 Konstruktion arithmetischer Codes

Anfang der 80er Jahre stellte V.D.Goppa einen faszinierenden Zusammenhang zwi-
schen algebraischer Geometrie und Codierungstheorie vor [Gop02] und begründete
damit die arithmetische Codierungstheorie. Durch Residuen- oder Restklassenaus-
wertung von algebraischen Funktionen erhält man Einbettungen in F n

q . Eine zentrale
Bedeutung hat hierbei der Satz von Riemann-Roch mit dessen Hilfe man gute und
exakte Aussagen über die arithmetischen Codes gewinnen kann. Insbesondere erhal-
ten wir eine untere Schranke für die Minimaldistanz, die in der Codierungstheorie
eher selten zu bekommen ist. Das Geschlecht der zugrundeliegenden Kurve bzw. des
algebraischen Funktionenkörpers steht in enger Beziehung mit dem Singletondefekt
der arithmetischen Codes. In Kapitel 20 werden wir sogar sehen, daÿ jeder lineare Co-
des im wesentlichen ein arithmetischer Code ist. Eine weitere besondere Anwendung
für arithmetische Codes �ndet man beim Versuch, die Gilbert-Varshamov-Schranke
zu verbessern, was mit Hilfe von Modulkurven auch tatsächlich gelingt. Darauf gehen
wir in den Kapiteln 18 und 19 ein. Die Beschreibung der arithmetischen Codes erfolgt
hier über algebraischen Funktionenkörpern wie im Buch von H.Stichtenoth [Sti93].
Dort kann man ebenfalls die Grundlagen der Theorie der algebraischen Funktionen
nachlesen, die hier vorgesetzt werden. Zentrale Aussagen können aber im Anhang
nachgelesen werden und sind kursiv gekennzeichnet.

De�nition 11.1. (Arithmetischer Code)
Es seien F :Fq ein algebraischer Funktionenkörper einer Variablen und P1, . . . ,Pn ∈
P (1)
F :Fq

paarweise verschiedene rationale Stellen in F sowie A =
∏n

i=1 Pi ihr Produkt.
Weiter sei G ein zu A teilerfremder Divisor und L(G) der zugehörige Riemann-Roch-
Raum. Der durch die Auswertung der algebraischen Funktionen von L(G) an den
Stellen P1, . . . ,Pn gewonnene Code

C = C(A,G) := {(x(P1), . . . , x(Pn)) : x ∈ L(G)}
heiÿt geometrischer Goppa-Code oder arithmetischer Code (über F :Fq). Der
Divisor A heiÿt Auswertungsdivisor von C und G Goppa-Divisor von C.
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Satz 11.2. (Parameter und Erzeugermatrix von C(A,G))
Für einen arithmetischen Code C = C(A,G) mit Auswertungsdivisor A =

∏n
i=1 Pi

gelten:

(a) C ist ein linearer [n, k, d]q-Code mit der Länge n = deg(A), der Dimension
k = dim(G)− dim(A−1G) und der Minimaldistanz d ≥ n− deg(G) .

(b) Ist x1, ..., xk ein Vertretersystem in L(G) einer Basis von L(G)/L(A−1G), so
ist die Matrix (xi(Pj))1≤i≤k,1≤j≤n eine erzeugende Matrix von C.

Beweis. Zunächst stellen wir fest, daÿ die Restklassenkörper RPi
von Pi mit dem

Konstantenkörper Fq übereinstimmen. Somit ist C in F n
q enthalten. Die Auswertungs-

abbildung

φ :

{
L(G) −� C(A,G)
x 7−→ (x(P1), ..., x(Pn))

.

ist Fq-linear und daher ist C ein linearer Code. Eine Funktion x aus dem linearen
Raum L(G) zum Goppa-Divisor G liegt genau dann im Kern von φ, wenn x(P) = 0
für alle Primteiler P von A gilt, d.h. wenn x Element von L(A−1G) ist. Damit gilt
nach dem Homomorphiesatz

C(A,G) ∼= L(G)/L(A−1G).

Die Dimension von C ergibt sich nun als

k = dim(C) = dim(L(G))− dim(L(A−1G)) = dim(G)− dim(A−1G).

Hieraus folgt Aussage (b), da die Bilder von x1, ..., xk unter φ, nämlich die Vekto-
ren (xi(P1), ..., xi(Pn)), eine Basis von C bilden. Wir bestimmen nun die Minimal-
distanz d von C. Dazu nehmen wir an, daÿ C nicht der Nullraum sei. Dann gibt
es eine Funktion x aus L(G), sodaÿ das Wort φ(x) Hamming-Gewicht d besitzt.
Folglich verschwindet x auf n− d paarweise verschiedenen Stellen Pi1 , . . . ,Pin−d

für
Indices ij ∈ {1, . . . , n} und es gilt x ∈ L(B−1G), wobei B das Produkt

∏n−d
j=1 Pij

bezeichne. Hieraus folgt

0 ≤ deg(B−1G) = deg(G)− n+ d. �

Aus der obigen Charakterisierung der Minimaldistanz läÿt sich eine explizite Formel
gewinnen.

Zusatz 11.3. Es sei c ∈ N der minimale Grad eines ganzen Divisors C, der zu
einem Divisor der Gestalt B−1G äquivalent ist, wobei B ein ganzer Teiler von A

sei. Dann hat der arithmetische Code C(A,G) die Minimaldistanz

d = n− deg(G) + c.

Die untere Schranke für die Minimaldistanz in Satz 11.2 wird also genau dann an-
genommen, wenn der Goppa-Divisor äquivalent zu einem Teiler des Auswertungsdi-
visors ist.
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Beweis. Alle Funktionen x aus dem linearen Raum L(G) haben einen Divisor der
Form BCG−1, wobei B das Produkt aller Primteiler von A ist, in denen x verschwin-
det. Das Wort φ(x) hat somit das Gewicht

w(φ(x)) = w(x(P1), . . . , x(Pn)) = n− deg(B) = n− (deg(G)− deg(C)).

Für ein gegebenes Wort (x(P1), . . . , x(Pn)) von Minimalgewicht d ist also der Grad
des zugehörigen Teilers C̃ von (x)0 gerade

c = min{deg(C) : 1|C, C ∼ B−1G mit 1|B|A}. �

Korollar 11.4. Es sei C = C(A,G) ein arithmetischer Code über einen Funktionen-
körper F :Fq vom Geschlecht g.

(a) Unter der Voraussetzung deg(A−1G) < 0 hat C Dimension k = dim(G) und
Minimaldistanz d ≥ n− k + 1− g. Insbesondere ist der Singletondefekt von C
durch das Geschlecht des zugrundeliegenden Funktionenkörpers beschränkt.

(b) Bei deg(A−1G) ≥ 2g − 1 ist C der volle Vektorraum F n
q .

Beweis. Im Fall deg(A−1G) < 0 ist der Riemann-Roch-Raum L(A−1G) leer. Hieraus
folgt dim(C) = dim(G)− dim(A−1G) = dim(G). Aus dem Satz von Riemann-Roch
ergibt sich zudem

d ≥ n− deg(G) ≥ n− (dim(G) + (g − 1)) = n− k − (g − 1).

Es sei nun deg(A−1G) ≥ 2g − 1. Dann folgt nach dem Satz von Riemann-Roch
dim(A−1G) = deg(A−1G)−g+1. Da der Grad von A positiv ist, gilt ebenso dim(G) =
deg(G)− g + 1. Für die Dimension von C impliziert dies

k = dim(C) = dim(G)− dim(A−1G) = deg(G)− deg(A−1G) = deg(A) = n. �

Beispiel 11.5. Wir betrachten den Kongruenzfunktionenkörper F = F4(x, y) mit
der de�nierenden Gleichung x3 + y3 + 1 = 0. Bezeichnet w eine primtive dritte
Einheitswurzel in F4, so ist F :F4(x) eine Kummererweiterung mit Minimalpolynom

g(T ) = T 3 + x3 + 1 = T 3 +
3∏
i=1

(x+ wi)

für y. Für alle Primdivisoren P 6= (x)∞ aus F4(x) ist y ganz über den Bewertungs-
ring OP und es ist somit der Di�erentenexponent einer Divisorenerweiterung P′|P
beschränkt durch

0 ≤ dP′(F :F4(x)) ≤ ordP′(g
′(y)) = ordP′(y

2),

wobei g′(T ) die gewöhnliche Ableitung von g(T ) bezeichne (vgl. [Sti93, III.5.10.]).
Wegen der Relation y3 =x3 + 1 können daher nur die Primstellen Pi = (x + wi)0
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sowie der bisher ausgenommene Primdivisor O = (x)∞ in F :F4(x) verzweigen. We-
gen g(T )(Pi) = T 3 sind P1,P2 und P3 nach dem Dedekindschen Kriterium und
dem Dedekindschen Di�erentensatz total verzweigt in F :F4(x) mit jeweils Di�eren-
tenexponenten 2. Die Stellen P0 = (x)0 und O = (x)∞ sind hingegen voll zerlegt
in F :F4(x). Das Minimalpolynom g(T ) zerfällt modulo P0 in paarweise verschie-
dene Linearfaktoren und somit zerfällt P0 nach dem Dedekindschen Kriterium in
F :F4(x). Die gleiche Betrachtung wenden wir für O an. Unter der Variablensubsti-
tution y 7→ y

x
bleibt F invariant und es ist h(T ) = T 3 + x3+1

x3 das Minimalpolynom
für y

x
. Dann gilt h(T )(O) = T 3 + 1 = g(T )(P0) und es ist somit auch O voll zerlegt

in F :F4(x). Damit ist der Grad der Di�erente D(F :F4(x)) nach der Hurwitzschen
Relativgeschlechtformel

6 = deg(D(F :F4(x)) = 2 gF :F4 − 2 (1− [F :F4(x)]) = 2 gF :F4 + 4.

Insgesamt erhalten wir

gF :F4 = 1 und #P (1)
F :F4

= 9,

insbesondere ist F ein elliptischer Funktionenkörper (vgl. Kapitel 13).
Es bezeichne F1 = F2(x, y) und F3 = F8(x, y). Mit #P (1)

F :F4
lassen sich die L-Polynome

LF :F4 , LF1:F2 und LF3:F8 berechnen (siehe Anhang). Es gilt

LF :F4(t) = 1 + (#P (1)
F :F4

− (q + 1))t+ qt2 = 1 + 4t+ 4t2

= (1− ω2
1t)(1− ω2

2t)

mit ω1 =
√
−2 und ω2 = −

√
−2. Daraus folgen

LF1:F2(t) = (1− ω1t)(1− ω2t) = 1 + 2t2

und LF3:F8(t) = (1− ω3
1t)(1− ω3

2t) = 1 + 8t2.

Mit der Formel
#P (1)

Fr:F2r
= 2r + 1− (ωr1 + ωr2)

folgern wir schlieÿlich, daÿ F1:F2 drei und F3:F8 neun rationale Stellen besitzt. Mit
den Konstantenerweiterungen F :F1 bzw. F3:F1 werden also 6 rationale Stellen ge-
wonnen. Nur Primdivisoren, deren Grad mit dem Grad der Konstantenerweiterung
übereinstimmt, zerfallen in ein Produkt rationaler Stellen. Der Funktionenkörper F1

besitzt folglich 3 Primdivisoren vom Grad 2 und 2 Primstellen vom Grad 3.
Es seien Q1 und Q2 die Einbettungen in F der beiden Primdivisoren vom Grad 3.
Dann ist der Divisor G = Q1Q2 fremd zu A =

∏
P∈P (1)

F
P. Somit ist der arith-

metische Code C(A,G) wohlde�niert. Da der Divisorgrad bei einer (algebraischen)
Konstantenerweiterung invariant bleibt (siehe Anhang), hat G Grad 6 und es gilt
für C(A,G) nach Korollar 11.4

k = dim(G) = deg(G) = 6 und d ≥ n− k = 3.
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C(A,G) ist also ein Beispiel für einen arithmetischen [9, 6, d]4-Code mit Distanz
d = 3 oder 4. Nach der MDS-Vermutung müÿte dieser Code Singletondefekt 1 und
somit Distanz d = 3 besitzen. Dies können wir später in Kapitel 13 bestätigen, da wir
dort die MDS-Vermutung für Codes über elliptischen Funktionenkörpern beweisen.

Aufgabe 11.6. Konstruieren Sie sogenannte Standardcodes C(A,Pr) über den
Funktionenkörper Fq(x, y) mit der de�nierenden Relation x3y + y3 + x = 0 für
q = 8, 9. Wählen Sie als Goppa-Divisor Potenzen Pr der einzigen und rationalen
Polstelle P von y und als Auswertungsdivisor A das Produkt sämtlicher rationaler
Stellen ausgenommen P.

11.2 Duale arithmetische Codes

In diesen Abschnitt stellen wir eine Konstruktion von Codes via Residuenauswertung
vor. Diese Codes sind dual zu den arithmetischen Codes und, wie wir im nächsten
Abschnitt sehen werden, selbst wieder arithmetische Codes.

De�nition 11.7. (Dualer arithmetischer Code)
In der Situation von De�nition 11.1 heiÿt der durch die Residuenauswertung der
Di�erentiale aus ∆(A−1G) an den Stellen P1, . . . ,Pn gewonnene Code

C∗(A,G) := {(ResP1(δ), . . . ,ResPn(δ)) : δ ∈ ∆(A−1G)}
dualer arithmetischer Code.

Satz 11.8. (Parameter und Erzeugermatrix von C∗(A,G))
Für einen dualen arithmetischen Code C∗ = C∗(A,G) mit A =

∏n
i=1 Pi über einem

Funktionenkörper F :Fq vom Geschlecht g gelten:

(a) C∗ ist ein linearer [n, k∗, d∗]q-Code mit der Dimension k∗ = i(A−1G) − i(G)
und der Minimaldistanz d∗ ≥ deg(G)−2g+2, wobei i(S) den Spezialitätsindex
eines Divisors S bezeichne.

(b) Sind δ1, . . . , δk∗ ∈ ∆(A−1G) Vertreter einer Basis von ∆(A−1G)/∆(G), so
bildet (ResPj

(δi))1≤i≤k∗,1≤j≤n eine Erzeugermatrix von C∗.

Beweis. Wiederum ist zu bemerken, daÿ die Residuen an den Stellen P1, . . . ,Pn

Werte in Fq ergeben. Daher ist C∗ in F n
q enthalten und linear, da die Residuenaus-

wertung

ψ :

{
∆(A−1G) −� C∗(A,G)

δ 7−→ (ResP1(δ), . . . ,ResPn(δ))

wie die Restklassenauswertung Fq-linear ist. Ein Di�erential δ aus ∆(A−1G) hat
de�nitionsgemäÿ Ordnung ordP(δ) ≥ −1 bei den Primteiler P von A. Also sind
genau die Di�erentiale aus ∆(A−1G) im Kern der Abbildung ψ enthalten, die bei
P regulär sind, d.h. die ordP(δ) ≥ 0 für P|A erfüllen. Damit gilt Kern(ψ) = ∆(G)
und es folgt nach dem Homorphiesatz

C∗(A,G) ∼= ∆(A−1G)/∆(G).
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Hieraus folgt sofort die Aussage (b) sowie

k∗ = dim(C∗(A,G)) = dim(∆(A−1G))− dim(∆(G)) = i(A−1G)− i(G).

Es bleibt noch die Abschätzung für die Minimaldistanz zu beweisen. Dazu seien
C∗ 6= {0} und ψ(δ) ein Wort aus C∗ von minimalem Hamming-Gewicht d∗. Dann
gilt ordP(δ) = −1 für genau d∗ Primteiler P von A. Ist B deren Produkt, so ist δ
in ∆(B−1G) enthalten und es folgt somit i(B−1G) = dim(∆(B−1G)) > 0. Also ist
B−1G ein spezieller Divisor und folglich ist sein Grad durch 2g− 2 beschränkt. Wir
erhalten schlieÿlich

d∗ = deg(B) = deg(G)− deg(B−1G) ≥ deg(G)− 2g + 2. �

Zusatz 11.3 und Korollar 11.4 besitzen Analoga für duale arithmetische Codes.

Zusatz 11.9. Es sei c der minimale Grad eines ganzen Divisors C, sodaÿ B−1GC

für einen ganzen Teiler B von A ein kanonischer Divisor ist. Dann hat der Code
C∗(A,G) die Minimaldistanz

d∗ = deg(G)− 2g + 2 + c.

Insbesondere wird die untere Schranke in Satz 11.8 genau dann angenommen, wenn
die kanonische Klasse WF :Fq von F :Fq einen Divisor der Gestalt B−1G mit 1|B|A
besitzt.

Beweis. Der kanonische Divisor eines Di�erentials δ sus ∆(A−1G) hat die Form
(δ) = B−1GC, wobei B wie im Beweis von Satz 11.8 das Produkt der Primteiler P

von A mit ordP(δ) = −1 und C ein zu A fremder ganzer Divisor ist. Dann gilt für
das Gewicht von ψ(δ)

w(ψ(δ)) = deg(B) = deg(GC)− 2g + 2 = deg(G)− 2g + 2 + deg(C).

Ist umgekehrt C ein ganzer Divisor, für den B−1GC für einen Teiler B von A kano-
nisch ist, so gehören die Di�erentiale δ mit (δ) = B−1G zu ∆(B−1G) ⊆ ∆(A−1G).
Dies beweist die Behauptung.

Aus Satz 11.8 erhalten wir unmittelbar

Korollar 11.10. Ist der Goppa-Divisor eines dualen arithmetischen Codes kein spe-
zieller Divisor, so hat der Code die Dimension i(A−1G). �

Beispiel 11.11. Wir betrachten nun das �duale Analogon� zu Beispiel 11.5. Wegen
deg(G) = 6 > 0 = 2gF :F4 − 2 hat der duale Code C∗(A,G) Dimension

k∗ = i(A−1G) = dim(A−1G)− deg(A−1G) + gF :F4 − 1 = − deg(A−1G) = 3

sowie Minimaldistanz
d∗ ≥ deg(G)− 2gF :F4 + 2 = 6.

Also ist C∗(A,G) ein [9, 3, d∗]4-Code mit Minimaldistanz 6 oder 7. Auf dieselbe Weise
erhält man, daÿ C∗(A,Qi) für i = 1, 2 lineare [9, 6, d∗]4-Codes mit Minimaldistanz
d∗ ≥ 3 sind.
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Satz 11.12. Die Codes C(A,G) und C∗(A,G) sind dual zueinander.

Beweis. Zunächst vergleichen wir die Dimensionen der Codes C∗(A,G) und C(A,G)⊥

und erhalten unter Verwendung des Satzes von Riemann-Roch

dim(C∗(A,G)) = i(A−1G)− i(G)

= dim(A−1G)− deg(A−1G) + g − 1− (dim(G)− deg(G) + g − 1)

= deg(A)− dim(G) + dim(A−1G) = n− dim(C(A,G)).

Ihre Dimensionen stimmen also überein und wir benötigen für den Beweis des Satzes
lediglich eine Inklusion. Wir zeigen

C∗(A,G) ≤ C(A,G)⊥.

Es seien x eine Funktion des Riemann-Roch-Raums L(G) und δ ein Di�erential
aus ∆(A−1G). Es ist zu zeigen, daÿ die zugehörigen Codewörter φ(x) und ψ(δ)
orthogonal zueinander sind, d.h. daÿ sie die Gleichung

< φ(x), ψ(δ) >= (x(P1), . . . , x(Pn))

ResP1(δ)
...

ResPn(δ)

 =
∑
P|A

x(P) ResP(δ) = 0

erfüllen. Nach dem schwachen Approximationssatz existiert zu jedem Primdivisor P

von A ein Element t = tP mit ordP(t) = 1. Bezüglich dieses sogenannten Primele-
mentes t zu P hat eine Funktion x ∈ L(G) in der Komplettierung FP = Fq((t)) eine
Laurententwicklung x =

∑
n�−∞ ant

n mit Koe�zienten aus Fq. Da P kein Teiler
von G ist, verschwindet der Hauptteil dieser Laurententwicklung und es gilt

x =
∑
n∈N

ant
n ∈ Fq[[t]] mit a0 = x(P).

Das Di�erential δ ∈ ∆(A−1G) hat bezüglich dieses Primelements t eine Darstellung
δ = sdt mit ordP(s) = ordP(δ) ≥ −1. Genauer hat man

δ =

(∑
n≥−1

bnt
n

)
dt mit bn ∈ Fq und b−1 = ResP(δ).

Insgesamt gilt also
ResP(xδ) = a0b−1 = x(P) ResP(δ).

An zu A teilerfremden Primdivisoren P ist xδ ∈ ∆(A−1) regulär mit ResP(xδ) = 0.
Mit Hilfe des Residuensatzes erhalten wir schlieÿlich

0 =
∑

P∈PF :K

ResP(xδ) =
∑
P|A

ResP(xδ) = < φ(x), ψ(δ) > . �

Aus der allgemeinen Dualitätstheorie linearer Codes (Abschnitt 2.2) folgt nun

Korollar 11.13. Jede Erzeugermatrix von C∗(A,G) ist eine Kontrollmatrix von
C(A,G) und umgekehrt. �
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11.3 Duale Goppa-Divisoren

Satz 11.14. Die Klasse der arithmetischen Codes ist abgeschlossen bezüglich Dual-
isierung. Ein dualer arithmetischer Code C∗(A,G) kann wie folgt als arithmetischer
Code konstruiert werden:

(a) Es gibt ein Di�erential δ ∈ ∆ mit ordP(δ) = −1 und ResP(δ) = 1 für alle
Teiler P von A.

(b) Mit G∗ := (δ)AG−1 gilt dann C∗(A,G) = C(A,G∗).

Beweis. Die Aussage (a) folgt fast direkt aus dem schwachen Approximationssatz.
Nach diesem gibt es eine Variable z, die an allen Stellen P1, . . . ,Pn Ordnung 1
besitzt. Dann ist das Di�erential δ = dz

z
an diesen Stellen nicht regulär und es gilt

ordP(δ) = ordP(z−1) = −1 sowie ResP(δ) = resP(z−1) = 1 für P|A. Der Divisor G∗

ist wegen
ordPi

(G∗) = ordPi
((δ)AG−1) = ordPi

(G−1) = 0

wie G fremd zu A und somit ist C(A,G∗) ein wohlde�nierter arithmetischer Code.
Es bleibt also nur noch die Gültigkeit von C∗(A,G) = C(A,G∗) nachzuweisen.
Die zum Wort x = (x(P1), . . . , x(Pn)) ∈ C(A,G∗) zugehörige Funktion x ist ein
Element des Raumes L(G∗) und besitzt den Divisor (x) = C(G∗)−1 = CG(δ)−1A−1.
Für den kanonischen Divisor von xδ impliziert dies (xδ) = (x)(δ) = CA−1G. Damit
ist xδ ein Di�erential aus ∆(A−1G). Werten wir das Residuum von xδ an den Stellen
P|A aus, so ergibt sich nach De�nition von δ

ResP(xδ) = x(P) ResP(δ) = x(P).

Also ist C(A,G∗) ein linearer Unterraum von C∗(A,G) der Dimension

dim(C(A,G∗)) = dim(G∗)− dim(A−1G∗) = dim((δ)AG−1)− dim((δ)G−1).

Nach dem Satz von Riemann-Roch gelten dim((δ)G−1) = i(G) bzw. dim((δ)AG−1) =
i(A−1G) und somit folgt

dim(C(A,G∗)) = i(A−1G))− i(G) = dim(C∗(A,G)).

Das zeigt C(A,G∗) = C∗(A,G).

Korollar 11.15. Zwischen der Restklassenauswertung und der Residuenauswertung
eines arithmetischen Codes besteht folgender Zusammenhang

C(A,G∗) = C∗(A,G) = C(A,G)⊥.

De�nition 11.16. (Dualer Goppa-Divisor)
Der Divisor G∗ in Satz 11.14(b) de�niert durch G∗ := (δ)AG−1 mit einem Di�erential
δ ∈ ∆F :K mit Ordnung −1 und Residuum 1 an den Stellen P1, . . . ,Pn wird im
folgenden als zu G dualer Goppa-Divisor bezeichnet. Sind überdies sowohl G als
auch G∗ nicht-speziell, so heiÿen sie normale Goppa-Divisoren.
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Korollar 11.17. Ist der Goppa-Divisor G eines arithmetischen Codes C = C(A,G)
gleich seinem dualen Goppa-Divisors G∗, so ist C selbstdual. �

De�nition 11.18. (Quasiäquivalenz)
Zwei lineare Codes C, C̃ ≤ F n

q heiÿen quasiäquivalent, falls es Elemente c1, . . . , cn
aus F×q und eine Permutation σ von n Elementen gibt, sodaÿ gilt:

(x1, . . . , xn) ∈ C ⇐⇒ (c1xσ(1), . . . , cnxσ(n)) ∈ C̃.

Anmerkung 11.19. Quasiäquivalente Codes haben dasselbe Gewichtspolynom,
aber nicht notwendig dieselbe Symmetriegruppe.

Aufgabe 11.20. Zeigen Sie, daÿ äquivalente Goppa-Divisoren bei gleichen Auswer-
tungsdivisor quasiäquivalente arithmetische Codes erzeugen.
Genauer: Ist C(A,G) ein arithmetischer Code und G̃ ein zu G äquivalenter Divisor,
so sind folgende Paare von arithmetischen Codes jeweils quasiäquivalent:

(a) C(A,G) und C(A, G̃) sowie (b) C∗(A,G) und C∗(A, G̃).





Kapitel 12

Rationale Codes und Symmetrien

12.1 Rationale Codes

De�nition 12.1. (Rationaler Code)
Ein arithmetischer Code C(A,G) über einem Funktionenkörper einer Variablen F :Fq
heiÿt rational, falls F :Fq ein rationaler Funktionenkörper ist.

Da rationale Funktionenkörper Geschlecht 0 besitzen, gilt als unmittelbare Folgerung
des Korollars 11.4 die

Bemerkung 12.2. Rationale Codes sind pseudorational. �

Dieses Ergebnis wird auch durch die in diesen Abschnitt gelieferten expliziten Be-
schreibungen der rationalen Codes bestätigt.

Notiz 12.3. (a) Nach dem Satz von F.K. Schmidt [Sti93, V.1.11.] ist der klein-
ste positive Divisorgrad eines Kongruenzfunktionenkörpers gleich 1. Demnach sind
Kongruenzfunktionenkörper vom Geschlecht g = 0 stets rational.
(b) Rationale Kongruenzfunktionenkörper haben die Nullklassenzahl 1 [Sti93, V.1.],
d.h. zwei Divisoren sind äquivalent, sofern sie gleichen Grades sind.
(c) Die Länge eines arithmetischen Codes ist stets durch die Anzahl der rationalen
Stellen, also durch #P (1)

F :Fq
, beschränkt. Rationale Codes über Fq(t) haben somit

höchstens die Länge q + 1.
(d) Hat ein rationaler Code C(A,G) einen Goppa-Divisor G mit deg(G) ≥ −1, so
gilt unmittelbar nach Korollar 11.4

dimFq(C(A,G)) = min{deg(G) + 1, deg(A)}.

In Kapitel 3 haben wir (verallgemeinerte) Reed-Solomon-Codes eingeführt. Für
q ≥ n ≥ k ≥ 0 sind diese de�niert durch

RSk(a , b) = {(b1f(a1), . . . , bnf(an)) : f ∈ Fq[t], deg(f) < k}

mit paarweise verschiedenen Elementen a1, . . . , an ∈ Fq und beliebigen b1, . . . , bn ∈
F×q . Gemäÿ Bemerkung 3.10 haben diese Codes haben Singletondefekt 0.
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Satz 12.4. (Zusammenhang zwischen Reed-Solomon-Codes und rationalen Codes)

(a) Jeder Reed-Solomon-Code RSk(a, b) über Fq ist ein rationaler Code. Dabei
gilt RSk(a, b) = C(A,G) mit A :=

∏n
j=1 (t− aj)0 und G := (t)k−1

∞ (u)−1, wobei
u ∈ Fq[t] ein Polynom mit u(aj) = bj und deg(u) < n ist.

(b) Jeder rationale Code C(A,G) über Fq[t] mit 0 ≤ deg(G) < n ≤ q ist ein
Reed-Solomon-Code.

Beweis. (a) Die Existenz eines Polynoms u ∈ Fq[t] vom Grad deg(u) < nmit u(aj) =
bj für j = 1, . . . , n folgt aus der Lagrangeschen Interpolationsformel. Wir betrachten
im rationalen Kongruenzfunktionenkörper Fq(t):Fq die Divisoren Pj := (t − aj)0,
A :=

∏n
j=1 Pj und G := (t)k−1

∞ (u)−1. Wegen deg(A) = n > k − 1 = deg(G) ≥ −1

gilt für den arithmetischen Code C̃ := C(A,G) nach Notiz 12.3(d)

dimFq(C̃) = deg(G) + 1 = k.

Die Funktionen u, tu, . . . , tk−1u bilden eine Basis des linearen Raums von G und wir
erhalten nach Satz 11.2 (b) (tiu(Pj))0≤i≤k−1,1≤j≤n als Erzeugermatrix von C̃. Diese
Matrix erzeugt aber auch RSk(a , b); wegen t(Pj) = aj und u(Pj) = bj gilt nämlich(

tiu(Pj)
)
0≤i≤k−1,1≤j≤n =

(
aijbj

)
0≤i≤k−1,1≤j≤n .

Das zeigt die Gleichheit der Codes RSk(a , b) und C(A,G).
(b) Es seien der Goppadivisor G und der Auswertungsdivisor A :=

∏n
j=1 Pj eines

rationalen Codes über Fq(t) der Länge n ≤ q gegeben. Wir setzen k := deg(G) + 1
und aj := t(Pj). Die Elemente a1, . . . , an sind somit paarweise verschieden. Da ein
rationaler Funktionenkörper über Fq genau q + 1 rationale Stellen besitzt, gibt es
einen Primdivisor P∞ vom Grad 1, der fremd zu A ist. Ohne Einschränkung können
wir (t)∞ = P∞ annehmen. Der Divisor GP

−(k−1)
∞ hat Grad 0 und Dimension 1 (nach

dem Satz von Riemann-Roch). Somit existiert eine Funktion u ∈ Fq(t) mit Divisor
(u) = Pk−1

∞ G−1. Damit ist L(G) = Fq〈u, tu, . . . , tk−1u〉. Wir setzen bj := u(Pj). Da
G fremd zu den Primdivisoren Pj ist, sind b1, . . . , bn Elemente der multiplikativen
Gruppe F×q des endlichen Körpers Fq. Nach Satz 11.2 ist daher die Matrix(

tiu(Pj)
)
0≤i≤k−1,1≤j≤n =

(
aijbj

)
0≤i≤k−1,1≤j≤n

eine Erzeugermatrix von C(A,G). Gemäÿ der Voraussetzungen 0 ≤ k ≤ n ≤ q
und b1, . . . , bn ∈ F×q sowie ai 6= aj für i 6= j erzeugt diese Matrix aber auch einen
(verallgemeinerten) Reed-Solomon-Code.

Zusatz 12.5. Rationale Codes über Fq(t) der Maximallänge q + 1 sind projektive
Reed-Solomon-Codes.
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Beweis. Es sei ein rationaler Code C = C(A,G) über Fq(t) mit Auswertungsdivisor
A :=

∏q+1
j=1 Pj gegeben. Da F q+1

q ein projektiver Reed-Solomon Code ist, können
wir nach Notiz 12.3(d) ohne Einschränkung dimFq(C) = dim(G) = deg(G) + 1
annehmen. Wir können ebenfalls die Erzeugende t von Fq(t) so normieren, daÿ
(t) = P1P

−1
q+1 gilt. Divisoren vom Grad 0 über rationalen Funktionenkörpern sind

nach dem Satz von Riemann-Roch Hauptdivisoren. Daher existiert wie schon im
Beweis zu Satz 12.4 eine Funktion u ∈ Fq(t) mit (u) = Pk−1

q+1G
−1. Somit ist L(G) =

Fq〈u, tu, . . . , tk−1u〉. Wir de�nieren aj := t(Pj) ∈ Fq und bj := u(Pj) ∈ F×q für
j = 1, . . . , q sowie c := tk−1u(Pq+1) ∈ F×q (wegen

(
tk−1u

)
= Pk−1

1 G−1). Die Ele-
mente a1, . . . , aq sind paarweise verschieden und es gelten für i ∈ {0, . . . , k− 1} und
j ∈ {1, . . . , q}

tiu(Pi) = ti(Pj)u(Pj) = aijbj sowie tiu(Pq+1) = 0.

Die Erzeugermatrix von C hat somit die Gestalt
u(P1) . . . u(Pq) u(Pq+1)

...
...

tk−2u(P1) tk−2u(Pq) tk−2u(Pq+1)
tk−1u(P1) . . . tk−1u(Pq) tk−1u(Pq+1)

 =


b1 . . . bq 0
...

...
...

ak−2
1 b1 . . . ak−2

q bq 0

ak−1
1 b1 . . . ak−1

q bq c


und ist daher nach Abschnitt 3.3 auch eine erzeugende Matrix eines projektiven
Reed-Solomon-Codes.

Anmerkung 12.6. Die Gewichtspolynome rationaler Codes erhält man durch die
Gewichtspolynome von Reed-Solomon-Codes, die schon in Abschnitt 3.4 berechnet
worden sind.

Die Umkehrung von Zusatz 12.5 gilt bei einer Erweiterung des Begri�s arithmeti-
scher Code für nicht-fremde Divisoren A und G.

De�nition 12.7. (Quasiarithmetischer Code)
Es seien Divisoren A :=

∏n
i=1 Pi mit Pi ∈ P (1)

F :Fq
und G zu einem Kongruenzfunk-

tionenkörper F : Fq gegeben. Weiterhin seien ti ∈ Pi Primelemente zu den Teilern
Pi von A und ei := ordPi

(G) die Ordnung von G an diesen Stellen. Dann heiÿt

C(A,G) := {(te11 x(P1), . . . , t
en
n x(Pn)) : x ∈ L(G)} ≤ Fnq .

ein quasiarithmetischer Code.

Anmerkung 12.8. Die De�nition eines arithmetischen Codes C(A,G) bei nicht-
fremden Divisoren A und G ist abhängig von der Wahl der Primelemente ti ∈ Pi.
Daher sind diese quasiarithmetischen Codes nur eindeutig bis auf Quasiäquivalenz.

Aufgabe 12.9. Man zeige, daÿ projektive Reed-Solomon-Codes quasiarithmetische
Codes über rationalen Funktionenkörpern sind.
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12.2 Symmetrien arithmetischer Codes

Die Automorphismengruppe Aut(F :K) eines (allgemeinen) algebraischen Funktio-
nenkörpers F :K operiert auf der Divisorengruppe DF :K via Pα={xα : x∈P} und
(PQ)α = PαQα für α ∈ Aut(F :K) und Primdivisoren P,Q ∈ PF :K . Tatsächlich ist
mit P auch Pα ein Primdivisor, da o�ensichtlich O α

P ein Bewertungsring von F :K
mit zugehörigem maximalen Ideal Pα ist. Ferner gilt Pα = tαO α

P für ein Primele-
ment t ∈ P, was

ordPα (xα) = ordP(x)

zur Folge hat. Ein Automorphismus α ∈ Aut(F :K) induziert weiterhin eine Iso-
morphie zwischen den Restklassenkörpern RP = OP/P und RPα = OPα/Pα via
z(P) 7→ zα (Pα). Das zeigt

deg(P) = [RP:K] = [RPα :K] = deg (Pα)

sowie

(x)α =

(
m∏
i=1

Pi

n∏
j=1

Q−1
j

)α

=
m∏
i=1

Pα
i

n∏
j=1

(
Qα
j

)−1
= (xα) .

Speziell für einen rationalen Funktionenkörper F = K(t) ist Aut(F :K) isomorph
zu PGL2(K), da die Automorphismen von F :K durch die Möbiustransformationen
t 7→ at+b

ct+d
mit det

(
a
c
b
d

)
6= 0 gegeben sind. Desweiteren stehen die rationalen Stellen

von F :K in Bijektion zu den projektiven Punkten aus P(1)(K) vermöge

P∞ = (x)∞ 7→ (0 : 1) und Pa = (x− a)0 7→ (1 : a)

(vgl. auch [Sti93, I.2.3.]). Da PGL2(K) dreifach transitiv auf P(1)(K) wirkt, operiert
auch Aut(F :K) dreifach transitiv auf P (1)

F :K .

Bemerkung 12.10. Ein Automorphismus α ∈ Aut(F :K) eines algebraischen Funk-
tionenkörpers F :K ist die Identität, falls (1) oder (2) gilt.
(1) Alle Primdivisoren P ∈ PF :K sind invariant unter α.
(2) Der Automorphismus α �xiert mehr als 2gF :K+2 Stellen in P (1)

F :K.

Beweis. (1) Sind alle Primdivisoren invariant unter α ∈ Aut(F :K), so gilt dies
auch für alle Divisoren von F :K und somit insbesondere für alle Hauptdivisoren,
d.h. es ist (xα) = (x)α = (x) für alle Funktionen x ∈ F×. Es gibt daher für jede
Funktion x ∈ F× eine nichtverschwindende Konstante cx ∈ K× mit xα = cxx.
Zwei Konstanten cx, cy zu K-linear unabhängigen Variablen x und y sind gleich, da
aufgrund der Homomorphieeigenschaft von α

cxx+ cyy = xα + yα = (x+ y)α = cx+y(x+ y)

und somit cx = cx+y = cy gilt. Also ist α eine Streckung um eines Faktor c, d.h. es
gilt α = c · idF :K . Wegen α|K = idK ist dies aber nur für c = 1 möglich.



12.2 Symmetrien arithmetischer Codes 117

(2) Die Primstellen P1, . . . ,P2g+2,P∞ ∈ P (1)
F :K seien invariant unter α ∈ Aut(F :K).

Da 2g und 2g+1 keine Fehlzahlen einer rationalen Stelle sind,
existieren zwei Funktionen x und y aus F mit Polstellendivi-
soren (x)∞ = P 2g

∞ und (y)∞ = P 2g+1
∞ . Dann sind die Körper-

grade [F :K(x)] = deg(x)∞ = 2g und [F :K(y)] = deg(y)∞ =
2g + 1 teilerfremd. Aus der Gradformel für Körpererweite-
rungen folgt F = K(x, y). Nach Voraussetzung gilt für die
Primdivisoren P1, . . . ,P2g+2 wegen x(Pi) ∈ K

�
��

K(x)

K(x, y)

K(y)

F

c
cc%

%
%

%%2g

J
J

J
J

J
2g+1

(x− xα)(Pi) = x(Pi)− xα(Pi) = x(Pi)−
(
x
(
Pα−1

i

))α
= x(Pi)− (x(Pi))

α = 0

und entsprechend (y − yα)(Pi) = 0. Wir nehmen nun an, daÿ x 6= xα ist. Nach
Voraussetzung hat xα denselben Polstellendivisor wie x wegen

(xα)∞ = (x)α∞ =
(
P2g
∞
)α

= P 2g
∞ .

Also hat die Funktion x−xα höchstens den Polstellengrad 2g (Dreiecksungleichung)
bei mindestens 2g+2 Nullstellen (nämlich P1, . . . ,P2g+2). Das ist ein Widerspruch,
da Hauptdivisoren Grad 0 haben. Hieraus folgt x = xα und in analoger Weise y = yα.
Das zeigt α = idF , da F von x und y erzeugt wird.

De�nition 12.11. Zu einem arithmetischen Code C(A,G) über F : Fq mit A :=∏n
i=1 Pi de�nieren wir

Aut(A,G) := {α ∈ Aut(F :Fq) : Aα = A und Gα = G} ,

Aut∗(A,G) := {α ∈ Aut(F :Fq) : Aα = A und Gα = (u)G für u ∈ F mit u(Pi) = 1} .

Notiz 12.12. Wegen der Bedingung Aα = A permutiert ein Element α der Auto-
morphismengruppe Aut(A,G) bzw. Aut∗(A,G) die Primteiler P1, . . . ,Pn des Aus-
wertungsdivisors A.

Satz 12.13. (Operation der Automorphismengruppe auf dem Code)
Es sei C(A,G) ein arithmetischer Code über dem Kongruenzfunktionenkörper F :Fq.
Dann gelten

(a) Aut(A,G) operiert auf C(A,G) vermöge

π : Aut(A,G) → Sym(C(A,G)), α 7→ πα mit

πα(x) := (x(Pα
1 ), . . . , x(Pα

n)) = (x(Pπα(1)), . . . , x(Pπα(n))) für x ∈ L(G).

(b) Unter der Voraussetzung n > 2gF :Fq + 2 ist diese Operation treu, d.h. π ist
injektiv.
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Beweis. (a) Für α ∈ Aut(A,G) liegt mit x ∈ L(G) auch das Urbild xα
−1

unter α
in L(G), und es gilt aufgrund x(Pi) ∈ Fq die Gleichheit x(Pα

i ) = xα
−1

(Pi). Somit
ist πα(x ) ein Codewort aus C(A,G) und die Permutation πα gehört zur Symme-
triegruppe Sym(C(A,G)). Also ist die Abbildung π wohlde�niert. Es bleibt ihre
Homomorphie zu zeigen. Dazu benutzen wir auf der Symmetriegruppe die Verknüp-
fung π · φ := φ ◦ π, die die Gruppenstruktur von Sym(C(A,G)) erhält. Es ist

παβ(x ) = (x(Pαβ
1 ), . . . , x(Pαβ

n )) = πβ((x(P
α
1 ), . . . , x(Pα

n))) = πβ ◦ πα(x ),

und damit π(αβ) = π(α) · π(β).
(b) Es sei α ein Element aus dem Kern von π, das heiÿt es sei πα = idSn . Dann
besitzt α mehr als 2g+2 Fixpunkte in P (1)

F :Fq
, was nach Bemerkung 12.10 (2) α = idF

impliziert.

12.3 Symmetrien rationaler Codes

Es sei F = Fq(t) ein rationaler Funktionenkörper mit endlichem Konstantenkörper
Fq. Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis von

Satz 12.14. (Isomorphie zwischen Automorphismen- und Symmetriegruppe)
Es sei C = C(A,G) ein rationaler Code mit 1 ≤ deg(G) ≤ deg(A) − 3. Dann ist
die Symmetriegruppe Sym(C) des Codes isomorph zu Aut∗(A,G). Ist zusätzlich der
Goppadivisor G ganz, so gilt Sym(C) ∼= Aut(A,G).

Notiz 12.15. Die Bedingung 1 ≤ deg(G) ≤ deg(A) − 3 aus Satz 12.14 besagt,
daÿ C ein nichttrivialer Code ist, d.h. C ist weder der Nullcode noch besitzt er die
Parameter [n, 1, n]q, [n, n− 1, 2]q oder [n, n, 1]q.

Das folgende Beispiel zeigt, daÿ der Satz 12.14 im allgemeinen nicht gilt, falls der
Goppadivisor den Grad deg(G) = 0 oder deg(G) = n− 2 hat.

Beispiel 12.16. Es ist C = C(A, 1) = Fq ·(1, . . . , 1) ein trivialer rationaler [n, 1, n]q-
Code mit beliebigen Auswertungsdivisor. Dann ist die Symmetriegruppe des Codes
C äquivalent zur Permutationsgruppe Sn. Da aber im allgemeinen Aut(F :Fq) ∼=
PGL2(Fq) nicht isomorph zu Sn ist, kann die Aussage des Satzes 12.14 nicht für
deg(G) = 0 gelten. Ein Gegenbeispiel für deg(G) = n − 2 �ndet man wie folgt:
Der duale arithmetische Code C∗ = C∗(A, 1) ist nach Satz 11.14 arithmetisch mit
Goppadivisor G = (δ)A und nach Satz 11.12 dual zu C. Dann gelten deg(G) =
deg(A) + deg((δ)) = n + 2g − 2 = n − 2 und Sym(C∗) = Sym(C⊥). Es ist leicht
einzusehen, daÿ die Symmetriegruppen von C und C⊥ übereinstimmen, da ein Code-
wort (x1, . . . , xn) ∈ C⊥ durch

∑n
i=1 xi = 0 charakterisiert ist. Also ist auch Sym(C∗)

isomorph zu Sn und daher gilt im allgemeinen Sym(C∗) 6= Aut(A, (δ)A).

Dem Beweis des Satzes 12.14 stellen wir zwei Lemmata voraus.
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Lemma 12.17. Die rationalen Codes C(A,G) und C(A, G̃) mit 0 ≤ deg(G) ≤
deg(A) − 2 seien identisch. Dann sind G und G̃ äquivalent, und es existiert eine
Funktion u ∈ F mit Hauptdivisor (u) = GG̃−1 sowie u(Pi) = 1 für alle Primteiler
Pi von A.

Beweis. Nach Notiz 12.3 sind zwei Divisoren in F äquivalent, sobald sie nur den
gleichen Grad haben. Dies ist für die Goppadivisoren G und G̃ der Fall, wegen

deg(G) + 1 = dimFq(C) = dimFq(C̃) = min{deg(G̃) + 1, deg(A)} = deg(G̃) + 1,

wobei C und C̃ die Codes C(A,G) bzw. C(A, G̃) bezeichnen. Also existiert eine
Funktion u ∈ F mit Divisor (u) = GG̃−1. Für diese gilt insbesondere u(Pj) ∈ F×q
für j = 1, . . . , n. Dabei sei ohne Einschränkung u(P1) = 1 (sonst wählen wir die
Funktion (u(P1))

−1 · u). Es ist nun zu zeigen, daÿ u(Pj) = 1 auch für j = 2, . . . , n
gilt. Dazu betrachten wir einen ganzen Teiler B von A(P1Pj)

−1 =
∏

i6=1,j Pi vom
Grad deg(B) = deg(G) ≤ deg(A)− 2. Wie oben existiert wegen der Gradgleichheit
eine Funktion x ∈ F mit (x) = BG−1. Also hat das Produkt ux den Divisor (ux) =
BG̃−1 und liegt in L(G̃). Wegen C = C̃ gibt es also eine Funktion y aus L(G),
sodaÿ die Codewörter ux = (ux(P1), . . . , ux(Pn)) und y = (y(P1), . . . , y(Pn))
übereinstimmen. Für Primteiler P von B ist x(P) = 0 und somit auch y(P) = 0.
Wegen u(P1) = 1 gilt zudem x(P1) = y(P1). Also be�ndet sich die Di�erenzfunktion
x− y im trivialen linearen Raum L(G(P1B)−1) = {0}. Damit folgt u(Pj) = 1 aus:

0 6= x(Pj) = y(Pj) = ux(Pj) = u(Pj)x(Pj). �

Lemma 12.18. Die rationalen Codes C(A,G) = {(x(P1), . . . , x(Pn)) : x ∈ L(G)}
und C(Ã, G̃) = {(x(P̃1), . . . , x(P̃n)) : x ∈ L(G̃)} mit 1 ≤ deg(G) ≤ deg(A) − 3
seien identisch. Dann gibt es einen Automorphismus α ∈ Aut(F :Fq) mit Pα

i = P̃i

für i = 1, . . . , n.

Beweis. Wie in Abschnitt 12.2 gezeigt, operiert Aut(F :Fq) dreifach transitiv auf
P (1)
F :Fq

, folglich existiert ein α ∈ Aut(F :Fq), sodaÿ Pα
i = P̃i für i = 1, 2, 3 gilt.

Nach Bemerkung 12.10 (2) ist dieser Automorphismus sogar eindeutig. Wir setzen
H := Gα und Qi := Pα

i . Es gilt mit unseren Voraussetzungen folgende Gleichheit
der Codes

C(Q1 · · ·Qn,H) = C(P1 · · ·Pn,G) = C(P̃1 · · · P̃n, G̃) = C(Q1Q2Q3P̃4 · · · P̃n, G̃).

Zu zeigen ist nun, daÿ aus Qi = P̃i für i = 1, 2, 3 auch Qi = P̃i für i = 4, . . . , n
folgt. Angenommen, es sei Qj 6= P̃j für ein j ≥ 4. Wir setzenm := deg(H) = deg(G)
und wählen m−1 Indices i1, . . . , im−1 aus {4, . . . , n}\{j}. Dies ist möglich, da nach
Voraussetzung

m ≤ n− 3

gilt. Als rationaler Funktionenkörper enthält F Variablen x, y mit

(x) =
P̃jQi1 · · ·Qim−1

H
und (y) =

PjQi1 · · ·Qim−1

H
.
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Nach unserer Annahme ist also die Funktion x
y
nicht-konstant. Zudem gibt es auf-

grund C(Q1 · · ·Qn,H) = C(P̃1 · · · P̃n, G̃) Variablen x̃, ỹ ∈ L(G̃) mit

x(Qi) = x̃(P̃i) und y(Qi) = ỹ(P̃i) für i = 1, . . . , n.

Die Divisoren von x̃ und ỹ haben also die Gestalt

(x̃) =
RP̃i1 · · · P̃im−1

G̃
sowie (ỹ) =

P̃jP̃i1 · · · P̃im−1

G̃

mit R /∈ {Q1,Q2,Q3}. Wegen(
x

y

)
=

P̃j

Qj

und

(
x̃

ỹ

)
=

R

P̃j

sind die Quotienten x
y
und x̃

ỹ
verschieden. Somit ist mit x

y
auch die Di�erenz x

y
− x̃

ỹ
∈

L(QjP̃j) eine nicht-konstante Funktion mit höchstens zwei Polstellen und minde-
stens drei Nullstellen, was wegen Qi = Pi für i = 1, 2, 3 aus(

x

y
− x̃

ỹ

)
(Qi) =

x(Qi)

y(Qi)
− x̃(Qi)

ỹ(Qi)
= 0 für i = 1, 2, 3

folgt. Dies ergibt einen Widerspruch zur Annahme Qj 6= P̃j.

Beweis zu Satz 12.14. Den Homorphismus π∗ : Aut∗(A,G) → Sym(C), α 7→ πα für
C := C(A,G) de�nieren wir analog zu Satz 12.13, wobei die Wohlde�niertheit aus
der Bedingung u(Pi) = 1 für i = 1, . . . , n folgt. Ein von der Identität verschiedener
Automorphismus α ∈ Aut∗(A,G) kann nach Bemerkung 12.10 (2) nicht mehr als
zwei rationale Stellen auf sich selbst abbilden, also induziert α aufgrund deg(A) ≥ 3
eine nichttriviale Permutation πα in Sym(C). Das zeigt die Injektivität von π∗.
Für σ ∈ Sym(C) und x ∈ L(G) bildet (x(Pσ(1)), . . . , x(Pσ(n))) ein Codewort aus C.
Mit geordneter Reihenfolge der Primteiler Pi haben wir demnach also die Gleichheit
der Codes C = C(P1 · · ·Pn,G) = C(Pσ(1) · · ·Pσ(n),G). Nach Lemma 12.18 existiert
somit ein Automorphismus α ∈ Aut(F :Fq), der die rationalen Stellen Pi genauso wie
σ permutiert, das heiÿt Pσ(i) = Pα

i für i = 1, . . . , n. Dies impliziert die Gleichheit
Aα = A und damit C(Aα,Gα) = C(A,G) = C(Aα,G), da x(Pi) invariant unter
α ist. Mit Lemma 12.17 erhalten wir nun eine Funktion u ∈ F mit Divisor (u) =
G(Gα)−1 sowie u(Pi) = 1 für i = 1, . . . , n. Also ist α ein Element aus Aut∗(A,G)
und es gilt πα = π∗(α) = σ.
Für die zusätzliche Aussage betrachten wir die Funktion u− 1. Diese verschwindet
an den Stellen P1, . . . ,Pn. Im Falle u 6= 1 steht dies im Widerspruch zu

deg((u− 1)0) = deg((u− 1)∞) ≤ deg((u)∞) = deg((u)0) = deg(G) ≤ n− 3.

Also ist u = 1 und daher Gα = G.
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Beispiel 12.19. Es seien wie bisher F = Fq(t) ein rationaler Funktionenkörper und

P (1)
F :Fq

= {P0,P1, . . . ,Pq,P∞}

seine rationalen Stellen mit (t− ai) = PiP
−1
∞ .

(a) Wir betrachten die sogenannten Standardcodes Cm = C(A,Pm
∞) mit Auswer-

tungsdivisor A = P0P1 · · ·Pq. Für 1 ≤ m ≤ q − 3 gilt nach Satz 12.14

Sym(Cm) = Aut(A,Pm
∞) = Stab(P∞).

Die Automorphismen aus Stab(P∞) entsprechen bijektiv den a�nen Abbildun-
gen t 7→ at + b auf Fq mit a ∈ F×q und b ∈ Fq, d.h. für einen Automorphismus
α ∈ Stab(P∞) gilt α(Pi) =

(
t− ai+b

a

)
0
. Folglich sind die Symmetriegruppen der

rationalen Standardcodes für 1 ≤ m ≤ q − 3 allesamt gleich dem semidirekten
Produkt

Sym(Cm) = F+
q o F×q ∼= Zq o Zq−1.

(b) Betrachten wir nun die punktierten Standardcodes C(0)
m = C(P1 · · ·Pq,P

m
∞) für

1 ≤ m ≤ q − 4. Dann ist die Symmetriegruppe von C(0)
m isomorph zum Stabilisator

von P0 und P∞ in Aut(F :Fq). Das sind alle Automorphismen α mit der Eigenschaft
α(Pi) = (t− aai)0 für a ∈ F×q . Das zeigt

Sym(C(0)
m ) = F×q ∼= Zq−1.





Kapitel 13

Elliptische und hyperelliptische

Codes

13.1 Elliptische Funktionenkörper und Codes

De�nition 13.1. (Elliptische Funktionenkörper)
Ein algebraischer Funktionenkörper F :K heiÿt elliptisch, falls er vom Geschlecht
gF :K = 1 ist und rationale Stellen besitzt, d.h. wenn zusätzlich P (1)

F :K 6= ∅ gilt.

Notiz 13.2. In elliptischen Funktionenkörpern stimmen Grad und Dimension von
Divisoren A ∈ DF :K mit Grad deg(A) ≥ 1 stets überein. Dies folgt aus dem Satz
von Riemann-Roch.

Satz 13.3. (Normalform elliptischer Funktionenkörper)
Es sei F :K ein algebraischer Funktionenkörper. Dann sind äquivalent:

(a) F :K ist elliptisch und besitzt eine rationale Stelle O.

(b) F = K(x, y) ist eine galoissche Körpererweiterung von K(x) de�niert durch
die Relation

y2 + a5xy + a3y = x3 + a4x
2 + a2x+ a0,

wobei (x)∞ = O2 und
⋂

P 6=O

OP = K[x, y] gelten.

Beweis. (a) ⇒ (b): Nach dem Lückensatz von Weierstraÿ hat jede rationale Stelle
von F :K lediglich die Fehlzahl 1 und somit ist jede ganze Zahl s > 1 eine Polzahl von
O. Es gibt also zwei Funktionen x1 und y1 aus F mit (x1)∞ = O2 und (y1)∞ = O3,
was F = K(x1, y1) zur Folge hat (vgl. Beweis zu Bemerkung 12.10 (2)). Es sind dann
1, x1, y1, x

2
1, x1 · y1, x

3
1, y

2
1 linear abhängig in L(O6), da der Divisor O6 Dimension 6

hat, d.h. es besteht eine K-Relation der Form

a6y
2
1 + a5x1y1 + a3y = b6x

3
1 + a4x

2
1 + a2x+ a0.
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Es gilt a6, b6 6= 0, da die Erweiterungen F :K(x1) und F :K(y1) Körpergrad 2 bzw.
Grad 3 besitzen. Multiplizieren wir die Relation mit a3

6b
2
6 und setzen wir y := a2

6b6y1

sowie x := a6b6x1, so erhalten wir (mit neuen Koe�zienten ai) die Relation aus (b).
Die Erweiterung F :K(x) ist galoissch, da Gal(F :K(x)) den nichtrivialen Automor-
phismus y 7→ −(y + a5x + a3), x 7→ x enthält. Die Gleichheit der Ganzheitsringe
K[x, y] und

⋂
P 6=OOP folgt aus⋂

P 6=O

OP =
⋃
s∈N

L(Os) = K[x] + yK[x] = K[x, y].

(b) ⇒ (a): Nach Voraussetzung ist O eine (in F :K(x) total verzweigte) rationale
Stelle mit (x)∞ = O2 und daher auch mit (y)∞ = O3, da aufgrund der de�nierenden
Relation von F die Gleichungen [F :K(y)] = 3 und ordO(y2+a5xy+a3y) = −6 gelten.
Wir müssen zeigen, daÿ F :K Geschlecht 1 hat. Da 2 und 3 und damit alle natürlichen
Zahlen auÿer 1 Polzahlen von O sind, gilt nach dem Satz von Weierstraÿ gF :K ≤ 1.
Wäre gF :K = 0 und damit F :K ein rationaler Funktionenkörper, so gäbe es eine
Variable t ∈ F mit Nennerdivisor (t)∞ = O. Dies führte jedoch wegen t ∈

⋂
P 6=OOP

und t /∈ K[x, y] zu
⋂

P 6=OOP 6= K[x, y] im Widerspruch zur Voraussetzung.

Bemerkung 13.4. Es sei F :K ein elliptischer Funktionenkörper und O ∈ P (1)
F :K

eine rationale Stelle. Dann ist die Abbildung

χ :

{
P (1)
F :K −→ C 0

F :K

P 7−→ PO−1HF :K

bijektiv.

Beweis. Injektivität: Werden zwei rationale Stellen P1,P2 unter χ auf dieselbe Null-
klasse abgebildet, so sind diese äquivalent. Es gibt also eine Funktion z ∈ F mit
Divisor (z) = P1P

−1
2 . Diese ist im linearen Raum L(P2) = K der Dimension

dim(P2) = deg(P2) = 1 enthalten und somit konstant. Hieraus folgt P1 = P2.
Surjektivität: Es sei C ∈ C 0

F :K eine Nullklasse und C ∈ C ein Divisor dieser Klasse.
Dann ist dim(CO) = deg(CO) = deg(O) = 1. Folglich existiert ein Element z aus
dem linearen Raum von CO und eine rationale Stelle P, sodaÿ (z) = P(CO)−1 bzw.
C = PO−1 · (z−1) gilt. Dann ist P das Urbild von C unter χ.

Mit dieser Bijektion χ läÿt sich die Gruppenstruktur von C 0
F :K auf P (1)

F :K übertragen.
Als Verknüpfung schreibt man hierfür

⊕ :

{
P (1)
F :K × P (1)

F :K −→ P (1)
F :K

(P1,P2) 7−→ P1 ⊕P2
,

wobei P1 ⊕P2 durch
P1⊕P2

O
HF :K = P1P2

O2 HF :K de�niert ist. Dies ergibt folgendes

Korollar 13.5. Die rationalen Punkte einer elliptischen Kurve bilden eine abelsche
Gruppe. �
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De�nition 13.6. (Elliptischer Code)
Ein arithmetischer Code über einem elliptischen Kongruenzfunktionenkörper, also
einem elliptischen Funktionenkörper mit endlichem Konstantenkörper, heiÿt ellip-
tischer Code.

Notiz 13.7. Die Parameter eines elliptischen Codes C=C(A,G) lassen sich leicht
eingrenzen. Dazu werden die Aussagen aus Kapitel 1 verwendet.

(a) Entweder ist C pseudorational oder C hat die Minimaldistanz n− k.

(b) Ist G ein Divisor der Nullklasse, so ist k ∈ {0, 1}.

(c) Im Fall 0 < deg(G) < n hat C die Dimension k = dim(G) = deg(G).

(d) deg(G) = n impliziert n ≥ k ≥ n− 1.

(e) Aus deg(G) > n folgt C = F n
q .

Satz 13.8. (Gewichtsverteilung elliptischer Codes)
Für einen elliptischen [n, k, d]q-Code C := C(A,G) gelten:

(a) Das erzeugende Polynom von C hat die Gestalt

WC(T ) = T n +
k−1∑
l=0

(
n
l

)
(qk−l − 1)(T − 1)l + vk(T − 1)k

(b) Der Koe�zient vk verschwindet, falls C pseudorational ist. Hat der Code
Singletondefekt 1, so ist vk gleich der Anzahl wd der Codewörter mit Mini-
malgewicht:

vk = wd = (q − 1)#Md.

Dabei ist Md die Menge aller zu G äquivalenten Teiler B von A mit Grad
deg(B) = n− d = k.

Beweis. Wir verwenden die Ergebnisse der Bemerkung 2.22. Das erzeugende Po-
lynom ist WC(T ) = T n +

∑n−d
l=0 vl(T − 1)l mit vl =

(
n
l

)
(qk−l − 1) für die Indices

0 ≤ l ≤ d∗ − 1, wobei d∗ den Minimalabstand des dualen Codes C∗ = C∗(A,G)
bezeichne. Der Code C∗ ist nach Satz 11.14 wiederum elliptisch. Damit erfüllen C
und C∗ die Relationen

k − 1 ≤ n− d ≤ k bzw. k∗ − 1 ≤ n− d∗ ≤ k∗

zwischen Länge, Dimension und Minimalabstand. Hieraus ergibt sich

d∗ ≥ n− k∗ = k ≥ n− d,

was die Aussage (a) impliziert. Ist C pseudorational, so gilt k > n − d und somit
vk = 0. Liegt allerdings Singletondefekt 1 vor, so ist n− d = k, und man erhält bei
Koe�zientenvergleich mit WC(T ) =

∑n
i=0wiT

n−i die Gleichnung vk = wd.
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Notiz 13.9. Die Anzahl wi der Codewörter eines Codes C(A,G) vom Gewicht i
kann allgemein wie folgt ausgerechnet werden. Es sei Mi die Menge aller Teiler B

von A mit den Eigenschaften: Es gilt deg(B) = n − i und es gibt eine Funktion
u ∈ L(G), sodaÿ (u)0B

−1 fremd zu A und ganz ist. Dann ist wi = (q − 1) ·#Mi.

Wie in Kapitel 3 soll ein (pseudorationaler) Code trivial heiÿen, sofern er die Pa-
rameter [n, n, 1]q, [n, 1, n]q oder [n, n− 1, 2]q besitzt. Dies sind bis auf Quasiäquiva-
lenz der gesamte Raum F n

q , der n-fache Wiederholungscode sowie der Parity-Check-
Code. Den Nullcode zählen wir ebenfalls zu den trivialen Codes.

Satz 13.10. (Katsman-Tsfasman)
Ein nichttrivialer pseudorationaler elliptischer Code hat höchstens die Länge q + 2.

Vorbemerkung: Es sei M ⊆ P (1)
F :Fq

eine Menge rationaler Stellen mit Elementanzahl
#M ≥ q + 2. Dann enthält jeder lineare Raum L(C) eines Divisors der Dimen-
sion dim(C) ≥ 2 eine nichtkonstante Funktion mit mindestens zwei (verschiedenen)
Nullstellen aus M .
Zum Beweis dieser Bemerkung kann man sich ohne Einschränkung auf ganze Divi-
soren C ∈ DF :Fq beschränken, denn aufgrund dim(C) 6= 0 ist C äquivalent zu einen
ganzen Divisor C̃ mit L(C) ∼= L(C̃) [Sti93, I.4.5.]. Da C mindestens Dimension 2 hat,
enthält L(C) eine nichtkonstante Funktion z. Die Abbildung M → Fq, R 7→ z(R)
ist nicht injektiv, da z an mindestens q + 2 Stellen ausgewertet wird. Folglich gibt
es zwei rationale Stellen R1,R2 mit a := z(R1) = z(R2), und z − a ist ein nichtver-
schwindendes Element des Raumes L(C(R1R2)

−1).

Beweis zu Satz 13.10. Es sei C := C(A,G) ein elliptischer Code der Länge n :=
deg(A) > q + 2 und Dimension k 6= 0, 1, n − 1, n. Der dazugehörige elliptische
Kongruenzfunktionenkörper F ist eine quadratische Körpererweiterung von Fq(x)
mit Galoisgruppe Gal(F :Fq(x)) = 〈τ〉
(vgl. Satz 13.3). Eine rationale Stel-
le P′ ∈ P (1)

F :Fq
in F ist also entweder

über einer rationalen Stelle P in Fq(x)
verzweigt mit Grad 2 oder sie erfüllt
P′ 6= (P′)τ . Der Auswertungsdivisor
von C hat somit die Gestalt

F = Fq(x, y)

2 〈τ〉

Fq(x)

P′ (P′)τ

P

L
L
L

�
�
�

Q′

Q

A = P1P
τ
1 · · ·PrP

τ
rQ1 · · ·Qs mit 2r + s = n ≥ q + 3.

Da Fq(x) genau q+1 rationale Stellen besitzt, gelten r+s ≤ q+1 und somit r ≥ 2. Als
Goppadivisor eines nichttrivialen Codes erfüllt G die Eigenschaft 1 < k = deg(G) =
dim(G). Daher sei G ohne Einschränkung ganz. Zudem ist C pseudorational genau
dann wenn sein dualer Code C∗ pseudorational ist (Bemerkung 3.4). Wegen dimC+
dimC∗ = n können wir schlieÿlich annehmen, daÿ G ein ganzer Divisor vom Grad
deg(G) = k ≤ n

2
ist.
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Im folgenden werden wir einen Teiler von A konstruieren, der äquivalent zu G ist.
In diesem Fall nimmt der Code C nach Zusatz 11.3 die untere Schranke für die
Minimaldistanz an, d.h. C hat den Singletondefekt 1. Es gibt zwei Fälle:
1.Fall: Es gilt s ≥ 1 oder C hat Dimension k ≡ 0 (mod 2). Dann gilt k−2 = 2r′+s′

mit s′ := max{t ≤ s : k = 2u+ t}. Die vorausgesetzten Ungleichungen n ≥ q+3 ≥ 5
und k ≤ n/2 implizieren r′ ≤ r − 2. Der Divisor

B := P1P
τ
1 · · ·Pr′P

τ
r′Q1 · · ·Qs′

ist ein Teiler von A vom Grad k − 2. Somit hat B−1G Dimension dim(B−1G) = 2.
Nach der Vorbemerkung erhalten wir also zwei rationale Stellen R1,R2 aus der
n-elementigen Menge

M := {P1,P
τ
1, . . . ,Pr,P

τ
r ,Q

τ
1, . . . ,Q

τ
s′Qs′+1, . . . ,Qs},

sodaÿ G ∼ BR1R2 gilt. Ist BR1R2 bereits ein Teiler von A, so sind wir fertig.
Andernfalls gibt es paarweise verschiedene Indizes i1, i2 ≤ r′ und j1, j2 ≤ s′, sodaÿ

R1 ∈ {Pi1 ,P
τ
i1
} oder R1 = Qτ

j1
(13.11)

bzw. R2 ∈ {Pi2 ,P
τ
i2
} oder R2 = Qτ

j2
(13.12)

gilt. Falls nötig, ersetzen wir im Fall 13.11 den Divisor B durch den ganzen Divisor

B′ := BPr−1P
τ
r−1(Pi1P

τ
i1
)−1 bzw. B′ := BPr−1P

τ
r−1(Qj1Q

τ
j1

)−1

und im Fall 13.12 den Divisor B′ durch den ganzen Divisor

B′′ := B′PrP
τ
r(Pi2P

τ
i2
)−1 bzw. B′′ := B′PrP

τ
r(Qj2Q

τ
j2

)−1.

Wesentlich ist hier, daÿ Pr−1,P
τ
r−1,Pr und Pτ

r keine Teiler von B sind und B′′

daher ein Teiler von A ist. Ein Divisor in F der Form PPτ ist der Zählerdivisor
(x− a)0 für ein a ∈ Fq. Somit sind die oben verwendeten Divisoren PaP

τ
a(PbP

τ
b )
−1

Hauptdivisoren. Dies liefert die Äquivalenzkette

G ∼ BR1R2 ∼ B′R1R2 ∼ B′′R1R2

zwischen G und einem Teiler von A.
2.Fall: Es bleibt der Fall s = 0 und k ungerade. Dann ist k− 2 = 2r′ + 1 mit r′ < r.
Wir betrachten die (n− 1)-elementige Menge

M := {P1,P
τ
1, . . . ,Pr,P

τ
r}\{Pr′+1}.

Da #M = n − 1 ≥ q + 2 gilt, ist die Voraussetzung für die Vorbemerkung erfüllt.
Der Divisor B−1G mit

B = P1P
τ
1 · · ·Pr′P

τ
r′Pr′+1

besitzt Dimension dim(B−1G) = 2. Es gibt also zwei Stellen R1,R2 aus M mit
G ∼ BR1R2. Entweder ist BR1R2 ein Teiler von A oder es ist ohne Einschränkung
R1 ∈ {Pi,P

τ
i } mit i ≤ r′. Falls nötig ersetzen wir B durch B′ := BPrP

τ
r(R1R

τ
1)
−1.

Dann ist G äquivalent zu B′R1R2.
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Im allgemeinen haben nichttriviale pseudorationale elliptische Codes sogar höchstens
die Länge q + 1. Eine Ausnahme bildet das folgende

Beispiel 13.13. Wir betrachten den elliptischen Kongruenzfunktionenkörper F =
F4(x, y) mit der de�nierenden Artin-Schreier Gleichung (vgl. Kapitel 18)

y2 + y = x3.

Anhand der Relation sieht man, daÿ die Polstelle O von x in F :F4(x) total verzweigt
ist. Weiter ergibt sich mit dem Dedekind Kriterium, daÿ die Zählerdivisoren von x−c
für c ∈ F4 = {0, 1, a, b} zerlegt sind, d.h. es ist (x−c)0 = PcP

τ
c , wobei τ den Erzeuger

von Gal(F :F4(x)) bezeichnet. Damit ist

P (1)
F :F4

= {P0,P
τ
0,P1,P

τ
1,Pa,P

τ
a,Pb,P

τ
b ,O}

die Menge aller rationalen Stellen in F . Diese bildet nach Bemerkung 13.4 eine
abelsche Gruppe der Ordnung 9 mit neutralem Element O. Die Gruppenstruktur
ist durch die Tafel

O P0 Pτ
0 P1 Pτ

1 Pa Pτ
a Pb Pτ

b

P0 Pτ
0 O Pa Pτ

b Pb Pτ
1 P1 Pτ

a

Pτ
0 P0 Pb Pτ

a P1 Pτ
b Pa Pτ

1

P1 Pτ
1 O Pτ

b Pτ
0 Pτ

a P0

Pτ
1 P1 P0 Pb Pτ

0 Pa

Pa Pτ
a O Pτ

1 Pτ
0

Pτ
a Pa P0 P1

Pb Pτ
b O

Pτ
b Pb

gegeben, wobei wir den Leser ermuntern, diese nachzurechnen.

(Hinweis: Die Summe P ⊕ Q mit PQ 6= Q2 oder PQ 6= (x − c)0 für alle c ∈ F4

erhält man wie folgt. Bestimmen Sie Koe�zienten k, l ∈ F4, sodaÿ u = y + l · x+ k
die Nullstellen P und Q besitzt. Dann ist u Element einer weiteren rationalen Stelle

R 6= O,P,Q. Es folgt dann
(
y+l·x+k
x+x(R)

)
= PQ(RτO)−1 und somit P⊕Q = Rτ .)

Der Code C := C(A,G) de�niert durch

G := P0O
2 und A := P1P

τ
1PaP

τ
aPbP

τ
b

ist ein nichttrivialer elliptischer [6, 3]4−Code mit Minimaldistanz d = 3 oder 4.
Nach Zusatz 11.3 gilt d = 3 genau dann, falls ein Teiler von A äquivalent zu G ist.
Aufgrund der Gruppenstruktur von P (1)

F :F4
gibt es für jeden Teiler B = QQ1Q2 von

A eine rationale Stelle P mit

B

G
=

QQ1Q2

P0O2
∼ QP

P0O
.



13.1 Elliptische Funktionenkörper und Codes 129

Dann ist BG−1 wegen L(P0O) = F4〈1, y+1
x
〉 nur für

PQ ∈ {P0O, (P
τ
0)

2,Pτ
aPb,P

τ
1Pa,P1P

τ
b}

ein Hauptdivisor. Wegen Q|A ist PQ ∈ {P0O, (P
τ
0)

2} nicht möglich. Wäre PQ =
Pτ
aPb, so folgte Q1Q2 = P1Pb im Fall Q = Pb bzw. Q1Q2 = Pτ

1P
τ
a im Fall Q = Pτ

a,
was sich mittels der Gruppentafel von P (1)

F :F4
überprüfen läÿt. Da aber alle Primteiler

von A mit einfacher Ordnung in A aufgehen, ist somit PQ 6= Pτ
aPb. Analog schlieÿt

man auch die restlichen Fälle aus und es folgt dann d = 4 für die Minimaldistanz
von C. Insbesondere ist C ist pseudorational mit Länge q+2. Eine Generatormatrix
des Codes C ist durch 1 1 1 1 1 1

1 1 a a b b
a b b 0 0 a


gegeben, die von den Funktionen 1, x, y+1

x
+ 1 erzeugt wird.

Die Sonderstellung dieses Beispiels belegt

Zusatz 13.14. (Munuera)
Nichttriviale pseudorationale elliptische Codes der Länge q + 2 sind [6, 3, 4]4-Codes.

Beweis. Wir stellen den Nachweis dieser Aussage als Übungsaufgabe 13.16.

Die MDS-Vermutung (vgl. Abschnitt 3.1) ist also für die Klasse der elliptischen
Codes bereits bestätigt. Im Abschnitt 13.3 beschäftigen wir uns weiter mit derMDS-
Vermutung.

Korollar 13.15. Ein nichttrivialer elliptischer Code über Fq der Länge n ≥ q + 2
hat Singletondefekt 1, sofern er nicht ein [6, 3, 4]4-Code ist. �

Aufgabe 13.16.

(a) Beweisen Sie Zusatz 13.14.

Hinweise: Übertragen Sie den Beweis zu Satz 13.10 für n = q + 2 soweit es
möglich ist und betrachten Sie die Ausnahmefälle. Der Beweis genügt nicht
im 1.Fall, wenn r′ = r − 1 gilt. Zeigen Sie dann, daÿ es auch in diesen Fall
keine pseudorationalen Codes gibt! Im 2.Fall gibt es nur dann pseudorationale
Codes, falls n = q+2 gerade ist. Zeigen Sie, daÿ dann k = 3 und q = 4 folgen!

(b) Berechnen Sie alle elliptischen [6, 3, 4]4-Codes bis auf Quasiäquivalenz.
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13.2 Hyperelliptische Funktionenkörper

De�nition 13.17. (Hyperelliptische Funktionenkörper und Divisoren)
Ein algebraischer Funktionenkörper F :K vom Geschlecht gF :K ≥ 2 heiÿt hyperel-
liptisch, falls F eine quadratische Körpererweiterung eines rationalen Funktionen-
körpers K(x) ist. Einen Divisor nennen wir hyperelliptisch, wenn er Grad und
Dimension 2 besitzt.

Bemerkung 13.18. (Existenz hyperelliptischer Divisoren)
Ein algebraischer Funktionenkörper F :K vom Geschlecht gF :K ≥ 2 ist genau dann
hyperelliptisch, falls er einen hyperelliptischen Divisor besitzt.

Beweis. Sei ein hyperelliptischer Divisor H gegeben. Da L(H) nicht der Nullraum ist,
gibt es einen zu H äquivalenten ganzen Divisor N mit L(N) ∼= L(H). Somit existiert
eine nichtkonstante Funktion x ∈ L(N) mit Poldivisor (x)∞ = Q|N. Wegen gF :K ≥ 2
ist nur Q = N möglich und daher ist F :K(x) eine quadratische Erweiterung vermöge

[F :K(x)] = deg(x)∞ = deg(N) = deg(H) = 2.

Ist umgekehrt eine quadratische Körpererweiterung F :K(x) gegeben, so hat der Pol-
stellendivisor H = (x)∞ den Grad deg(H) = [F :K(x)] = 2 und aufgrund K〈1, x〉 ≤
L(H) mindestens die Dimension 2. Nach dem Satz von Cli�ord gilt zusätzlich

dim(H) ≤ 1 +
deg(H)

2
= 2,

woraus die Behauptung folgt.

Satz 13.19. (Normalform hyperelliptischer Funktionenkörper)
Es seien g ≥ 2 und F :K ein algebraischer Funktionenkörper mit ungerader Charak-
teristik. Dann sind äquivalent:

(a) F :K ist hyperelliptisch mit Geschlecht g.

(b) Es ist F = K(x, y) mit der Relation y2 = h(x), wobei das Polynom h quadrat-
frei ist und Grad 2g+1 oder 2g+2 besitzt. Insbesondere ist F :K(x) galoissch.

Beweis. (a) ⇒ (b): Ist F :K hyperelliptisch, so gibt es einen ganzen Divisor H mit
deg(H) = dim(H) = 2 und eine Variable x ∈ L(H) mit [F :K(x)] = deg(x)∞ =
deg(H) = 2. Die Divisoren Hg und Hg+1 haben Grad 2g bzw. 2g + 2 und besitzen
somit nach dem Satz von Riemann-Roch die Dimension

dim(Hg) = deg(Hg) + 1− g = g + 1

bzw. dim(Hg+1) = deg(Hg+1) + 1− g = g + 3.
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Es gibt somit eine Variable y /∈ K(x), sodaÿ die linearen Räume die Gestalt

L(Hg) =K〈1, x, . . . , xg〉
bzw. L(Hg+1) =K〈1, x, . . . , xg+1, y〉

haben. Wegen K(x, y) 6= K(x) gilt dann F = K(x, y). Die folgenden 3g+6 Elemente

1, x, . . . , x2g+2, y, yx, . . . , yxg+1 und y2

liegen im linearen Raum L(H2g+2). Da dessen Dimension aber lediglich dim(H2g+2) =
3g + 5 beträgt, sind diese Elemente K-linear abhängig. Also existieren Polynome
fg+1, f2g+2 vom Grad deg(fi) ≤ i mit

y2 + fg+1(x)y + f2g+2(x) = 0.

Substituiert man y durch y − fg+1(x)/2 (was aufgrund char(F ) 6= 2 möglich ist), so
erhält man ein Polynom h ∈ K[T ] vom Grad deg(h) ≤ 2g+ 2, das wegen y /∈ L(Hg)
auch deg(h) ≥ 2g + 1 erfüllt, sodaÿ

y2 = h(x)

gilt. Angenommen, das Polynom h sei nicht quadratfrei, d.h. es gelte y2 = q2h̃ mit
deg(q) ≥ 1. Dann ist die Variable y/q gemäÿ

ordH(y/q) = ordH(y)− ordH(q) = g + 1− deg(q) ≤ g

ein Element von L(Hg), was im Widerspruch zu L(Hg) ≤ K[x] steht.
(b)⇒ (a): Aufgrund der Quadratfreiheit des Polynoms h ist F eine quadratische Er-
weiterung von K(x). Auÿerdem folgt, daÿ die Primteiler des Zählerdivisors (h(x))0

mit Grad 2 verzweigt sind. Nach Dedekinds Di�erentensatz bedeutet dies für den
Grad der Di�erente deg(DF :K(x)) ≥ deg(h(x)). Mit der Hurwitzschen Relativge-
schlechtformel folgt hieraus

gF :K − 1 = 1/2 deg(DF :K(x)) + [F :K(x)](gK(x):K − 1)

= 1/2 deg(DF :K(x))− 2

≥ 1/2 deg(h(x))− 2

> g − 2

und damit gF :K ≥ g ≥ 2. Somit ist F :K hyperelliptisch. Angenommen, es sei g̃ :=
gF :K > g. Dann gilt L(Hg̃) ≥ L(Hg+1), wobei H wie oben den Polstellendivisor von x
bezeichne. Es ist also y Element des linearen Raumes L(Hg̃), der wegen dim(Hg̃) =
g̃ + 1 die Gestalt L(Hg̃) = K〈1, x, . . . , xg̃〉 hat (vgl. ersten Teil des Beweises). Aus
diesem Widerspruch ergibt sich gF :K = g.

Aufgabe 13.20. Beweisen Sie, daÿ für einen hyperelliptischen Funktionenkörper
F :K vom Geschlecht g gelten:
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(a) Es gibt genau einen rationalen Teilkörper R mit Index [F :R ] = 2 und dieser
enthält jeden rationalen Teilkörper K(z) mit [F :K(z)] ≤ g.

(b) Es ist R = K(x), wobei x ein Element des linearen Raumes L(W) eines ganzen
kanonischen Divisors W ∈ WF :K ist. Man nennt R den Quotientenkörper
der ganzen Di�erentiale.

Korollar 13.21. (Spezielle Divisoren hyperelliptischer Funktionenkörper)
Es seien F :K ein hyperelliptischer Funktionenkörper vom Geschlecht g, R der da-
zugehörige Quotientenkörper der ganzen Di�erentiale, τ der zyklische Erzeuger der
Galoisgruppe Gal(F :R) und H ein ganzer hyperelliptischer Divisor.

(a) Es sei C =
∏s

i=1 Pi ein Produkt von paarweise über R nicht konjugierter
Primstellen mit Trägheitsindex 1 in F :R, d.h. die Primteiler P von C sind
entweder verzweigt oder zerlegt in F :R und Pτ ist kein Teiler von CP−1. Zu-
dem sei H kein Teiler von C. Dann hat jeder Divisor der Gestalt HrC mit
r + deg(C) ≤ g − 1 und r ≥ 0 die Dimension dim(HrC) = r + 1.

(b) Die Äquivalenzklassen der speziellen Divisoren in F besitzen Repräsentanten
der Form HrC mit r + deg(C) ≤ g − 1 und C in der Gestalt wie in (a).

Beweis. (a) Es ist L(H) = K〈1, x〉 und L(Hg) = K〈1, x, . . . , xg〉 wie im Beweis zu
Satz 13.19. Also gilt

L(Hr) = K〈1, x, . . . , xr〉 ≤ K[x] für 1 ≤ r ≤ g.

Für einen Primdivisor P ∈ PF :K vom Grad s ist PPτH−s der Hauptdivisor eines
Polynoms in x. Folglich ist CCτ äquivalent zu Hdeg(C) und es bezeichne f(x) die
Funktion aus R mit Divisor CCτH− deg(C). Es gilt daher

L(HrC) ≤ L(HrCCτ ) ∼= L(Hr+deg(C)) ≤ K[x],

wobei die letzte Inklusion aus r+deg(C) ≤ g−1 folgt. Für eine Funktion z ∈ L(HrC)
ist z · f(x) also ein Polynom in L(Hr+deg(C)) ≤ K[x]. Somit ist z eine rationale
Funktion in x. Aufgrund seiner Gestalt besitzt der Divisor C allerdings keine Teiler
des Polstellendivisors von z und folglich enthält L(HrC) ausschlieÿlich Polynome
und L(HrC)\L(Hr) ist leer. Das zeigt dim(HrC) = r + 1.

(b) Es sei S ein ganzer spezieller Divisor. Abgesehen vom Teiler Hs mit s = ordH(S)
läÿt sich S in drei Faktoren A,B und C zerlegen, wobei A =

∏
PiP

τ
i das Produkt

von in F :R verzweigter oder zerlegter und B =
∏

Ri das Produkt von in F :R träger
Primstellen sei. Es gelten

PiP
τ
i ∼ Hdeg(Pi) und Ri ∼ H

1
2

deg(Ri).

Der Divisor C habe die Gestalt wie in (a). Der spezielle Divisor S ist also äquivalent
zu HrC mit r = s+ 1

2
deg(AB).
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Im Fall deg(S) ≤ g − 1 ist o�ensichtlich r + deg(C) ≤ g − 1 erfüllt. Andernfalls ist
deg(S) ≥ g und dim(S) > 0. Aufgrund deg(Hg−1) = 2g − 2 und dim(Hg−1) = g ist
Hg−1 ein kanonischer Divisor und es folgt nach dem Satz von Riemann-Roch

dim(Hg−1S−1) = i(S) > 0.

Die Äquivalenzklasse von Hg−1S−1 mit Grad deg(Hg−1S−1) ≤ g − 1 enthält also
einen ganzen Divisor S̃ (vgl. [Sti93, I.4.5.]), der natürlich ebenfalls speziell ist. Nach
dem bereits Bewiesenen erhalten wir somit die Äquivalenzkette

Hg−1S−1 ∼ S̃ ∼ Hr̃C̃,

wobei r̃ + deg(C̃) ≤ g − 1 gilt. Das zeigt schlieÿlich

S ∼ Hg−1C̃τ

Hr̃C̃C̃τ
∼ Hg−1−(r̃+deg(C̃))C̃τ

mit g − 1− (r̃ + deg(C̃)) + deg(C̃τ ) = g − 1− r̃ ≤ g − 1.

13.3 Hyperelliptische Codes

De�nition 13.22. (Hyperelliptischer Code)
Ein arithmetischer Code über einem hyperelliptischen Kongruenzfunktionenkörper
heiÿt hyperelliptischer Code.

Notiz 13.23. Für einen hyperelliptischen [n, k, d]q-Code C = C(A,G) mit deg(G) <
deg(A) gelten:

(a) Die Länge des Codes ist höchstens min{2q + 2, q + 1 + 2g
√
q}.

(b) C hat Dimension k = dim(G) und es gelten die Schranken

deg(G)− g + 1 ≤ k ≤ deg(G) + 1.

(c) Der Minimalabstand d ist durch

n− k + 1− g ≤ d ≤ n− k + 1

beschränkt.

Die Teile (b) und (c) wiederholen lediglich die Ergebnisse des 1. Kapitels. Für Teil
(a) betrachtet man die Schranken für die Anzahl #P (1)

F :K der rationalen Stellen im zu-
grunde liegenden hyperelliptischen Funktionenkörper F :K und damit für den Grad
eines Auswertungsdivisors. Einerseits gilt die Hasse-Weil-Schranke q + 1 + 2g

√
q.

Andererseits ist F eine quadratische Erweiterung eines rationalen Funktionenkör-
pers R, das heiÿt #P (1)

F :K ist durch 2(q + 1) beschränkt (vgl. auch Beweis zu Satz
13.10).
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Satz 13.24. (Reiter) Die Länge eines nichttrivialen pseudorationalen hyperellipti-
schen Codes beträgt höchstens q + 2. Ist der Goppadivisor speziell, so ist die Länge
sogar durch q + 1 beschränkt.

Vorbemerkung: Es seien C = C(A,G) ein arithmetischer Code und k seine Dimen-
sion. Besitzt A einen Teiler B vom Grad k mit

dim(B−1G) > dim(A−1G),

so gibt es eine Funktion x aus L(B−1G)\L(A−1G). Das zugehörige Codewort x hat
Gewicht w(x ) ≤ n− k. Also ist der Code C in diesen Fall nicht pseudorational.

Beweis zu Satz 13.24. Es sei C ein nichttrivialer, hyperelliptischer Code mit Aus-
wertungsdivisor A =

∏n
i=1 Pi. Weiter seien F der zugehörige hyperelliptische Funk-

tionenkörper, R der Quotientenkörper der ganzen Di�erentiale mit [F :R ] = 2 und
Gal(F :R) = {id, τ} sowie H ein ganzer hyperelliptischer Divisor.

Wir nehmen zunächst an, daÿ C einen speziellen Goppadivisor G mit Dimension
r + 1 besitzt. Da C kein trivialer Code ist, gilt r ≥ 0. Nach Korollar 13.21 ist also
G äquivalent zum Divisor HrC, wobei C ein Produkt von paarweise über R nicht
konjugierter Primdivisoren mit Trägheitsindex 1 in F :R ist. Wir nehmen weiterhin
an, daÿ C mindestens Länge q+ 2 hat. Da F eine galoissche Erweiterung von R ist,
sind wenigstens zwei Primteiler des Auswertungsdivisors A zueinander konjugiert.
O.E. gilt also P2 = Pτ

1 (mit P1 6= P2). Der Divisor P1P2H
−1 ist der Hauptdivisor

einer Funktion aus R. Es gilt somit die Äquivalenzkette G ∼ HrC ∼ Hr−1CP1P2.
Wegen

dim(G) = dim(HrC) = 1 + dim(Hr−1C) = 1 + dim(P−1
1 P−1

2 G)

und

dim(P−1
1 · · ·P−1

k G) ≥ dim(P−1
1 P−1

2 G)− (k − 2) = dim(G)− (k − 1) > dim(A−1G)

ist die Voraussetzung der Vorbemerkung erfüllt. Also ist der hyperelliptische Code
C(A,G) mit speziellen Goppadivisor G allenfalls dann pseudorational, falls er höch-
stens Länge q + 1 hat.

Nun wenden wir uns dem Fall eines nicht-speziellen Goppadivisors G zu. Wir neh-
men an, C habe die Länge n ≥ q + 3. Wie wir wissen, ist C = C(A,G) genau dann
pseudorational, wenn der duale Code C∗(A,G) = C(A,G∗) pseudorational ist. Nach
dem bisher gezeigten können C(A,G) und C(A,G∗) nur dann pseudorational sein,
wenn G und G∗ = (δ)AG−1 nicht speziell (d.h. normale Goppa-Divisoren) sind. Wir
nehmen diesen Fall an. Es gilt dann dim(A−1G) = dim((δ)(G∗)−1) = i(G∗) = 0, d.h.
der Code C(A,G) hat Dimension

k = dim(G) = deg(G)− g + 1
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nach Satz 11.2 und dem Satz von Riemann-Roch. Nun verläuft der Beweis völlig
analog zum Beweis im elliptischen Fall (Satz 13.10) mit einer Ausnahme. Bei der
De�nition des Teilers B von A im ersten Fall gilt nun in allgemeinen nicht mehr
dim(B−1G) = 2. Für den problemlosen Übertrag des Beweises ist also noch der
Nachweis für dim(B−1G) ≥ 2 im hyperelliptischen Fall zu erbringen.
Der Divisor B hat nach De�nition Grad k − 2. Somit gilt nach obigem für den
Quotienten B−1G

deg(B−1G) = deg(G)− (k − 2) = dim(G) + g − 1− k + 2 = g + 1.

Hieraus folgt für die Dimension dieses Divisors nach dem Satz von Riemann-Roch

dim(B−1G) ≥ deg(B−1G)− g + 1 = 2. �

Die MDS-Vermutung scheint also auch für die Klasse der hyperelliptischen Codes
zu gelten, wobei noch auszuschlieÿen ist, daÿ es hyperelliptische pseudorationale
Codes der Länge q+2 geben kann. Die �nächsthöhere� Klasse von Codes erhält man
über trigonalen Funktionenkörper. Diese Funktionenkörper haben mindestens
Geschlecht 3 und besitzen einen rationalen Teilkörper vom Index 3. Es ist also eine
naheliegende und o�ene Fragestellung, ob sich die MDS-Vermutung auch für die
Klasse der trigonalen Codes beweisen läÿt. Eine umfassende Charakterisierung von
trigonalen Funktionenkörpern und deren Standardcodes (sowie der hyperelliptischen
Standardcodes) �ndet man in der Diplomarbeit von Daniel Bierbrauer [Bie06].

Beispiel 13.25. Den (elliptischen) [6, 3, 4]4−Code aus Beispiel 13.13 erhalten wir
auch als hyperelliptischen Code. Dazu betrachten wir den hyperelliptischen Funk-
tionenkörper F = F4(x, y) mit der Artin-Schreier Gleichung

y2 + y = x5 + x3 + x = x(x+ a)2(x+ b)2.

Nur der Nennerdivisor von x ist in F :F4(x) verzweigt und es gilt dO(F :F4(x)) = 6 für
seinen Di�erentenexponenten (vgl. 18.2). Daher hat F das Geschlecht 2. Desweiteren
besitzt die Artin-Schreier Gleichung die rationalen Punkte

(x, y) = (0, 0) ↔ P0, (0, 1) ↔ Pτ
0

(1, a) ↔ P1, (1, b) ↔ Pτ
1

(a, 0) ↔ Pa, (a, 1) ↔ Pτ
a

(b, 0) ↔ Pb, (b, 1) ↔ Pτ
b .

(Auch hier bezeichne τ den zyklischen Erzeuger von Gal(F :F4(x)).) Folglich besitzt
auch dieser Funktionenkörper 9 rationale Stellen gegeben durch

P (1)
F :F4

= {P0,P
τ
0,P1,P

τ
1,Pa,P

τ
a,Pb,P

τ
b ,O}.

Durch C := C(A,G) mit

G := P0O
3 und A := P1P

τ
1PaP

τ
aPbP

τ
b
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ist dann ein pseudorationaler [6, 3, 4]4−Code de�niert. Wie in Beispiel 13.13 gilt

L(G) = F4

〈
1,

1

x
,
y + 1

x

〉
.

Der Code C besitzt die Erzeugermatrix1 1 1 1 1 1
1 1 b b a a
b a b 0 a 0

 .

Man weist ohne Mühe nach, daÿ dieser Code zu dem in Beispiel 13.13 äquivalent
ist.

Aufgabe 13.26. Zeigen Sie, daÿ man über die folgenden Konstruktionen hyperel-
liptische MDS-Codes erhält:

(a) Es sei F = F5(x, y) durch y2 = x5 − x + 1 de�niert. Den rationalen Punkten
(x, y) dieser Gleichung seien wie folgt die rationalen Stellen P0, . . . ,P4 von F
zugeordnet:

P0 ↔ (0, 1), P1 ↔ (1, 1), P2 ↔ (2, 1), P3 ↔ (3, 1),P4 ↔ (4, 1).

Desweiteren sei τ : x 7→ x, 7→ −y der zyklische Erzeuger von Gal(F :F5(x)).
Zeigen Sie, daÿ C(A,G) mit

A := P2P
τ
2P3P

τ
3P4P

τ
4 und G := P0P1O

2

ein [6, 3, 4]5−Code ist.

(b) Es sei F = F7(x, y) mit y2 = x5 − x3 + x2 + 1 gegeben. Ordnen Sie wie
in Aufgabenteil (a) den rationalen Punkten dieser Gleichung den rationalen
Stellen von F zu und zeigen Sie:

Der quasi-arithmetische Code C(A,G) mit

A := P0P
τ
0P2P

τ
2P4P

τ
4P5P

τ
5 und G := P0P1P3O

2

ist ein hyperelliptischer [8, 3, 6]7−Code.



Kapitel 14

Selbstduale arithmetische Codes

14.1 Quasiselbstduale Codes

De�nition 14.1. (Quasiselbstdualer Code)
Ein Code C ≤ F n

q heiÿt quasiselbstdual, falls für einen Vektor a ∈ (F ×
q )n gilt:

C⊥ = a × C = {(a1c1, . . . , ancn) : c ∈ C}.

Satz 14.2. (Kriterium für Quasiselbstdualität)
Es sei C = C(A,G) ein arithmetischer Code über F :Fq der Länge n > 2gF :Fq − 2.
Weiter sei der Quotient A−1G2 ein kanonischer Divisor, d.h. es gibt ein Di�erential δ
mit Divisor (δ) = A−1G2. Dann ist C quasiselbstdual, und es gilt

C⊥ = (ResP1(δ), . . . ,ResPn(δ))× C.

Insbesondere ist C selbstdual, falls δ Residuum 1 bei allen Primteilern von A hat.

Beweis. Es bezeichne g das Geschlecht von F :Fq. Als Element der kanonischen Klas-
seWF :Fq hat A−1G2 den Grad 2g−2. Wegen n > 2g−2 bedeutet dies für den Grad
des Goppadivisors

2g − 2 < deg(G) = g − 1 +
n

2
< n.

Insbesondere ist G ein normaler Goppa-Divisor. Die Dimension des Codes ist somit

dim(C) = dim(G) = deg(G)− (g − 1) =
n

2
.

Nach Voraussetzung gilt (δ) = A−1G2. Aufgrund von ordP(δ) = ordP(A−1G2) = −1
ist ResP(δ) 6= 0 für jeden Teiler P von A. Der Vektor a := (ResP1(δ), . . . ,ResPn(δ))
ist also in (F ×

q )n enthalten. Für zwei Variablen x, y ∈ L(G) ist xyδ ein Di�erential
aus ∆(A−1) und es folgt nach dem Residuensatz

< a × x , y >=
∑
P|A

ResP(δ)x(P)y(P) =
∑

P∈PF :Fq

ResP(xyδ) = 0.

Es ist also a × C ist ein Untercode des dualen Codes C⊥. Aus Dimensionsgründen
folgt schlieÿlich a × C = C⊥.
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Das folgende Beispiel zeigt, daÿ Selbstdualität auch ohne die Voraussetzungen in
Satz 14.2 auftreten kann.

Beispiel 14.3. Wir betrachten erneut den elliptischen Kongruenzfunktionenkörper
F = F4(x, y) aus Beispiel 13.13 mit der de�nierenden Artin-Schreier Relation

y2 + y = x3.

Es ist dann gF :F4 = 1 und

P (1)
F :F4

= {P0,P
τ
0,P1,P

τ
1,Pa,P

τ
a,Pb,P

τ
b ,O}

mit Gal(F :F4(x)) = 〈τ〉 und (x− c) = PcP
τ
cO

−2 für c ∈ F4 = {0, 1, a, b}.
Es seien A :=

∏
c∈F4

Pc der Auswertungsdivisor und G := O2 der Goppadivisor des
elliptischen Codes C := C(A,G). Der Raum L(G) wird von 1 und x erzeugt (nach
Notiz 13.2) und es ist daher

C = F4〈(1, 1, 1, 1), (0, 1, a, b)〉.

Die drei Skalarprodukte der beiden Basisvektoren verschwinden allesamt aufgrund
1+1+1+1 = 0 = 1+a+b = 12+a2+b2. Somit ist C = C(A,G) ein selbstdualer Code
der Dimension 2 obwohl der Quotient A−1G2 kein kanonischer Divisor ist. Denn wäre
A−1G2 kanonisch, d.h. es gilt A−1G2 ∈ WF :F4 = HF :F4 , so gäbe es eine Funktion
z ∈ F mit Divisor (z) = AG−2 = AO−4. Dann ist z eine F4-Linearkombination der
L(O4)−erzeugenden Funktionen 1, x, x2, y. Aufgrund ordO(1), ordO(x), ordO(y) < 4
ist also o.E.

z = x2 + a3y + a2x+ a0

mit ai ∈ F4. Es ist a0 = 0 aufgrund z(P0) = x(P0) = y(P0) = 0. Weiter gilt a2 6= 0,
da P2

0 den Nullstellendivisor von x2 + a3y nicht aber (z)0 teilt. Ebenso ist a3 6= 0,
da die Funktion x(x + a2) den Divisor P0P

τ
0PcP

τ
cO

−4 mit c ∈ {1, a, b} besitzt. Es
ergibt sich also die Gleichung

0 = z(Pc) = x(x+ a2)(Pc) + a3y(Pc) = a3y(Pc),

die im Widerspruch zu ordPc(y) = 0 steht.

14.2 Ein Kriterium für Selbstdualität

Satz 14.4. (Reiter) Es sei C(A,G) ein arithmetischer Code über F :Fq der Länge
n ≥ 2gF :Fq + 2 mit ganzem Goppadivisor G. Dann ist der Code C(A,G) genau
dann selbstdual, wenn es ein Di�erential δ ∈ ∆F :Fq mit Divisor (δ) = A−1G2 und
ResP(δ) = 1 für alle Primteiler P von A gibt.

Zum Beweis des Satzes benötigen wir eine allgemeinere Form des Lemma 12.17.
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Lemma 14.5. Es seien C(A,G) und C(A, G̃) zwei identische Codes über F :Fq,
deren Goppadivisoren G, G̃ die Ungleichungen 2gF :Fq≤deg(G), deg(G̃)≤n−2 erfül-
len. Zudem sei G ganz. Dann sind G und G̃ äquivalent, und es gibt eine Funktion
u ∈F mit Divisor (u)=GG̃−1 sowie u(P)=1 für alle Primteiler P von A.

Beweis. Es seien C := C(A,G) und C̃ := C(A, G̃). Da G ganz ist, enthält sein
linearer Raum L(G) die konstanten Funktionen und es gilt 1 ∈ L(G). Somit besitzen
C und aufgrund C = C̃ auch C̃ das Codewort (1, . . . , 1). Es gibt also eine Variable
u ∈ L(G̃) mit

(1, . . . , 1) = (u(P1), . . . , u(Pn)).

Daher hat der Divisor von u die Gestalt (u) = UG̃−1 mit einem ganzen und zu A

teilerfremden Divisor U. Hieraus folgt die Gleichheit der arithmetischen Codes

C(A,G) = C(A, G̃) = C(A,U).

Wir zeigen, daÿ G und U gleich sind. Wegen U ∼ G̃ folgt dann die Behauptung des
Satzes.
Den gröÿten gemeinsamen Teiler von G und U bezeichnen wir mit B und es sei
C := (AB)−1GU. Wir nehmen zunächst an, daÿ dim(C) > 0 gilt. Da B ganz ist,
folgt nach dem Satz von Cli�ord

dim(B) + dim(C) ≤ 1 + dim(BC) = 1 + dim(A−1GU).

Aufgrund deg(A−1U) ≤ −2 und 2g ≤ deg(G) gilt

dim(A−1GU) ≤ dim(G)− 2

und damit

r := dim(L(G)/L(B)) = dim(G)− dim(B) > dim(C) > 0.

Wir betrachten ein Vertretersystem {x1, . . . , xr} einer Basis von L(G)/L(B) und
zugehörige Funktionen u1, . . . , ur ∈ L(U) mit ui(P) = xi(P) für i = 1, . . . , r und
P|A. Dann liegen die Elemente xi − ui im Raum L(C). Aufgrund r > dim(C) gibt
es eine nichttriviale Linearkombination

∑r
i=1 ai(xi − ui) = 0. Es gilt somit

0 6=
r∑
i=1

aixi =
r∑
i=1

aiui ∈ L(G) ∩ L(U) = L(B)

im Widerspruch zur De�nition der xi. Es ist also dim(C) = 0.
Hieraus folgt nun die Gleichheit von G und U. Weil die Codes C und C̃ gleich sind,
gibt es zu jeder Funktion x ∈ L(G) ein y ∈ L(U) mit

x = (x(P1), . . . , x(Pn)) = (y(P1), . . . , y(Pn)) = y .

Also ist x− y ∈ L(C) = {0}, woraus L(G) ≤ L(U) folgt. Die entgegengesetze Inklu-
sion zeigt man analog und es gilt somit L(G) = L(U). Aufgrund der Voraussetzung
2g ≤ deg(G), deg(G̃) sind G, G̃ und somit auch U nicht speziell, was schlieÿlich
G = U zur Folge hat.
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Beweis zu Satz 14.4. Wir brauchen nur die Hinrichtung zu zeigen, da die Rückrich-
tung aus Satz 14.2 folgt. Es sei also C = C(A,G) ein selbstdualer Code der Länge
n ≥ 2g + 2. Dann hat C Dimension n

2
und es folgt

dim(G)− dim(A−1G) = dim(C) =
n

2
≥ g + 1.

Nach dem Satz von Cli�ord ist G somit nicht-speziell. Die obige Ungleichung wird
dann mit dem Satz von Riemann-Roch zu

i(A−1G) = dim(G)− dim(A−1G) ≥ g + 1.

Es folgen deg(A−1G) < 0 und dim(A−1G) = 0, da Spezialitätsindizes für Diviso-
ren positiven Grades stets durch das Geschlecht des Funktionenkörpers nach oben
beschränkt sind. Das zeigt n

2
= dim(G) = deg(G)− (g − 1) und

2g ≤ deg(G) ≤ n− 2.

Als selbstdualer Code erfüllt C(A,G) nach Kapitel 11 die Gleichheit C(A,G) =
C(A,G∗) mit dem dualen Goppadivisor G∗ = (δ)AG−1, wobei δ ein Di�erential
mit Residuen ResP(δ) = 1 bei den Primteilern P von A ist. Der Grad von G∗ ist
ebenfalls durch 2g ≤ deg(G∗) ≤ n− 2 beschränkt und es folgt aus Lemma 14.5

G = (u)G∗ = (u)(δ)AG−1 mit u(P) = 1 für P|A.

Dann ist A−1G2 der kanonische Divisor von δ̃ := uδ und es gilt ResP(δ̃) = 1 für alle
Primteiler P von A.

Zusatz 14.6. Unter der Voraussetzung n ≥ 6gF :Fq + 2 gilt der Satz 14.4 auch für
nicht ganze Goppadivisoren G.

Beweis. Der Beweis sei dem Leser zur Übung überlassen.

14.3 Ein Existenzsatz für selbstduale Codes in Cha-
rakteristik 2

Bemerkung 14.7. (Hecke) In einem Kongruenzfunktionenkörper F :Fq gibt es eine
Klasse von Divisoren D ∈ CF :Fq mit D2 = WF :Fq .

Beweis für Charakteristik 2. Es sei F :Fq ein Funktionenkörper der Charakteristik 2.
Für ein exaktes Di�erential dx von F unterscheidet sich ein beliebiger kanonischer
Divisor von (dx) nur durch Multiplikation mit einem Hauptdivisor. Es ist also nur
zu zeigen, daÿ jeder Primdivisor P mit quadratischer Ordnung in (dx) aufgeht.
Sei P ∈ PF :Fq ein Primdivisor und t ∈ P ein Primelement. Dann besitzt x die
Laurententwicklung x =

∑
i≥i0 ait

i. Die Di�erentation beider Seiten ergibt

dx =
∑
i≥i0

ai · i · ti−1dt =
∑
j≥j0

(2j + 1) · a2j+1 · t2jdt
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aufgrund der Charakteristik von F . Also geht P mit Ordnung 2j0 in (dx) auf. Da
P ∈ PF :Fq beliebig gewählt werden kann, ist (dx) das Quadrat eines Divisors D.
Somit gilt WF :Fq = [D2] = [D]2, wobei [D] die von D erzeugte Divisorenklasse in
CF :Fq sei.

Satz 14.8. (Scharlau) Es sei F :Fq ein Kongruenzfunktionenkörper und C ∈ CF :Fq

eine Divisorenklasse. Der Auswertungsdivisor A sei ein Element der Klasse C2.
Dann gelten:

(a) Es gibt es einen zu A fremden Divisor G ∈ DF :Fq , sodaÿ der arithmetische
Code C(A,G) quasiselbstdual ist.

(b) Im Falle der Chararistik 2 gibt es sogar einen Divisor G, für den der Code
C(A,G) selbstdual ist.

Beweis. (a) Es seien A = P1 · · ·Pn ∈ C2 sowie D ∈ D mit D2 = WF :Fq (vgl. obige
Bemerkung 14.7). Nach dem schwachen Approximationssatz gibt es einen Divisor
G ∈ C ·D, der fremd zu A ist. Dann ist C := C(A,G) ein wohlde�nierter arithme-
tischer Code und es gilt A−1G2 ∼ D2, d.h. A−1G2 ist ein kanonischer Divisor. Somit
gelten dim(A−1G) = dim(D2G−1) = i(G), deg(G) = n

2
+ g − 1 und

dim(C(A,G)) = dim(G)− dim(A−1G) = dim(G)− i(G) = deg(G)− g + 1 =
n

2
.

In dieser Situation läÿt sich nun genauso wie im Beweis zu Satz 14.2 auf die Quasi-
selbstdualität von C schlieÿen.
(b) Nun beschränken uns auf den Fall der Charakteristik 2. Es sei a = (a1, . . . , an)
der Vektor aus F n

q mit
C∗ = a × C(A,G).

Da der Frobeniusendomorphismus auf Fq ein Automorphismus ist, gibt es Kon-
stanten bi ∈ Fq mit ai = b2i . Nach dem schwachen Approximationssatz existiert
desweiteren eine Funktion u ∈ F× mit u(Pi) = bi für alle Primteiler Pi von A. Wir
de�nieren dann G̃ := (u)−1G. Für alle Funktionen z ∈ L(G) ist z̃ = uz eine Funktion
aus L(G̃), d.h. es gilt C(A, G̃) = b ×C(A,G). Für x̃ = b × x , ỹ = b × y ∈ C(A, G̃)
gelten

< x̃ , ỹ > = < b × x , b × y > = < a × x , y > = 0,

also ist C(A, G̃) selbstorthogonal. Das beweist Aussage (b).

Die Voraussetzung des Satzes von Scharlau kann in Charakteristik 2 tatsächlich
erfüllt werden.

Korollar 14.9. Es gibt arithmetische selbstduale binäre Codes.
Solche Codes können über Funktionenkörper F :Fq (der Charakteristik 2) erzeugt
werden, deren Geschlecht g und Anzahl rationaler Stellen N die Ungleichung N >
g + 1 erfüllen. Ihre Länge beträgt hierbei mindestens N − g − 1.
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Die Existenz solcher Funktionenkörper ist gesichert. Als Beispiel dienen die Hermite-
schen Funktionenkörper F = Fq2(x, y) mit der erzeugenden Relation xq+1+yq+1 = 1,
die wir in Kapitel 17 studieren werden. Diese Funktionenkörper nehmen die Hasse-
Weil-Schranke an und erfüllen somit

N = 2g
√
q2 + q2 + 1 > g + 1.

Zum Beweis des Korollars benötigen wir eine Anleihe aus der algebraischen Geome-
trie.

Bemerkung 14.10. Es sei F :Fq ein Funktionenkörper der Charakteristik p vom
Geschlecht g. Dann ist die Nullklassenfaktorgruppe C 0

F :Fq
/(C 0

F :Fq
)p eine elementar-

abelsche p-Gruppe vom Rang r ≤ g.

Ohne Beweis. (siehe bspw. [Mum86, II.5, Seite 64, Prop.(4)])

Beweis zu Korollar 14.9. Nach obiger Anleihe bilden die Divisorenklassen vom Grad
0 modulo zweiter Potenzen eine elementarabelsche 2-Gruppe vom Rang r ≤ g, d.h.
es gilt

C 0
2 := C 0

F :Fq
/(C 0

F :Fq
)2 = Zr2.

Sind P1, . . . ,PN sämtliche rationale Stellen von F :Fq, so erzeugen die Nullklassen
[PiP

−1
N ] in C 0

2 eine Untergruppe U vom Rang s ≤ r. Ohne Einschränkung seien
[P1P

−1
N ], . . . , [PsP

−1
N ] die Erzeuger von U . Das Produkt der restlichen Nullklassen

hat in C 0
2 die Darstellung

N−1∏
i=s+1

[PiP
−1
N ] =

s∏
i=1

[PiP
−1
N ]ei mit ei ∈ {0, 1}.

Nach eventueller Umnummerierung gilt also

N−1∏
i=s̃+1

[PiP
−1
N ] = 1 ∈ C 0

2

mit s̃ ≤ s ≤ g. Die Nullklasse [AP−n
n ] mit A :=

∏N−1
i=s̃+1 Pi und n = N − 1 − s̃ ist

also ein zweite Potenz, d.h. es gilt

AP−n
N ∼ D2 = B2C−2 mit ganzen Divisoren A,B,C.

Folglich ist n eine gerade Zahl und A ist äquivalent zu einem quadratischen Divisor.
Auÿerdem hat A aufgrund deg(A) = N − 1− s̃ ≥ N − 1− g einen positiven Grad.
Hiermit ist die Voraussetzung des Satzes von Scharlau erfüllt und es gibt daher einen
selbstdualen arithmetischen Code über F :Fq mit Auswertungsdivisor A.



Kapitel 15

Decodierung arithmetischer Codes

15.1 Der Basis-Decodieralgorithmus

Im praktischen Gebrauch eines Codes entsteht die folgende Situation: Sender und
Empfänger einigen sich auf einen arithmetischen [n, k, d]q-Code C∗ := C∗(A,G). Der
Sender schickt ein Codewort x über einen möglicherweise nicht fehlerfreien Kanal
an seinen Kommunikationspartner, der am anderen Ende des Kanals den Vektor
y ∈ F n

q empfängt. Der Basis-Decodieralgorithmus ermöglicht nun dem Empfänger
bis zu e∗ := b(deg(G) − 2g + 1)/2c Fehler zu korrigieren. Gesucht wird hierbei ein
Fehlervektor e ∈ F n

q vom Gewicht w(e) ≤ e∗ und ein Codewort x ′ ∈ C∗, sodaÿ
y = x ′ + e gilt. Der Fehlervektor e und das Codewort x ′ sind eindeutig bestimmt,
über ihre Existenz läÿt sich aber keine allgemeine Aussage tre�en. Sind nun bei der
Übertragung nicht mehr als e∗ Fehler aufgetreten, so gelten x = x ′ und

y = x + e .

Von dieser Annahme werden wir in diesem Kapitel ausgehen.

De�nition 15.1. Es sei F :Fq ein Kongruenzfunktionenkörper vom Geschlecht g,
C := C(A,G) ein arithmetischer Code über F :Fq der Länge n mit dualem Code
C∗ := C(A,G∗) = C∗(A,G). Dann heiÿen die Zahlen

k∗C := n− deg(G) + g − 1 ≤ dim(C∗)

d∗C := deg(G)− 2g + 2 ≤ d(C∗)

garantierte Dimension bzw. garantierte Minimaldistanz von C∗.
Die Bilinearform

[ · , · ] :

 F n
q × L(G) −→ Fq
(y , z) 7−→

n∑
i=1

yiz(Pi)

heiÿt Syndrom. Es sei H ∈ DF :Fq ein Hilfsdivisor und u1, . . . , uk eine Basis von
L(H), v1, . . . , vl eine Basis von L(H−1G) sowie z1, . . . , zm eine Basis von L(G). Für
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einen Vektor y ∈ F n
q heiÿen dann

sij(y) := [y , uivj]

Syndrome von y . Man beachte, daÿ die sij(y) wohlde�niert sind, da uivj ∈ L(G)
gilt.

Für die folgenden Bemerkungen 15.2, 15.4 und 15.6 gelte für y ∈ F n
q

y = x + e

mit einem Codewort x ∈ C∗ und einem Fehlervektor e ∈ F n
q . Dabei sei w(e) ≤ e∗.

Bemerkung 15.2. Für alle z ∈ L(G) gilt

[y, z] = [e, z].

Beweis. Die Codewörter x ∈ C∗ und z = (z(P1), . . . , z(Pn)) ∈ C sind orthogonal
zueinander, daher gilt [y − e , z] = [x , z] =

∑n
i=1 xiz(Pi) = < x , z > = 0.

Es seien Iy := {1 ≤ i ≤ n : ei 6= 0} die Indexmenge der Fehlerpositionen, Ty :=∏
i∈Iy Pi sowie ty := deg(Ty). Die nichtverschwindenden Elemente aus L(T−1

y H)
nennt man dann fehlerlokalisierende Funktionen zu y . Weiter werde mit Hy

der Lösungsraum des linearen Gleichungssystems

k∑
i=1

sij(y)Xi = 0 für j = 1, . . . , l (15.3)

bezeichnet. Es gilt die

Bemerkung 15.4.

(a) Die Abbildung λ : L(T−1
y H) ↪→ Hy, u =

∑k
i=1 xiui 7→ (x1, . . . , xk) ist ein

injektiver Homomorphismus.

(b) λ ist ein Isomorphismus, falls (TyH)−1G Spezialitätsindex 0 hat.

Beweis. (a) Es sei u ∈ L(T−1
y H). Als Element von L(H) hat u eine eindeutige Dar-

stellung u =
∑k

i=1 xiui mit xi ∈ Fq. Die Funktionen uvj für j = 1, . . . , l gehören zu
L(T−1

y G), d.h. es ist uvj(Pi) = 0 für alle Fehlerpositionen i ∈ Iy . Im Falle ei 6= 0 ist
also uvj(Pi) = 0. Daher gilt für j = 1, . . . , l

k∑
i=1

xisij(y) =
k∑
i=1

xi[y , uivj] = [y , uvj] = [e , uvj] =
n∑
i=1

ei(uvj)(Pi) = 0.

Hieraus folgen Wohlde�niertheit und Injektivität von λ; die Homomorphie ist o�en-
sichtlich.
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(b) Es sei nun zusätzlich (TyH)−1G kein spezieller Divisor. Wir nehmen an, daÿ
λ nicht surjektiv ist. Dann gibt es eine Lösung (x1, . . . , xk) ∈ Hy des Gleichungs-
sytems (15.3), für welche die Funktion u :=

∑k
i=1 xiui ∈ L(H) nicht Element des

Raumes L(T−1
y H) ist. Also gibt es einen Primteiler Pr von Ty mit ordPr(u) <

− ordPr(T
−1
y H). Da (TyH)−1G nach Voraussetzung Spezialitätsindex 0 hat, ist die

Menge L := L(Pr(TyH)−1G)\L((TyH)−1G) nicht leer. Ist v ∈ L, so ist uv eine
Funktion aus L(T−1

y PrG), d.h. das Syndrom [e , uv] ist wohlde�niert und es gilt

[e , uv] = er(uv(Pr)) 6= 0.

Andererseits hat v wegen L ≤ L(H−1G) die Darstellung v =
∑l

j=1 ajvj. Als Lösung
des Gleichungssystems (15.3) erfüllt (x1, . . . , xk) nun

0 =
l∑

j=1

aj

k∑
i=1

xi[y , uivj] = [y , uv] = [e , uv].

Dies ergibt einen Widerspruch zur Annahme, daÿ λ nicht surjektiv ist.

Korollar 15.5. (a) Unter der Voraussetzung dim(H) > ty ist der Lösungsraum Hy

nicht trivial.
(b) Im Falle deg(H−1G) > ty + 2g − 2 gilt Hy

∼= L(T−1
y H). �

Bemerkung 15.6. Es sei deg(H−1G) ≥ 2g und u =
∑k

i=1 xiui ∈ L(T−1
y H) eine

fehlerlokalisierende Funktion zu y. Weiter bezeichne

Ju := {1 ≤ i ≤ n : (uvj)(Pi) = 0 für j = 1, . . . , l}.

Dann besitzt das inhomogene lineare Gleichungssystem∑
i∈Ju

zr(Pi)Ti = [y, zr] für r = 1, . . . ,m (15.7)

genau eine Lösung, nämlich (ei)i∈Ju.

Beweis. Existenz: Aufgrund u(Pi) = 0 für jeden Index i ∈ Iy ist Iy in der Menge
Ju enthalten. Es ist also für r = 1, . . . ,m

∑
i∈Ju

eizr(Pi) =
n∑
i=1

eizr(Pi) = [e , zr] = [y , zr].

Eindeutigkeit: Es sei f eine zweite Lösung von (15.7). Dann löst e−f das homogene
lineare Gleichungssystem

∑
i∈Ju

zr(Pi)Ti = 0 für r = 1, . . . ,m. De�niert man h :=
(h1, . . . , hn) mittels

hi :=

{
ei − fi für i ∈ Ju

0 sonst
,
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so ist [h , zr] = 0 für alle Basisfunktionen zr ∈ L(G). Also ist h ein Codewort aus C∗

vom Gewicht w(h) ≤ #Ju. Wir schätzen die Mächtigkeit von Ju ab: Ist u(P) = 0
für einen Primteiler P von A, so gilt nach der Dreicksungleichung ordP(ui) ≥ 1 für
i = 1, . . . , k und damit ordP(H) ≥ 1, da u1, . . . , uk den Raum L(H) aufspannen.
Ist stattdessen vj(P) = 0 für alle Basisvariablen vj ∈ L(H−1G), so gilt ebenfalls
ordP(H) ≥ 1, da G fremd zu A ist. Demnach ist im jeden Fall #Ju ≤ deg(H) und
damit nach Voraussetzung

w(h) ≤ #Ju ≤ deg(H) < deg(G)− 2g + 2 = d∗C ≤ d(C∗).

Also ist h vom Gewicht 0 und somit e = f .

Basis-Decodieralgorithmus 15.8. (für C∗ := C∗(A,G))

(0) Wähle eine Zahl 1 ≤ t ≤ e∗ und einen Hilfsdivisor H ∈ DF :Fq mit dim(H) > t
und deg(H−1G) > t+ 2(g − 1).

(1) Berechne Basen u1, . . . , uk von L(H), v1, . . . , vl von L(H−1G) sowie z1, . . . , zm
von L(G).

(2) Berechne für den Vektor y ∈ F n
q die Syndrome sij(y) = [y , uivj] sowie [y , zr].

(3) Finde eine nichttriviale Lösung des Gleichungssytem
∑k

i=1 sij(y)Xi = 0 (j =
1, . . . , l) und bilde mit dem Lösungsvektor (x1, . . . , xk) die fehlerlokalisierende
Funktion u :=

∑k
i=1 xiui.

(4) Finde alle Teiler Pi des Auswertungsdivisors A mit (uvj)(Pi) = 0 für alle
j = 1, . . . , l und damit die Indexmenge Ju.

(5) Löse das Gleichungssystem
∑

i∈Ju
zr(Pi)Ti = [y , zr](r = 1, . . . ,m). Mit der

Lösung (ei)i∈Ju bilde schlieÿlich den Fehlervektor e = (e1, . . . , en) mit ei := 0
für alle i /∈ Ju.

Anmerkung 15.9. Ist der Hilfsdivisor H fremd zu A, so genügt statt Schritt (4)
die Vorgehensweise

(4∗) Finde alle Teiler Pi von A mit u(Pi) = 0 und bilde damit Ju.

Wir erhalten schlieÿlich folgenden

Satz 15.10. Es sei C∗ = C∗(A,G) ein dualer arithmetischer Code über F :Fq. Weiter
seien e∗ := b(d∗C − 1)/2c, 1 ≤ t ≤ e∗ und H ein Divisor mit dim(H) > t und
deg(H−1G) > t + 2(g − 1). Dann korrgiert der Basis-Decodieralgorithmus bis zu t
Fehler. �

Korollar 15.11. (a) Mit dem Basis-Decodieralgorithmus können bis zu

t∗ := −1 + max{min{dim(H), deg(H−1G)− 2g + 2)} : H Hilfsdivisor}

Fehler korrigiert werden.
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(b) Es gilt t∗ ≥ bd
∗
C−1−g

2
c.

Beweis. Es ist nur (b) zu zeigen. Sei P ein rationale Stelle. Dann ist H := Pt∗+g ein
Hilfsdivisor mit dim(H) ≥ t∗ − 1. Gemäÿ der De�nition von t∗ gilt

t∗ ≥ −1 + deg(H−1G)− 2g + 2 = deg(G)− t∗ − 3g + 1,

was 2t∗ ≥ deg(G)− 3g + 1 = d∗C − g − 1 zur Folge hat.

15.2 Der modi�zierte Decodieralgorithmus

De�nition 15.12. Es sei C∗ := C∗(A,G) ein dualer arithmetischer Code über F :Fq
mit einem Goppadivisor der Gestalt G = Qa. Dann bezeichnen

s(Q) := max{b(deg(Qi+1) + 1)/2c − dim(Qi) : i ∈ Z} und

b := min{i ∈ N : Das Gleichungssystem (15.3) ist lösbar für H = Qi}.

Bemerkung 15.13. Für ty ≤ e∗ − s(Q) ist der Divisor T−1
y Qa−b nicht speziell.

Insbesondere gilt dann Hy
∼= L(T−1

y Qb).

Beweis. Wir nehmen an, T−1
y Qa−b sei speziell, d.h. für einen kanonischen Divisor

W ∈ WF :Fq gelte dim(WTyQb−a) = i(T−1
y Qa−b) > 0. Dann gibt es einen ganzen

Divsor B, der äquivalent zu WTyQb−a ist. Für diesen gilt

L(T−1
y Qb−1) ∼= L(B−1WQ2b−a−1).

Nach der De�nition von b ist dim(T−1
y Qb−1) = 0 und somit dim(B−1WQ2b−a−1) = 0,

was nach dem Satz von Riemann-Roch

deg(B) ≥ dim(WQ2b−a−1) = dim(Qa−2b+1)− (a− 2b+ 1) deg(Q) + g − 1

zur Folge hat. Die De�nition der Zahl s(Q) führt auf die Abschätzung

dim(Qa−2b+1) ≥
⌊

(a− 2b+ 2) deg(Q) + 1

2

⌋
− s(Q)

=

⌊
a deg(Q) + 1− 2g

2

⌋
+ g − (b− 1) deg(Q)− s(Q)

= e∗ + g − (b− 1) deg(Q)− s(Q).

Damit läÿt sich schlieÿlich ein Widerspruch herleiten, denn es folgt hieraus

deg(B) ≥ e∗ + g − (b− 1) deg(Q)− s(Q)− (a− 2b+ 1) deg(Q) + g − 1

= e∗ − s(Q) + 2g − 1− (a− b) deg(Q)

≥ ty + 2g − 1− (a− b) deg(Q) = deg(TyWQb−a) + 1 = deg(B) + 1.

Folglich war die Annahme i(T−1
y Qa−b) > 0 falsch.
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Bemerkung 15.14. Für ty ≤ e∗− s(Q) und H := Qb besitzt das Gleichungssystem
(15.7) eine eindeutige Lösung.

Beweis. Der Existenzbeweis unterscheidet sich nicht von dem zu Bemerkung 15.6.
Es ist also nur die Eindeutigkeit der Lösung zu zeigen. Seien also e und f Lösungen
von (15.7). Genauso wie im Beweis zu Bemerkung 15.6 wird dann h := (h1, . . . , hn)
de�niert durch

hi :=

{
ei − fi falls i ∈ Ju

0 sonst

und ist ein Codewort aus C∗ vom Gewicht

w(h) ≤ #Ju ≤ deg(H) = deg(Qb).

Aufgrund der Konstruktion von b ist dim(T−1
y Qb−1) = 0, woraus dim(Qb−1) ≤ ty

folgt. Mit der Voraussetzung ty ≤ e∗− s(Q) und der De�niton von s(Q) ergibt sich
daraus

b(deg(Qb) + 1)/2c ≤ s(Q) + dim(Qb−1) ≤ s(Q) + ty ≤ e∗.

Somit hat h wegen w(h) = deg(Qb) ≤ 2e∗ = 2b(d∗C − 1)/2c ≤ d∗C − 1 Gewicht 0. Je
zwei Lösungen e und f des Gleichungssytems (15.7) sind also gleich.

Modi�zierter Decodieralgorithmus 15.15. (für C∗ := C∗(A,Qa))

(I) Man bestimme die Zahl b, indem man die Schritte (1) − (3) des Algorithmus
(15.8) für H = Q,Q2,Q3, . . . solange durchführt, bis das Gleichungssystem
(15.3) für H = Qb lösbar ist.

(II) Mit dem Hilfsdivisor H = Qb führe man die Schritte (4∗) und (5) durch.

Mit den Bemerkungen 15.13 und 15.14 erhält man nun den

Satz 15.16. Es sei C∗ = C∗(A,G) ein dualer arithmetischer Code mit Goppadivisor
G = Qa. Dann können mit dem modi�zierten Decodieralgorithmus bis zu e∗ − s(Q)
Fehler korrigiert werden. �

Korollar 15.17. Die Zahl s(Q) ist beschränkt durch⌊
deg(Q)− 1

2

⌋
≤ s(Q) ≤

⌊
deg(Q) + g − 1

2

⌋
.

Beweis. Als Maximum der Menge {b(deg(Qi+1) + 1)/2c − dim(Qi)c : i ∈ Z} erfüllt
s(Q) die erste Ungleichung s(Q) ≥ b(deg(Q1)+1)/2c−dim(Q0) = b(deg(Q)+1)/2c.
Für natürliche Zahlen i mit dim(Qi) > 0 gilt deg(Qi)− 2 dim(Qi) ≤ g − 2, was aus
der De�nition des Geschlechts folgt. Also gilt für hinreichend groÿe Zahlen

deg(Qi+1) + 1− 2 dim(Qi) ≤ deg(Q) + g − 1.

Das zeigt die zweite Abschätzung.

Anmerkung 15.18. Die obere Schranke für s(Q) kann für spezielle Divisoren ver-
bessert werden (vergleiche z.B. die folgende Bemerkung 15.19).
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15.3 Decodierung elliptischer und hyperelliptischer
Codes

Bemerkung 15.19. Es sei F :Fq ein elliptischer oder hyperelliptischer Funktionen-
körper. Dann ist s(H) = 0 für hyperelliptische Divisoren H ∈ DF :Fq .

Beweis. Wegen deg(H) = dim(H) = 2 gilt b(deg(Hi+1)+1)/2c−dim(Hi) = (i+1)−
dim(Hi) ≤ 0. Mit i = 0 folgt dann die Behauptung.

Aufgabe 15.20. Es seien F :Fq ein Kongruenzfunktionenkörper und H ∈ DF :Fq ein
Divisor mit s(H) = 0. Zeigen Sie:

(a) Entweder gilt gF :Fq ≤ 1 oder es ist F :Fq hyperelliptisch.

(b) Der Divisor H (oder H2) ist ein hyperelliptischer Divisor.





Kapitel 16

Arithmetische Teilkörpercodes

In diesen Kapitel betrachten wir die Teilkörpercodes, die durch den Körperabstieg
von Fq nach Fr ≤ Fq aus arithmetischen Codes über Fq konstruiert werden. Da-
bei seien q, r Primzahlpotenzen von p mit q = rm. Die Galoisgruppe Gal(Fq:Fr)
wird erzeugt vom Frobeniusautomorphismus φ : a 7→ ar. Für einen Code C ≤ F n

q

bezeichne C|Fr wie in Kapitel 4 den auf Fr eingeschränkten Code C ∩ Fr und
TrFq :Fr(C) den Spurcode von C, der durch die Abbildung TrFq :Fr : (x1, . . . , xn) 7→
(SpurFq :Fr

(x1), . . . , SpurFq :Fr
(xn)) erzeugt wird. Wenn keine Miÿverständnisse mög-

lich sind, schreiben wir auch abkürzend Tr(C) für den Spurcode. Genauso wie
die Spurabbildung erweitern wir den Frobeniusautomorphismus auf Codewörter via
φ((x1, . . . , xn)) = (φ(x1), . . . , φ(xn)).

16.1 Dimension arithmetischer Teilkörpercodes

Mit den Bezeichnungen der Einleitung gilt folgende Verschärfung des Korollars 4.16
aus Teil I.

Bemerkung 16.1. Sind sowohl B als auch φ(B) Teilcodes von C, so gilt

dimFr(Tr(C))− dimFr(B|Fr) ≤ m · (dimFq(C)− dimFq(B)).

Beweis. Die Abbildung ψ : B → C, x 7→ φ(x )−x ist linear mit Kern B|Fr . Das Bild
ψ(B) liegt im Kern der Spurabbildung Tr : C → C|Fr , da für alle Elemente a ∈ Fq
die Gleichung SpurFq :Fr

(φ(a)−a) = 0 gilt. Somit ergibt sich mit der Dimensionformel
für lineare Abbildungen

dimFr(Tr(C)) = dimFr(C)− dimFr(Kern(Tr))

≤ dimFr(C)− dimFr(ψ(B))

= dimFr(C)− (dimFr(B)− dimFr(Kern(ψ)))

= m · (dimFq(C)− dimFq(B)) + dimFr(Kern(ψ)).

Das zeigt die Behauptung.
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Zusammen mit dem Satz von Delsarte (4.15) ergibt sich unmittelbar

Korollar 16.2. Sind B und φ(B) Teilcodes des dualen Codes C∗ = C⊥ von C, so
gilt die Ungleichung

dimFr(C|Fr) + dimFr(B|Fr) ≥ m · (dimFq(C) + dimFq(B))− (m− 1) · n.

Beweis. Nach dem Satz von Delsarte gilt C|Fr = Tr
(
C⊥)⊥. Dann folgt mit der

obigen Bemerkung

dimFr(C|Fr) = dimFr

(
Tr
(
C⊥)⊥)

= n− dimFr(Tr
(
C⊥))

≥ n− ( dimFr(B|Fr) +m · (dimFq(C
⊥)− dimFq(B)) ).

Wegen dimFq(C
⊥) = n− dimFq(C) ist das schon die behauptete Ungleichung.

Satz 16.3. (Dimension arithmetischer Teilkörpercodes)
Es seien F :Fq ein algebraischer Funktionenkörper und C = C(A,G) ein arithmeti-
scher Code über F mit deg(A) > deg(G). Weiter sei H ∈ DF :Fq ein Divisor, für den
sowohl H−1G als auch H−rG ganz sind. Ist H selbst ganz, so sei ε = 1 und sonst sei
ε = 0. Dann gelten:

(a) Der Spurcode von C besitzt die Dimension

dimFr(Tr(C)) ≤ m · (dim(G)− dim(H)) + ε.

(b) Die Einschränkung des dualen Codes C∗ = C∗(A,G) auf Fr hat Dimension

dimFr(C
∗|Fr) ≥ n−m · (dim(G)− dim(H))− ε.

Beweis. (a) Da sowohl H−1G als auch H−rG ganz sind, ist jede Funktion x ∈ L(H)
und ihre r-te Potenz xr in L(G) enthalten, d.h. sowohl x als auch xr sind Codewörter
aus C. Bezeichnet B den arithmetischen Code C(A,H), so ist neben B auch φ(B)
ein Teilcode von C. Wegen deg(H) ≤ deg(G) < deg(A) haben die Codes B und C
nach Korollar 11.4 Dimension dim(H) bzw. dim(G) über Fq. Aus obiger Bemerkung
16.1 folgern wir nun

dimFr(Tr(C)) ≤ m · (dim(G)− dim(H)) + dimFr(B|Fr).

Wir zeigen nun, daÿ dimFr(B|Fr) = ε gilt. Es sei x ein Codewort aus B|Fr mit
der zugehörigen Funktion x ∈ L(H). Dann sind x, xr und xr − x Elemente des
Raumes L(G) und es folgt wegen x(Pi) ∈ Fr die Gleichung (xr − x)(Pi) = 0 für
alle Primteiler Pi von A. Also ist xr − x eine Funktion aus L(A−1G) und als solche
nach Voraussetzung die Nullfunktion. Somit ist x konstant und es gilt

dimFr(B|Fr) = dimFr(L(H) ∩ Fr) = ε.

(b) Nach dem Satz von Delsarte gilt dimFr(C
∗|Fr) = n− dimFr(Tr(C)), womit Aus-

sage (b) aus (a) folgt.
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Anmerkung 16.4. Man beachte, daÿ es stets ein Divisor H gibt, der die Voraus-
setzung zu Satz 16.3 erfüllt. Hat der Goppadivisor G nämlich die Gestalt N−1BrC

mit ganzen Divisoren B,C,N, so kann man H = N−1B wählen.

Satz 16.3 ist eine Verschärfung von Korollar 4.16, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 16.5. (Klassische Goppa-Codes)
Wir erinnern an die De�nition der klassischen Goppa-Codes aus Kapitel 10. Für ein
normiertes Polynom g(X) ∈ Fq[X] und den Vektor a = (a1, . . . , an) mit paarweise
verschiedenen Koe�zienten ai aus Fq und g(ai) 6= 0 ist der klassische Goppa-Code
Γ(a , g) de�niert durch

Γ(a , g) :=

{
(x1, . . . , xr) ∈ F n

r :
n∑
i=1

xi
X − ai

≡ 0 (mod g(X))

}
.

Γ(a , g) tritt als Teilkörpercode Γ̃(a , g)|Fr von

Γ̃(a , g) :=

{
(x1, . . . , xr) ∈ F n

q :
n∑
i=1

xi
X − ai

≡ 0 (mod g(X))

}

auf. Dieses Beispiel können wir mit der Theorie der arithmetischen Codes behandeln.
Es sei Fq(x) ein rationaler Funktionenkörper und es bezeichne (x− ai) = PiP

−1
∞ für

i = 1, . . . , n sowie (g(x)) = GP
− deg(g)
∞ . Wir zeigen, daÿ mit dem Auswertungsdivisor

A :=
∏n

i=1 Pi und dem Goppadivisor G̃ := GP−1
∞

Γ̃(a , g) = C∗(A, G̃) und Γ(a , g) = C∗(A, G̃)|Fr

gelten. Der duale arithemtische Code C∗(A, G̃) besteht nämlich aus den Codewörtern

(ResP1(δ), . . . ,ResPn(δ)) für Di�erentiale δ ∈ ∆(A−1G̃).

Für i = 1, . . . , n ist dx
x−ai

ein Di�erential aus ∆(A−1P−1
∞ ) ≤ ∆(A−1G̃). Nach dem Satz

von Riemann-Roch gilt dim(∆(A−1P−1
∞ )) = i(A−1P−1

∞ ) = − deg(A−1P−1
∞ ) − 1 = n

und somit

∆(A−1P−1
∞ ) =

〈
dx

x− ai
: i = 1, . . . , n

〉
.

Folglich gilt dann

∆(A−1G̃) =

{
n∑
i=1

xidx

x− ai
: x ∈ F n

q mit
n∑
i=1

xi
x− ai

≡ 0 (mod g(x))

}
.

Das Residuum des Di�erentials δ =
∑n

i=1
xi

x−ai
an der Stelle Pi = (x− ai)0 ist dann

ResPi
(δ) = xi für i = 1, . . . , n, was die Gleichheit von Γ̃(a , g) und C∗(A, G̃) beweist.
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Nach Korollar 4.16 ist die Dimension von Γ(a , g) nach unten beschränkt durch
n−m · dimFq(Γ̃(a , g)⊥) bzw. durch n−m · dimFq(C(A, G̃)). Aus dimFq(C(A, G̃)) =

dim(G̃) = deg(G̃) + 1 = deg(g) folgt daher

dimFr(Γ(a , g)) ≥ n−m deg(g).

Dies ist das gleiche Ergebnis wie von Satz 10.5 aus Teil I. Wir nehmen nun an, daÿ
sich das Polynom g(X) in Fq[X] zu g(X) = b(X)rc(X) zerlegen läÿt. Dann hat der
Divisor B̃ = BP−1

∞ mit B = (b(x))0 die Dimension deg(b) und es gilt mit Satz 16.3
(b) die schärfere Ungleichung

dimFr(Γ(a , g)) ≥ n−m(dim(G̃)− dim(B̃)) = n−m(deg(g)− deg(b)).

16.2 Distanz arithmetischer Teilkörpercodes

Satz 16.6. Es seien F :Fq ein algebraischer Funktionenkörper vom Geschlecht g
und q = rm mit m > 1. Der Goppadivisor G des arithmetischen Codes C(A,G)
habe die Form N−1BrC mit ganzen Divisoren B,C,N ∈ DF :Fq und H := N−1B habe
mindestens Grad 2g − 1. Ist E das Produkt aller Primteiler Q von C mit Ordnung
ordQ(C) ≡ −1 (mod r), so gilt

C∗(A,G)|Fr = C∗(A,GE)|Fr mit E :=
∏

Q∈PF :Fq
ordQ(C)≡−1 (mod r)

Q.

Beweis. Nach dem Satz von Delsarte genügt es, Tr(C(A,G)) = Tr(C(A,GE)) zu
zeigen. Die Inklusion Tr(C(A,G)) ≤ Tr(C(A,GE)) ist o�ensichtlich wegen der Ganz-
heit von E. Es bleibt die umgekehrte Richtung zu zeigen. Wegen deg(H) > 2g−2 gilt
nach dem Satz von Riemann-Roch dim(HE) = deg(HE)− g+1 = dim(H)+deg(E).
Es sei s := deg(E) und {u1, . . . , us} ein Vertretersystem einer Basis von L(HE) mo-
dulo L(H). Wir ergänzen dieses System mit {v1, . . . , vt} zu einer Basis von L(G). Es
ist also s+ t = dim(G). Da für alle Teiler Q von E

ordQ(CE1−r) = ordQ(C) + (1− r) ≥ 0

gilt, ist (HE)−rGE = Nr−1CE1−r ein ganzer Divisor. Somit ist L((HE)r) in L(GE)
enthalten. Die Funktionen u1, . . . , us, v1, . . . , vt, u

r
1, . . . , u

r
s erzeugen daher einen Fr-

Unterraum von L(GE). Wären diese linear abhängig, so gäbe es eine Linearkombi-
nation

z :=
s∑
i=1

aiu
r
i =

s∑
i=1

biui +
t∑

j=1

cjvj ∈ L(G)

mit z 6= 0. Dabei ist z das Bild der Variablen u :=
∑s

i=1 φ
−1(ai)ui aus L(HE)\L(H)

unter der Frobeniusabbildung φ. Andererseits folgte aus z = ur ∈ L(G) = L(N−1BrC),
daÿ u Element des Raumes L(N−1B) = L(H) ist, da nach Voraussetzung in C keine



16.2 Distanz arithmetischer Teilkörpercodes 155

r-te Potenz aufgeht. Somit wären u = 0 und z = 0 im Widerspruch zur Annah-
me. Also sind die Funktionen u1, . . . , us, v1, . . . , vt, u

r
1, . . . , u

r
s linear unabhängig in

L(GE). Desweiteren erzeugen sie diesen Raum, da nach dem Satz von Riemann-
Roch dim(GE) = dim(G) + s gilt. Der Code C(A,GE) hat also die Basiselemente
u1 , . . . ,us , v1 , . . . , v t , u

r
1 , . . . ,u

r
s . Die Codewörter u1 , . . . ,us , v1 , . . . , v t sind auch

in C(A,G) enthalten. Also gilt

C(A,GE) ≤ C(A,G) + φ (C(A,G)) ,

woraus schlieÿlich die gewünschte Ungleichung

Tr(C(A,GE)) ≤ Tr(C(A,G)) + Tr(φ (C(A,G))) = Tr(C(A,G))

folgt.

Der Code C∗(A,GE) hat nach Satz 11.2 Minimaldistanz d∗ ≥ deg(GE) − 2g + 2,
was natürlich auch auf seine Einschränkung auf Fr zutri�t. Somit folgt aus obigem
Satz 16.6 das

Korollar 16.7. Für die Minimaldistanz des auf Fr eingeschränkten Codes C∗(A,G)|Fr

gilt

d(C∗(A,G)|Fr) ≥ deg(G) + deg(E)− 2g + 2. �

Beispiel 16.8. (Klassische Goppa-Codes)
Korollar 16.7 liefert ebenfalls eine Verschärfung für die Parameter der klassischen
Goppa-Codes. Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 16.5 gilt zunächst für die Mini-
maldistanz von Γ(a , g)

d(Γ(a , g)) ≥ d(Γ̃(a , g)) = d(C∗(A, G̃))

≥ deg(G̃)− 2gFq(x) + 2 = deg(g) + 1,

was mit Satz 10.5 übereinstimmt. Gilt allerdings g(X) = h(X)r−1 für ein quadrat-
freies Polynom h(X) ∈ Fq[X], so kann man die Minimaldistanz von Γ(a , g) besser
abschätzen. Dazu bezeichne E = (h(x))0. Dann gelten G = Er−1 und G̃ = Er−1P−1

∞ .
Wir können H = P−1

∞ wählen, da sowohl H−1G̃ als auch H−rG̃ ganz sind. Desweiteren
hat H Grad deg(H) = −1 > 2gFq(x) − 2 und daher folgt mit Korollar 16.7

d(Γ(a , g)) ≥ deg(G̃) + deg(E) + 2 = deg(g)− 1 + deg(h) + 2

= r deg(h) + 1 =
r

r − 1
deg(g) + 1.

Dies liefert eine bessere Abschätzung der Minimaldistanz von Γ(a , g).

Aufgabe 16.9. Es seien r = 3 und q = 27 sowie F = F27(x, y) de�niert durch

y2 = x3 − x2 − 1.
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(a) Zeigen Sie: F besitzt 38 rationale Stellen, d.h. die Kurve y2 = x3−x2−1 über
F27 ist �maximal�.

(b) Es seien die Standardcodes Cm = C(A,Om) de�niert durch den in F :F27(x)
total verzweigten Polstellendivisor O von x und dem Auswertungsdivisor A =∏

P 6=O P (Produkt aller rationalen Stellen P 6= O von F :F27) sowie 1 ≤ m ≤
16. Berechnen Sie die Dimension und Distanz der Teilkörpercodes Cm|F3 und
vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen der Sätze 16.3 und 16.6.

Untersuchen Sie analog Standardcodes der folgenden Funktionenkörper:

(1) r = 2, q = 16 und F = F16(x, y) mit y2 + y = x3 + x+ 1,

(2) r = 5, q = 25 und F = F25(x, y) mit y2 = x6 + 1.

16.3 Parameter klassischer Goppa-Codes*

In diesen Abschnitt beschränken wir uns auf den Fall r = p prim und q = pm.
Desweiteren greifen wir auf Ergebnisse der Artin-Schreier-Theorie (Satz 18.2) und
der Serre-Schranke (Satz 19.4) vor.

De�nition 16.10. (Ausgeartete Funktion)
Es sei F :K ein algebraischer Funktionenkörper der Charakteristik p. Eine Funktion
z ∈ F der Gestalt

z = up − u+ a

mit u ∈ F und a ∈ K nennen wir ausgeartete Funktion.

Notiz 16.11. Es sei z = up − u + a eine ausgeartete Funktion. Dann hat das
Codewort z = (z(P1), . . . , z(Pn)) unter der (erweiterten) Spurabbildung TrFq :Fp das
Bild

TrFq :Fp((z(P1), . . . , z(Pn))) = b · (1, . . . , 1)

mit b = SpurFq :Fp
(a).

Bemerkung 16.12. Es seien F = Fq(x) ein rationaler Funktionenkörper und z ∈ F
eine nicht-ausgeartete Funktion. Den Zerfällungskörper von f(T ) = T p−T − z über
F bezeichnen wir mit Ez. Dann gelten:

(a) Die Körpererweiterung Ez:F ist geometrisch mit zyklischer Galoisgruppe vom
Grad p.

(b) Es sei P ∈ P (1)
F :Fq

eine rationale Stelle in F mit z(P) 6= ∞.

Dann ist P in Ez:F
{

träge
voll zerlegt

}
, falls

{
SpurFq :Fp

(z(P)) 6= 0

SpurFq :Fp
(z(P)) = 0

}
gilt.
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(c) Es seien P1, . . . ,Pn paarweise verschiedene rationale Stellen in F . Dann hat
das Codewort (z(P1), . . . , z(Pn)) unter der Spurabbildung TrFq :Fp das Gewicht

wz := w(TrFq :Fp((z(P1), . . . , z(Pn))) = n− N1(Ez)− sz
p

mit 0 ≤ sz ≤ p(q+1−n), wobei N1(Ez) = #P (1)
Ez :Fq

die Anzahl aller rationalen
Stellen in Ez bezeichne.

Beweis. Die Aussage (a) folgt aus dem Hauptsatz der Artin-Schreier Theorie, den
wir in allgemeinerer Form in Kapitel 18 (Satz 18.2) beweisen werden.
(b) Es sei P eine rationale Stelle in F mit z(P) 6= ∞. Dann ist c := z(P) ∈ Fq eine
Konstante von F und fc(X) = Xp−X − c ein Polynom über Fq. Nach Hilberts Satz
90 [Lan02] verschwindet SpurFq :Fp

(c) genau dann, wenn c = bp−b für ein b ∈ Fq gilt.
Da dann mit b für alle Konstanten a ∈ Fp auch b + a Nullstellen von fc sind, ist fc
entweder irreduzibel oder zerfällt komplett in verschiedene Linearfaktoren. Nach dem
Dedekind-Kriterium entsprechen hierbei die irreduziblen Faktoren von fc = fz(P)

umkehrbar eindeutig den Primteilern von P in Ez. Gilt also SpurFq :Fp
(c) = 0, so

zerfällt fc komplett in Linearfaktoren und es ist P voll zerlegt in Ez. Im anderen
Fall gilt SpurFq :Fp

(c) 6= 0 und somit ist fc irreduzibel und P träge in Ez:F .

(c) Es sei S ⊂ P (1)
F :Fq

die Menge aller rationalen Stellen in F auÿer P1, . . . ,Pn. Dann

hat S die Mächtigkeit s = q + 1 − n. Desweiteren sei Sz ⊂ P (1)
Ez :Fq

die Menge aller
rationalen Stellen in Ez, die als Erweiterung einer Stelle aus S auftreten, d.h. es ist
Sz = {P ∈ P (1)

Ez :Fq
: P|F ∈ S}. Die Kardinalität sz von Sz ist dann beschränkt durch

sz ≤ ps. Das Wort Tr((z(P1), . . . , z(Pn))) hat Gewicht

wz = n−#{Pi : 1 ≤ i ≤ n, SpurFq :Fp
(z(Pi)) = 0}.

Nach Aussage (b) ist die Anzahl aller Pi mit SpurFq :Fp
(z(Pi)) = 0 aber genau

1

p
#{ P ∈ P (1)

Ez :Fq
: P|F ∈ {P1, . . . ,Pn} } =

1

p
(N1(Ez)− sz).

Das zeigt unsere Behauptung.

Korollar 16.13. Es seien z ∈ F = K(t) eine nicht-ausgeartete Funktion aus L(G)
mit G = N−1B sowie E :=

∏
P|B P das Produkt aller Primteiler von B. Dann gilt

für das Geschlecht von Ez:Fq die obere Schranke

gEz :Fq ≤
p− 1

2
(deg(BE)− 2).

Beweis. Nach der Theorie der Artin-Schreier-Erweiterungen gilt für die Di�erente
D(Ez:F ) der Körpererweiterung Ez:F

D(Ez:F ) =

(∏
P|(z)∞

PordP(z)+1

)p−1

.
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Wegen (z)∞|B ist dieser Divisor ein Teiler von (BE)p−1. Somit erhalten wir die
Ungleichung

deg(D(Ez:F )) ≤ (p− 1) deg(BE).

Nach dem Satz von Hurwitz hat Ez das Geschlecht gEz :Fq = 1
2

deg(D(Ez:F ))−p+1.
Setzt man die gefundene Ungleichung für den Grad der Di�erente ein, so folgt die
Behauptung.

Für den Beweis des folgenden Satzes greifen wir auf die Schranke von Serre zurück.
Diese besagt, daÿ für einen Kongruenfunktionenkörper F :Fq stets die Abschätzung

|N1(F )− (q + 1)| ≤ gF :Fqb2
√
qc

gilt. Dies werden wir später in Abschnitt 19.1 (Satz 19.4) beweisen.

Satz 16.14. Es sei C = C(A,G) ein rationaler Code über Fq der Länge n mit
Goppadivisor G = N−1B. Weiter sei E :=

∏
P|B P das Produkt aller Primteiler von

B. Dann gilt für die Minimaldistanz des Spurcodes von C die untere Schranke

d(Tr(C)) ≥ n− q + 1

p
− p− 1

2p
· (deg(BE)− 2) · b2√qc.

Beweis. Es sei x ein (nichttriviales) Wort des Spurcodes Tr(C) vom Gewicht w(x ) /∈
{0, n}. Nach Notiz 16.11 wird x von einer nicht-ausgearteten Funktion z ∈ L(G)
erzeugt, d.h. es ist x = Tr(z ). Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 16.12 (c)
gelten dann w(x ) = wz und

N1(Ez) = p · (n− wz) + sz.

Durch Verwendung der Serre-Schranke erhalten wir die Ungleichung

|p · (n− wz) + sz − (q + 1)| = |N1(Ez)− (q + 1)| ≤ gEz :Fqb2
√
qc.

Mit der Abschätzung des Geschlechts aus Korollar 16.13 läÿt sich dies zu∣∣∣∣(wz − n) +
(q + 1)− sz

p

∣∣∣∣ ≤ p− 1

2p
· (deg(BE)− 2) · b2√qc

umformen. Wir bezeichnen die rechte Seite mit A. Dann gilt mit dieser Abschätzung
für das Gewicht von x

w(x ) = wz ≥ n− (q + 1)− sz
p

− A = n− q + 1

p
− A+

sz
p
.

Einzig der Summand sz/p ist von der Wahl des Codewortes x abhängig. Da die-
ser positiv ist, folgt somit die behauptete Abschätzung für die Minimaldistanz des
Spurcodes.
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Die untere Schranke aus Satz 16.3 bzw. aus Beispiel 16.5 ist oft scharf. Das zeigt

Satz 16.15. Es sei Γ(a, g) ein klassischer Goppa-Code mit a ∈ F q
q (d.h. a enthält

alle Körperelemente von Fq) und g(X) ∈ Fq[X] ein normiertes Polynom vom Grad
deg(g) ≥ 2 ohne Linearfaktoren in Fq[X]. Desweiteren habe g(X) die Form g(X) =
b(X)pc(X), wobei c(X) keine p-ten Potenzen enthalte. Das Polynom f(X) sei das
Produkt aller Primteiler von g(X). Gilt dann

2(q + 1) > (deg(g · f)− 2)b2√qc,

so hat Γ(a, g) die Dimension

dim(Γ(a, g)) = q −m(deg(g)− deg(b)).

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen aus Beispiel 16.5, d.h. es sind P∞ =
(x)∞, G = (g(x))0 und G̃ = GP−1

∞ . Desweiteren sei A =
∏

P 6=P∞
P das Produkt

aller rationalen Stellen aus Fq(x) auÿer P∞. Es gelten dann nach 16.5 und dem Satz
von Delsarte

Γ(a , g)⊥ =
(
C∗(A, G̃)|Fp

)⊥
= Tr(C(A, G̃)).

Der Code Γ(a , g)⊥ ist also das Bild der aus der Auswertungs- und Spurabbildung
zusammengesetzten Abbildung S : L(G̃) � C(A, G̃) � Tr(C(A, G̃)) und besitzt die
Dimension

dim
(
Γ(a , g)⊥

)
= dimFp(S(L(G̃))) = dimFp(L(G̃))− dimFp(Kern(S)).

Wir werden zeigen, daÿ Kern(S) isomorph zum linearen Raum L(B̃) mit B̃ :=
BP−1

∞ und B := (b(x))0 ist. Dann folgt die Behauptung des Satzes unmittelbar aus

dim
(
Γ(a , g)⊥

)
= dimFp(L(G̃))− dimFp(L(B̃)) = m(deg(g)− deg(b)).

Es genügt also, die Bijektivität der Fp−linearen Abbildung

ψ :

{
L(B̃) −→ Kern(S) ≤ L(G̃)
u 7−→ up − u

zu zeigen. Man beachte, daÿ ψ nach Hilberts Satz 90 wohlde�niert ist. O�ensichtlich
gilt up−u = 0 genau dann, wenn u eine Konstante aus Fp ist. Wegen L(B̃)∩Fp = {0}
ist dies nur für u = 0 möglich, was die Injektivität von ψ zeigt.
Zum Beweis der Surjektivität zeigen wir zunächst, daÿ Kern(S) nur ausgeartete
Funktionen enthält. Dazu nehmen wir an, daÿ z ∈ Kern(S) ≤ L(G̃) eine nicht-
ausgeartete Funktion ist. Wegen z(P∞) 6= ∞ und SpurFq :Fp

(z(P∞)) = 0 ist dann P∞
nach Bemerkung 16.12 (b) voll zerlegt in Ez:Fq(x), wobei Ez den Zerfällungskörper
von T p − T − z über Fq(x) bezeichne. Dann gilt weiter 0 = wz = q − N1(Ez)−p

p

nach 16.12 (c) und somit
N1(Ez) = p(q + 1).
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Desweiteren ist das Geschlecht von Ez:Fq nach Korollar 16.13 beschränkt durch

gEz :Fq ≤
p− 1

2
(deg(G(f(x))0)− 2) =

p− 1

2
(deg(g · f)− 2).

Mit der Schranke von Serre folgt dann

(p− 1)(q + 1) = N1(Ez)− (q + 1) ≤ gEz :Fqb2
√
qc =

p− 1

2
(deg(g · f)− 2)b2√qc

beziehungsweise
2(q + 1) ≤ (deg(g · f)− 2)b2√qc,

was der Voraussetzung des Satzes widerspricht. Also ist jedes Element aus Kern(S)
eine ausgeartete Funktion.

Es sei also z = up1 − u1 + a eine Funktion aus Kern(S) mit u1 ∈ Fq(x) und a ∈ Fq.
Aus S(z) = 0 folgt insbesondere SpurFq :Fp

(a) = 0. Nach Hilberts Satz 90 existiert ein
b ∈ Fq mit a = bp − b und somit gilt z = up − u mit u := u1 + b. Aus up − u ∈ L(G)
folgt mit der Dreiecksungleichung für diskrete Bewertungen up ∈ L(G) und somit
u ∈ L(B). Wegen ∏

c∈Fp

(u− c) = up − u = z ∈ L(GP−1
∞ )

ist P∞ Nullstelle eines der Faktoren u − c mit c ∈ Fp. Dieser ist dann ein Urbild
von z unter ψ.



Kapitel 17

Hermitesche Codes

17.1 Hermitesche Funktionenkörper

De�nition 17.1. (Hermitescher Funktionenkörper)
Ein algebraischer Kongruenzfunktionenkörper F = K(x, y) über K = Fq2 mit der
de�nierenden Relation

xq+1 + yq+1 = 1.

heiÿt Hermitescher Funktionenkörper vom Exponenten q+1 oder auch uni-
tärer Fermatkörper.

Satz 17.2. (Eigenschaften Hermitescher Funktionenkörper)
Für einen Hermiteschen Funktionenkörper F = K(x, y) vom Exponenten q + 1 gel-
ten:

(a) Das Geschlecht von F :K beträgt g = q(q−1)
2

.

(b) Der Modul der ganzen Di�erentiale wird erzeugt von den Di�erentialen der
Form xrys−qdx mit 0 ≤ r, s, r + s ≤ q − 2, d.h. es ist

∆F :K(1) = K
〈
xrys−qdx : 0 ≤ r, s, r + s ≤ q − 2

〉
.

(c) Die Anzahl der rationalen Stellen in F :K beträgt

#P (1)
F :K = q3 + 1.

Insbesondere ist F :K maximal (bzgl. der Hasse-Weil-Schranke).

(d) Die Automorphismengruppe Aut(F :K) enthält eine zu PGU3(K) isomorphe
Untergruppe der Mächtigkeit q3(q3 + 1)(q2 − 1).

Beweis. (a) Die erzeugende Relation des Hermiteschen Funktionenkörpers läÿt sich
schreiben als

yq+1 = 1− xq+1 =

q∏
i=0

(wi − x)
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mit einer primitiven (q + 1)-ten Einheitswurzel w ∈ K. Also ist F eine Kummerer-
weiterung von K(x). Aus der Theorie der Kummererweiterungen folgt, daÿ lediglich
die Nullstellen von xq+1 + 1 verzweigt sind (vgl. Anhang). Die (einzige) Nullstelle
Pi von x − wi ist total und zahm verzweigt und besitzt nach dem Dedekindschen
Di�erentensatz den Di�erentenexponenten q. Die Di�erente von F :K(x) setzt sich
also zusammen zu

D(F :K(x)) =

q∏
i=0

Pq
i .

Für das Geschlecht von F :K gilt gemäÿ der Hurwitzschen Relativgeschlechtformel

gF :K(x) = 1− [F :K(x)] +
deg(D(F :K(x)))

2
= −q +

q(q + 1)

2
=
q(q − 1)

2
.

(b) Nach der Di�erentialdivisorformel hat der kanonische Divisor von y−qdx die
Gestalt

(y−qdx) = (y)−qD(F :K(x))(x)−2
∞ = (P0 · · ·Pq)

−q(x)q∞D(F :K(x))(x)−2
∞ = (x)q−2

∞ .

Folglich sind alle Di�erentiale xrys−qdx mit r, s ≥ 0 und r + s ≤ q − 2 ganz und
linear unabhängig. Da die Anzahl der Paare (r, s) ∈ N × N mit r + s ≤ q − 2,
nämlich q(q−1)

2
, mit der Dimension gF :K des Vektorraums der ganzen Di�erentiale

∆(1) übereinstimmt, folgt hieraus die Behauptung.

(c) Eine rationale Stelle P in F ist eine Erweiterung einer rationalen Stelle Q in
K(x), d.h. es ist P eine Pol- oder Nullstelle von x − a für eine Konstante a ∈ K.
Die rationalen Stellen von F treten also als Primteiler von xq

2 − x auf, die wir im
folgenden untersuchen werden.
1.Fall: P ist eine Nullstelle von x− w mit einer (q + 1)-ten Einheitswurzel w ∈ K.
Dann ist P nach dem Beweis von Aussage (a) die einzige Nullstelle von x− w und
total verzweigt in F :K(x). Insgesamt liefern die Nullstellen von xq+1 + 1 also genau
q + 1 rationale Stellen in F .
2.Fall: P ist eine Nullstelle von x − a mit aq+1 6= 1. Es bezeichne Q = P ∩ K(x)
die Reduktion von P auf K(x). Das Minimalpolynom g(T ) = T q+1 +xq+1− 1 von y
über K(x) hat Koe�zienten im Bewertungsring von Q. Daher läÿt sich anhand der
Zerlegung von g(T ) modulo Q mit dem Dedekind-Kriterium das Zerlegungsverhalten
von Q in F :K(x) ablesen. Es gilt in diesem Fall

g(T ) ≡ T q+1 + aq+1 − 1 ≡
q∏
i=0

(T − wib) (mod Q)

mit einer (q + 1)-ten Einheitswurzel w ∈ K und bq+1 = aq+1 − 1. (Die Elemente b
und w sind Urbilder von aq+1 − 1 und 1 der surjektiven Normabbildung von K:Fq.)
Da die Linearfaktoren von g(T ) (mod Q) paarweise verschieden sind, hat dies die
volle Zerlegung von Q in F :K(x) zur Folge und es ist P eine von insgesamt q + 1
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Nullstellen von x − a. Die Nullstellen von (xq
2 − x)/(xq+1 − 1) liefern also genau

(q2 − (q + 1)) · (q + 1) = q3 − 2q − 1 weitere rationale Stellen in F .
3.Fall: P ist eine Polstelle von x. Wir setzen Q = P ∩ K(x) und z := y

x
. Dann

wird F auch von x und z erzeugt und das Minimalpolynom h(T ) = T q+1 + 1− 1
xq+1

von z über K(x) liefert eine Gleichung von z über dem Bewertungsring von Q.
Modulo Q zerfällt h(T ) ≡ T q+1 − 1 (mod Q) komplett in paarweise verschiedene
Linearfaktoren. Somit hat Q wie im zweiten Fall nach dem Dedekind-Kriterium
ebenfalls q + 1 rationale Fortsetzungen in F . Zusammen mit den ersten beiden
Fällen zählen wir also insgesamt q3 + 1 rationale Stellen in F . Im Vergleich mit der
Hasse-Weil-Schranke ergibt sich

#P (1)
F :K = q3 + 1 = 2

√
q2gF :K + q2 + 1,

d.h. die Hasse-Weil-Schranke wird von Hermiteschen Funktionenkörpern erreicht.

(d) Der Fermatkörper F ist isomorph zum rationalen Funktionenkörper K(X) der
projektiven Kurve

X = {(x0 : x1 : x2) : xq+1
0 + xq+1

1 + xq+1
2 = 0} ⊂ P(2)(K)

vermöge x 7→ bx1

x0
und y 7→ bx2

x0
, wobei b eine primitive 2(q+1)-te Einheitswurzel inK

(respektive eine primitve (q+1)-te Einheitswurzel im Fall char(K) = 2) bezeichnet.
Wir zeigen, daÿ

ϕ :

{
U3(K) −→ Aut(K(X):K)

A = (aij)0≤i,j≤2 7−→ ϕA : xi 7→
∑2

j=0 aijxj

eine Operation der unitären Matrizen A ∈ U3(K) auf K(X) de�niert. Es ist
2∑
i=0

ϕ(xi)
q+1 =

2∑
i=0

(
2∑
j=0

aijxj

)(
2∑
i=0

aikxk

)q

=
∑

0≤i,j,k≤2

aija
q
ikxjx

q
k.

Eine unitäre Matrix A ∈ U3(K) erfüllt ATAq = id (vgl. [Hup67, II.10.]). Somit
gelten aija

q
ik = δjk für i = 0, 1, 2, wobei δik das Kroeneckersymbol bezeichne. Es

folgt dann
2∑
i=0

ϕ(xi)
q+1 =

∑
0≤j,k≤2

(
2∑
i=0

aija
q
ik

)
xjx

q
k =

2∑
i=0

xq+1
i .

Also läÿt die durch ϕ de�nierte Operation das projektive Modell von F invariant.
Dies induziert die Operation

ϕ :

{
U3(K) −→ Aut(F :K)

A 7−→ ϕA : x 7→ bϕ(x1)
ϕ(x0)

, y 7→ bϕ(x2)
ϕ(x0)

von U3(K) auf F :K. Der Kern des Homomorphismus ϕ wird erzeugt von den Ma-
trizen der Gestalt a · (δij), d.h. von den Vielfachen der Einheitsmatrix. Das zeigt
schlieÿlich Aut(F :K) ≥ U3(K)/Z(U3(K)) = PGU3(K).

Anmerkung 17.3. Die Automorphismengruppe eines Hermiteschen Funktionen-
körpers operiert 2-transitiv auf der Menge P (1)

F :K seiner rationalen Stellen.
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17.2 Hermitesche Codes und Dualisierung

Zum Studium Hermitescher Codes ist die Artin-Schreier-Normalform Hermitescher
Funktionenkörper besonders zweckmäÿig.

Bemerkung 17.4. (Artin-Schreier-Normalform)
Es sei F :K ein Hermitescher Funktionenkörper vom Exponenten q + 1. Dann gibt
es zwei Variablen u, v ∈ F mit

F = K(u, v) und vq + v = uq+1.

Dabei gelten:

(a) Die Polstellendivisoren der Funktionen u und v sind Potenzen einer rationalen
Stelle P∞, genauer gelten

(u)∞ = Pq
∞ sowie (v)∞ = Pq+1

∞ .

(b) Die Di�erente D(F :K(u)) hat die Gestalt Pq2+q−2
∞ .

(c) Das Di�erential du hat den Divisor (du) = Pq2−q−2
∞ .

Beweis. Es gibt Konstanten a, b ∈ K = Fq2 mit aq + a = −1 = bq+1. Die Funktionen
u und v werden de�niert durch

u :=
b

y − bx
und v := a− ux.

Dann gilt y = bu−1(1+ux) und die Relation 1 = xq+1+yq+1 wird nach Multiplikation
mit uq+1 zu

uq+1 = (ux)q+1 + (uy)q+1 = (a− v)q+1 + bq+1(1 + ux)q+1

= (a− v)q+1 − (a− v + 1)q+1 = −(a− v)− (aq − vq + 1) = vq + v.

(a) Jede Polstelle von u ist auch eine Polstelle von v. Dies ergibt sich aus der de-
�nierenden Relation. Für eine Polstelle P von u gilt nach der strikten Dreiecksun-
gleichung wegen ordP(u), ordP(v) < 0

−(q + 1) · eP(F :K(u)) = (q + 1) ordP(u) = ordP(uq+1) = ordP(vq + v) = q · ordP(v)

und somit q = eP(F :K(u)) = − ordP(u) sowie ordP(v) = −(q + 1). Insbesondere
besitzen u und v nur eine Polstelle, die wir mit P∞ kennzeichnen.
(b) Die Verzweigungsstellen in F :K(u) sind entweder Pol- oder Nullstellen von u.
Nach Teil (a) ist die Polstelle von u total verzweigt. Der Nullstellendivisor von u
ist hingegen nach dem Dedekind-Kriterium vollständig zerlegt. Die Di�erente D(F :
K(u)) besitzt ledglich den Primteiler P∞. Seinen Di�erentenexponenten dP∞(F :
K(u)) erhält man aus der Hurwitzschen Relativgeschlechtformel vermöge

dP∞(F :K(u)) = deg(D(F :K(u))) = 2(g − 1) + 2[F :K(u)] = q2 + q − 2.

(c) Diese Aussage ergibt sich aus der Di�erentialdivisorformel vermöge

(du) = (u)−2
∞ ·D(F :K(u)) = Pq2−q−2

∞ . �
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De�nition 17.5. (Hermitesche Codes und Standardcodes)
Ein arithmetischer Code über einen Hermiteschen Funktionenkörper F :K heiÿtHer-
mitescher Code. Wählt man speziell G = Pr

∞ mit der Polstelle P∞ von u aus
Bemerkung 17.4 und A als Produkt aller aller rationalen Stellen in F :K auÿer P∞,
so heiÿen die Codes

Cr := C(A,Pr
∞)

für r ∈ Z Hermitesche Standardcodes.

Notiz 17.6. (a) Die Hermiteschen Standardcodes haben nach Satz 17.2 Länge q3.
(b) Für negative r gilt Cr = 0. Nach Korrolar 11.4 ist bei r ≥ q3 + 2g − 1 =
q3 + q2 − q − 1 der Code Cr der volle Vektorraum K q3 . Also können wir uns im
folgenden auf natürliche Zahlen r mit 0 ≤ r ≤ q3 + q2 − q − 2 beschränken.

Bemerkung 17.7. Die Symmetriegruppe eines Hermiteschen Standardcodes umfaÿt
die Fixgruppe von P∞ in Aut(F :K) mit Kardinalität #Stab(P∞) ≥ q3(q2 − 1).

Beweis. Die Länge eines Hermiteschen Standardcode ist gröÿer als 2g + 2. Somit
ist die Automorphismengruppe Aut(A,Pr

∞) = Stab(P∞) nach Satz 12.13 in die
Symmetriegruppe des Codes eingebettet. Aufgrund der Transitivität von Aut(F :K)

auf P (1)
F :K folgt #Stab(P∞) = # Aut(F :K)/(q3 + 1) ≥ q3(q2 − 1).

Satz 17.8. Die Klasse der Hermiteschen Standardcodes über einen Hermiteschen
Funktionenkörper F :K ist abgeschlossen bezüglich Dualisierung. Genauer gilt für
den Code Cr

C⊥
r = Cq3+q2−q−2−r.

Beweis. Die q3 rationalen Stellen P ∈ P (1)
F :K\{P∞} werden parametrisiert durch

die Paare (a, b) ∈ F 2
q2 mit aq+1 = bq + b. Dabei gibt es für alle a ∈ Fq jeweils

genau q verschiedene b ∈ Fq2 mit aq+1 = bq + b. Bezeichnet man die entsprechenden
Primdivisoren, d.h. die Kerne der Stellen u 7→ a, v 7→ b mit Pa,b, so gelten

A =
∏

a,b∈K

aq+1=bq+b

Pa,b sowie (u− a) =

( ∏
aq+1=bq+b

Pa,b

)
·P−q

∞ .

Die Funktion z := uq
2 − u =

∏
a∈K (u− a) hat den Divisor

(z) = (uq
2 − u) =

∏
a∈K

(u− a) = AP−q3
∞

und ist damit Primelement für alle Pa,b. Das Di�erential δ = z−1du besitzt den
kanonischen Divisor

(δ) = (z−1)(du) = Pq3

∞A−1 Pq2−q−2
∞ = A−1Pq3+q2−q−2

∞

und hat somit an allen Stellen Pa,b Ordnung −1 und Residuum 1. Nach Satz 11.14
ist dann Cr dual zum Code C(A,G∗) mit Goppadivisor

G∗ = (δ)AP−r
∞ = Pq3+q2−q−2−r

∞ . �
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Korollar 17.9. (Kriterien für Selbstdualität und -orthogonalität)

(a) Im Falle r ≤ 1
2
(q3 + q2 − q − 2) ist Cr selbstorthogonal, d.h. es gilt

Cr ≤ C∗
r .

(b) Cr ist genau dann selbstdual, wenn r = 1
2
(q3 + q2 − q − 2) gilt. Insbesondere

gibt es nur in Charakteristik 2 selbstduale Hermitesche Standardcodes. �

17.3 Dimension und Distanz Hermitescher Codes

Bemerkung 17.10. (Pol- und Fehlzahlen vom P∞)
Es sei F = K(u, v) mit vq + v = uq+1 ein Hermitescher Funktionenkörper und P∞
die Polstelle von u in F . Dann gelten:

(a) P∞ hat die Polzahlhalbgruppe H := Nq + N(q + 1) und ist für q > 3 ein
Weierstraÿpunkt.

(b) Der lineare Raum L(Pr
∞) hat die Basis

{uivj : i, j ∈ N, j ≤ q − 1, iq + j(q + 1) ≤ r}.

Beweis. Nach Bemerkung 17.4 sind q und q + 1 Polzahlen von P∞, d.h. H ist ent-
halten in der Polzahlhalbgruppe von P∞. Die Menge N\H enthält genau (q − 1) +

(q− 2) + . . .+ 1 = q(q−1)
2

= g Elemente. Da jede rationale Stelle genau g Fehlzahlen
besitzt, ist N\H die Menge aller Fehlzahlen und H die volle Menge der Polzahlen
von P∞. Die Aussage (b) folgt aus Bemerkung 17.4 und Teil (a).

Aufgabe 17.11. Beweisen Sie, daÿ P∞ für q > 3 ein Weierstraÿpunkt ist. Zeigen
Sie weiter, daÿ P (1)

F :K die Menge aller Weierstraÿpunkte von F :Fq ist, wobei Fq den
algebraischen Abschluÿ von Fq bezeichne.
Hinweis : Berechnen Sie hierzu den zusammengesetzten Verzweigungsdivisor von F :
K bzgl. iterativer Di�erentation.

Satz 17.12. (Hermitescher Standardcodes mit normalen Goppadivisor)
Es sei Cr ein Hermitescher Standardcode mit 0 ≤ r < q3, d.h. mit normalem Goppa-
divisor. Dann gelten:

(a) Cr besitzt die Dimension

dim(Cr) = dim(Pr
∞) = #{(i, j) : i, j ∈ N, j ≤ q − 1, iq + j(q + 1) ≤ r}.

(b) Die Minimaldistanz d(Cr) des Codes Cr ist

d(Cr) =

{
q3 − r falls r, q3 − r ∈ H
d(Cr−1) sonst.
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Beweis. (a) Die Behauptung folgt unmittelbar aus Korollar 11.4 und Bemerkung
17.10, da der Goppadivisor kleineren Grad als die Länge des Codes besitzt.
(b) Ist r eine Fehlzahl von P∞, so gilt dim(Cr) = dim(Pr

∞) = dim(Pr−1
∞ ) =

dim(Cr−1). Wegen Cr−1 ≤ Cr folgen hieraus Cr = Cr−1 und d(Cr) = d(Cr−1).
Im folgenden sei r eine Polzahl und es gelte r = kq + l(q + 1). Dabei kann man
o.E. l ≤ q − 1 wählen (vergleiche auch Bemerkung 17.10). Nach Satz 11.2 gilt
d(Cr) ≥ q3− r, also ist lediglich d(Cr) ≤ q3− r bzw. die Existenz eines Codeswortes
vom Gewicht q3 − r zu zeigen.

1.Fall: Es ist r = q3 − q2 = (q2 − q)q. Wir wählen q2 − q paarweise verschiedene
Konstanten a1, . . . , aq2−q ∈ K. Die Funktion z :=

∏q2−q
i=1 (u− ai) hat den Divisor

(z) = P−q(q2−q)
∞

q2−q∏
i=1

(u− ai)0 = P−r
∞

q2−q∏
i=1

∏
bq+b=aq+1

i

Pai,b.

Also ist z = (z(Pa,b))bq+b=aq+1 ein Codewort von Cr vom Gewicht q3 − r.

2.Fall: Es gilt r < q3 − q2 und damit k ≤ q2 − q − 1. Wir wählen eine nicht-
verschwindende Konstante c ∈ F×q . Nach dem Beweis zu Satz 17.8 hat die Menge
A := {a ∈ K : aq+1 6= c} Kardinalität q2 − (q + 1). A enthält also mindestens k
paarweise verschiedene Konstanten a1, . . . , ak. Die Funktion z1 :=

∏k
i=1 (u− ai) hat

somit genau kq Nullstellen. Desweiteren gibt es mindestens l verschiedenen Konstan-
ten b1, . . . , bl mit bqj + bj = c, da die Spurabbildung der Erweiterung K:Fq surjektiv
ist. Also hat z2 :=

∏l
j=1 (v − bj) genau l(q + 1) Nullstellen der Form Pa,bj . Wegen

c = bqj + bj = aq+1 = (u(Pa,bj))
q+1

sind diese Stellen verschieden von den Nullstellen von z1. Die Funktion z1z2 hat also
kq+ l(q+ 1) = r Nullstellen und besitzt den Polstellendivisor (z1z2)∞ = Pr

∞. Somit
ist (z 1z 2) ein Codewort mit Gewicht q3 − r.

3.Fall: Es ist r > q3 − q2. Im Gegensatz zu den obigen Fällen ist hier q3 − r in der
Regel keine Polzahl mehr. Nun bezeichne s die kleinste Polzahl mit s ≥ q3 − r. Für
diese gilt nach Bemerkung 17.10 (b) jedenfalls s ≤ q2 ≤ q3 − q2. Gemäÿ der Fälle 1
und 2 gibt es daher eine Funktion z aus L(Ps

∞) mit (z) = BP−s
∞ und B|A. Damit

ergibt sich
Pr
∞ ∼ Pr

∞(uq
2 − u)(z−1) = Pr+s−q3

∞ B−1A.

Es sei zunächst s = q3 − r. Dann ist der Goppadivisor von Cr äquivalent zu einem
Teiler des Auswertungsdivisor A und es gilt nach Zusatz 11.3 d(Cr) = q3 − r.
Ist hingegen s > q3 − r und damit cr := r + s − q3 > 0, so ist Pr

∞ äquivalent zu
einen Divisor der Gestalt Pcr

∞B, wobei B ein ganzer Teiler von A ist. Nach Zusatz
11.3 folgt dann

d(Cr) = q3 − r + cr.

Ersetzen wir hierin r durch r − 1, so wird cr−1 = cr − 1, und es folgt

d(Cr) = q3 − r + cr = q3 − (r − 1) + cr−1 = d(Cr−1). �
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Korollar 17.13. Im Falle q2 − q ≤ r ≤ q3 − q2 + q gelten für die Dimension und
die Minimaldistanz des Hermiteschen Standardcodes Cr

dim(Cr) = r − g + 1 = r + 1− q(q − 1)

2
und d(Cr) = q3 − r.

Beweis. Jede Fehlzahl ist kleiner als 2g = q(q− 1). Somit ist r eine Polzahl und die
Aussagen folgen aus dem bisher gezeigten sowie dem Satz von Riemann-Roch.

Zusatz 17.14. Es sei Cr ein Hermitescher Standardcode mit q3 ≤ r ≤ q3+q2−q−2,
d.h. mit nicht-normalem Goppadivisor. Dann gelten:

(a) dim(Cr) = q3 − dim(Pq3+q2−q−2−r
∞ )

(b) d(Cr) = q −
⌊
r−q3+q
q+1

⌋
.

Aufgabe 17.15. Beweisen Sie Zusatz 17.14.

Aufgabe 17.16. Bestimmen Sie die Parameter der Teilkörpercodes Cr|Fq und der
Spurcodes TrK:Fq(Cr).



Kapitel 18

Artin-Schreier-Türme

In den nächsten beiden Kapiteln werden Codes nachgewiesen, welche die Gilbert-
Varshamov-Schranke übertre�en. In diesem Kapitel werden die dazu verwendeten
Funktionenkörper studiert, die sich aus Türmen von Artin-Schreier-Erweiterungen
konstruieren lassen.

18.1 Artin-Schreier-Erweiterungen

De�nition 18.1. (Artin-Schreier-Erweiterung)
Eine Körpererweiterung E:F vom Grad q mit F ≥ Fq heiÿt Artin-Schreier-
Erweiterung, falls E = F (y) Stammkörper eines y über F mit yq − y ∈ F ist.

Satz 18.2. (Hauptsatz der Artin-Schreier-Theorie)
Es seien F :K ein algebraischer Funktionenkörper mit Konstantenkörper K der Cha-
rakteristik p > 0 und

h(T ) = T q + a1T
q/p + a2T

q/p2 + · · ·+ ar−1T
p + arT

ein separables, additives Polynom, welches über K vollständig in Linearfaktoren zer-
fällt. Desweiteren sei E = F (y) eine Erweiterung von F gegeben durch

h(y) = z ∈ F.

Für jeden Primdivisor P ∈ PF :K mit ordP(z−h(u)) 6≡ 0 (mod p) für eine Funktion
u ∈ F de�nieren wir die Zahl mP via

mP :=

{
m : es gibt ein u ∈ F mit ordP(z − h(u)) = −m < 0 und m 6≡ 0 (mod p)
−1 : es gibt ein u ∈ F mit ordP(z − h(u)) ≥ 0.

Dann ist mP für diese Stellen wohlde�niert. (Man beachte, daÿ Primdivisoren P

mit ordP(z − h(u)) ≡ 0 (mod p) für alle u ∈ F kein Wert mP zugewiesen wird.)
Besitzt F :K mindestens eine Stelle Q mit mQ > 0, so ist E:F eine geometrische
elementarabelsche Erweiterung vom Grad q und es gelten:
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(a) Die Primdivisoren P ∈ PF :K mit mP > 0 sind total verzweigt in E:F mit
Di�erentenexponenten dP(E:F ) = (q − 1)(mP + 1).

(b) Die Primdivisoren P ∈ PF :K mit mP = −1 sind unverzweigt in E:F .

(c) Ist der Index mP für alle Primdivisoren P ∈ PF :K de�niert, so ist jede in E:F
verzweigte Stelle total verzweigt und E:K besitzt das Geschlecht

gE:K = 1 + q · (gF :K − 1) +
q − 1

2

∑
P∈PF :K

(mP + 1) · deg(P).

Beweis. Zunächst weisen wir die Wohlde�niertheit von mP nach. Dazu ist zu zeigen,
daÿ die beiden aufgeführten Fälle nicht gleichzeitig eintreten können und mP im
Fall mP > 0 eindeutig bestimmt ist. Wir nehmen an, zur Primstelle P ∈ PF :K gebe
es zwei Funktionen u1, u2 ∈ F mit ordP(z−h(u1)) = m1, ordP(z−h(u2)) = m2 < 0
sowie m1 6= m2 6≡ 0 (mod p). Dann folgt nach der ultrametrischen Dreiecksunglei-
chung

min{m1,m2} = ordP(z−h(u1)− (z − h(u2))) = ordP(h(u2−u1)) = q ordP(u2−u1).

Der Fall m1 > m2 führte zum Widerspruch zur Teilerfremdheit von m2 und q. Es
ist also nur der Fall m1 < m2 möglich und mP ist bei mP > 0 eindeutig durch

−mP = max{ordP(z − h(u)) : u ∈ F}

gegeben. Das zeigt die Wohlde�niertheit der Indices mP für die fraglichen Stellen P

mit ordP(z − h(u)) 6≡ 0 (mod p) für ein u ∈ F . Wir nehmen nun an, es gäbe eine
Primstelle Q ∈ PF :K mit Index mQ > 0. Dann gibt es eine Funktion u ∈ F mit

ordQ(z − h(u)) = −mQ 6≡ 0 (mod p).

Für den Verzweigungsindex eQ̃(E:F ) einer Fortsetzung Q̃ von Q in E ergibt sich

−mQ · eQ̃(E:F ) = ordQ̃(z − h(u)) = ordQ̃(h(y)− h(u)) = q · ordQ̃(y − u).

Aus der Teilerfremdheit zwischen m und q folgen hieraus

ordQ̃(y − u) = −mQ sowie q ≥ [E:F ] ≥ eQ̃(E:F ) ≥ q.

Insbesondere ist Q total verzweigt in E:F und h(T ) − z ∈ F [T ] irreduzibel über
F . Die Nullstellenmenge A := {a ∈ K : h(a) = 0} von h(T ) bildet eine additive
Gruppe mit Exponent p. Nach Voraussetzung ist A in K enthalten und es gilt
#A = q. Also ist E als Zerfällungskörper des separablen Polynoms h(T ) − z eine
galoissche Erweiterung von F . Die Galoisoperation ist durch σ(y) = y+a mit a ∈ A
gegeben und wir erhalten die Gruppenisomorphie

G := Gal(E:F ) ∼= A ∼= Zp × · · · × Zp.
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Somit ist E:F eine elementarabelsche Erweiterung vom Grad q. Es sei L der alge-
braische Abschluÿ von K in E und LF ≤ E die maximale Konstantenerweiterung
von F in E. Da Konstantenerweiterungen unverzweigt sind (siehe Anhang), folgt

q = eQ(E:F ) = eQ(E:LF ) · eQ(LF :F ) = eQ(E:LF )

und somit [L:K] = [LF :F ] = 1. Also ist L = K der vollständige Konstantenkörper
von E und E:F bildet eine geometrische Erweiterung.

(a) Wir haben bereits gezeigt, daÿ jede Primstelle P ∈ PF :K mit mP > 0 total
verzweigt in E:F . Es bleibt somit nur noch der Di�erentenexponent dP̃(E:F ) =

dP(E:F ) der einzigen Fortsetzung P̃ ∈ PE:K von P in E zu bestimmen. Für eine
Funktion u ∈ F mit ordP(z − h(u)) = −mP setzen wir ỹ := y − u. Auf Grund der
Teilerfremdheit von mP und q gilt wie oben ordP̃(ỹ) = −mP und es gibt natürliche
Zahlen i, j > 0 mit

i · q − j ·mP = 1.

Für ein Primelement x ∈ F zu P ist dann t := xiỹj ∈ E ein Primelement zu P̃. Die
Galoisoperation von G auf t ist durch σ(t) = xi(ỹ + a)j mit a ∈ A gegeben und es
gilt

σ(t)− t = xi ·

(
j∑
l=0

(
l

j

)
ỹj−lal − ỹj

)
= xi ·

j∑
l=1

(
l

j

)
ỹj−lal

für σ 6= id. Wegen ordP̃(a) = 0 und ordP̃(ỹj−1) < ordP̃(ỹj−l) für l > 1 hat die
Di�erenz σ(t)− t die Ordnung

ordP̃(σ(t)− t) = ordP̃(xi) + ordP̃(jaỹj−1) = i · q − (j − 1) ·mP = 1 +mP

bei P̃. Also ist jeder Galoisautomorphismus σ 6= id in der mP-ten Verzweigungs-
gruppe, nicht aber in den höheren Verzweigungsgruppen Gi von P mit i ≥ mP + 1
enthalten. Mit der Hilbertschen Di�erentenformel folgt schlieÿlich

dP(E:F ) =
∞∑
i=0

(#Gi − 1) = (mP + 1)(#G− 1) = (mP + 1)(q − 1).

(b) Es sei nun P ∈ PF :K eine Stelle mit mP = −1 und P̃ eine Erweiterung von P in
E. Dann gibt es eine Funktion u ∈ F mit z̃ := z−h(u) ∈ OP. Das Element ỹ := y−u
ist ebenfalls ein primitives Element von E:F und g(T ) := h(T ) − z̃ ∈ OP[T ] das
zugehörige Minimalpolynom von ỹ über F . Dann ist der Di�erentenexponent durch
die Ordnung von g′(ỹ) bei P̃ beschränkt [Sti93, Thm.III.5.10.]. Somit folgt die Aus-
sage (b) aus g′(ỹ) = ar 6= 0.

(c) Mit den gemachten Voraussetzungen ist E:F eine geometrische Erweiterung vom
Grad q und jede Primstelle P ∈ PF :K liefert den Gradbeitrag deg(P)(mP +1)(q−1)
zur Di�erente D(E:F ) von E:F . Es folgt mit der Hurwitzschen Relativgeschlechts-
formel
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gE:K − (1 + q · (gF :K − 1)) =
deg(D(E:F ))

2
=
q − 1

2

∑
P∈PF :K

(mP + 1) · deg(P). �

Für Artin-Schreier-Erweiterungen E:F algebraischer Funktionenkörper mit Kon-
stantenkörper K ≥ Fq2 kann die erzeugende Relation auch in der Normalform

yq + y + z ∈ F

angegeben werden. (Bei ungerader Charakteristik ersetzt man dabei einfach das
primitive Element y durch −ay mit einer 2(q − 1)-ten Einheitswurzel a ∈ Fq2 .) Für
den Rest dieses Kapitels sei stets, sofern nicht anders angegeben, K = Fq2 . Für eine
Konstante c ∈ Fq bezeichnen wir die Spurfaser von c unter der Spurabbildung von
K nach Fq mit

Ac = {a ∈ K : aq + a = c}.
Für c = 0 setzen wir A := A0 und

A× := A\{0} = {a ∈ K : aq−1 + 1 = 0}.
Man beachte, daÿ A eine additive Untergruppe von K bildet und bei gerader Cha-
rakteristik mit Fq übereinstimmt.

Bemerkung 18.3. Es sei E:F eine Artin-Schreier-Erweiterung mit K ≥ Fq2 er-
zeugt durch die Relation yq + y = z ∈ F. Dann sind die Zählerstellen Pc von z − c
für c ∈ Fq vollständig zerlegt in E:F und die q Fortsetzungen Pa,c|Pc sind eindeutig
bestimmt durch y − a ∈ Pa,c mit a ∈ Ac.

Beweis. Das modulo Pc reduzierte Minimalpolynom von y hat die Gestalt

g(T ) = T q + T − c =
∏
a∈Ac

(T − a)

und zerfällt somit über OPc/Pc ≥ K vollständig in Linearfaktoren. Somit folgt
unsere Behauptung aus dem Dedekind-Kriterium.

Bemerkung 18.4. (Geschlecht und Verzweigung der Norm-Spur-Gleichung)
Der algebraische Funktionenkörper E = K(x, y) mit K ≥ Fq2 sei erzeugt durch die
Relation

yq + y =
xq

xq−1 + 1
. (18.5)

Dann sind F :K(x) und F :K(y) Artin-Schreier-Erweiterungen vom Grad q und es
gelten die folgende Aussagen:

(a) Die Nenner- und Zählerdivisoren zu xq−1 + 1 sind total verzweigt in E:K(x)
und die Zählerdivisoren zu yq+y sind total verzweigt in E:K(y). Diese Stellen
sind die einzigen Verzweigungsstellen von E:K(x) bzw. E:K(y). Ihr Di�eren-
tenexponent ist jeweils 2(q − 1) und die Di�erenten von E:K(x) und E:K(y)
haben die Gestalt
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D(E:K(x)) = (P∞
∏

a∈A× Pa)
2(q−1) und D(E:K(y)) = (

∏
b∈A Qb)

2(q−1).

Dabei bezeichne Pa den primen Zählerdivisor von x− a für a ∈ A×, P∞ den
primen Nennerdivisor von x sowie Qb den primen Zählerdivisor von y − b für
b ∈ A.

(b) Das Geschlecht von E:K beträgt gE:K = (q − 1)2.

(c) Die Hauptdivisoren von x− b und y − b für b ∈ A haben die Gestalt

(x) = P−q
∞
∏

b∈A Qb, (x− a) = P−q
∞ Pq

a für a ∈ A×,

(y − b) = (P−1
∞
∏

a∈A× P−1
a )Qq

b.

Beweis. Die Körpererweiterung F :K(y) besitzt das primitive Element 1
x
mit der

de�nierenden Relation (
1

x

)q
+

1

x
=

1

yq + y
,

die man aus (18.5) gewinnt. Somit sind E:K(y) wie auch E:K(x) Artin-Schreier-
Erweiterungen vom Grad q. Die Gestalt der Di�erenten und das Geschlecht von E:K
erhält man unmittelbar aus Satz 18.2. Insbesondere sind die Stellen P∞ und Pa für
a ∈ A× total verzweigt in E:K(x) und es gelten (x)∞ = Pq

∞ sowie (x − a)0 = Pq
a.

Analog gilt (y − b)0 = Qq
b für b ∈ A. Für den Hauptdivisor von yq + y ergibt sich∏

b∈A Qq
b

(y)q∞
= (yq + y) =

(
xq

xq−1 + 1

)
=

(x)q0(x)
q−1
∞

(x)q∞
∏

a∈A×(x− a)0

=
(x)q0

Pq
∞
∏

a∈A× Pq
a
.

Hieraus folgen (x)0 =
∏

b∈A Qb sowie (y)∞ = P∞
∏

a∈A× Pa.

18.2 Verzweigung im Norm-Spur-Turm

De�nition 18.6. (Norm-Spur-Turm)
Der Kongruenzfunktionenkörper Tm := K(x0, x1, . . . , xm) mit den de�nierenden Re-
lationen

xqi + xi =
xqi−1

xq−1
i−1 + 1

für i = 1, . . . ,m

heiÿt Norm-Spur-Turm. Der Index m wird Höhe oder Stufe des Turms genannt.
Die Namensgebung des Norm-Spur-Turms ist motiviert duch die Gleichungen

NormFq2 :Fq(a) = aq+1 und SpurFq2 :Fq
(a) = aq + a.

Desweiteren setzen wir
T ik := K(xi, . . . , xi+k).
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O�ensichtlich ist T ik isomorph zu Tk. Die Erweiterungen T ik:T
i−1
k−1 sind ebenfalls

Artin-Schreier-Erweiterungen. Somit liefert der Norm-Spur-Turm eine Pyramide mit
Artin-Schreier-Erweiterungen vom Grad q.

T4

T3

q �������
T 1

3

q
??????

T2

q �������
T 1

2

q
??????

q ������
T 2

2

q
??????

T1

q �������
T 1

1

q
??????

q ������
T 2

1

q
??????

q ������
T 3

1

q
??????

T0

q �������
T 1

0

q
??????

q ������
T 2

0

q
??????

q ������
T 3

0

q
??????

q ������
T 4

0

q
??????

K(x0) K(x1) K(x2) K(x3) K(x4)

Bemerkung 18.7. Für den Norm-Spur-Turm Tm:K der Höhe m gelten:

(a) Die Erweiterungen Tm:K(xi) mit i = 0, . . . ,m sind geometrisch vom Grad qm.

(b) Alle Primdivisoren auÿerhalb der Trägerstellen von xq0 + x0 sind unverzweigt
in der Norm-Spur-Pyramide, d.h. diese Stellen sind unverzweigt in Tm:K(xi)
für i = 0, . . . ,m.

(c) Die Polstelle P∞ von x0 sowie die Nullstellen Pa von x0 − a für a ∈ A× sind
total verzweigt in Tm:T0 mit dem Di�erentenexponenten 2(qm − 1).

Beweis. (b) Es sei P ∈ PTm:K weder Pol- noch Nullstelle von xq0+x0. Dann besitzt P

Ordnung 0 bei xq0/(x
q−1
0 + 1) und ist somit weder Pol- noch Nullstelle von xq1 + x1.

Induktiv folgt nun, daÿ P weder Pol- noch Nullstelle von xqi + xi für i = 0, . . . ,m
ist. Daher besitzt P in jeder Körpererweiterung E:F der Norm-Spur-Pyramide den
IndexmP = −1 und ist somit nach Satz 11.12 in der gesamten Norm-Spur-Pyramide
unverzweigt.

(c) Es sei P ∈ {P∞,Pa : a ∈ A×} entweder eine Pol- oder eine Nullstelle von xq−1
0 +

1 =
∏

a∈A×(x0 − a). Es ist eP(Tm:T0) = qm bzw. eP(Tk:Tk−1) = q für k = 1, . . . ,m
zu zeigen. Dazu zeigen wir via Induktion nach k, daÿ P die Verzweigungsindices

eP(T ik:T
i
k−1) = q und eP(T ik:T

i+1
k−1) = 1 für i = 0, . . . ,m− k

besitzt. Die Aussage für k = 1 erhalten wir komplett aus Bemerkung 12.10. Denn
nach Bemerkung 12.10 ist P total verzweigt in K(x1, x0):K(x0) = T 0

1 :T 0
0 sowie voll-

ständig zerlegt in T 0
1 :T 1

0 = K(x1, x0):K(x1) und bildet einen Pol zu x1. Als solcher
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ist P wiederum nach Bemerkung 12.10 total verzweigt in T 1
1 :T 1

0 und vollständig
zerlegt in T 1

1 :T 2
0 . Mit einer seperaten Induktion folgt dann

eP(T i1:T
i
0) = q und eP(T i1:T

i+1
0 ) = 1 für i = 0, . . . ,m− 1.

Unsere Behauptung sei nun gültig für k ≥ 1. Dann gilt für den Verzweigungsindex
von P in T ik+2:T

i+1
k

eP(T ik+2:T
i+1
k ) = eP(T ik+2:T

i
k+1) · eP(T ik+1:T

i+1
k ) = eP(T ik+2:T

i
k+1) · 1

= eP(T ik+2:T
i+1
k+1) · eP(T i+1

k+1:T
i+1
k ) = eP(T ik+2:T

i+1
k+1) · q,

was eP(T ik+2:T
i+1
k ) = q sowie eP(T ik+2:T

i
k+1) = q und eP(T ik+2:T

i+1
k+1) = 1 zur Folge

hat. Dies schlieÿt den Induktionsbeweis und wir erhalten insbesondere

eP(Tm:T0) = qm und eP(Ti:K(xi)) =
i∏

k=1

eP(T i−kk :T i−k+1
k−1 ) = 1 für i = 0, . . . ,m.

Als eine in Ti:K(xi) unverzweigte Polstelle von x
q
i/(x

q−1
i + 1) erfüllt P

ordP∩Ti
(

xq
i

xq−1
i +1

) = −1 für i = 0, . . . ,m− 1.

Somit besitzt P in Ti+1:Ti nach Satz 11.12 den Index mP∩Ti
= 1 und Di�erentenex-

ponenten
dP(Ti+1:Ti) = 2(q − 1) für i = 0, . . . ,m− 1.

Mit der Formel für zusammengesetzte Di�erentenexponenten

dP(E:H) = dP(E:F ) + eP(E:F )dP(F :H)

für Körpererweiterungen E ≥ F ≥ H folgt schlieÿlich

dP(Tm:T0) =
m∑
i=1

dP(Ti:Ti−1) · qm−i = 2(qm − 1).

(a) Sämtliche Erweiterungen in der Norm-Spur-Pyramide sind separabel. Da Tm:T0

nach (b) total verzweigt ist, ist K der vollständige Konstantenkörper von Tm und
somit von sämtlichen Unterkörpern in der Pyramide.

Die möglichen Verzweigungstellen in Tm:T0 sind die Pol- oder Nullstellen von x
q
0+x0.

Mit obiger Bemerkung haben wir bereits gezeigt, daÿ die Pol- und Nullstellen von
xq−1

0 + 1 total verzweigen. Um die Di�erente von Tm:T0 zu bestimmen, bleibt somit
das Fortsetzungsverhalten der Nullstellen zu x0 zu untersuchen. Aus Bemerkung
18.3 folgt, daÿ die Nullstellen zu xk in Tk+1:Tk vollständig zerlegt in Nullstellen zu
xk+1 − a mit a ∈ A sind. Somit erfüllt jede Nullstelle Q zu x0 eine der beiden
folgenden Eigenschaften
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(1) Q ist eine gemeinsame Nullstelle von x0, x1, . . . , xm−1 und xm−b für ein b ∈ A.

(2) Es gibt einen Index i ∈ {0, . . . ,m− 1} mit

(2a) Q ist gemeinsame Nullstelle von x0, . . . , xi−1.

(2b) Q ist Nullstelle von xi − a für ein a ∈ A×.

(2c) Q ist gemeinsame Polstelle zu xi+1, . . . , xm.

Im ersten Fall ist Q unverzweigt in Tm:T0 und liefert somit keinen Beitrag zur
Di�erente D(Tm:T0). Im zweiten Fall erhalten wir aus Bemerkung 12.10 das folgende
Verzweigungsdiagramm zu Q:

K(xi−2, xi−1, xi) K(xi−1, xi, xi+1) K(xi, xi+1, xi+2)

K(xi−2, xi−1)

1
���������

q

K(xi−1, xi)

/.-,()*+? ���������

q
?????????

K(xi, xi+1)

q
���������

/.-,()*+??????????

K(xi+1, xi+2)

1

?????????

q

K(xi−2)

1
���������

K(xi−1)

q
?????????

1
���������

K(xi)

q
���������

q
?????????

K(xi+1)

1

?????????

q
���������

K(xi+2)

1

?????????

xi−2 ≡ 0 xi−1 ≡ 0 xi ≡ a xi+1 ≡ ∞ xi+2 ≡ ∞

Man sieht, daÿ der Verzweigungsgrad eQ(K(xi−1, xi, xi+1):K(xi−1, xi)) nicht wie in
Bemerkung 18.7 durch Diagrammabgleich erhalten werden kann. Stattdessen bekom-
men wir diesen mit Hilfe einer Q-ganzen erzeugenden Gleichung, die das Kernstück
bei der Berechnung der Di�erente D(Tm:T0) bilden.

Bemerkung 18.8. Für die Nullstellen Q von xi − a mit i ≥ 1 und a ∈ A× gelten:

(a) In Ti:T0 ist Q vollständig zerlegt.

(b) In T2i:Ti ist Q unverzweigt.

(c) Im Fall m > 2i ist Q total verzweigt in Tm:T2i mit dem Di�erentenexponenten
2(qm−2i − 1).

Beweis. Die Aussage (a) folgt wie oben für den Fall (1) aus der Bemerkung 12.2.
Wir de�nieren

Ei,j := K(xi−j, . . . , xi+j) und Fi,j := K(xi−j, . . . , xi+j−1)

für j = 1, . . . , i. Hauptbestandteil des Beweises von Aussage (b) ist der Nachweis
von

eQ(Ei,j:Fi,j) = 1 für j = 1, . . . , i.

Daraus ergeben sich alle restlichen Verzweigungsgrade eQ(E:F ) in der Norm-Spur-
Pyramide, indem man die einzelnen Diagramme vergleicht.
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Es sei Qj := Q ∩ Fi,j. Wir wollen zeigen, daÿ Qj unverzweigt ist in Ei,j:Fi,j. Die
Artin-Schreier-Erweiterung Ei,j:Fi,j wird erzeugt durch die Relation

xqi+j + xi+j =
xqi+j−1

xq−1
i+j−1 + 1

=: wj.

Nach Satz 11.12 reicht es also zu zeigen, daÿ es ein Element uj ∈ Fi,j gibt mit

ordQj
(wj + (uqj + uj)) ≥ 0.

Wir zeigen diese Aussage induktiv für uj := a2x−1
i−j mit 1 ≤ j ≤ i. Die Artin-

Schreier-Funktion uqj + uj hat die Gestalt

uqj + uj = a2qx−qi−j + a2x−1
i−j = (−a)2x−qi−j + a2x−1

i−j = a2(x−qi−j + x−1
i−j)

= a2 ·
1 + xq−1

i−j

xqi−j
=

a2

xqi−j+1 + xi−j+1

.

Induktionsbeginn: Für j = 1 erhalten wir

w1 + (uq1 + u1) =
xqi

xq−1
i + 1

+
a2

xqi + xi
=
xq+1
i + a2

xqi + xi
=
xq+1
i − aq+1

xqi + xi

=

q∑
k=0

xki a
q−k ·

∏
b∈A\{a}

(xi − b)−1.

Folglich hat w1 + (uq1 + u1) nicht-negative Ordnung bei Q1 vermöge der Kongruenz

w1 + (uq1 + u1) ≡
∏

b∈A\{a}

(a− b)−1 ·
q∑

k=0

(akaq−k) = 1 · (q + 1)aq = −a (mod Q1).
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Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, die Induktionsbehauptung gelte für ein j
mit 1 ≤ j ≤ i − 1. Im folgenden verwenden wir - falls möglich - die Schreibweise
u = O(Qj+1) für u ∈ Qj+1. Da Qj+1 eine Polstelle zu xi+j ist, gelten x

−1
i+j ∈ Qj+1

und

wj+1 =
xqi+j

xq−1
i+j + 1

=
xi+j

1 + (x−1
i+j)

q−1
= xi+j

(
1− x

−(q−1)
i+j + x

−2(q−1)
i+j ∓ · · ·

)
= xi+j − x

−(q−2)
i+j +O(Qj+1)

vermöge der Formel für geometrische Reihen. Genauer erhalten wir sogar

wj+1 =
xqi+j

xq−1
i+j + 1

=

{
xi+j + 1 +O(Qj+1) falls q = 2

xi+j +O(Qj+1) sonst.
(18.9)

Desweiteren gilt

uqj+1 + uj+1 =
a2

xqi−j + xi−j
=
a2(1 + xq−1

i−j )

xqi−j + xi−j
−

a2xq−2
i−j

xq−1
i−j + 1

= uj −
a2xq−2

i−j

xq−1
i−j + 1

.

Wegen xi−j ∈ Qj+1 ist a2xq−2
i−j /(x

q−1
i−j + 1) eine über Qj+1 ganze Funktion mit der

Kongruenz a2xq−2
i−j /(x

q−1
i−j + 1) ≡ a2xq−2

i−j (mod Qj+1) und ist genau dann nicht schon
in Qj+1 enthalten, wenn q = 2 gilt. In diesem Fall ist a = 1 vermöge a ∈ A× = F×2
und wir erhalten

uqj+1 + uj+1 =

{
uj + 1 +O(Qj+1) falls q = 2

uj +O(Qj+1) sonst.
(18.10)

Mit den Kongruenzen (18.9) und (18.10) folgt schlieÿlich unabhängig von q

wj+1 + (uqj+1 + uj+1) = xi+j + uj +O(Qj+1).

Nach Induktionsvorausetzung gilt

ordQj
((xi+j + uj)

q + (xi+j + uj)) = ordQj
(wj + (uqj + uj)) ≥ 0.

Daher folgt mit der Dreiecksungleichung für diskrete Bewertungen

ordQj+1
(wj+1 + (uqj+1 + uj+1)) ≥ min{ordQj+1

(xi+j + uj), ordQj+1
(O(Qj+1))} ≥ 0.

Das schlieÿt den Induktionsbeweis.

(c) Mittels Diagrammabgleich folgt aus dem Beweis zu (b), daÿ Q in den Erweiterun-
gen Tm:T2i für m > 2i total verzweigt ist. Es bleibt also lediglich der Di�erentenex-
ponent dQ(Tm:T2i) zu bestimmen. Als eine in T2i+j:K(x2i+j) unverzweigte Polstelle
zu x2i+j für j = 0, . . . ,m−2i−1 ist Q eine einfache Polstelle zu xq2i+j/(x

q−1
2i+j+1) und

besitzt daher in T2i+j+1:T2i+j den Index mQ∩T2i+j
= 1. Aus Satz 11.12 folgt hieraus

dQ(T2i+j+1:T2i+j) = 2(q − 1) und man erhält unsere Behauptung vermöge

dQ(Tm:T2i) =
m−2i∑
j=1

dQ(T2i+j:T2i+j−1) · qm−2i−j = 2(qm−2i − 1). �
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18.3 Rationale Punkte im Norm-Spur-Turm

Bemerkung 18.11. Alle rationalen Stellen auÿerhalb der Trägerstellen von xq0 +x0

sind vollständig zerlegt in der Norm-Spur-Pyramide, d.h. eine Nullstelle von xi − c
mit c ∈ K\A ist rational und vollständig zerlegt in Tm:K(xi) für i = 0, . . . ,m.

Beweis. Es seien R ∈ PTm:K ein primer Zählerdivisor von xi − c mit c ∈ K\A und

Ei,j := K(xi−j, . . . , xi) und e :=
cq

cq−1 + 1

für 0 ≤ j ≤ i sowie

Fi,k := K(xi, . . . , xi+k) und f :=
1

cq + c

für 0 ≤ k ≤ m − i. Als Bilder von c unter der Norm- bzw. Spurabbildung sind
cq+1und cq + c in F×q enthalten und somit auch e und f . Somit ist R ∩ Ei,j nach
Bemerkung 18.3 als Nullstelle zu xqi+1 + xi+1 − e = xqi/(x

q−1
i + 1) − e vollständig

zerlegt in Ei,j(xi+1):Ei,j und es gilt

xi+1 ≡ ci+1 (mod R) mit cqi+1 + ci+1 = e 6= 0.

Ebenso ist R∩ Fi,j als Nullstelle von x−qi−1 + x−1
i−1 − f = (xqi + xi)

−1 − f vollständig
zerlegt in Fi,k(xi−1):Fi,k mit

xi−1 ≡ ci−1 (mod R) mit c−qi−1 + ci−1 = f 6= 0,

wobei wir den Fall i = 0 weglasssen. Insbesondere ist R eine Nullstelle von xi−1 −
ci−1 und xi+1 − ci+1 mit ci−1, ci+1 ∈ K\A. Mit induktiver Wiederholung dieser
Argumentation für i 7→ i − 1 bzw. i 7→ i + 1 erhält man schlieÿlich, daÿ R eine
Nullstelle von xj − cj mit cj ∈ K\A für j = 0, . . . ,m ist und daÿ R ∩ F in jeder
Erweiterung E:F der Norm-Spur-Pyramide vollständig zerlegt ist. Insbesondere ist
R rational in Tm:K.

Folgende Bemerkung präzisiert die Aussage 18.8 (b).

Bemerkung 18.12. Für die Nullstellen Q von xi− a mit i ≥ 1 und a ∈ A× gelten:

(a) Bei ungerader Charakteristik ist Q in Ti+1:Ti unverzweigt mit nichttrivialem
Trägheitsindex fQ(Ti+1:Ti) > 1.

(b) Bei gerader Charakteristik ist Q vollständig zerlegt in Ti+1:Ti. Für i ≥ 2 besitzt
Q einen von 1 verschiedenen Trägheitsindex in Ti+2:Ti+1.
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Beweis. Es seien Q∗ := Q∩Ti und Q∗∗ := Q∩Ti+1. Nach dem Beweis zu Bemerkung
18.8 ist

(xi+1 + a2x−1
i−1)

q + (xi+1 + a2x−1
i−1)−

(
xqi

xq−1
i + 1

+ a2(x−qi−1 + x−1
i−1)

)
= 0

eine Q∗-ganze Gleichung für xi+1+a
2x−1

i−1. Folglich besitzt xi+1+a
2x−1

i−1 als primitives
Element der Körpererweiterung Ti+1:Ti das Minimalpolynom

g(T ) := T q + T −
(

xqi
xq−1
i + 1

+ a2(x−qi−1 + x−1
i−1)

)
∈ OQ∗ [T ].

Aus dem Induktionsanfang im Beweis zu Bemerkung 18.8 erhalten wir ebenfalls

g(T ) ≡ T q + T + a (mod Q∗).

(a) Unter der Spurabbildung c 7→ cq+c wird K auf Fq abgebildet. Im Fall char(K) 6=
2 ist a nicht in Fq enthalten und somit besitzt g(T ) := g(T ) (mod Q∗) keine Null-
stelle in K, d.h. alle irreduziblen Faktoren p(T ) von g(T ) sind vom Grad deg(p) > 1.
Da g(T ) separabel ist, stimmt der Trägheitsgrad der Fortsetzungen Q̃|Q∗ in Ti+1:Ti
nach dem Dedekind-Kriterium mit dem Grad der irreduziblen Faktoren π überein.
Somit besitzt Q einen nichttrivialen Trägheitsindex in Ti+1:Ti.
(b) Im Fall gerader Charakteristik fällt A jedoch mit Fq zusammen. Somit ist Q∗

bzw. Q nach Bemerkung 18.3 vollständig zerlegt in Ti+1:Ti und es gilt

xi+1 + a2x−1
i−1 ≡ b (mod Q∗∗) für ein b ∈ Aa.

Das primitive Element xi+2 + a2x−1
i−2 der Körpererweiterung Ti+2:Ti+1 hat das Mini-

malpolynom

g(T ) := T q + T −

(
xqi+1

xq−1
i+1 + 1

+ a2(x−qi−2 + x−1
i−2)

)
.

Aus dem Induktionsschritt zum Beweis zu Bemerkung 18.8 erhält man g(T ) ∈
OQ∗∗ [T ] und mit j = 1 die Kongruenz

g(T ) ≡ T q + T + xi+1 + a2x−1
i−1 ≡ T q + T + b (mod Q∗∗).

Wegen bq+b = a 6= 0 ist b kein Körperelement von Fq und somit ist g(T ) (mod Q∗∗)
wie im Beweis zu (a) nicht zerlegbar in Linearfaktoren. Das zeigt fQ(Ti+2:Ti+1) >
1.

Satz 18.13. (Garcia-Stichtenoth)

(a) Der Norm-Spur-Turm Tm:K der Höhe m ≥ 1 besitzt das Geschlecht

gm =

 (q
m+1

2 − 1) 2 für m ≡ 1 (mod 2)

(q
m
2 − 1)(q

m+2
2 − 1) für m ≡ 0 (mod 2).
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(b) Die Anzahl rationaler Stellen im Norm-Spur-Turm der Höhe m ≥ 1 beträgt

#P (1)
Tm:K = qm(q2 − q) + 2q + εm

mit εm = 0 bei ungerader Charakteristik oder m = 1 sowie ε2 = q(q − 1) und
εm = 2q(q − 1) für m ≥ 3 bei gerader Charakteristik.

Beweis. (a) Nach den Bemerkungen 18.7 und 18.8 sind in Tm:T0 nur die Stellen P∞,
Pa sowie die Nullstellen Q von xi−a mit a ∈ A× und 1 ≤ i ≤

⌊
m−1

2

⌋
verzweigt. Der

Gradanteil der Stellen P∞ und Pa zu der Di�erente D(Tm:T0) von Tm:T0 beträgt
jeweils 2(qm− 1). Nach der arithmetischen Gradformel

∑
ejfj = n und Bemerkung

18.8 gilt

deg(Aa,i) = qi für Aa,i :=
∏

xi≡a(Q) Q

und der Divisor Aa,i hat den Gradanteil 2(qm−2i− 1)qi = 2(qm−i− qi) zu D(Tm:T0).
Somit ergibt sich insgesamt für den Grad der Di�erente D(Tm:T0) der Erweiterung
Tm:T0

deg(D(Tm:T0)) = q · 2(qm − 1) + (q − 1)

b(m−1)/2c∑
i=1

2(qm−i − qi)

= 2
(
qm+1 − q + qm − qm−b(m−1)/2c − q1+b(m−1)/2c + q

)
=

{
2(qm+1 + qm − 2q(m−1)/2) für m ≡ 1 (mod 2)

2(qm+1 + qm − q(m+2)/2 − qm/2) für m ≡ 0 (mod 2).

Die Behauptung folgt nun aus g0 = g(K(x0)) = 0 und der Hurwitzschen Relativge-
schlechtsformel vermöge

gm = 1 + (g0 − 1)[Tm:T0] +
1

2
deg(D(Tm:T0)) = 1− qm +

1

2
deg(D(Tm:T0)).

(b) Nach den Bemerkungen 18.7 und 18.11 sind die Nullstellen von x0−a für a ∈ A×

total verzweigt und die Zählerdivisoren von x0 − c mit c ∈ K\A vollständig zerlegt
in Tm:K(x0). Zudem ist der Poldivisor P∞ ebenfalls total verzweigt in Tm:K(x0).
Das zeigt

#P (1)
Tm:K ≥ qm(q2 − q) + (q − 1) + 1 = qm+2 − qm+1 + q.

In der Au�istung der rationalen Stellen in Tm:K fehlen also nur noch die Fortsetzun-
gen des Zählerdivisors P0 zu x0. Eine solche ist nach unseren obigen Überlegungen
entweder ein gemeinsamer Zählerdivisor von x0, . . . , xm−1 oder eine Nullstelle von
xi − a für ein a ∈ A× und 1 ≤ i ≤ m − 1. Die gemeinsamen Nullstellen von
x0, . . . , xm−1 sind rational in Tm:K und folglich zählt man zu der obigen Abschät-
zung noch q weitere Stellen hinzu, d.h. es gilt

#P (1)
Tm:K ≥ qm+2 − qm+1 + 2q = rm.
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Diese Schranke ist scharf für m = 1. Für m ≥ 2 und char(K) 6= 2 sind sämtliche
Nullstellen zu xi−amit 1 ≤ i ≤ m−1 nach Bemerkung 18.12 nicht-rational. Somit ist
die vorgestellte Schranke auch scharf für jede Stufe m bei ungerader Charakteristik.

Im Fall gerader Charakteristik sind die Nullstellen zu x1− a nach Bemerkung 18.12
vollständig zerlegt in T2:T1 und nach Bemerkung 18.8 total verzweigt in Tm:T2. Diese
q(q − 1) Fortsetzungen von P0 sind also rational in Tm:K. Im Fall m = 2 zeigt dies

#P (1)
T2:K = q4 − q3 + 2q + q(q − 1) = r2 + ε2.

Für m ≥ 3 und 2 ≤ i ≤ m − 2 gehen die Nullstellen von xi − a ähnlich wie
im Fall char(K) 6= 2 wegen ihren nicht-trivialen Trägheitsindex in Ti+2:Ti+1 als
rationale Stellen verloren. Der Zählerdivisor zu xm−1−a besitzt hingegen q rationale
Fortsetzungen in Tm:K. Das zeigt schlieÿlich

#P (1)
Tm:K = qm+2 − qm+1 + 2q + 2q(q − 1) = rm + εm. �

In der Diplomarbeit [Lag06] �ndet man eine eingehende Untersuchung der Standard-
codes im Norm-Spur-Turm, die aus den Riemann-Roch-Räumen L(Pr

∞) gewonnen
werden. Diese sind u.a. deswegen interessant, da sie eine Codeklasse oberhalb der
Gilbert-Varshamov-Schranke bilden. Sie sind also Beispiele für die in Korollar 19.10
angesprochenen Codes. Zudem enthält [Lag06] Berechnungen zur Automorphismen-
gruppe des Norm-Spur-Turms.1

1Ein Artikel mit den Ergebnissen ist in Vorbereitung.



Kapitel 19

Asymptotische Schranken für

arithmetische Codes

Dieses Kapitel enthält als einen der Höhepunkte der Vorlesung einen Beweis des
Satzes von Tsfasman-Vladut-Zink über die asymptotische obere Schranke der An-
zahl rationaler Stellen in Kongruenzfunktionenkörpern relativ zu deren Geschlecht.
Diese zieht die Existenz von arithmetischen Codes oberhalb der Gilbert-Varshamov-
Schranke nach sich.

19.1 Serre-Schranke

De�nition 19.1. Es seien q eine Primzahlpotenz und g ∈ N. Bezeichnet N1(F ) die
Anzahl aller rationalen Stellen in F :Fq, so de�nieren wir

(a) N(g, q) := max{N1(F ) : F :Fq ist ein Funktionenkörper vom Geschlecht g}.

(b) N(q) := lim sup
g→∞

N(g,q)
g

.

Mit der Hasse-Weil-Schranke folgt sofort

Bemerkung 19.2. Für eine Primzahlpotenz q gilt die Abschätzung

N(q) ≤ 2
√
q.

Beweis. Für die Anzahl N1 der rationalen Stellen eines Kongruenzfunktionenkörpers
über Fq vom Geschlecht g gilt nach der Hasse-Weil-Schranke

|N1 − (q + 1)| ≤ 2g
√
q.

Folglich ist N(g, q) beschränkt durch q + 1 + 2g
√
q und es gilt

N(q) ≤ lim
g→∞

(
q + 1

g
+ 2

√
q

)
= 2

√
q. �
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Beispiel 19.3. Mit den Parametern für den Norm-Spur-Turm Tm:Fq2 aus Kapiel
18 gilt

N(q2) ≥ lim
m→∞

qm+1(q − 1)

(q
m+1

2 − 1)2
= q − 1.

Ist q eine quadratische Primzahlpotenz, so ist die Hasse-Weil-Schranke scharf. Die
Hermiteschen Funktionenkörper (Kapitel 17) sind ein Beispiel dafür. Für nicht-
quadratische q kann die Hasse-Weil-Schranke verbessert werden.

Satz 19.4. (Schranke von Serre)
Es sei F :Fq ein Kongruenzfunktionkörper vom Geschlecht g. Dann unterliegt die
Anzahl N1 der rationalen Stellen in F der Schranke

|N1 − (q + 1)| ≤ gb2√qc.

Beweis. Da Kongruenzfunktionenkörper vom Geschlecht 0 stets rational sind (Satz
von F.K.Schmidt) und damit genau q + 1 rationale Stellen besitzen, können wir im
folgenden g > 0 annehmen. Es sei A der Ring der ganzen algebraischen Zahlen in
C, d.h. der Ring aller komplexen Zahlen, die Nullstelle eines normierten Polynoms
aus Z[T ] sind. Wir betrachten das L-Polynom LF :Fq(t) =

∏2g
i=1 (1− ωit) von F :Fq.

Die Weilzahlen ωi ∈ A haben Betrag |ωi| =
√
q nach dem Satz von Hasse-Weil und

können so angeordnet werden, daÿ ωiωg+i = q und somit ωi = ωg+i = q
ωi

gilt. Die
reellen ganzen Zahlen

ci := ωi + ωi + b2√qc+ 1 und di := −ωi − ωi + b2√qc+ 1

sind aufgrund |ωi| =
√
q strikt positiv. Es seien N die galoissche Hülle von

Q(w1, . . . , w2g):Q und σ ∈ Gal(N :Q). Da L(t) ein Polynom mit Koe�zienten aus Z
ist, permutiert σ die Weilzahlen ω1, . . . , ω2g. Es gilt weiter

σ(ωi) = σ(q/ωi) = q/σ(ωi) = σ(ωi).

Somit permutiert σ sowohl die Zahlen c1, . . . , cg als auch d1, . . . , dg und die Produkte

c :=

g∏
i=1

ci und d :=

g∏
i=1

di

sind invariant unter Gal(N :Q). Also sind c und d echt positive ganze algebraische
Zahlen aus Q. Wegen Q ∩ A = Z hat dies schlieÿlich c ≥ 1 und d ≥ 1 zur Folge.
Aus der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittelwert
erhalten wir

1

g

g∑
i=1

ci ≥

(
g∏
i=1

ci

) 1
g

= c
1
g ≥ 1.
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Daraus folgt dann mit der De�nition der ci

g ≤
g∑
i=1

ci =

(
g∑
i=1

(ωi + ωi)

)
+ gb2√qc+ g =

2g∑
i=1

ωi + gb2√qc+ g.

Da die Summe aller Weilzahlen gleich (q + 1)−N1 ist folgt die Abschätzung

N1 ≤ q + 1 + gb2√qc.

Analog folgert man aus der Ungleichung

1

g

g∑
i=1

di ≥

(
g∏
i=1

di

) 1
g

= d
1
g ≥ 1

die Abschätzung

N1 ≥ q + 1− gb2√qc. �

Mit dieser verbesserten Schranke erhält man analog zu Bemerkung 19.2 das folgende

Korollar 19.5. Für eine Primzahlpotenz q gilt die Ungleichung

N(q) ≤ b2√qc. �

19.2 Der Satz von Drinfeld-Vladut

Die Abschätzung aus Korollar 19.5 kann weiter verbessert werden durch

Satz 19.6. (Drinfeld-Vladut)
Für eine Primzahlpotenz q gilt die Ungleichung

N(q) ≤ √
q − 1.

Beweis. Es seien F :Fq ein Kongruenzfunktionenkörper vom Geschlecht g sowie
ω1, . . . , ω2g seine Weilzahlen mit |ωi| =

√
q. Dann sind

vi :=
ωi√
q

Einheitswurzeln in C. Für die Anzahl Nr der rationalen Stellen bei einer Konstan-
tenerweiterung von F mit Grad r gilt

Nr − (qr + 1) = −
2g∑
i=1

ωri = −√q r
2g∑
i=1

vri .

Da bei einer Konstantenerweiterung keine rationalen Stellen verloren gehen, folgen
hieraus die Ungleichungen

N1
√
q −r ≤ Nr

√
q −r =

√
q r +

√
q −r −

2g∑
i=1

vri

und
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2g∑
i=1

vri ≤
√
q r +

√
q −r −N1

√
q −r. (∗)

Es sei m eine beliebige natürliche Zahl. Da v1, . . . , v2g Einheitswurzeln in C sind,
gilt dann

0 ≤

∣∣∣∣∣
m∑
r=0

v ri

∣∣∣∣∣
2

=

(
m∑
r=0

vri

)
·

(
m∑
s=0

v−si

)
=

m∑
r,s=0

vr−si

= m+ 1 +
m∑
r=1

(m+ 1− r)(vri + v−ri ).

Summieren wir diese Ungleichung über i = 1, . . . , 2g, so erhalten wir mit der vor-
letzten Abschätzung (∗)

0 ≤ 2g(m+ 1) +
m∑
r=1

(m+ 1− r)

2g∑
i=1

(vri + v−ri )

= 2g(m+ 1) + 2
m∑
r=1

(m+ 1− r)

2g∑
i=1

vri

≤ 2g(m+ 1) + 2
m∑
r=1

(m+ 1− r)(
√
q r +

√
q −r −N1

√
q −r).

Das zeigt

N1

g

m∑
r=1

m+ 1− r

m+ 1

√
q −1 ≤ 1 +

1

g

m∑
r=1

m+ 1− r

m+ 1
(
√
q +

√
q −1)

Wir de�nieren hm(t) :=
∑m

r=1
m+1−r
m+1

tr. Mit dieser Bezeichnung ist dann die obige
Ungleichung äquivalent zu

N1

g
≤ 1

hm(
√
q −r)

+
1

g

(
1 +

hm(
√
q r)

hm(
√
q −r)

)
.

Es läÿt sich leicht veri�zieren, daÿ für t 6= 1

hm(t) =
m∑
r=1

m+ 1− r

m+ 1
tr =

t

(1− t)2

(
tm+1 − 1

m+ 1
+ 1− t

)
und für t < 1

lim
m→∞

(hm(t)) =
t

(1− t)

gelten. Also existiert für jedes ε > 0 eine natürliche Zahl m0 mit

1

hm0(
√
q −1)

<

(
1−√q −1

)
√
q −1 +

ε

2
=
√
q − 1 +

ε

2
.
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Desweiteren sei g0 ∈ N hinreichend groÿ gewählt, sodaÿ

1

g0

(
1 +

hm(
√
q)

hm(
√
q −1)

)
≤ ε

2

gilt. Dann gilt folgt alle g ≥ g0 die Abschätzung

N1

g
≤ √

q − 1 + ε.

Das zeigt schlieÿlich N(q) = lim sup
g→∞

N1

g
≤ √

q − 1.

Zusammen mit Beispiel 19.3 folgt

Korollar 19.7. (Tsfasman-Vladut-Zink)
Für eine Primzahlpotenz q gilt

N(q2) = q − 1.

19.3 Vergleich mit der Gilbert-Varshomov Schranke

Im Anschluÿ von Abschnitt 9.3 zeigen wir nun, daÿ sich die asymptotische Gilbert-
Varshomov-Schranke (9.13) mit der aus dem Satz von Drinfeld-Vladut ergebenden
asymptotische Schranke für arithmetische Codes in einem gewissen Bereich verbes-
sern läÿt. Dabei müssen wir grundsätzlich voraussetzen, daÿ q ein Quadrat ist.

Bemerkung 19.8. (AG - Schranke)
Für die asymptotische Informationsrate der arithmetischen Codes über Fq bei qua-
dratischer Primzahlpotenz q mit relativer Distanz δ gilt

Rq(δ) ≥ 1− δ − 1
√
q − 1

.

Beweis. Nach Korollar 11.4 ist die Dimension eines maximalen arithmetischen Codes
der Länge n und Minimaldistanz d (falls er existiert) mindestens n − (g − 1) − d.
Daraus folgen

logq(Aq(n, d)) ≥ n− (g − 1)− d

und (mit δ = d/n)

Rq(δ) = lim sup
n→∞

1

n
logq(Aq(n, δn)) ≥ 1− δ − lim sup

n→∞

g

n
.

Mit der Gleichheit aus Korollar 19.7 erhalten wir schlieÿlich

Rq(δ) ≥ 1− δ − 1
√
q − 1

. �
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Satz 19.9. Ab q ≥ 49 verbessert die asymptotische Schranke für arithmetische Co-
des über Fq bei quadratischen q die asymptotische Gilbert-Varshomov Schranke im
Intervall (δ1, δ2), wobei δ1, δ2 die Nullstellen der Gleichnung Hq2(δ)− δ = 1√

q−1
sind.

Beweis. Die AG-Schranke ist linear mit Anstieg −1. Wir zeigen zunächst, daÿ die
zur AG-Schranke parallele Tangente T an der Gilbert-Varshomov-Schranke 1−Hq(δ)
durch den Punkt (δ0, 1−Hq(δ0)) mit

δ0 :=
q − 1

2q − 1

geht. Dazu bilden wir die Ableitung von Hq(x) nach x.

H ′
q(x) =

(
x logq

(
1− x

x
(q − 1)

)
− logq(1− x)

)′
= logq

(
1− x

x
(q − 1)

)
+ x · 1− q

x2
· x

(1− x)(q − 1)
− (−1) · 1

1− x

= logq

(
1− x

x
(q − 1)

)
.

Es ist also H ′
q(x) = 1 genau dann, wenn xq = (q − 1)(1− x) gilt. Das ist für x = δ0

der Fall. Es gilt dann

Hq(δ0) = δ0 logq ((2q − 1) · (1− δ0))− logq (1− δ0) = δ0 − 1 + logq(2q − 1).

Die Punkte (R, δ) auf der Tangente T erfüllen also die Gleichung

R− (1−Hq(δ0)) = −1 · (δ − δ0)

beziehungsweise

R = (1−Hq(δ0)) + δ0 − δ = −δ + 2− logq(2q − 1).

Die AG-Schranke schneidet die Gilbert-Varshomov-Schranke also genau dann, wenn
logq(2q − 1)− 1 > (

√
q − 1)−1 beziehungsweise

logq(2q − 1) >

√
q

√
q − 1

gilt. Dies ist für q ≥ 49 der Fall.

Korollar 19.10. Es gibt arithmetische Codes oberhalb der Gilbert-Varshomov-Schranke.
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Im folgenden Diagramm wird die Verbesserung der Gilbert-Varshamov-Schranke
durch die AG-Schranke beispielhaft für q = 64 verdeutlich.

Asymptotische untere Schranken für q = 64





Kapitel 20

Lineare Codes als arithmetische

Codes

De�nitionsgemäÿ ist jeder arithmetische Code linear. In diesen Kapitel zeigen wir,
daÿ jeder lineare Code über Fq zumindest ein auf Fq eingeschränkter Teilkörpercode
eines arithmetischen Codes und damit ein verallgemeinerter arithmetischer Code ist.

20.1 Der gewöhnliche Spurturm

De�nition 20.1. (Gewöhnlicher Spurturm)
Der Kongruenzfunktionenkörper Fm := Fq(x0, x1, . . . , xm) mit den de�nierenden Re-
lationen

xqi − xi = xi−1(x
q
i−1 − xi−1) für i = 1, . . . ,m

heiÿt gewöhnlicher (oder auch vektorieller) Spurturm der Stufe m über Fq.

Bemerkung 20.2. (Verzweigung im gewöhnlichen Spurturm)
Es sei Fm ein gewöhnlicher Spurturm über Fq. Dann gelten:

(a) Die Erweiterung Fm:F0 ist geometrisch vom Grad qm.

(b) Der Nennerdivisor von x0 ist in Fm:F0 total verzweigt; es gilt etwa

(x0)∞ = Pqm

∞ .

(c) Die Di�erente von Fm:F0 hat die Gestalt

D(Fm:F0) = Pd∞
∞ mit d∞ = (q2 − 1)((q + 1)m − qm) + qm − 1.

Beweis. Sämtliche Körpererweiterungen Fl:Fl−1 für l = 1, . . . ,m besitzten Grad q
und sind als Artin-Schreier-Erweiterungen geometrisch. Folglich ist Fm:F0 geome-
trisch vom Grad qm. Es bleiben somit noch (b) und (c) zu zeigen.
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In jeder der Artin-Schreier Erweiterungen Fl:Fl−1 sind nach Satz 18.2 nur die Pol-
stellen von xl−1 verzweigt. Aus den de�nierenden Gleichungen von Fm folgt

(xl)
q
∞ = (xl−1)

q+1
∞ für l = 1, . . . ,m.

Also sind alle Polstellen von xl−1 in Fl:Fl−1 total verzweigt. Das hat zur Folge, daÿ
x0, x1, . . . , xm genau eine Polstelle P∞ besitzen und diese in Fm:F0 total verzweigt
mit Index eP∞(Fm:F0) = qm ist. Das beweist die Aussage (b). Desweiteren besitzt
xq+1
l−1 − x2

l−1 in Fl−1 den Polstellendivisor

(xq+1
l−1 − x2

l−1)∞ = P(q+1)l

∞ .

Somit ist nach Satz 18.2

deg(D(Fl:Fl−1)) = (q − 1)((q + 1)l + 1)

der Di�erentengrad der Erweiterungen Fl:Fl−1. Dies impliziert für den Di�erenten-
grad von Fm:F0 vermöge der Formel für geometrischen Reihen

deg(D(Fm:F0)) =
m∑
l=1

qm−l deg(D(Fl:Fl−1)) =
m∑
l=1

qm−l(q − 1)((q + 1)l + 1)

= qm(q − 1)

(
q + 1

q
· (q + 1)m − qm

qm−1
+

1

q
· qm − 1

qm−1(q − 1)

)
= (q2 − 1)((q + 1)m − qm) + qm − 1 = d∞.

Da nur P∞ in Fm:F0 verzweigt ist, folgt hieraus die Aussage (c).

Satz 20.3. (Geschlecht und Anzahl rationaler Stellen)
Für einen gewöhnlichen Spurturm Fm über Fq gelten:

(a) Das Geschlecht von Fm:Fq beträgt

gm =
q − 1

2

(
(q + 1)m+1 − qm+2 − 1

q − 1

)
.

(b) Die Anzahl der rationalen Stellen in Fm ist

#P (1)
Fm:Fq

= qm+1 + 1.

Beweis. Das Geschlecht berechnen wir mit der Hurwitzschen Relativgeschlechtformel
und Bemerkung 20.2 vermöge

gm = 1− [Fm:F0] +
deg(D(Fm:F0))

2
=

1

2

(
(q2 − 1) ((q + 1)m − qm)− qm + 1

)
=

1

2

(
(q − 1)(q + 1)m+1 − qm+2 + 1

)
.
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Nach dem Dedekind-Kriterium sind die Nullstellen von xql−1 − xl−1 voll zerlegt in
Fl:Fl−1. Daher sind alle rationalen Stellen von F0 auÿer dem Nennerprimteiler P∞
von x0 voll zerlegt in Fm:F0, und es ist (xq0−x0)0 das Produkt von q · [Fm:F0] = qm+1

rationalen Stellen in Fm. Somit ergibt sich die Anzahl rationaler Stellen

#P (1)
Fm:Fq

= qm+1 + 1. �

Korollar 20.4. (Vektorraumstruktur der rationalen Zählerstellen von xqm − xm)
Die Abbildung

α :

{
P (1)
Fm:Fq

\{P∞} −→ F m+1
q

P 7−→ (x0(P), x1(P), . . . , xm(P))

ist eine bijektive Abbildung von der Menge der Zählerprimteiler von xqm − xm im
gewöhnlichen Spurturm Fm:Fq auf F m+1

q .

Beweis. Nach dem Dedekind-Kriterium ist jede rationale Stelle Q 6= P∞ aus Fl−1

zerlegbar in ein Produkt rationaler Stellen aus Fl und es gilt dabei

Q =
∏
a∈Fq

Qa mit xl ≡ a (mod Qa).

Ist also ein Vektor (a0, . . . , am)∈F m+1
q gegeben, so besitzt die Stelle (x−a0)0 ∈ P (1)

F0:Fq

rationale Fortsetzungen P(l) in Fl mit

xi ≡ ai (mod P(l)) für i = 1, . . . , l.

Es ist dann P(m) das Urbild von (a0, . . . , am) unter α. Das zeigt die Surjektivität
und damit die Bijektivität von α.

20.2 Lineare Standardräume im Spurturm

Satz 20.5. (Pol- und Fehlzahlen von P∞)
Es seien Fm:Fq ein gewöhnlicher Spurturm und P∞ der Nennerprimteiler von x0.
Dann werden die Polzahlen von P∞ durch die Variablen x0, x1, . . . , xm erzeugt.
Genauer gelten:

(a) P∞ hat die Polzahlhalbgruppe

Hm :=

{
m∑
i=0

aiq
m−i(q + 1)i : ai ∈ N

}
.

(b) Der lineare Raum L(Pr
∞) wird erzeugt von den Funktionen der Form

xa0
0 · · ·xam

m mit ai ∈ N und
m∑
i=0

aiq
m−i(q + 1)i ≤ r.
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Beweis. Aus den de�nierenden Relationen des gewöhnlichen Spurturms Fm gelten

(x0)
qm

∞ = P∞, (x1)∞ = (x0)
q+1

q
∞ = Pqm−1(q+1)

∞

und allgemein
(xi)∞ = Pqm−i(q+1)i

∞

für die Nennerdivisoren der Variablen x0, x1, . . . , xm. Daher ist Hm in der Polzahl-
halbgruppe von P∞ enthalten und es gilt

L(Pr
∞) ≥ Fq〈xa0

0 · · · aam
m : ai ∈ N mit

∑m
i=0 aiq

m−i(q + 1)i ≤ r〉.

Mit dem Satz von Weierstraÿ folgen dann die entgegengesetzten Inklusionen aus

#(N\Hm) = gm,

was wir in Lemma 20.7 nachweisen werden.

Lemma 20.6. Für l ∈ N bezeichne wie in Satz 20.5

Hl :=

{
l∑

i=0

aiq
m−i(q + 1)i : ai ∈ N

}
.

Desweiteren sei m ∈ N eine natürliche Zahl. Dann ist jede ganze Zahl l ∈ Z
eindeutig darstellbar als l = uq + v(q + 1)m mit u, v ∈ Z und 0 ≤ v < q. Für m ≥ 1
gilt zusätzlich: Es ist l genau dann Element der Halbgruppe Hm, wenn u Element
von Hm−1 ist.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, da mit v auch v(q + 1)m ≡ v (mod q) alle
Restklassen modulo q durchläuft. Im folgenden sei nun m ≥ 1. Ist l = uq+v(q+1)m

mit 0 ≤ v < q ein Element von Hm, so gibt es natürliche Zahlen a0, . . . , am ∈ N mit
l =

∑m
i=0 aiq

m−i(q + 1)i. Den Koe�zienten am schreiben wir als am = aq + b mit
a, b ∈ N und 0 ≤ b < q und erhalten somit die Zerlegung

l =
m−1∑
i=0

aiq
m−i(q + 1)i + (aq + b)(q + 1)m

=

(
m−1∑
i=0

aiq
m−i−1(q + 1)i + a(q + 1)m

)
q + b(q + 1)m.

Wir haben oben bereits gezeigt, daÿ die Zerlegung dieser Art eindeutig ist und es
folgt daher

u =
m−2∑
i=0

aiq
m−1−i(q + 1)i + (am−1 + a(q + 1))(q + 1)m−1 ∈ Hm−1.

Ist umgekehrt u Element von Hm−1, so gilt u =
∑m−1

i=0 ãiq
m−1−i(q + 1)i mit Zahlen

ã0, . . . , ãm−1 ∈ N. Daher gilt dann

l = uq + v(q + 1)m =
m−1∑
i=0

ãiq
m−i(q + 1)i + v(q + 1)m ∈ Hm. �
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Der Beweis zu Satz 20.5 schlieÿt mit

Lemma 20.7. Die Di�erenzmenge N\Hm enthält genau gm Elemente.

Beweis. Dieses Lemma beweisen wir per Induktion nach m. Im Fall m = 1 ist
H1 = {a0q + a1(q + 1) : ai ∈ N} und es gilt

N\H1 = {1, . . . , q − 1, q + 2, . . . , 2q − 1, 2q + 3, . . . , 3q − 1, 3q + 4, . . .}.

Somit enthält N\H1 genau (q−1)+(q−2)+· · ·+1 = q(q−1)
2

Elemente. Das Geschlecht
des gewöhnlichen Spurturms F1 der Stufe 1 ist nach Satz 20.3

g1 =
q − 1

2

(
(q + 1)2 − q3 − 1

q − 1

)
=
q(q − 1)

2

und stimmt daher mit #(N\H1) überein.
Es sei nun m > 1 und die Behauptung gelte für alle Zahlen l ≤ m− 1. Nach Lemma
20.6 läÿt sich die Menge der natürlichen Zahlen disjunkt zerlegen in

N = {uq + v(q + 1)m : u ≥ 0, 0 ≤ v < q}
.
∪ {uq + v(q + 1)m : u < 0, 0 ≤ v < q}.

Wir bezeichnen die erste Menge der Zerlegung mit N1 und die zweite mit N2. Nach
Lemma 20.6 ist N2 ∩Hm = ∅, denn aus uq + v(q + 1)m ∈ N2 ∩Hm folgte u < 0 und
u ∈ Hm−1 im Widerspruch zur De�nition von Hm−1. Es gilt also

#(N\Hm) = #(N1\Hm) + #N2.

Wir bestimmen zunächst die Kardinalität von N1\Hm. Nach Lemma 20.6 ist uq +
v(q+1)m genau dann Element von N1\Hm, wenn u ∈ Hm−1 gilt. Also induziert jedes
u ∈ Hm−1 wegen 0 ≤ v < q genau q Elemente der Form uq+ v(q+ 1)m in Hm. Nach
der Induktionsvoraussetzung gilt daher

#(N1\Hm) = q ·#(N\Hm−1) = qgm−1.

Zur Bestimmung von #N2 müssen wir nun alle Zahlen uq+ v(q+1)m ≥ 0 mit u < 0
abzählen. Eine solche Zahl erfüllt

−uq ≤ v(q + 1)m = v

(
1 +

m∑
i=1

(m
i

)
qi

)
.

Wegen 0 ≤ v < q ist diese Ungleichung äquivalent zu

−u ≤ v
m∑
i=1

(m
i

)
qi−1.
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Die Mächtigkeit der Menge N2 ist also

#N2 =

q−1∑
v=1

#

{
u < 0 : −u ≤ v

m∑
i=1

(m
i

)
qi−1

}
=

q−1∑
v=1

(
v

m∑
i=1

(m
i

)
qi−1

)

=

(
q−1∑
v=1

v

)
1

q

m∑
i=1

(m
i

)
qi =

q − 1

2
· ((q + 1)m − 1).

Addieren wir schlieÿlich #(N1\Hm) und #N2, so ergibt sich

#(N\Hm) = qgm−1 +
q − 1

2
((q + 1)m − 1))

= q
q − 1

2

(
(q + 1)m − qm+1 − 1

q − 1

)
+
q − 1

2
((q + 1)m − 1)

=
q − 1

2

(
q(q + 1)m + (q + 1)m − q(qm+1 − 1)

q − 1
− q − 1

q − 1

)
= gm,

was zu zeigen war.

Korollar 20.8. Es seien Fm:Fq ein gewöhnlicher Spurturm, P∞ der Nennerprim-
teiler von x0 in Fm und j eine natürliche Zahl mit

r := qm−j(q + 1)j < 2qm.

Dann ist 1, x0, . . . , xj eine Fq−Basis von L(Pr
∞).

Beweis. Da
∑m

i=0 aiq
m−i(q + 1)i ≥ 2qm für

∑m
i=0 ai ≥ 2 gilt, folgt nach Satz 20.5

L(Pr
∞) ≤ Fq〈x0, . . . , xm〉. Wegen (q + 1)iqm−i > (q + 1)jqm−j = r für i > j sind

xj+1, . . . , xm nicht in L(Pr
∞) enthalten. Hieraus folgt die Behauptung, da Funktionen

mit paarweise verschiedener Polordnung bei P∞ über Fq linear unabhängig sind.

20.3 Darstellung linearer Codes als arithmetische
Codes

Bemerkung 20.9. Zu jedem linearen Code C über Fq mit (1, . . . , 1) ∈ C gibt es
eine Potenz q̃ von q und einen arithmetischen Code C̃ über Fq̃ mit C = C̃|Fq .

Beweis. Es sei C ein linearer [n, k]q−Code mit (1, . . . , 1) ∈ C. Dann besitzt C eine
Erzeugermatrix der Gestalt

G =


1 · · · 1
g21 · · · g2n
...

. . .
...

gk1 · · · gkn

 .
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Jede Spalte von G de�niert einen Vektor

g j := (g2j, . . . , gkj) ∈ F k−1
q .

Es sei s die maximale Anzahl gleicher Vektoren aus {g1, . . . , gn} und es bezeichne
m := bk + logq(s)c. Diese Zahlen erfüllen die Ungleichung qm+1 ≥ qk · s beziehungs-
weise s ≤ qm−(k−1). Wir können also für g1, . . . , gn paarweise verschiedene Urbilder
unter der Projektion

πmk−1 :

{
F m
q −� F k−1

q

(a1, . . . , am) 7−→ (a1, . . . , ak−1)

�nden, d.h. es gibt paarweise verschiedene Vektoren a1, . . . ,an ∈ Fmq mit

πmk−1(a j) = g j für j = 1, . . . , n.

Für eine hinreichend groÿe Potenz q̃ von q gilt r := q̃ m−k+1(q̃+ 1)k−2 < 2q̃ m−1. Der
gewöhnliche Spurturm F := Fm−1 über Fq̃ besitzt nach Korollar 20.4 für j = 1, . . . , n
jeweils genau eine rationale Stelle Pj mit

(x0(Pj), . . . , xm−1(Pj)) = a j ∈ F m
q .

Wir betrachten nun den arithmetischen Code C(A,G) über F de�niert durch

A := P1 · · ·Pn und G := Pr
∞.

Nach Korollar 20.8 ist 1, x0, . . . , xk−2 eine Basis von L(G). Somit hat C(A,G) die
Erzeugermatrix 

1 · · · 1
x0(P1) · · · x0(Pn)

...
. . .

...
xk−2(P1) · · · xk−2(Pn)

 .

Konstruktionsgemäÿ ist diese Matrix identisch zu G. Also stimmt der Code C mit
dem arithmetischen Teilkörpercode C(A,G)|Fq überein. Hieraus folgt unsere Be-
hauptung.

Satz 20.10. Jeder lineare Code kann als Teilkörpercode eines arithmetischen Codes
gewonnen werden.

Beweis. Es seien C ein linearer Code der Länge n und Ĉ der durch ein Paritätsbit
erweiterte Code der Länge n+1 von C (vgl. Bemerkung 4.1). Dann verschwindet für
alle Codewörter aus Ĉ die Quersumme ihrer Einträge, d.h. es gilt 〈(1, . . . , 1), x 〉 = 0
für x ∈ Ĉ. Somit besitzt der zu Ĉ duale Code Ĉ⊥ das Wort (1, . . . , 1). Nach Be-
merkung 20.9 ist daher Ĉ⊥ nach Erweiterung des Konstantenkörpers Fq nach Fq̃ ein
arithmetischer Code. Da die Klasse arithmetischer Codes abgeschlossen ist bezüg-
lich Dualisierung, ist auch Ĉ arithmetisch. Durch geeignetes Punktieren von Ĉ erhält
einen Code C̃ mit C̃|Fq = C (vgl. Bemerkung 4.2). Da aber das Punktieren lediglich
der Ersetzung des Auswertungsdivisor A von Ĉ durch P−1A mit P|A entspricht, ist
auch C̃ ein arithmetischer Code und es gilt schlieÿlich C = C̃|Fq .
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Anmerkung 20.11. Codes über Fq, die man durch Einschränkung arithmetischer
Codes über Fq̃ (vgl. Kapitel 16) erhält, gehören zu den sogenannten verallgemeiner-
ten arithmetischen Codes über Fq. Bei diesen ist zugelassen, daÿ der Auswertungs-
divisor A Primteiler P vom Grad deg(P) > 1 besitzt (siehe [OS99]).

20.4 Standardcodes im gewöhnlichen Spurturm

In diesem Abschnitt untersuchen wir Standardcodes über dem gewöhnlichen Spur-
turm Fm. Diese sind unter anderem deswegen interessant, weil ihr Singletondefekt
nur einen Bruchteil des Geschlechts gm beträgt. Desweiteren vergleichen wir die
Parameter dieser Standardcodes mit denen der korrespondierenden Hermiteschen
Standardcodes (Kapitel 17).

De�nition 20.12. (Standardcode im gewöhnlichen Spurturm)
Es seien Fm ein gewöhnlicher Spurturm über Fq und P∞ der Nennerprimteiler von
x0 sowie n := qm+1. Desweiteren sei A :=

∏n
i=1 Pi das Produkt der von P∞ ver-

schiedenen rationalen Stellen in Fm. Dann heiÿen die Codes

Cr := C(A,Pr
∞)

Standardcodes in Fm.

Bemerkung 20.13. (Dimension und Erzeugermatrix von Standardcodes in Fm)
Es seien Cr ein Standardcode in Fm und

Br :=

{
xa0

0 · · ·xam
m : 0 ≤ ai < q,

m∑
i=0

aiq
m−i(q + 1)i ≤ r

}
.

Dann bildet
Gr := (x(P1), . . . , x(Pn))x∈Br

eine Erzeugermatrix von Cr. Insbesondere ist die Dimension des Codes Cr durch die
Elementanzahl

kr := #

{
(a0, . . . , am) : 0 ≤ ai < q,

m∑
i=0

aiq
m−i(q + 1)i ≤ r

}

von Br gegeben.

Beweis. Nach Satz 20.5 wird L(Pr
∞) von den Funktionen der Gestalt xa0

0 · · ·xam
m mit

ordP∞(xa0
0 · · ·xam

m ) = −
m∑
i=0

aiq
m−i(q + 1)i ≥ −r
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erzeugt. Da jeder Primteiler P des Auswertungsdivisors A eine Nullstelle von xqi −xi
für alle i = 0, . . . ,m bildet, gilt insbesondere xq+ai

i ≡ xai
i (mod P) und daher wird

Cr schon von den Funktionen aus Br erzeugt, d.h. es ist

Cr = Fq〈x : x ∈ Br〉.

Es bleibt also lediglich die lineare Unabhängigkeit der Elemente aus Br über Fq zu
zeigen. Setzt man

s := − ordP∞

(
m∏
i=0

xq−1
i

)
= (q − 1)

m∑
i=0

qm−i(q + 1)i,

so gilt kr̃ = qm+1 = n für r̃ ≥ s. Nach dem starken Approximationssatz gibt es für
j = 1, . . . , n Funktionen yj ∈ ∪r∈NL(Pr

∞) mit

yj(Pj) 6= 0 und yj(Pi) = 0 für j 6= i ∈ {1, . . . , n}.

Für r̃ ≥ max{s,− ordP∞(y1), . . . ,− ordP∞(yn)} besitzt demnach der Code Cr̃ die
Dimension n. Das zeigt die lineare Unabhängigkeit der Funktionen aus Br.

Satz 20.14. Die Klasse der Standardcodes in einem gewöhnlichen Spurturm Fm ist
abgeschlossen bezüglich Dualisierung. Genauer gilt für den Code Cr

C⊥
r = Cs−r−1

mit s = − ordP∞

(∏m
i=0 x

q−1
i

)
= (q − 1)((q + 1)m+1 − qm+1).

Beweis. Das Di�erential δ = z−1dz mit z := xq0 − x0 =
∏

a∈Fq
(x0 − a) besitzt nach

Korollar 20.4 und der Di�erentialdivisorformel den Divisor

(δ) = (z−1) · (dz) = Pn
∞A−1 ·D(Fm:F0)(z)

2
∞ = A−1P2gm−2+n

∞ .

Folglich ist δ ein Di�erential in Fm mit Ordnung −1 und dem Residuum 1 an den
Stellen P|A. Nach Satz 11.12 ist dann Cr dual zum arithmetischen Code C(A,G∗)
mit Goppadivisor

G∗ = (δ)AG−1 = P2gm−2+n−r
∞ .

Aus

2gm − 2 + n− r = (q − 1)(q + 1)m+1 − qm+2 + qm+1 − r − 1 = s− r − 1

ergibt sich C⊥
r = C∗(A,G∗) = Cs−r−1.

Satz 20.15. (Distanz der Standardcodes in Fm)
Es seien Cr ein Standardcode in Fm und k, l ganze Zahlen mit 0 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l < q
und

− ordP∞(xq−1
0 · · ·xq−1

k−1x
l−1
k ) ≤ r < − ordP∞(xq−1

0 · · ·xq−1
k−1x

l
k).

Dann besitzt Cr die Minimaldistanz

dr = (q − l + 1)qm−k

und den Singletondefekt n− kr + 1− (q − l + 1)qm−k.
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Beweis. Es sei Fq = {w1, . . . , wq} mit wq = 0. Wir betrachten zunächst die Funktion

ykl := (xq−1
0 − 1) · · · (xq−1

k−1 − 1)(xk − w1) · · · (xk − wl−1)

aus L(Pr
∞). Unter Verwendung der Bijektion α aus Korollar 20.4 gilt

(xq−1
0 − 1)0 =

∏
a0 6=0

α−1(a0, . . . , am), (xq−1
1 − 1)0 =

∏
a0=0
a1 6=0

α−1(a0, . . . , am)

und allgemein
(xq−1

i − 1)0 =
∏

a0=...=ai−1=0

ai 6=0

α−1(a0, . . . , am).

Die Funktion ykl verschwindet also in genau

(q − 1)(qm + qm−1 + · · ·+ qm−k+1) + (l − 1)qm−k = qm+1 − (q − l + 1)qm−k

rationalen Stellen aus Fm und das zugehörige Codewort ykl besitzt Hamming -
Gewicht w(ykl) = n− (qm+1− (q− l+1)qm−k) = (q− l+1)qm−k. Wir erhalten somit
die Ungleichung

dr ≤ (q − l + 1)qm−k.

Nun sei t := (q− l+1)qm−k. Für den Nachweis der umgekehrten Ungleichung reicht
es nach Bemerkung 2.16 zu zeigen, daÿ jeweils t− 1 Spalten der Kontrollmatrix zu
Cr linear unabhängig sind. Dazu nehmen wir zunächst an, daÿ r einen der Werte

r = − ordP∞(xq−1
0 · · ·xq−1

k−1x
l
k)− 1 = s+ ordP∞(xq−1

m · · ·xq−1
k+1x

q−l−1
k )− 1

für 0 ≤ k ≤ m und 1 ≤ l ≤ q − 1 annimmt. Die Ungleichung für allgemeine r̃ mit
r̃ ≤ r folgt dann aus dr̃ ≥ dr.
Die Kontrollmatrix zu Cr wird nach Satz 20.14 erzeugt von allen Funktionen aus

Bs−r−1 =

{
xa0

0 · · ·xam
m : 0 ≤ ai < q,

m∑
i=0

aiq
m−i(q + 1)i ≤ s− r − 1

}
.

Wir betrachten die Teilmenge

B̃ :=

{
xa0

0 · · ·xam
m : 0 ≤ ai < q,

m∑
i=0

ai ≤ (m− k)(q − 1) + t

}
und die hiervon erzeugte Matrix

A :=

(
m∏
i=0

xi(P1)
ai , . . . ,

m∏
i=0

xi(Pn)
ai

)
mQ

i=0
x

ai
i ∈B̃

.

Für unsere Behauptung genügt es zu zeigen, daÿ je t − 1 Spalten von A linear
unabhängig sind. Im Spezialfallm = 0 ergibt sich dies einfach daraus, daÿ A aus t−1
Zeilen einer Vandermondeschen Matrix besteht. Der allgemeine Fall kann schlieÿlich
durch Induktion nach m auf den Fall m = 0 zu geführt werden. Damit schlieÿt der
Beweis.
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Korollar 20.16. (Vergleich mit Hermiteschen Standardcodes)
Es seien

F = Fq2(u, v) mit vq + v = uq+1

ein Hermitescher Funktionenkörper und

F1 = Fq2(x0, x1) mit xq1 − x1 = x0(x
q
0 − x0)

ein gewöhnlicher Spurturm der Höhe 1. Dann gelten:

(a) Für 2 ≤ d ≤ q gibt es Hermitesche Standardcodes über F :Fq2 mit den Para-
metern [q3, q3 −

(
d
2

)
, d]q2 und Singletondefekt

(
d−1
2

)
.

(b) Für 2 ≤ d ≤ q2 gibt es Standardcodes im gewöhnlichen Spurturm F1:Fq2 mit
den Parametern [q4, q4 −

(
d
2

)
, d]q2 und Singletondefekt

(
d−1
2

)
.

Insbesondere gibt es bei vorgebener Distanz d ≤ q Standardcodes in F1 mit höherer
Informationsrate als die der korrespondierenden Standardcodes über F .

Beweis. Bei 2 ≤ d ≤ q haben Hermitesche Standardcodes Ct mit

(q + 1)(q2 + q − d) ≤ t ≤ (q + 1)(q2 + q − d) + q

nach Zusatz 17.14 Minimaldistanz d. Unter diesen Hermiteschen Codes besitzt Cr
mit

r := (q + 1)(q2 + q − d) + q = q3 + q2 − q − 2− (d− 2)(q + 1)

die gröÿte Dimension, nämlich (ebenfalls nach 17.14)

dim(Cr) = q3−#{(i, j) : i, j ∈ N, j < q, iq+ j(q+1) ≤ (d−2)(q+1)} = q3−
(
d

2

)
.

Das Pseudogeschlecht von Cr beträgt dann

q3 − dim(Cr) + 1− d =

(
d

2

)
− (d− 1) =

(
d− 1

2

)
.

Standardcodes Ct in F1:Fq2 mit vorgebener Distanz d ≤ q2 erhalten wir nach Satz
20.15 für

− ordP∞(x
q2−1
0 xq

2−d
1 ) = 2q4−dq2−d ≤ t < − ordP∞(x

q2−1
0 xq

2−d+1
1 ) = 2q4−(d−1)(q2+1).

Die maximale Dimension unter diesen Codes hat Cr mit

r := 2q4 − (d− 1)(q2 + 1)− 1 = 2q4 − q2 − 2− (d− 2)(q2 + 1),

nämlich (unter Verwendung von Satz 20.14)

kr = q4 − k2q4−q2−2−r = q4 − k(d−2)(q2+1)

= q4 −#{(i, j) : 0 ≤ i, j ≤ q2, iq2 + j(q2 + 1) ≤ (d− 2)(q2 + 1)} = q4 −
(
d

2

)
.
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Der Singletondefekt ergibt sich wie oben zu

q4 − kr + 1− d =

(
d− 1

2

)
.

Das Verhältnis der Informationsraten zwischen Standardcodes in F1 und F bei glei-
cher Distanz d beträgt daher

1−
(
d
2

)
q4

zu 1−
(
d
2

)
q3
.

Das beweist unsere Behauptung.



Anhang A

Sätze über algebraische

Funktionenkörper

Für die Theorie der arithmetischen Codes benötigt man grundlegende Kenntnis-
se über algebraische Funktionkörper. Wir empfehlen das Buch Algebraic Functions
Fields and Codes von Henning Stichtenoth [Sti93]. Ohne Anspruch auf Vollständig-
keit sei hier eine kleine Sammlung von fundamentalen Aussagen, die im Skript durch
kursive Schrift gekennzeichnet sind, zum schnellen Nachschlagen zusammengestellt.

A.1 Grundlagen und Satz von Riemann-Roch

Es sei stets F :K ein algebraischer Funktionenkörper. Wir bezeichnen die Menge
aller Primdivisoren von F :K mit PF :K , die von den Primdivisoren erzeugte freie
abelsche Gruppe mit DF :K und es seien HF :K die Klasse aller Hauptdivisoren und
WF :K die kanonische Klasse von F :K. Den Bewertungsring eines Primdivisors P

kennzeichnen wir mit OP. Der Grad deg(P) eines Primdivisors ist der Körpergrad
[RP:K] des Restklassenkörpers RP = OP/P über den Konstantenkörper K. Für
einen Divisor A ∈ DF :K bezeichne L(A) = {z ∈ F : ordP(z) ≥ − ordP(A)} ∪ {0}
den K-linearen Riemann-Roch-Raum von A und wir de�neren Grad und Dimension
von A durch

deg(A) =
∑

P∈PF :K

ordP(A) deg(P) und dim(A) = dimK(L(A)).

Das Geschlecht eines algebraischen Funktionenkörpers F :K ist die natürliche Zahl
max{deg(A) − dim(A) + 1 : A ∈ DF :K} und wird von uns mit gF :K oder - falls im
Zusammenhang klar ist, welcher Funktionenkörper gemeint ist - auch kürzer mit g
gekennzeichnet.
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Satz von Riemann-Roch

Für die Dimension eines Divisor A ∈ DF :K hat man stets die Abschätzungen

deg(A) + 1 ≥ dim(A) ≥ deg(A)− g + 1.

Der Satz von Riemann-Roch besagt, daÿ i(A) = dim(W/A) für den Spezialitätsindex
i(A) := dim(A) − deg(A) + g − 1 und einen kanonischen Divisor W ∈ WF :K gilt,
d.h.

dim(A) = deg(A) + g − 1 + dim(W/A). [Sti93, I.5.15.]

Desweiteren verschwindet der Spezialitätsindex für Divisoren mit Grad ≥ 2g − 1,
d.h. es gilt

dim(A) = deg(A) + g − 1 falls deg(A) ≥ 2g − 1.

Satz von Cli�ord

Für einen Divisor A ∈ DF :K vom Grad 0 ≤ deg(A) ≤ 2g − 2 gilt

dim(A) ≤ 1 + 1
2

deg(A). [Sti93, I.6.11.]

Desweiteren gilt für Divisoren A,B mit Dimension > 0 die Abschätzung

dim(A) + dim(B) ≤ 1 + dim(AB).

Approximationssätze

Es seien P1, . . . ,Pn ∈ PF :K paarweise verschiedene Primdivisoren aus F :K, sowie
x1, . . . , xn Funktionen aus F und r1, . . . , rn ∈ Z ganze Zahlen. Dann gibt es nach
dem schwachen Approximationssatz eine Funktion x ∈ F mit

ordPi
(x− xi) = ri für i = 1, . . . , n. [Sti93, I.3.1.]

Sei zudem S 6= PF :K eine echte Untermenge der Primdivisoren in F :K und es seien
P1, . . . ,Pn aus S. Dann gibt es nach dem starken Approximationssatz eine Funktion
x ∈ F mit

ordPi
(x− xi) = ri (i = 1, . . . , n),

und ordP(x) ≥ 0 für alle P ∈ S\{P1, . . . ,Pn} [Sti93, I.6.4.]
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Rationale Stellen, Satz von Weierstraÿ

Ein Primdivisor vom Grad 1 nennen wir rationale Stelle und die Menge aller ratio-
nalen Stellen kennzeichnen wir mit P (1)

F :K . In rationalen Funktionenkörpern K(t):K
sind das genau die Null- und Polstellen der Linearfaktoren x−a für a ∈ K. Es gelten

P (1)
K(t):K = {(t− a)0, (t)∞ : a ∈ K} ∼= P(1)(K). [Sti93, I.2.]

Eine natürliche Zahl n ≥ 0 nennen wir Polzahl einer rationalen Stelle P, falls Pn

der Polstellendivisor (x)∞ einer Funktion x ∈ F ist, d.h. falls (x)∞ = Pn gilt.
Andernfalls heiÿt n Fehlzahl. Rationale Funktionenkörper haben keine Fehlzahlen.
Für Funktionenkörper vom Geschlecht g > 0 gilt nach dem Satz von Weierstraÿ :
Es gibt genau g Fehlzahlen n1 < . . . < ng zu einer rationalen Stelle P und es gilt
dabei n1 = 1 und ng ≤ 2g − 1. [Sti93, I.6.7.]

A.2 Erweiterungen algebraischer Funktionenkörper

Einen algebraischer Funktionenkörper E:K ′ wir eine algebraische Erweiterung von
F :K, falls E:F und K ′:K algebraische Erweiterungen sind. Die Erweiterung E:F
heiÿt geometrisch, falls E:F endlich separabel ist und K ′ = K gilt. Für eine Divi-
sorenerweiterung P′|P = P′ ∩ F eines Primdivisors P ∈ PF :K bezeichnen eP′(E:F )
den Verzweigungs- und fP′(E:F ) den Trägheitsheitsgrad. Bei galoischen Erweiterun-
gen sind alle Divisorenerweiterung bezüglich der Galoisgruppe Gal(E:F ) zueinander
konjugiert und haben gleichen Verzweigungs- und Trägheitsgrad [Sti93, III.7.2.].

Di�erente

Die Di�erente D(E:F ) einer Erweiterung algebraischer Funktionenkörper ist das
Produkt aller verzweigter Primdivisoren P′ mit Di�erentengrad dP′(E:F ), d.h. es
ist

D(E:F ) =
∏

P∈PF :K

∏
P′|P

P′ dP′ (E:F )

Nach dem Dedekindschen Di�erentensatz gilt für jede Divisorenerweiterung P′|P

dP′(E:F ) ≥ eP′(E:F )− 1

und dP′(E:F ) = eP′(E:F )− 1 ⇔ char(K) teilt nicht eP′(E:F ) [Sti93, III.5.1.]

Ist E:F eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G, so läÿt sich der Di�erentenex-
ponent dP′(E:F ) einer (und damit aller Erweiterungen) von P mit Hilfe der i-ten
Verzweigungsgruppen Gi(P

′) = {σ ∈ G : ordP′(σt − t) ≥ i + 1, ordP′(t) = 1} be-
rechnen. Diese bilden eine absteigende und stationäre Kette von Normalteilern in
G−1. Die Hilbertsche Di�erentenformel besagt

dP′(E:F ) =
∞∑
i=0

(#Gi(P
′)− 1) [Sti93, III.8.8.]
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Relativgeschlechtformel von Hurwitz

Für eine endlich separable Erweiterung E:F von algebraischen Funktionenkörpern
mit Konstantenkörpern K ′ bzw. K gilt folgende Relation zwischen gF :K und gE:K′ :

(2gE:K′ − 2) = [E:F ]
[K′:K]

(2gF :K − 2) + deg(D(E:F )). [Sti93, III.4.12.]

Di�erentialdivisorformel

Ein Di�erential der Gestalt δ = zdx 6= 0 hat den kanonischen Divisor

(zdx) = (z)(dx) = (z)(x)−2
∞ D(F :K(x)). [Sti93, IV.3.7.]

Dedekind-Kriterium

Es seien E:F eine galoissche Erweiterung algebraischer Funktionenkörper vom Grad
n mit primitivem Element y und P ∈ PF :K eine Primstelle zu F :K. Desweiteren
sei y ganz über P und das Minimalpolynom g(T ) ∈ OP[T ] von y zerfalle bei der
Reduktion modulo P in r paarweise verschiedene Primpolynome, d.h. es gelte

g(T ) =
r∏
i=1

gi(T ) ∈ (OP/P)[T ]

mit paarweise verschiedenen Primpolynomen gi(T ) ∈ OP[T ]. Dann zerfällt P in
E:F in r unverzweigte Fortsetzungen mit Trägheitsgrad f = deg(gi(T )) und die
Fortsetzungen P1, . . . ,Pr sind eindeutig bestimmt durch gi(y) ∈ Pi. [Sti93, III.3.7.]

Konstantenerweiterungen

Für eine algebraische Erweiterung K ′:K heiÿt das Kompositum E = FK ′ eine
Konstantenerweiterung von F . Es bezeichne degF (A) den Divisorgrad in F :K und
degE(A) den Divisorgrad der kanonischen Einbettung Aε in DE:K′ . Analog gelten
die Bezeichnungen für die Dimensionen dimF (A) und dimE(A). Es gelten dann:

(a) Die Erweiterung E:F ist unverzweigt, d.h. die Di�erente D(E:F ) hat Grad 0.

(b) E:K ′ hat das gleiche Geschlecht wie F :K.

(c) Ein Primdivisor P ∈ PF :K zerlegt sich in E in das Produkt

Pε =
r∏
i=1

P̃i mit deg(P̃i) =
degF (P)

r
,

wobei r den gröÿten gemeinsamen Teiler von degF (P) und [K ′:K] bezeichne.

(d) Für A ∈ DF :K gelten degE(A) = degF (A) und dimE(A) = dimF (A).

[Sti93, III.6.,V.1.9.]
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Kummererweiterungen

Die natürliche Zahl n > 1 sei prim zur Charakteristik von K und K enthalte die
primitiven n-ten Einheitswurzel. Desweiteren seien u ∈ F mit u 6= vd für alle Funk-
tionen v 6= u aus F und alle Teiler d|n. Dann heiÿt die Erweiterung E = F (z) mit
zn = u Kummererweiterung von F und es gelten:

(a) Das Polynom T n−u ist irreduzibel über F und E:F ist galoissch vom Grad n.
Die Galoisgruppe Gal(E:F ) ist zyklisch und wird erzeugt von den Automor-
phismen z 7→ wz, wobei w eine n-te Einheitswurzel aus K ist.

(b) Es sei P′ eine Erweiterung einer Primstelle P ∈ PF :K . Dann gelten

eP′(E:F ) =
n

rP

und dP′(E:F ) =
n

rP

− 1,

wobei rP := (n, ordP(u)) ∈ N den gröÿten gemeinsamen Teiler von n und
ordP(u) bezeichne.

(c) Nach der Relativgeschlechtformel von Hurwitz gilt dann

gE:K′ = 1 +
n

[K ′:K]

(
gF :K − 1 +

1

2

∑
P∈PF :K

(
1− rP

n

)
deg(P)

)
.

Es ist E:F genau dann geometrisch, wenn mindestens eine Primstelle P ∈ PF :K

total verzweigt bzw. falls rP = 1 für mindestens ein P ∈ PF :K gilt. In diesen
Fall gilt

gE:K = 1 + n(gF :K − 1) + 1
2

∑
P∈PF :K

(n− rP) deg(P). [Sti93, III.7.3.]

A.3 Kongruenzfunktionenkörper

Für die Anwendung in der Codierungstheorie beschränkt man sich auf algebrai-
sche Funktionenkörper mit endlichem Konstantenkörper, sogenannte Kongruenz-
funktionenkörper. Wichtige Invarianten sind neben dem Geschlecht g die (endliche)
Klassenzahl h, die Anzahl rationaler Stellen #P (1)

F :Fq
und die Weilzahlen ωi bzw. das

L-Polynom.

L-Polynom, Satz von Hasse-Weil

Die Zetafunktion eines Kongruenzfunktionenkörpers F :Fq ist die Potenzreihe Z(t) =∑∞
n=0Ant

n, wobei An die Anzahl ganzer Divisoren vom Grad n bezeichne. Das L-
Polynom von F :Fq ist das ganzzahlige Polynom L(t) = (1− t)(1−qt)Z(t) vom Grad
2g. Die Koe�zienten a0, . . . , a2g erfüllen

a0 = 1, a1 = #P (1)
F :Fq

− (q + 1), a2g−i = qg−iai (0 ≤ i ≤ g).
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Die Klassenzahl h ist Elementanzahl der Divisorenklassen [A] vom Grad 0 und wird
als Wert des L-Polynoms L(1) = h angenommen. Das L-Polynom ist über den Ring
der ganzen algebraischen Zahlen zerlegt in

L(t) =

2g∑
i=0

ait
i =

2g∏
i=1

(1− ωit).

Das L-Polynom des unter einer Konstantenerweiterung vom Grad r gewonnenen
Kongruenzfunktionenkörpers F :Fqr hat die Gestalt

LF :Fqr (t) =

2g∏
i=1

(1− ωri t).

Die Kehrbrüche ωi der Nullstellen des L-Polynoms heiÿen Weilzahlen und können
derart sortiert werden, daÿ ωiωg+i = q für 0 ≤ i ≤ g gilt. Für ihren Betrag gilt nach
dem Satz von Hasse-Weil

|ωi| =
√
q für i = 1, . . . , 2g. [Sti93, V.1.15., V.2.1.]

Schranke von Hasse-Weil

Die Anzahl rationaler Stellen #P (1)
F :Fq

eines Kongruenzfunktionenkörpers F :Fq vom
Geschlecht g ist beschränkt durch

|#P (1)
F :Fq

− (q + 1)| ≤ 2g
√
q [Sti93, V.2.3.]

Beweis. Diese Schranke folgt direkt aus dem Satz von Hasse-Weil durch Abschätzen
von #P (1)

F :Fq
− (q + 1) = a1 = −

∑2g
i=1 ωi.

Satz von F.K. Schmidt

Der kleinste positive Divisorgrad eines Kongruenzfunktionenkörper ist 1.

[Sti93, V.1.11.]
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