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Vorwort

Vorliegendes Skriptum enthilt die Ausarbeitung meiner Vorlesung Codierungstheo-
rie aus dem Wintersemester 2003/2004 an der Universitdt Heidelberg. Neben den
vorliegenden Kapiteln enthilt diese zusétzlich einen Abschnitt iiber Algebraische
Funktionenkdrper. Da hierzu mit dem Buch von H. Stichtenoth bereits sehr gu-
tes und preiswertes Lehrmaterial zur Verfiigung steht, werden hier die wichtigsten
Resultate dieses Zwischenkapitels im Anhang ohne Beweise zusammengestellt.

Der Inhalt der Vorlesungsausarbeitung gliedert sich grob in zwei Teile, deren er-
ster ohne Kenntnisse aus der algebraischen Geometrie auskommt und daher mit
Elementare Codierungstheorie iiberschrieben ist. Er enthilt eine Einfiihrung in die
Grundfragen und Grundlagen der Theorie der linearen Codes. Daneben werden nach
strukturellen Gesichtspunkten geordnet gingige Klassen von Codes samt zugehori-
ger Decodieralgorithmen vorgestellt. Zu diesen gehoren u. a. Reed-Solomon-Codes,
Hamming-Codes, Golay-Codes, BCH-Codes, quadratische Reste-Codes, Reed-Muller-
Codes sowie die klassischen Goppa-Codes. Daneben werden einige der asymptoti-
schen Schranken fiir die Informationsrate von Codes bewiesen. Insbesondere wird
auch gezeigt, dass die Gilbert-Varshomov-Schranke, welche eine asymptotische un-
tere Schranke fiir die Informationsrate darstellt, durch die klassischen Goppa-Codes
erreicht wird.

Das zweite Kapitel ist den geometrischen Goppa-Codes gewidmet, die hier kurz
Arithmetische Codes genannt werden. Dieses sind lineare Codes, die aus Riemann-
Roch-Rdumen bzw. Vektorrdumen von Differentialen algebraischen Kurven gewon-
nen werden. Dabei werden insbesondere Codes auf rationalen, elliptischen und hy-
perelliptischen und auch Fermat-Kurven, die sogenannten Hermiteschen Codes, stu-
diert und mit der MDS-Vermutung verglichen. Zudem werden Algorithmen zu deren
Decodierung besprochen. Gegen Ende der Vorlesung wird das Verhalten von Codes
in Tiirmen von Artin-Schreier-Erweiterungen untersucht. Dabei wird unter anderen
auch ein Beweis fiir das Resultat von Garcia und Stichtenoth vorgefiihrt, dass es Co-
des iiber dem Norm-Spur-Turm gibt, welche die Gilbert-Varshomov-Schranke sogar
iibertreffen. Zur Abrundung wird abschlieend gezeigt, dass jeder lineare Code als
Teilkorpercode eines arithmetischen Codes (iiber dem gewohnlichen Spurturm) ge-
wonnen werden kann, womit eine in beide Richtungen begehbare Briicke zum ersten
Teil geschlagen ist.
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Zum Schluss dieses Vorworts mochte ich noch Herrn T. Lagemann fiir die geduldige
und sorgfiltige Ausarbeitung des Skriptums danken. Trotzdem ist nicht auszuschlie-
Ben, dass sich hier und da noch eine kleine Ungenauigkeit oder ein kleiner Fehler
eingeschlichen hat. Fiir entsprechende Hinweise bzw. Korrekturvorschlage wiren wir
beide sehr dankbar.

B. H. Matzat Heidelberg, den 31. Mai 2007
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Teil 1

Elementare Codierungstheorie






Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Das Problem der Codierungstheorie

Die Codierungstheorie ist eine recht junge mathematische Theorie, die in den 40er
Jahren entstanden ist und einige mathematische Disziplinen wie die Informatik,
Stochastik und Algebra vereint. Thre Problemstellung stammt aus der Nachrichten-
iibermittlung:

Das Ubertragen von (biniren) Informationen iiber Telefonleitungen, Funk oder Sa-
telliten verlauft oft nicht ungestort, da diese Informationen durch duflere Einfliisse
wie schlechtes Wetter und Blitzeinschlige etc. moglicherweise zerstort oder verédn-
dert werden. Auch das Auslesen von Speichermedien ist sehr fehleranfillig, da viele
Bits durch hohe Auslesegeschwindigkeit oder auch diversen Verunreinigungen der
Disketten verloren gehen kénnen. Abhilfe dagegen verschafft man sich durch Ein-
bau von Redundanzen, die ein oder mehrere Fehler auffangen kénnen. Zum Beispiel
hat man die Mdglichkeit, den Text mehrfach hintereinander zu senden, damit der
Empfanger durch Vergleich der einzelnen Versionen auf die urspriingliche schlielen
kann. Das Erweitern der Information mit Redundanzen nennt man Codierung, die
Riickiibersetzung der empfangenen Nachricht in den Klartext Decodierung.

’ Sender H Codierer }—6# Kanal )—6# Decodierer

Beispielsweise kann man jedem Buchstaben des deutschen Alphabets einen bindren
5-Tupel zuordnen vermoge

A+ 00000, B — 00001, C' s 00010, . ...

Fiigt man ein sechstes Bit als Quersumme hinzu, so 148t sich beim Empfang iiber-
priifen, ob wiahrend der Ubertragung ein Bit des Buchstabens verdndert wurde.
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Konvention. Es bezeichne A ein Alphabet, das wir ohne Einschriankung als Teil-
menge eines endlichen Kérpers F, betrachten kénnen. Die k-Tupel (a,. .., ax) von
Buchstaben aus A nennen wir Codeworter oder Blécke, die Menge aller Code-
worter bezeichnen wir mit B C IFqk. Ein Code oder Codierer der Linge n ist eine
injektive Abbildung

C:B—F/

von B auf C' = C(B) C F". Wir werden einen Code C' je nach Bedarf als injek-
tive Abbildung oder als Bildmenge dieser betrachten. Zu jedem Code gibt es einen
Decodierer

D:F'— B

q

mit Do C' = idpg.

Definition 1.1. (Hamming-Abstand, Minimaldistanz, Informationsrate)
Fiir zwei Elemente ¢ = (21,...,2,) und y = (y1,...,¥,) aus F " definieren wir den
Hamming-Abstand von  und y durch

dlz,y) =#{1 <i<n:z; #y}.

Bei einen Code C' C F" nennen wir den kleinsten aller Hamming-Absténde von
Paaren verschiedener Codewdérter, d.h. die Zahl

d=d(C) :=min{d(z,y): (z,y) € CxC,x#y}

Minimaldistanz (oder kiirzer Distanz) von C. Ein Code C' C FF* der Kardinalitét
¢ und Minimaldistanz d heiit auch (n,c),— bzw. (n, ¢, d),—Code. Das Verhéltnis

_ log,(C)

n

r(C) :

nennen wir Informationsrate von C.

Bemerkung 1.2. (a) Der Hamming-Abstand geniigt der Dreiecksungleichung, d.h
fiir alle ©,y,z€ F ' gilt

d(z,z) < d(z, y) +d(y, 2).
(b) Uber Fy ist der Hamming-Abstand das Quadrat des Euklidischen Abstandes, d.h.
fiir zwei Elemente © = (x1,...,x,) und y= (y1,...,Yyn) aus FJ* gilt

n

Az, y) = 3 (i — y)? = (2, 1) 0

=1

Korollar 1.3. Der Decodierer eines Codes C' kann bis zu L@j Fehler (iber das
ndchstgelegene Codewort) korrigieren. 0
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1.2 Ubertragungswahrscheinlichkeit

Definition 1.4. (Binidrer symmetrischer Kanal, Kapazitit, Fehlerwahrscheinlich-
keit eines Codes)

Ein (Nachrichteniibertragungs-)Kanal heifit binér, falls der Kanal nur zwei Zustén-
de - 0 und 1 - iibertragen kann. Ein bindrer Kanal heifit symmetrisch, falls die Feh-
lerwahrscheinlichkeit beim Ubertragen eines Bits unabhiingig vom Wert (0 oder 1)
des Bits ist. Ist diese Fehlerwahrscheinlichkeit p € [0, 1]g, so bezeichnet

K, =1+ plogy(p) + (1 — p) logy(1 — p)

die Kapazitét eines bindren symmetrischen Kanals. Fiir ein Wort @ € B sei P(a)
die Wahrscheinlichkeit, dafl @ mit dem Codierer C' und Decodierer D in diesen Kanal
fehlerhaft iibertragen und falsch decodiert wird. Dann bezeichnet

P(C,D) = # S P(a)

acB

die Fehlerwahrscheinlichkeit des Codes C. Desweiteren sei
P*(e,n,p) = min{P(C,D) : BT % B,DoC =idp, #C = ¢}

die minimale Fehlerwahrscheinlichkeit eines bindren Codes der Lange n und Kardi-
nalitdt ¢ bei Verwendung eines bindren symmetrischen Kanals mit Ubertragungs-
fehlerwahrscheinlichkeit p.

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Satzes von Shannon, der besagt, daf zu jedem
bindren symmetrischen Kanal mit Kapazitit K, # 0 (das ist dquivalent zu p # 1)
“fehlerarme Codes” gibt. Genauer wird gezeigt werden:

lim P*(¢p,n,p) = 0.
Dazu benoétigen wir einiges an elementarem stochastischen Instrumentarium, was wir

im folgenden kurz wiederholen méchten. Die Beweise konnen in jedem einfithrenden
Lehrbuch (z.B. [Kre02]) nachgelesen werden.

Es seien X eine Zufallsvariable auf einer abzahlbaren Menge M = {z; : i € N}. Die
Wahrscheinlichkeit, dafl X den Wert x; annimmt, sei p;, d.h. es gelte

Dann heiflen
u(X) = Za:ipi der Mittelwert,
i€N
o?(X) = Z xip; — p(X)? die Varianz,

1€EN



6 Einfiihrung

und
o= Vo? die Standardabweichung
der Zufallsvariablen X. Fiir eine Abbildung ¢g : M — R definiert
E(go X) Z g(x den Erwartungswert
1€N

von g o X. Somit gelten
p(X) = BE(X)  und  o%(X) = B((X - p(X))?).

Beispiel 1.5. ((p, ¢)-Binomialverteilung)

Es sei X die Anzahl der Fehler, die beim Ubertragen eines bindren Wortes der Léange
n iiber einem bindren symmetrischen Kanals mit bitweiser Fehlerwahrscheinlichkeit
p entstehen. Es ist also X definiert auf M = {0,...,n}. Mit ¢ =1 — p gilt

. n i n—1i
pi=PX =1)= (i)pq

Der Erwartungswert von X ist also

Die Varianz von X betragt

n n—1
(T i n—i . n—1\ i
)= 2 (M) - = G 0 ("] ot -
i=0

=0
= np(1+p(n — 1)) —n*p® = np — np? = npq.

Bemerkung 1.6. (Tschebyschevsche Ungleichung)
Es sei X eine Zufallsvariable mit Mittelwert u und Varianz o®. Dann ist die Wahr-
schemlzchkezt dafi die Abweichung von X zu pu mehr als € betrdgt, nicht gréfier
als Z. Es gilt also
o?
P(X —pl>¢) < =
Ohne Beweis. (siehe z.B. [Kre02, Satz 3.15])

Definition 1.7. (Binire Entropiefunktion)
Die auf [0, %)R definierte Funktion

— —(1— _ e 1
H(x):—{ rlogy(X) — (1 — x)logy(1 x()) iu1‘_00<x<2
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heifit bindre Entropiefunktion. Fiir , € F;' bezeichnet
B (zo) ={x € Fy' : d(z,zo) <r}
die Kugel vom Radius r in FJ* beziiglich des Hamming-Abstands. Die Kugel B(0)
um 0 = (0,...,0) bezeichnen wir kiirzer auch mit B}
Bemerkung 1.8. Fiir ) € [0, %] gelten:
(a) Die Anzahl der Gitterpunkte in der Kugel B} vom Radius dn betrdgt

[on)

HBY, = (7;) < onH() |

=0

(b) Beim Grenziibergang n — oo wird aus der Abschdtzung in (a) eine Gleichung

lim (% 1og2(#xaagn)> — H).

n—oo

Beweis. Wir beweisen lediglich die Aussage (a), da wir Aussage (b) in diesen Kapitel
nicht bendtigen und spater allgemeiner beweisen werden (Lemma 9.8).

Die Gleichheit von #Bg, und %) (") ist offensichtlich, da () die Anzahl der

bindren Worter & € )" mit Gewicht ¢ bzw. mit Hamming-Abstand d(z,0) = i ist.

Nach Voraussetzung gilt § < % <1 —§. Daraus ergibt sich die Abschatzung

1= (5+1-08)" = i (7;)51‘(1 —O" = i (Tz'l)(l o (%)

§5 (o (25) 0o (129 )

Aufgrund

logy(1 — §)" (%5)% = n - (logy(1 — &) + §log, (1&_5))

=n-(dlogy(6) + (1 —0)logy(l —6)) = —n - H(0)

folgt hieraus die gewiinschte Ungleichung
Lon)

1>2 0.y (n) 0
1

i=0
Bemerkung 1.9. Fir zwei (stochastisch) unabhingige Zufallsvariablen X und Y
gelten:

(a) E(X+Y)=EX)+E®).
(b) E(X-Y)=E(X)-E(Y).
Ohne Beweis. (siehe z.B. [Kre02, Satz 3.7|)
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1.3 Der Satz von Shannon

Satz 1.10. (Shannon 1948)
Es sei K, die Kapazitdit eines bindren symmetrischen Kanals mit K, # 0. Deswei-
teren seien 0 < R < K, und c, := 25" Dann gilt

lim P*(¢p,n,p) = 0.

n—oo

Fiir hinreichend grofse Wortlingen n gibt es also fehlerarme Codes.

Bewets. Ohne Einschriankung kann p < % angenommen werden, da man andernfalls
die Interpretation der empfangenen Daten anpafit, d.h. eine empfangene 1 wird als 0
interpretiert. Desweiteren ist p # % aufgrund K, # 0. Es sei

C={zy,....,z.} CF)

ein bindrer Code der Lénge n und Kardinalitdt c. Die Zufallsvariable Y bezeichne
die Anzahl der Fehler beim Ubertragen und Decodieren eines Codewortes € C. Da
zur Ubermittlung ein binirer symmetrischen Kanal mit bitweiser Fehlerwahrschein-
lichkeit p verwendet wird, ist Y wie in Beispiel 1.5 (p, ¢)-binomialverteilt. Somit ist
pu = E(Y) = np der Erwartungswert und ¢%(Y") = npq die Varianz von Y. Fiir ¢ > 0

und s := ,/%npq gilt nach der Ungleichung von T'schebyschev
npq
P(Y —pl 2 s) < —5 =

DO | ™

Wir setzen p := [np+ s|. Wegen p < 3 gilt p < 2 fiir groBe n. Nach Bemerkung 1.8

hat dies
P
n P
4B §j(2.) <

=0

zur Folge. Fiir zwei Elemente z,y € F.' definieren wir

_ 0 beid(z,y)>p
f(z,y) -—{ 1 beid(z,y)<p

und
gi(y) =1-f(y. )+ > _ fly. ;).
J#
Der Wert ¢;(y) verschwindet genau dann, wenn «; das einzige Codewort in der Kugel
B} (y) ist und sonst gilt g;(y) > 1. Wir decodieren vermoge

Dly) = { z; falls g,(y) = 0,

1 sonst.
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Bezeichnen nun P(x;) die Wahrscheinlichkeit, dafl z; falsch decodiert wird und
P(y|x;) die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl beim Senden von z; das Wort y emp-
fangen wird und nicht als x; decodiert wird, so gilt

P(x;) <ZPy|mng Z:Py].'zzZ Y(1—f(y, z;) +ZPy|a:@ ny,il?g
yely? yeky yely jF#i

Der erste Summand nach dem Gleichheitszeichen entspricht der Wahrscheinlichkeit,
dafl beim Ubertragen von x; mehr als p Fehler passieren und somit «; nicht richtig
decodiert wird. Es gilt wie oben nach der T'schebyschevschen Ungleichung

S Plyle)(1— fy,z) = P(Y > p) <

yeFry®

DO | ™

Die Fehlerwahrscheinlichkeit von C kann also durch

:%ZP(ml_sz ZZZPy,wZ (y,z;)
i=1

i=1 yeF* j#i

abgeschitzt werden. Der Grundgedanke des Beweises ist nun, dal der Minimal-
wert P*(c, n, p) kleiner oder gleich dem Erwartungswert der Fehlerwahrscheinlichkeit
P(C, D) von allen Codes C' C FJ* der Méchtigkeit ¢ und der Decodierregel D ist.
Aufgrund der stochastischen Unabhéngigkeit der Variablen P(y|z;) und f(y, ;)
gilt dann nach Bemerkung 1.9

PH(en,p) < 5 + - ZZZE (v, 2:)) - E(f(y, ;)

=1 yely" j#i

Bn
XY Yare)- Y

i=1 yeFy" j#i

[

:g c—1 #BHZZE P(y,z;))

=1 yelFy
£ #B)
SRR 9 D Rt
yeFy
#B,
< -1 .
5 +(c—1) o
Hieraus folgt nun aus Bemerkung 1.8
1 . ey 1 1. #B"
- log, (P (c,n,p) — 5) = logy(c—1) + ElogQ 2np

< %logz(c) + %(n H (g) —n).
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Wegen
£ 1ogy(2) = plogy(p) + O(vi )

n
und p p )
(1 - E> log, (1 - ;) = qlogy(q) + O(Vn )
gilt dann H (ﬁ) = —plog,(p) — qlog,(q) und somit

1
- 10g2 <P*(Canap) - _) S
n

logy(c) — (1 + plogy(p) + qlogy(q)) + O(Vn )
log, (¢) — K, + O(vn ).

Durch Substitution von ¢ durch ¢, = 2% erhilt man wegen R < K,

1 —
= logy (P*(canp) = 5) SR =K, + OV ) = =7 <0
n

fiir ein positives v und hinreichend grofie n. Somit ist

€ 1
P n <z v ?

was fiir n — oo gegen § strebt. Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt
hieraus der Satz von Shannon. ]



Kapitel 2

Lineare Codes

2.1 Einfiihrung linearer Codes

Allgemeine Codes C' C F " sind meist uniibersichtlich und i.a. schwierig zu codieren
und zu decodieren. Besser wird es mit einer zusitzlichen Vektorraumstruktur.

Definition 2.1. (Linearer Code, Gewicht von Codewoértern)
Einen Code C' C F" nennen wir linear, falls C' ein Untervektorraum von F* ist.
Lineare Codes in F* der Dimension k bezeichnen wir als [n, k],—Code bzw. als
[n, k,d],—Code, wenn d die Minimaldistanz des Codes ist. Fiir ein Codewort z € C
heifit die natiirliche Zahl

w(x) = d(x,0)

das Gewicht (bzw. die Hamming-Norm) von z.

Anmerkung 2.2. Die Informationsrate eines (linearen) [n, k],—Code C ist der Quo-
tient aus Dimension und Lénge von C, d.h. es ist

_ log,(#C)

n

k

C —.
() :
Bemerkung 2.3. Fir einen linearen Code C' < F " gelten:

(a) Der Hamming-Abstand zweier Codewdérter z,y aus C' ist identisch mit dem
Gewicht threr Differenz, d.h. es gilt

d(z,y) = w(z—y).

(b) Die Minimaldistanz von C entspricht den minimalem Gewicht nichtverschwin-
dender Codewdrter aus C', d.h. es ist

d(C) = min{w(z): 0 # xz € C}.
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Beweis. Man beachte, dafl lineare Codes stets die Differenz ihrer Codewérter sowie
auch das Nullwort 0 = (0,...,0) enthalten. Daher folgen die Aussagen (a) und (b)
aus

dlz,y) =dx —y,0) =w(z — y)
firz,y e C. m

Als Codierer eines linearen Codes fungiert die sogenannte Erzeugermatrix. Dazu die

Definition 2.4. (Erzeugermatrix, Symmetriegruppe)
Es sei C' ein [n,k],—Code mit Basis ;= (711,...,%1,),T2,..., T € F'. Dann
heifit die & x n—Matrix
i1 - Tin
G =

Tkl - Tkn

eine Erzeuger- bzw. eine Generatormatrix von C. Eine Erzeugermatrix G von
C nennen wir reduziert, falls G die Gestalt

1 0
G = (I;|P) = P
0 1
mit P € F qu(n*k) hat. Dann sagen wir auch, da} G in Standardform vorliegt.

Zwei Codes C,C aus ;" heilen dquivalent, wenn es eine Permutation o von n
Elementen gibt, sodaf} gilt:

(@1,...,2,) € C <= (To1)s- - - Tom)) € C.

Ist C' = C, so nennen wir o eine Symmetrie von C. Die Menge aller Symmetrien
des Codes C
Sym(C) := {0 € S,, : o ist Symmetrie von C'}

heifit Symmetriegruppe von C'.

Anmerkung 2.5. (a) Betrachtet man eine Erzeugermatrix G eines Codes C' als
lineare Abbildung von Fqk’ in F ", so ist C' das Bild von Fqk unter GG, d.h es gilt

C={a-G:acF}}

Offensichtlich ist G injektiv und dient somit als Codierer von C'.

(b) Ist G in Standardform, so bilden die ersten k& Koordinaten x1, ...,z eines Co-
dewortes x die Informationssymbole (information symbols) und die letzten n — k
Koordinaten xj.1,...,x, die Kontrollsymbole (parity check symbols) von z.

Bemerkung 2.6. Zu jedem linearen Code gibt es einen dquivalenten Code mit re-
duzierter Erzeugermatriz.
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Beweis. Es seien C ein (linearer) [n, k],—Code und G eine Erzeugermatrix von C.
Dann gibt es eine Permutationsmatrix @ € GL,,(F,), soda8 die ersten k& Spalten von
G := G - Q linear unabhiingig sind. Also hat G die Gestalt (J|P) mit J € GLy(F,).

Unter der Basistransformation J ! besitzt der Code C := IF’C G eine reduzierte
Erzeugermatrix und ist wegen C - Q = C Aquivalent zu C. [
Beispiel 2.7. (1) Der n-fache Wiederholungscode C = {x € F' : x; = ... = x,,}

besitzt die Erzeugermatrix Gy = (1,...,1).
(2) Es sei C < ! ein linearer [4, 3],—Code mit der Bedingung Y} | z; = 0 an ein
Codewort £ € C. Dann besitzt C' die Erzeugermatrix

r - -1
GQ — (I3|P2) == -1 -1
- 111

Allgemein heiflen solche [n,n — 1,2],—Codes parity check Codes (der Lénge n).

(3) Betrachten wir nun den [6,3]—Code C’ mit den Bedingungen =, = xs + 3,
x5 = r1 + o3 und zg = x1 + x2 fiir ein Codewort (z1,...,x¢) € C’. Dann sind die
Koeffizienten xq, x5, 23 € Fy die Informationssymbole und x4, x5, ¢ die Kontroll-
symbole von C’, und es ist

Gs=(LP)=1-1 -1 - 1
.o 1 .
eine Erzeugermatrix von C".

2.2 Duale Codes

Die Codierer linearer Code sind lineare Einbettungen Fq’“ — F/', die durch die
Erzeugermatrizen leicht beschrieben werden koénnen. Zur Decodierung verwendet
man sogenannte Kontrollmatrizen, die in diesen Abschnitt definiert und untersucht
werden.

Definition 2.8. (Dualer Code, Kontrollmatrix, selbstdualer Code)
Fiir zwei Elemente x,y € F " bezeichnet

n
= E XTiYi
i=1

das Standardskalarprodukt in F . Fiir einen linearen Code C' < IF" heif}t
ti={y eF,: (z,y) =0 fiir alle Codewérter z € C'}

der zu C' duale Code. Im Falle C' = C* nennen wir C selbstdual. Die Erzeuger-
matrix H von C* heifit Kontrollmatrix zu C.
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Bemerkung 2.9. Fir einen [n, k],— Code C' gelten:
(a) Der zu C' duale Code C* ist ein [n,n — k],— Code.

(b) Die Dualisierung ( - )+ von linearen Codes wirkt involutiv, d.h. es ist
() =c.

Beweis. Es ist O+ der zu C orthogonale Raum in [F,*. Aus der linearen Algebra ist
bekannt, daB sich dann die Dimensionen von C' und C* zu n aufsummieren. Also
hat C* die Dimension n — k. Mit der Definition 2.8 gilt unmittelbar C' < (C’L)L.
Aus Dimensionsgriinden folgt dann die Gleichheit. O

n

Korollar 2.10. Ein selbstdualer Code der Linge n hat Dimension 5 und Informa-
tionsrate % 0

Korollar 2.11. (Kontrollgleichung)
Fiir einen linearen Code C' < F " mit Kontrollmatriz H gilt die Gleichheit

C={wcF: H -a" =0} O

Bemerkung 2.12. Es sei G = (I;|P) die reduzierte Erzeugermatriz eines [n, k],—
Codes C. Dann hat die Kontrollmatriz von C' die Gestalt

H = (—PT|L,_).

Bewets. Die Zeilen der Erzeugermatrix GG bilden eine Basis von C. Wegen

(=PIt () =0

folgt die Behauptung aus Korollar 2.11. O]

Beispiel 2.13. Wir betrachten die dualen Codes zu Beispiel 2.7.
(1) und (2): Man sieht leicht, da8 der n-fache Wiederholungscode und der parity
check Code der Linge n dual zueinander sind. Somit bildet

1 01
0 111
eine Kontrollmatrix zum n-fachen Wiederholungscode (und ist gleichzeitig eine Er-
zeugermatrix des parity check Codes). Weiter ist

Hy,=(1,1,1,1)
die Kontrollmatrix des in (2) definierten parity check Code (der Lénge 4).
(3) Die Kontrollmatrix dieses Codes hat die Gestalt

1 1|1
Hy=|(1 - 1]- 1 -
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Decodieralgorithmus 2.14. Sender und Empfinger einigen sich auf einen linearen
Code €' mit Erzeugermatrix GG und Kontrollmatrix H. Es sei y € F* die empfangene
Nachricht.

(1) Bilde das sogenannte Syndrom z = H - y” € F" % zu y.
(2) Ermittle ein Element e € F* vom minimalem Gewicht mit H - el = z.

(3) Das Element ¢ := y— e ist dann ein Codewort aus C' mit minimalen Hamming-
Abstand zu y.

(4) Ist G reduziert, so ist (4, ..., Jx) die decodierte Nachricht (ohne die Kontroll-
symbole).

Anmerkung 2.15. Das Element e nennt man als Nebenklassenfiihrer der Klasse
y +C € F'/C auch Fehlervektor. Die Komplexitét beim Erstellen der Tabelle
von Fehlervektoren steigt bei grofien Codes erheblich an. Daher ist der Decodiera-
gorithmus 2.14 in der Regel nicht optimal.

Bemerkung 2.16. Fir die Minimaldistanz eines linearen Codes mit Kontrollmatrix
H gelten:

d(C) =min{l > 1: es gibt [ linear abhingige Spalten in H}
= max{l > 1 : jeweils (I — 1) Spalten von H sind linear unabhdingig}.

Beweis. Die zweite Gleichheit ist klar. Fiir den Nachweis der ersten Gleichung be-
zeichnen wir die Spalten von H mit sy, ..., s,. Die Codeworter & # 0 aus C' liefert

mit der Kontrollgleichung
Z:cisi:H-mT:O
i=1

eine nichttriviale Linearkombination von 0. Ist also  ein Codewort von minimalem
Gewicht d, so gibt es Indices iy, ..., iy mit z;,,...,z;, # 0 (und z; = 0 bei 7 # i; fiir
1 <7 < d). Mit der Kontrollgleichung folgt dann die lineare Abhéngig der Spalten
Siys---, 8, Das zeigt d(C) > min{l > 1: es gibt [ linear abhéngige Spalten in H }.
Seien umgekehrt die Spalten s;,,...,s; linear abhéngig. Dann gibt es eine nicht-
triviale Linearkombination z

Z [L’ij 8; = 0

j=1

mit Koeffizienten z;, € F, fiir 1 < j < [. Das Codewort ¢ = (1, ...,,) definiert
durch
i, @ fallse=q¢;fir1 <j<I
T, = J
! 0 : sonst

erfiillt dann die Kontrollgleichung H - 7 = 0 und ist somit ein Codewort aus C' vom
Gewicht [. Das schliefit unseren Beweis. O
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Beispiel 2.17. Wir untersuchen nun die Minimaldistanz der in den Beispielen 2.7
und 2.13 behandelten Codes.

(1) Die Minimaldistanz n-facher Wiederholungscodes ist (natiirlich) n. Daher hat
dieser Code die Parameter [n, 1, n],.

(2) Die Parameter der parity check Codes sind [n,n—1, 2],. Diese Codes konnen also
lediglich 1 Fehler erkennen. Im Fall ¢ = 2 und somit in unserem konkreten Beispiel ist
dies sogar nur bei ungerader Fehleranzahl bei der Nachrichteniibermittlung moglich.
(3) Die Minimaldistanz dieses Codes ist 3. Dieser Code ermdglicht also dem Nutzer

das Erkennen und Korrigieren eines Fehlers.
(4) Die Matrix

11111111
11 - -1 -1
G=1. .1 .11
1 - -1 - 11

erzeugt einen [8,4],—Code C. Wegen G - GT = 0 ist C selbstdual. Mit einen kriti-
schen Blick kann man sich davon iiberzeugen, dafl G jeweils drei linear unabhéngige
Spalten besitzt. Somit gilt fiir die Minimaldistanz d(C') > 1+ 3 = 4. Da C Code-
worter vom Gewicht 4 enthélt (z.B. der dritte Zeilenvektor von G) folgt d(C') = 4.
Somit ist C' ein selbstdualer [8,4,4],—Code.

2.3 Das Gewichtspolynom

Definition 2.18. (Gewichtspolynom, Spektrum, erzeugende Funktion)
Es sei C ein linearer Code iiber F, der Lénge n. Die Anzahl aller Codewdtrter vom
Gewicht r bezeichnen wir mit

w,(C) :==#{z e C:w(x) =r}.

Das Spektrum eines Codes ist die Menge {w,(C) : 0 < r < n}. Das ganzzahlige
homogene Polynom

We(X,Y) =) w,(C)X""Y"
r=0

nennen wir Gewichtspolynom von C. Die erzeugende Funktion des Codes C
ist durch

WC(X> = WC(X7 1) = anfs(chs

definiert.

Anmerkung 2.19. Das Gewichtspolynom eines linearen Codes C' der Lange n und
Minimaldistanz d hat die Gestalt

Wo(X,Y) = X"+ w,(C)X""Y".
r=d
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Lemma 2.20. Es seien G eine endliche Gruppe und x ein Charakter von G, d.h.
ein Gruppenhomorphismus von G in C*. Dann gilt

> x(g) :{ #OG firx =1

sonst.
geG

Beweis. Die Aussage fiir Y = 1 ist trivial. Im Fall x # 1 gibt es ein Gruppen-
element h € G mit x(h) # 1. Aufgrund der Homomorphieeigenschaft von x und der
Transitivitat der Linkstranslation von Gruppenelementen folgt dann

(x(h) = 1) xlg) =Y x(h)-x(9) =Y _x(9) = Y x(h-g) = x(g) =0

geG geG geG h-geG geG
und somit > . x(g) = 0. O

Satz 2.21. (MacWilliams - Identitét)
Die Gewichtspolynome eines linearen [n, k],— Code C' und dessen dualem Code C*

erfillen die Gleichheit

1
Wer(X,Y) = £ WolX + (¢ = DY, X =),

Beweis. Wir setzen V = Fq”. Es sei x : F, — W,, < C* ein nichttrivialer additiver
Charakter von F,, wobei W,,, die Menge der m-ten Einheitswurzeln in C bezeichne.
Fiir einen Vektor £ € V definiert

{ V — C*
X2l y — x((z,9)

einen additiven Charakter von V. Man beachte, dafl wegen der Symmetrie des Skalar-
produktes stets x(y) = xy () gilt. Die Einschrankung von y, auf C' definiert eben-

falls einen Charakter. Fiir einen Z[W,_ ]-Modul M und eine Abbildung f : V' — M
setzen wir

f:{V—> M

T — D v X=(9)f(Y)

Die Summation der Bilder aller Codeworter unter f ergibt dann nach Lemma 2.20

@) =Y > xaWfw) =D f®)D xa(v)

zcC zcC yeV yev zeC
=2 W)Y xle) = 3 fu) #C,
yev zecC yeCL

da der Charakter y, von C genau dann konstant 1 ist, wenn y ein Codewort des
dualen Codes C* ist.
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Nun verwenden wir fiir M den Modul C[X, Y], der komplexwertigen homogenen Po-
lynome vom Grad n. M ist dann ein Z[W ]-Modul via Linksmultiplikation. Zudem
setzen wir

ml"

v = ClX,Y],
f' T — Xn—w(a:)yw(a:)'

Dann erfiillt das Gewichtspolynom des dualen Codes C* die Gleichungen
WerlX¥) = Y fla) = 2 Y it
zeCL zeC

Die Behauptung des Satzes folgt also mit dem Nachweis von
f(@) = (X + (g = D)Y)" @ (X —Y)“).
Per Definition von f und Y, gelten die beiden Gleichungen

Z X:B Xn w( Yw(y)

yeVv

S (S ) ey

yev

Unter Verwendung der Homomorphieeigenschaft von y erhalten wir dann

er i=1

= H S xag) XUy

i=1 y;€Fy

wobei man beachte, dafl yffl = 1 im Falle y; # 0 gilt und somit das Produkt der

X1v"" tatsichlich X"~ v®) ergibt. Die Summe {iber alle Kérperelemente y; teilen
wir auf in

S X)X YT =X 4y Y e =X Y +Y Y vz

yi€Fq Y €EFY yi€Fq

Dieser Faktor ist nach Lemma 2.20 im Fall z; = 0 gleich X — Y + Y - #F, =
X 4 (¢ —1)Y, und sonst X — Y. Das ergibt schliellich

1 q—l
i

f(z) = H(X V) (X + (g - DY)

s
Il
i

= (X —Y)*@(X + (¢ — 1Y) @)

was zu zeigen war. O
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Satz 2.22. Es sei C' ein linearer n, k|,—Code mit Minimaldistanz d(C') > d und
der erzeugenden Funktion

n—d
Wc(X):Xn+ UZ(X—l)l.
=0

Der duale Code C* habe Minimaldistanz d(C+) > d*+. Dann gelten:
(a) Fir0<Il<d:—1 st
v = <T;) ("' =1).

(b) Fird-<1<n-—d gilt mita=min{n —d—1+1,k—d*++1}

maX{O, (7;) (qk_l—l)} <y < (7) (¢* = 1).

Beweis. Durch Koeffizientenvergleich bei

n—d n—d
We(X)=X"+Y w, X" =X"+> u(X —1)
s=0 =0
erhilt man die Relationen
n—d I n—l n— ]
Wp—s = Z (s) (—1)l_svz und v = 4 ( / )wj
l=s j=d
zwischen dem Gewichtsspektrum wy, ..., w, von C' und den Koeflizienten v;. Fiir

eine Indexteilmenge I C {1,...,n} mit Elementanzahl #I = [ ist
Cr={xeC:z;=0firallei €I}

ein Teilcode von ', dessen Worter hochstens Gewicht n—{ besitzen. Zudem ist jedes
Codewort € C' vom Gewicht w(z) = j < n — [ in genau ("?J) Teilcodes C; < C
mit #/ = [ enthalten. Das zeigt

v = ”Zl (n , j) wi= Y #CON\{0} = ) (¢" —1).

j=d #1=1 #1=1
Fiir eine Indexteilmenge I hat der zu C; duale Code C7 die Gestalt
Cf =C* + (ED)F,

wobei (F,); den Vektorraum {y € F" : y; = 0 fiir alle ¢ ¢ I'} der Dimension #I = [
bezeichne. Hieraus erhalten wir vermdge der Dimensionsformeln fiir Summen und
duale Rdume

dim(Cy) = dim(C) — #1I + dim(C*+ N (F")7) = k — [ + dim(C*+ N (F")7).

q q
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Der Raum C N (F"); enthélt ausschlieBlich Worter y vom Gewicht w(y) < [. Im
Fall 0 <[ < d* — 1 ist er daher leer und es folgt Aussage (a). AuBerdem erhalten
wir die untere Ungleichung von Aussage (b), da sowohl v; als auch dim(C+N (F,")7)
nach unten durch 0 abschitzbar sind. Fiir die obere Ungleichung miissen wir auf
die Singleton-Schranke vorweggreifen, deren Formulierung und Beweis sich auf der
nichsten Seite befindet. Der Code C; kann als Code der Lange n — [ betrachtet
werden und seine Distanz d; ist durch d < d; < n—I[ beschriankt. Nach der Singleton-

Schranke ergibt sich
dim(Cr) < (n—10)—d;+1<n—-d—-1+1.

Der Code C+ N (IFq”)IL kann als Code der Linge [ betrachtet werden. Seine Distanz

d} ist durch d* < d} < [ beschriankt und wie oben gilt

dim(C*N(FM D) <l—dF +1<1—d" +1.

q

Daher 148t sich dim(Cr) durch min{n —d — [ + 1,k — d* + 1} abschétzen und es
folgt Aussage (b). O



Kapitel 3

Pseudorationale Codes

3.1 Gewichtsverteilung pseudorationaler Codes
Die einfachste obere Schranke fiir die Distanz eines Codes ist die Singleton-Schranke.

Satz 3.1. (Singleton - Schranke)
Fiir einen Code C' tiber F, der Linge n und Minimaldistanz d gelten:

(a) Die Anzahl der Codewérter ist durch ¢"~*! beschrinkt.

(b) Ist C ein linearer Code der Dimension k, so gilt die Abschdtzung

kE+d<n+1.

Beweis. Zum Beweis geniigt die Feststellung, daf} sich zwei Codeworter aus C' not-
wendigerweise schon in den ersten n — (d — 1) Komponenten unterscheiden. Also ist
die Anzahl aller Codewdrter durch ¢" (= beschrinkt. O

Definition 3.2. (Pseudorationaler Code, Singletondefekt)

Ein Code C heifit pseudorational, falls die Anzahl seiner Codewérter die Singleton-
Schranke annimmt oder C' = {0} gilt. Es gilt dann ¢ = ¢"~ %! fiir einen (n, ¢, d),—
Code C # {0} bzw. d = n — k + 1, falls C linear mit den Parametern [n,k,d],
ist. Pseudorationale Codes heiflen auch MDS - Codes, was fiir mazimum distance
separable steht. Bei einem linearen Code C' nennen wir die Differenz zwischen n—k+1
und d Singletondefekt oder (in Hinblick auf die AG-Schranke in Teil II) auch
Pseudogeschlecht von C.

Beispiel und Definiton 3.3. Die Singleton-Schranke ist fiir alle Codewortldngen n
scharf. Die n-fachen Wiederholungscodes, die Parity-Check-Codes sowie der gesamte
Raum F* geben Beispiele fiir pseudorationale Codes (vgl. 2.7, 2.13, 2.17). Zusammen
mit dem Nullcode {0} nennen wir diese Typen von Codes, d.h. pseudorationale
Codes der Liange n und Dimension 0, 1,n — 1 oder n, auch triviale Codes.
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Bemerkung 3.4. Ein linearer Code C' ist genau pseudorational, wenn sein dualer
Code C*+ pseudorational ist. Die Klasse pseudorationaler linearer Codes ist also
abgeschlossen beziiglich der Dualisierung ( - )= .

Beuweis. Es sei C ein pseudorationaler [n, k, d],—Code mit dualem [n, k*, d*],—Code
C*. Nach Bemerkung 2.9 gilt k- = n—k und somit folgt aus der Singleton-Schranke

dr<n—kt+1=k+1.

Der duale Code ist also genau dann pseudorational, falls d* > k + 1 gilt.

Wir nehmen also an, C' besitze ein nichttriviales Codewort £ # 0 vom Gewicht
w(xz) < k. Dann verschwinden mindestens n — k Eintrage von x; es seien etwa
iy =...=x; _, = 0. Wir bezeichnen mit sy, ..., s, die Spalten der Kontrollmatrix
H von C. Da H die Erzeugermatrix von C* ist, kénnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, daf = eine Zeile von H bildet. Dann hat der von den Spalten s;,,...,s; .
aufgespannte Unterraum hochstens Dimension n — k& — 1. Nach Bemerkung 2.16 sind
aber jeweils d — 1 = n — k Spalten von H linear unabhéngig. Somit fiithrt unsere
Annahme 0 < w(z) < k zum Widerspruch und es folgt d > k + 1. O

Bei pseudorationalen Codes ist das Gewichtspolynom und damit die Verteilung der
Codeworter mit gegebenem Gewicht vollstandig festgelegt.

Satz 3.5. (Gewichtsverteilung pseudorationaler Codes)
Fiir einen pseudorationalen [n, k,d|,—Code C gelten:

(a) C hat die erzeugende Funktion

We(X) = X" + Z () ==y

(b) Die Anzahl der Codewdérter vom Gewicht r # 0 ist

w,(C) = ( ) q—1) 2:0% (T_l)q”‘d"l

Beweis. Die Aussage (a) folgt aus Bemerkung 2.22, wobei man beachte, da§ C*
Minimaldistanz d+ > n — d besitzt. Ebenfalls unter Verwendung von Bemerkung
2.22 fithren wir zum Beweis von (b) einen Koeffizientenvergleich bei W (X)) durch.
Dies ergibt bei X*

w01 =S 0 (Du= S o () (3w

l:s l:S

-() (ti}—l)s () - 1>> .
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Fir »r = n — s erhalten wir

u) = () ( S () 1>>

Die rechte Seite ist durch ¢ — 1 teilbar und der Faktor w,(C) (:f)_l(q —1)7! hat die
Gestalt

Il
/\
=3
~_
/ >
L=

r—d r r—d—j r—d r—d—i r
=Y <r—j) 2 0= ) (Y (y)
j=0 i=0 i=0 j=0

Jj= ) 1= Jj=

Man beachte dabei, dal n — k = d — 1 gilt. Mit

r—

3 ()er=en( 3L

<

folgt hieraus schliefllich

(M- S (7 e 0

Korollar 3.6. Pseudorationale Codes der Dimension 2 tber IF, sowie die dazu dua-
len Codes haben mazimal Linge q + 1.

Beweis. Es sei C' ein (pseudorationaler) [n,2,n — 1],—Code. Dann gilt nach 3.5(b)
0 <wn(C)=(g—1)(g—(n—1))
und somit 0 < g+ 1 —n. Il

MDS-Vermutung. Nichttriviale pseudorationale Codes der Dimension k tiber F,
besitzen hdchstens die Lange

qg+2 fallsq=0 (mod 2) und k € {3,q— 1}
q+1 sonst.

Diese Schranken sind scharf. Im Abschnitt 3.3 lernen wir die sogenannten projektiven
Reed-Solomon-Codes kennen. Dies sind pseudorationale Codes der Lange ¢ + 1.
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Beispiel 3.7. Fiir die Konstruktion eines nichttrivialen pseudorationalen Code der
Lange ¢ + 2 betrachten wir den Fall ¢ = 4. Es sei F;, = {0, 1, a,b}. Die Matrix

1
0
0

O = O
_ o O

1 1 1
1 a b
1 b a

ist dann Erzeugermatrix eines [6, 3, 44— bzw. Kontrollmatrix eines [6, 4, 3],—Codes,
da jeweils drei Spalten der Matrix linear unabhéngig sind (vgl. Bemerkung 2.16).
Dieser Code wird auch Hexacode genannt.

Die MDS-Vermutung konnte bisher fiir ¢ < 29 oder k£ < 5 bestatigt werden. Wir
beschéftigen uns ndher mit der Vermutung in den Kapiteln 12 und 13, in denen
wir die Vermutung fiir die arithmetischen Codeklassen der sogenannten rationalen,
elliptischen und hyperelliptischen Codes beweisen.

3.2 Reed-Solomon-Codes

Die Klasse der Reed-Solomon-Codes ist die wichtigste und meistverwandte Klasse
von (pseudorationalen) Codes. Zum Beispiel werden diese Codes in variierter Form
als sogenannte CIRC - Codes bei Audio und Compact Discs verwendet. Darauf gehen
wir im néchsten Kapitel ein. Zudem werden wir in Abschnitt 12.1 eine arithmetische
Beschreibung der Reed-Solomon-Codes geben.

Definition 3.8. (Reed-Solomon-Code)

Es seien ¢ > n > k > 0. Wir bezeichnen mit Py, := F,[X].j den Vektorraum der F,-
Polynome vom Grad < k. Fiir paarweise verschiedene Korperelemente aq, ..., a, €
F, und beliebige b1,...,b, € F seien a := (a1,...,a,) und b := (by,...,b,). Dann
ist der (verallgemeinerte) Reed-Solomon-Codes RS (a, b) definiert durch den

Codierer
C: { Pe — IE‘qn
‘ f — (blf(al)a"'>bnf(an))'
Man nennt a daher auch Auswertungsvektor. RSy (a, b) heiit gewShnlich, falls
b=(1,...,1) und a = (u")1<i<, mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel u € F,
gelten.

Anmerkung 3.9. Gewohnliche Reed-Solomon-Codes liefern auch Beispiele fiir die
sogenannte BCH - Codes, die wir in Abschnitt 6.3 studieren.

Bemerkung 3.10. (Parameter und Erzeugermatrix von RSi(a, b))
Fiir einen Reed-Solomon-Code RSy (a,b) der Linge n iber F, gelten:

(a) RSk(a,b) ist pseudorational mit Dimension k, d.h. RSi(a,b) bildet einen
[n, k,n —k 4+ 1],— Code.

(b) Die Matriz (biag)ggjgk,l,lgign ist eine Erzeugermatriz von RSk(a,b).
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Beweis. (a) Der Raum P), wird durch den Codierer C' in F" linear eingebettet, da
das Bild eines Polynoms f unter C' nur dann verschwindet, falls f fiir die Argumen-
te ai,...,a, verschwindet. In diesen Fall hat f ndmlich mindestens n Nullstellen
und nach Voraussetzung hochstens Grad k — 1. Wegen n > k ist also C(f) = 0
nur im Fall f = 0 méglich, d.h. C ist injektiv. Uber I, besitzt P, Dimension k,
woraus dim(RSk(a, b)) = k folgt. Da f # 0 aus P, hochstens & — 1 Nullstellen
hat, sind mindestens n — (k — 1) Eintrdge des Codewortes C'(f) ungleich 0. Es gilt
also d > n — k + 1. Aus der Singleton-Schranke erhilt man die Gleichheit, was die
Pseudorationalitdt von RSk (a, b) beweist.

(b) Die Polynome 1, X, ..., X*~! bilden eine Basis von P, und somit sind auch ihre
Bilder C(27) = (bya), ..., b,al) unter C eine Basis von RSi(a, b). O

Aus Bemerkung 3.4 wissen wir bereits, daf3 die Klasse der pseudorationalen Codes
abgeschlossen beziiglich Dualisierung ist. Die Unterklasse der Reed-Solomon-Codes
ist ebenfalls (- )* - invariant und ihre Parameter sind sogar “uniform”.

Satz 3.11. (Dualer Reed-Solomon-Code)
Es seien die Vektoren a = (aq,...,a,) mit paarweise verschiedenen FEintrigen a;
aus Fy und b € (F)" gegeben. Dann gibt es ein c € (F)", sodaf

RSi(a, b)* = RS,_i(a,c)
fir0<k<n-—1 gilt.

Beweis. Wir betrachten zunichst den Reed-Solomon-Code C' = RS, _(a,b) der
Dimension n — 1. Dann ist sein dualer Code C* nach Bemerkung 3.4 ebenfalls
pseudorational und besitzt die Parameter [n,1,n],. Folglich wird C* erzeugt von
einen einzigen Wort ¢ = (¢q,...,¢,) vom Gewicht n, das dann auch die Kontroll-
matrix von RS, _i(a, b) bildet. Mit der Kontrollgleichung fiir RS, _;(a, b) erhalten
wir also

chblh(al) =0 fir h € Pn—l-
=1

Fir £ € Nmit 0 < k < n — 1 wahlen wir beliebige Polynome f € P, und g € P,,_.
Dann ist A := f - g Element von P,_; und es gilt nach obigem die Orthogonalitéts-
relation

n

((bif(ar), - buf(an), (crg(ar), .. cnglan)) ) =Y eibsh(a;) =0

=1

zwischen den Worten (b; f(ay), ..., b, f(a,)) aus RSk(a, b) und (c19(a1), ..., cng(an))
aus RS, _1(a, c). Da f und g beliebig wihlbar sind, folgt RSy(a, b)* < RS, i(a,c)
und aus Dimensionsgriinden schliefilich die behauptete Gleichheit. O]
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3.3 Projektive Reed-Solomon-Codes

Reed-Solomon-Codes konnen unter Beibehaltung des Singleton-Defekts 0 um ein
Symbol verlédngert werden. Dies liefert unteren anderem pseudorationale Codes iiber
F, der Lange ¢ + 1.

Definition 3.12. (Projektiver Reed-Solomon-Code)
Es seien RS.(a, b) ein Reed-Solomon-Code iiber I, der Lénge n < g und b, € F*.
Dann heifit der durch die Matrix

b1a1 ce bnan 0
G = : :

blak Lo bt oo

blal s bnaﬁ bn+1

definierte [n + 1, k 4 1],—Code projektiver Reed-Solomon-Code iiber F,.
Satz 3.13. Projektive Reed-Solomon-Codes sind pseudorational.

Beweis. In der Situation von Definition 3.12 seien C' = RSi(a, b) und C der durch C
und b, definierte projektive Reed-Solomon-Code der Lénge n + 1 und Dimen-
sion k£ + 1. Fiir den Nachweis, dafl C pseudorational ist, miissen wir gemifl der
Singleton-Schranke nur d(C) > n — k + 1 zeigen. Sei dazu ¢ = (cy,...,¢,) der
Dualitétsvektor von C' (aus Satz 3.11) mit C*+ = RS,_.(a, ¢). Es sei ¢,1 € F, mit

n

Z cibia?_l + Cn+1bn+1 = 0.

=1

Wir nehmen zunéchst an, daB ¢,.; = 0 ist. Es gilt dann > | ¢;bal” ''= 0 und
somit """ ¢;bih(a;) = 0 fiir alle h € P, nach Konstruktion von ¢. So aber ist ¢ als
nichtverschwindender Vektor orthogonal zu allen Vektoren aus Fy. Aufgrund diesen
Widerspruchs ist ¢, 1 € IFqX. Wir bilden die Matrix

C1 e Cp, 0
10 S Cplp 0
; H
H:= : : = u |,
n—k—2 n—k—2
cia cee o Cpan 0 —k—
1Wq e mn — Cla? k—1 e Cn@Z k-1
n— n—
104 o CpQy, Cn+1

die ebenfalls einen projektiven Reed-Solomon-Code erzeugt. Wegen HGT = 0 ist
dieser dual zu C' und H wirkt als Kontrollmatrix auf C'. Wir zeigen nun, daf} jeweils
n—k Spalten von H linear unabhingig sind und untersuchen dazu die quadratischen
n — k - Teilmatrizen M von H.
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1.Fall: Es ist w nicht in M enthalten. Dann hat M die Gestalt
M =V(ay,...,a;,_,)- diag(c,,...,c,_,.),

wobei V' (a;,, ..., a;,_,) die Vandermonde-Matrix bedeutet. Da die a;; paarweise ver-
schieden und die ¢;; invertierbar sind, ergibt sich det(M) # 0.
2.Fall: Im zweiten Fall hat M die Spalten s;,,...,s; , ,,u.Dabeisinds;,...,s; , ,

linear unabhéngig, da H Kontrollmatrix von C' ist und somit nach Bemerkung 2.16
jeweils d(C')—1 = n—k Spalten von H linear unabhéngig sind. Das hat aber auch die
lineare Unabhéngigkeit von u zu s;,,...,s; , , und damit die Regularitdt von M

zur Folge. In beiden Fillen sind also jeweils n — k Spalten von H linear unabhéngig.

~

Folglich gilt d(C') > n — k + 1. O

Der Beweis zeigt zusétzlich, daf3 die Kontrollmatrix eines projektiven Reed-Solomom-
Code wieder einen projektiven Reed-Solomon-Code erzeugt. Dies impliziert

Korollar 3.14. Die Klasse der projektiven Reed-Solomon-Codes ist abgeschlossen
beziiglich der Dualisierung und enthdlt ausschliefSlich pseudorationale Codes. 0J

3.4 Decodierung von Reed-Solomon-Codes

Im gesamten Abschnitt sei
C = RSi(a,b) = RS,_i(a,c)*

ein Reed-Solomon-Code iiber IF, mit Auswertungsvektor a = (a4, ..., a,). Desweite-

ren sei e = | “=5+1 | der Fehlerkorrekturparameter von C, d.h. die maximal mogliche

Anzahl von korrigierbaren Fehlern bei der Decodierung von C'. Gesucht wird fiir eine
empfangene Nachricht y ein Codewort & mit Abstand d(z,y) < e.

Definition 3.15. (Fehlervektor, Fehlerpolynom)

Gibt es zu y € F ein Codewort z € C' mit d(z,y) < ¢, so nennen wir x — y =
(é1,...,e,) Fehlervektor. Die Indexmenge [, = {i : e¢; # 0} heiit Menge der
Fehlerpositionen. Das Fehlerpolynom ist definiert durch

€

o(X)=[[(X —a) =) zx"

1€y s=0
Wir nennen o auch fehlerlokalisierende Funktion.

Die Syndrome zu y sind die Elemente
si(y) =Yy (0<j<n—k).
i=1

Offenbar gilt s;(y, + ¥5) = s;(y;) + s;(y,) sowie s;(x) = 0 fiir Codewdrter z € C.
Folglich stimmen die Syndrome s;(y) mit s;(e) tiberein. Daraus folgt
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Lemma 3.16. Die Koeffizienten 2, ..., z. des Fehlerpolynoms o(X) erfillen das
Gleichungssystem

> asia(y) =0 (0<j<e—1) (3.17)

und es ist (2o, . .., z.) durch (8.17) bis auf skalare Multiplikation eindeutig bestimmit.

Beweis. Wegen e; = 0 fiir ¢ ¢ I,, und o(a;) =0 fiir i € [, gilt

e

€ n n €
_ JH J l
E 28;41(y) = E 2 E ecial = E e;cial E za;
1=0 =0 =1 i=1 1=0
= E eicialo(a;)) = 0.

i€ly
Ist (2o, ..., 2.) eine weitere Losung von (3.17), so definieren wir
e e—1
(X) = Z,:?ZZXZ und 0;(X) = H (X —a;) = Z’Zl’le‘
1=0 i€l 1=0

i
Dann gilt fiir eine beliebige Fehlerposition j € I,
ejc;oi(a;)0(a;) =Y eicioj(ai)é(aq),
i€ly

da 0;(a;) im Falle ¢ # j verschwindet. Diese Summe kann weiter umgeformt werden

zu
e—1 e e—1 e
ks 1 _ 5
€iCizg jQ; Z10; = 2k Ziskr(y) | -

i€l k=0 1=0 k=0 =0

Als Losung von (3.17) erfiillen %, ..., 2, die Gleichungen >, , Zs,i(y) = 0 fir
alle Indices 0 < k£ < e — 1. Das Produkt ejcjo;(a;)d(a;) verschwindet also, und
wegen e;c;0;(a;) # 0 ist 6(a;) = 0 fiir alle Fehlerpositionen j € I,,. Folglich ist das
Fehlerpolynom o(X) ein Teiler von 6(X). Da die Polynomgrade iibereinstimmen
folgt nun die Existenz eines Skalars a € F, mit 0(X) = a - 6(X). O

Decodieralgorithmus 3.18. Essei y € F " gegeben.

(1) Bestimme fiir 0 < j < n — k die Syndrome s;(y) = >.7_, yicial zu y.
(2) Finde eine Losung z = (2o, ..., %) des Gleichungssystems (3.17).

(3) Faktorisiere das Polynom 6(X) := ./ ;% X". Die Indexmenge der Fehlerpo-
sitionen ist dann I = {i : 6(a;) = 0}.
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(4) Fiir i ¢ I setze e; := 0. Bestimme die restliche Koeffizienten des Fehlervektors

e = (ey,...,e,) mit Hilfe des Gleichungssystem
Zeiciag = s5;(y) (0<j<n-—k). (3.19)
il

(5) Das Codewort € = y — e € C ist dann die decodierte Nachricht.

Bemerkung 3.20. Der Decodieralgorithmus 3.18 mit dem Startvektor y € F " ter-
miniert, falls es ein Codewort x € C' mit Distanz d(x,y) < e gibt.

Beweis. Aus Lemma 3.16 folgt, dal 6 aus Schritt 3 ein skalares Vielfaches der feh-
lerlokalisierenden Funktion o von y ist. Somit ist I die tatséchliche Indexmenge I,
der Fehlerpositionen. Es ist nur noch zu zeigen, dafl eine Losung des Gleichungssy-
stem (3.19) eindeutig bestimmt ist. Dazu sei e’ mit ¢, = 0 fiir ¢ ¢ I eine Losung von
(3.19). Dann verschwinden die Syndrome

n

sile—¢€') = Z (e; — €)cial
i=1
fiir 0 < j < n — k und somit ist e — e’ ein Codewort aus C' vom Gewicht

w(e —e€') < 2e < dC).

Das ist nur fiir e = e’ moglich. [






Kapitel 4

Variationen von Codes

4.1 Einige elementare lineare Konstruktionen

Bemerkung 4.1. (Erweiterung mit Paritatsbit)
Es sei C ein [n, k,d|,—Code mit Erzeugermatriz G. Dann erzeugt

Tir o Tin | — Z?:l T
G = (Glp) = : :
Tkl Tkn | — Z?:l Tki

A

einen [n + 1, k,d|,— Code mit Minimaldistanz d oder d + 1.

Bemerkung 4.2. (Punktierung)
Es sei C ein [n, k,d],—Code. Der durch Weglasssen des i-ten Symbols erzeugte Code

CVi = {({L’l,...,l’i_l,l‘i+1,...,$n) A C}

ist ein [n — 1,kY,d"],—Code mit Dimension k¥ € {k — 1,k} und Distanz d* €
{d—1,d}.

Bemerkung 4.3. (Direkte Summe)
Es seien Cy und Cy lineare Codes mit den Paramtern [n;, k;, d;], fir i =1,2. Dann
gelten:

(a) Der Code
Cr@Cy = {(z, o) : ; € (i}

ist ein [ny + ne, k1 + ke, dJ;— Code mit Minimaldistanz d = min{d;, ds}.
(b) Im Fall ny = ny definiert
C = {(1131,$1 + 302) X € CZ}

einen [2ny, k1 + ko, d|,— Code mit Distanz d = min{2d;,d>}.
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Bemerkung 4.4. (Verklebung)
Es seien C) : IFqk — F und Cy : IFqk — T2 Codierer von [ny, k,di],— bzw.
[ng, k, da],— Codes. Dann gelten:

(a) Der Codierer
FrfF s FmgFr
Cy|Cy): 4 (@), Ol
( 1| 2) { r +— (01(113),02(33))

erzeugt einen [ny + na, k, dj,— Code mit Minimaldistanz d > dy + d.
(b) (Cy]---|Cy) : Ff — F /™ ist ein [In, k, ld];— Wiederholungscode.

Bemerkung 4.5. (Tensorprodukt, Cross Interleaving)
Es seien Cy und Cy lineare Codes mit den Parametern [n;, k;, d;], firi = 1,2. Dann
definiert

Ci®Cy= {:1:(1) @ z? . 2" ¢ C’i} < IF;“'"Q & qu ® ]Fq"2
mit

D @ z? = ( §1)x§2), . ,xf}l)xgz), xgl)xf), o ,x;ﬁ)xf% ...... ,wgl)a:%), . ,wflll)a:%))

einen [ny-ng, ki - ka2, dy - da],— Code. Dabei heiffen Cy innerer und Cy &uflerer Code
von Cq ® Cs.

Beweis. Offensichtlich hat '} ® C5 die Lange n; - ny. Ein Codewort besitzt das
Gewicht w(z) @ £?) = w(zW) - w(z®?). Daher sind die Produkte von Mini-
malwortern je aus C; und Cy Minimalworter in C; ® Cs und es folgt die Aussage
iiber die Distanz von ('} ® (5. Fiir den Rest des Beweises zeigen wir, dafl (', @ C,
tatsdchlich ein Tensorprodukt ist und als solches Dimension k; - ko besitzt. Das
(existierende) Tensorprodukt von C) und C; bezeichnen wir dabei mit V. Die Ab-
bildung (2", ) — (M @ £ von C; x Cy nach C; ® O, ist offensichtlich bilinear
und surjektiv. Nach der universellen Abbildungseigenschaft von Tensorprodukten
gibt es daher einen surjektiven Homomorphismus von V' nach C; ® C5 und es gilt
dim(C) ® Cy) < dim(V)) = ky - ko. Dieser Homomorphismus ist auch injektiv, da
die Produkte :Bgl) ® wgz) von Basen in ()] und C5 linear unabhéngig sind. Eine
Linearkombination ) aijazgl) ® .'1:§-2
Zfil aijxﬁ)mgl) = 0mit 1 < j < kg, 1 < I < ny zuriickfithren. Diese liefern die
Gleichungen aijm§-2) =0fir 1 <¢ <k, 1 <j <k und somit schlielich a;; = 0 fiir
alle Doppelindizes 77. Das beweist unsere Aussage iiber die Dimension und zeigt,
dafl 7 ® (5 ein Tensorprodukt von C und C5 ist. ]

) — 0 148t sich auf ks - n9 Linearkombinationen

Aufgabe 4.6. Fiihren Sie die Beweise der Bemerkungen 4.1 - 4.4 durch.
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4.2 Spreizung und Verkettung

In der Praxis sind viele Kanéle anfillig fiir sogenannte ”burst errors”. Diese Feh-
ler treten wiahrend der gesamten Nachrichteniibermittlung im Gegensatz zu den
“random errors” nicht gleichverteilt sondern in Form von Fehlerpaketen auf. Zum
Beispiel fithren Kratzer auf Audio CDs oder Blitzeinschldge bei Funkiibertragungen
zum Verlust mehrerer aufeinanderfolgenden Bits. Um solche Fehlerpakete korrigie-
ren zu konnen, verteilt man die Symbole von ¢ Codeworter auf der Lénge n - ¢t und
zieht somit die Informationen weit auseinander.

Definition 4.7. (Spreizung, Interleaving)
Fiir einen linearen [n, k],—Code heif}t

C' = {(:L’gl),x?),...,:L’gt),xél),...,xét), ...... a0 a0y @ e )

der zur Tiefe ¢t gespreizte Code.

Anmerkung 4.8. Der gespreizte Code C" ist ein linearer [nt, kt],—Code mit Mini-
maldistanz d(C") = d(C).

Bemerkung 4.9. Ist C' ein linearer Code, der jedes Fehlerpaket bis zur Ldnge b
korrigieren kann, so ist C' ein linearer Code, der jedes Fehlerpaket bis zur Ldnge
b-t korrigieren kann. O

Beispiel 4.10. (Cross Interleaved Reed-Solomon Code)

Fiir Audio CDs verwendet man einen Untercode von C; ® Cy der Léange 28 - 32
iiber Fos mit einem [28, 24, 5],s —Reed-Solomon-Code € als inneren und einem
[32, 28, 5|s —Reed-Solomon-Code Cy als dufileren Code. Die Amplitude der Schall-
welle wird pro Kanal (also links und rechts) 44100—mal in der Sekunde gemessen
und einem Wert zwischen 0 und 2'® — 1 zugeordnet. Dieser Wert wird mit einem
Punkt aus Fi = F,;° identifiziert. Eine Abtastung der Schallwelle ergibt also ein
Paar (L, R) € F,;. Es werden 6 aufeinanderfolgende Abtastungen (zu einen Vektor
der Léange 24) zusammengefaft und mit C; zu einem Spaltenvektor in F3* codiert.
Mit 168 = 6 - 28 Abtastungen erhilt man 28 Codewdrter zV), ... £ e C, die
dann als Spalten einer 28 x 28—Matrix aufgefafit werden. Mit einer reduzierten
Erzeugermatrix (Iy3|P;) von Cy codiert man ™), ... £*%. Mit 168 Abtastungen
erhilt man also die Matrix

M = (iB(l) . il,'(28)) . (]28|P4) _ (113(1) . w(28)|ﬁ) c ]1.;12288><327

deren Spalten Worter aus C; und deren Zeilen Worter aus Cs sind. Diese Matrix
wird nun (zur Tiefe 28) gespreizt, d.h alle Zeilenvektoren werden hintereinanderge-
legt zu einen Zeilenvektor der Lange 28 - 32. Dies ist dann die Bitfolge, die auf der
CD gespeichert wird. Zur Decodierung eines ausgelesenen Wortes macht man zu-
nichst die Spreizung riickgingig und erhilt somit eine Matrix M € F 2288X32. War die
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Auslesung korrekt, so sind die Zeilen wiederum Codeworter aus Cs und die Spalten
Worter aus (. Die Audioinformationen, d.h. die Amplituden der Schallwellen im
linken und rechten Kanal, werden dann durch Decodierung der Spalten von M zu-
riichgewonnen. Ein ausfiihrliches Beispiel zur Behebung eines burst errors mit dem
CIRC - Code kann in [Lii03] Abschnitte 4.2 und 4.3 nachgelesen werden.

Definition 4.11. (Verkettung)

Es seien C ein [ny, k1, d1],— und Cy ein [ng, ks, da],—Code, wobei ¢ = r*2 gelte. Des-
weiteren seien ¢y : F % — F/ und ¢, : F/" — F,"* Vektorraumisomorphismen
iiber F,. Dann heifit der Code

Cyx-xC!
Cl * 02 . ]Frk’lkg & Fq]ﬂ i) Fqn1 & Frnlkg 2><—>>< 2 ]Frnl’ng
verketteter Code mit (| als &uflerem und C; als innerem Code.

Bemerkung 4.12. (Parameter verketteter Codes)
In der Situation von Definition 4.11 ist Cy x Cy ein linearer [ny - ng, ki - ko], — Code
mit Minimaldistanz d(Cy * Cy) > d; - ds.

Beweis. Die Aussagen iiber Linge und Dimension von C] x C5 folgen aus der Kon-
struktion, wobei man beachte, daf3 ¢y, C, 1 sowie Cy X --- x Cy und daher auch
C % Cy injektive Homomorphismen sind. Ist nun & = (21,...,2,,) € C; ein Wort
des dufleren Codes, so wird jedem Symbol z; durch die Abbildung C5 o 15 genau ein
Codewort y, des inneren Codes (5 zugeordnet:

T T T11 0 Tk, Yii 0 Ying Y,
P2 . . . . Ca . .
— : : .. : —
Lny Lny Loyl Tngks Ynil 7 Yning Yni

Es gibt also fiir jeden Eintrag x; # 0 mindestens dy nichtverschwindende Eintrage
von y,. Das zeigt d(Cy x Cs) > dy - ds. O

Korollar 4.13. (Korperabstieg)

Ist der innere Code Cy bei ¢ = 1™ ein linearer [m,m, 1],— Code, d.h. es gilt Cy €
Aut(F,™), so bildet der verkettete Code Cy *Cy einen [nym, kym|,.— Code mit Distanz
d(Cy % Cy) > d(C). O

4.3 Teilkorpercodes
Beispiele fiir Teilkérpercodes traten schon bei der Konstruktion von verketteten

Codes auf. In diesem Abschnitt wollen wir nun die Struktur von Teilkérpercodes
systematisch untersuchen.
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Definition 4.14. (Einschrankung auf Teilkorper, Spurcode)
Es seien ¢, r Primzahlpotenzen mit ¢ = ™. Der Frobeniusautomorphismus

¢:{Fq — I,

a +—— a’

mit Gal(F,:[F,) = (¢) operiere auf F* durch komponentenweiser Operation, d.h. fiir
T = (21,...,2,) € F' sei

Analog definieren wir die Spur eines Vektor x € ;" durch

Trr,r, () = (Spurg, 5, (1), . - ., Spurg, g, (Tn)) = ¢ (z).

Fiir einen linearen Code C' aus F " heifit
Clp, :=CNF;
die Einschriankung von C auf F, und
Tr(C) := Trg,r, (C) = {Trp,r, () :x € C} < F"

der Spurcode von C. Man beachte, dafl C|p, ein Teilcode von Tr(C') ist. Der Code
C' heifit p—invariant (oder ¢p—stabil), falls ¢(C) < C gilt.

Satz 4.15. (Delsarte)
Fiir einen linearen Code C' < F " gilt

(Chpr)L ="Tr (CJ‘) .

Beweis. Es seien € = (z1,...,x,) ein Wort aus C|r, und y = (v1,...,y,) Element
des dualen Codes C*. Dann gelten (z, y) = 0 und

(z, Tr(y)) = sz Spurg, g, (i) = SpurFq:Fr(Z Tiyi) = SpurFq:FT(<m7 y)) =0
i=1 i=1
aufgrund der F,-Linearitét der Spurabbildung. Das zeigt Tr (C+) < (C g )"

Es bleibt also noch die entgegengesetzte Inklusion zu zeigen. Diese folgt mit dem
Nachweis von

(Tr (C))" < O,

Dazu nehmen wir an, es gdbe ein Codewort x € (Tr (C’L))L, das nicht in C|p,
enthalten sei. Da @ ein ¢p—invarinates Wort ist, gilt daher auch & ¢ C'. Folglich gibt
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es ein y € C* mit (z,y) # 0. Die Spurabbildung Spurg, g, ist nicht trivial. Somit
gibt es ein a € [, mit

SpurFq:Fr(<$7 ay>) = SpurFq:Fr ((I<$, y)) 7é O
Andererseits gilt wie oben
Spurg, 5, ((2, ay)) = (z, Tr(ay)) = 0,

da Tr(ay) Element von Tr (C*) und @ Element von (Tr (C’L))l ist. Dies fithrt zum
Widerspruch unserer Annahme, was zu zeigen war. O

Korollar 4.16. Fir einen linearen Code C' < F " mit ¢ =™ gelten:

(a) Die Dimension des Spurcodes von C' ist beschrankt durch

dimp, (C) < dimg, (Tr(C')) < m - dimg, (C).

(b) Die Dimension der Einschrinkung von C' auf I, ist beschrinkt durch

m - dimg, (C) — (m — 1) - n < dimg, (C|r,) < dimg, (O).

Beweis. Die Ungleichung in (b)
dim[gr (C’IFT) S dim]}?q (C)

folgt aus der Tatsache, daf eine F, —Basis von C'|r, auch linear unabhéngig iiber F,
ist. Nach der Dimensionsformel erfiillt Tr : C' — Tr(C') als F,—lineare Abbildung
die Gleichung

dimg, (Tr(C)) + dimg, (Kern (Tr)) = dimg, (C') = m - dimg, (C).

Das zeigt die zweite Ungleichung von (a). Es bleibt also noch der Nachweis der
jeweils ersten Ungleichungen.
(a) Mit dem Satz von Delsarte und dimg, (C*|r,) < dimg, (C*) erhalten wir

dimg, (Tr(C)) = dimg, ((CHFT)L)
=n —dimy, (C*|z,) > n — dimg, (C*) = dimg, (C).
(b) Analog erhdlt man nun mit (a)
dimp, (Clr,) = dimp, (Tr (CL)L> =n — dimgp, Tr (C)

>n—m-dimg, (C") =n—m- (n— dimg, (C))
=m - dimg, (C) — (m — 1) - n.

Das schliefit den Beweis. O]
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Korollar 4.17. Fir einen linearen Code C < ]Fq" sind dquivalent:
(a) C ist p—invariant.
(b) Die Dimension von C' ist invariant unter der Spurabbildung, d.h. es gilt

dimg, (Tr(C)) = dimg, (C).

(c) Die Dimension von C' ist invariant unter Einschrankung auf F,., d.h. es gilt

dimFT (Cl[g‘r) = dim]pq (O)

Beweis. (a) = (b): Fiir einen ¢p—invarianten Code C' gilt insbesondere die Inklusion
Tr(C) < C und somit folgt Tr(C') < C|r,. Mit Korollar 4.16 erhalten wir dann

diqu (C) S dim]pr (TI"(C)) S dimFr(O|Fr) S diqu (C)

(b) = (c): Nach dem Satz von Delsarte gilt Tr(C) = (C’HFT)l. Also erhalten wir
mit unserer Voraussetzung

1

dimg, (C) = dimg, (Tr(C))) = dimg, ((C*|r,) ") = n — dimg, (C*|r,)

und somit

dimy, (C*|p,) = n — dimg, (C) = dimg, (C).

Folglich besitzt C* eine Basis aus ¢—invarianten Elementen, und es gibt eine Kon-
trollmatrix zu C' mit ausschliefflich Eintrégen aus F,. Das zeigt

dimFT (C’Fr) = dim]Fq (C)

(c) = (a): Im Fall dimg, (C|r,) = dimg, (C) besitzt C' eine Basis von ¢—invarianten
Elementen, was die die ¢p—Invarianz des gesamten Codes C' zur Folge hat. O]

Aufgabe 4.18. Es seien ' < F " ein linearer Code und ¢ = r™. Zeigen Sie:

(a) Enthilt C' einen ¢—invarianten Teilcode B, so gilt die Ungleichung

dimg, (Tr(C)) < m - (dimg, (C) — dimg, (B)) + dimg, (B|r, ).

(b) Es sei B ein ¢—invarianter Teilcode des dualen Codes C*. Dann gelten:
dimg, (Clg,)

> m - (dimg, (C') + dimg, (B)) — dimg, (Blg,) — (m —1) -n
> m - dimg, (C) + (m — 1) - dimg (B) — (m — 1) - n.






Kapitel 5
Perfekte Codes

5.1 Hamming-Codes

Definition 5.1. (Perfekter Code)

Ein Code C' C F* mit ungerader Minimaldistanz d(C) = 2¢(C) + 1 heifit perfekt,
falls es zu jedem Element y € F genau ein Codewort € C' mit Abstand d(z, y) <
e(C) gibt. Fiir y € F" definiert

B'(y) ={z € F d(y,z) <r}
eine Kugel vom Radius r um y.

Einfache Beispiele perfekter Codes liefern die biniren n-fachen Wiederholungscodes
mit ungerader Lange n = 2m + 1. Solche [n, 1, n]s—Codes besitzen den Fehlerkor-
rekturparameter m.

Bemerkung 5.2. (Kugelpackungsbedingung)
Fir einen perfekten Code C < F " gilt

q" =#C- Z( ) q—1).

Beweis. Die Anzahl der Gitterpunkte in der Kugel B?(x) vom Radius e = e(C)

betrégt
e n A
#Bl(2)=> (") (-1
i=0
Da C perfekt ist, bilden die zu den Codewortern & € C' gehorigen Kugeln B (x)
eine disjunkte Vereinigung von F'. Hieraus folgt die Behauptung. O]

Definition 5.3. (Hamming-Code)
Es seien k£ > 1 eine natiirliche Zahl und n := qq . Ein linearer [n,n — k],—Code C

heifit Hamming-Code Ham[n,n — kJ,, falls dle Spalten der Kontrollmatrix zu C'
paarweise linear unabhéngig sind.
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Anmerkung 5.4. Nach Bemerkung 2.16 ist die Minimaldistanz eines Hamming-

Codes Ham(n,n — k|, mindestens 3. Umgekehrt ist auch jeder [n,n — k, d],—Code
mit Lange n = q::f und Minimaldistanz d > 3 ein Hamming-Code. Die Anzahl
korrigierbarer Fehler eines Hamming-Codes C' = Ham(n,n — k], betragt

e(C) > 1.
Hammingscodes sind Codes mit guter Informationsrate vermoge

r(C) =2t _—+1

n n—oo "

Bemerkung 5.5. Hamming-Codes sind perfekte Codes C mit Fehlerkorrekturpara-
meter ¢(C) = 1.

Beweis. Es sei C := Ham|n,n — k], ein Hamming-Code der Lénge n = q:_—_ll. Eine
Kugel in F* vom Radius 1 enthélt genau 1+ (¢ — 1)n = ¢* Elemente. Desweiteren
sind die Kugeln B} (z), B} (&) um verschiedene Codewdrter z, & € C' disjunkt. Somit
folgt

> #Bi(m) = #C-¢F = q".
zeC
Also gibt es zu jedem y € F " genau ein Codewort z € C' mit d(z,y) < 1. [

Satz 5.6. (Existenz von Hamming-Codes)
(a) Zu jeder natiirliche Zahl k > 1 gibt es einen Hamming-Code tber F, der Lin-

k
q"—1
ge L5

(b) Im Fall g = 2 gibt es eine Kontrollmatriz zu Ham[n, n — k]s, deren Spalten aus
den Koeffizienten der Bindrdarstellung von 1,...,2%¥ — 1 bestehen.

Bewets. Man wihle aus allen 1-dimensionalen Unterrdumen in Fqk jeweils einen
nichtverschwindenden Vektor als Spaltenvektor der Matrix H. Dann besteht H
aus n = qqk%ll Spalten und ist somit als Element von IFqu” Kontrollmatrix eines
[n,n — k]4—Codes C. Da zwei verschiedene 1-dimensionale Unterrdume in F" einen
2-dimensionalen Unterraum aufspannen, sind die Spalten von H paarweise linear
unabhéngig. Das beweist Aussage (a).

Die Behauptung fiir ¢ = 2 in (b) folgt aus der Tatsache, daf die Bindrdarstellungen
je zwei verschiedener ganzer Zahlen iiber [, linear unabhéngig sind. O

Beispiel 5.7. Es gibt also Codes mit Minimaldistanz 3 zu den Parametern

¢=2 q=3 qg=4 q=5

k=2 [3,1, 4,25 [53]4

=3| [7,4y [13,10]5 [21,18]4
k=4][1511], [40,36]; [85,81]4
k=5][31,26],
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Der Hamming-Code Ham|[7,4], ist ein besonders wichtiges Beispiel und wird zur
Konstruktion der Golay-Codes verwendet. Wir geben daher seine Kontroll- und Er-
zeugermatrix konkret an:

1
H=11
0

— = O

1 11
1 00
110

O = O
_ o O
)

I
OO O =
OO = O
O~ O O
_ o O O
=N
O ==
e )

5.2 Konstruktion binirer Golay-Codes

Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion nichttrivialer perfekter Codes mit Feh-
lerkorrekturparameter e > 1. Fiir diese mufl notwendigerweise die Kugelpackungs-
gleichung

¢" - #B; = q"

erfiillt sein. Hierzu findet man zum Beispiel im Fall ¢ = 2 oder 3 die Relationen

23 23 23
11 _ _ 23
) _1+(1)+(2)+(3)_#B3
11 11
35:1+(1>-2+(2)-4:#]B%§1.

Diese "kombinatorischen Gliicksfille” fiihren tatsdchlich auf perfekte Codes mit Pa-
rametern [23,12, 7], und [11, 6, 5|3, die sogenannten Golay-Codes.

Zur Realisierung des bindren Golay-Codes betrachten wir den aus H := Ham|7, 4],
durch ein Paritétsbit erweiterten [8, 4],—Code H (vgl. 4.1). Es ist dann

und

0 0

é:

OO O =
o~ O O
_ o O O
— = O
O ==
—_ O = =

1 1
0 1
0 1

eine Generatormatrix zu . Desweiteren seien H* und H* die vermoge der Permu-
tation o = (1 7)(26)(3 5) zu H bzw. H dquivalenten Codes. Die Matrizen

0110001 01100011
. |t 100010 W |1 1000101
=11 110100 M G&E=1119901000

1011000 10110001

erzeugen dann H* beziehungsweise H*.

Bemerkung 5.8. Die erweiterten Hamming-Codes H und H* sind selbstduale
8,4, 4]o— Codes. Desweiteren sind diese Codes 4-dividierbar, d.h. jedes ihrer Wérter
besitzt ein durch 4 teilbares Gewicht.
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Beweis. Nach Bemerkung 4.1 besitzen H und H* Dimension 4 und Minimaldistanz
3 oder 4. Aufgrund des zugefiigten Paritatsbits gilt w(z) =0 (mod 2) fiir sdmtliche
Worter ¢ € H und somit d(H) = d(H*) = 4. Die Selbstdualitit folgt aus Dimensi-
onsgriinden und G-GT = 0 sowie G*-(G*)T = 0. Aufgrund ihrer Minimaldistanz und
1e 7:(, H* enthalten die erweiterten Hamming-Codes keine Worter vom Gewicht 2
oder 6. Somit sind sie 4-dividierbar. O

Definition 5.9. (Bindre Golay-Codes)
Der aus den erweiterten Hamming-Codes ‘H und H* konstruierte bindre Code

Golyy ={(z+2z,y+zec+y+z):z,ycH, zecH}

heifit bindrer Golay-Code Goly,. Der hieraus durch Streichen des letzten Symbols
(Punktierung) verkiirzte Code

G0123 = G01\2/424
heifit bindrer Golay-Code Golss.

Satz 5.10. (Parameter und Gewichtspolynom zu Goly,)
Der Golay-Code Golyy ist ein selbstdualer [24,12, 8]o— Code mit erzeugender Funk-
tion
Weaoly, (X) = 1+ 759X® + 2576 X2 + 75910 4+ X4,
Beweis. Behauptung 1: Golyy ist ein [24,12]s— Code.

Per Konstruktion besitzt Goly, Lange 24 und Dimension £ < 12, da H 4-dimensional
ist. Aus Ordnungsgriinden reicht es zu zeigen, daf fiir jedes Wort g € Goly, nur ein
Tripel (z,y,2) € H2 x H* mit g = (& + 2,y + 2, & + y + 2) existiert. Zunichst
betrachten wir den Schnitt H N H*. Ein Wort a € H N H* hat die Gestalt

( a , b , c ,d,a+c+d,a+b+ce,b+c+d,a+b+d) =
O +d+d,d+b+d,d++d,d, d v, a Ld+b+d),

was man anhand der Erzeugermatrizen nachpriift. Durch einen Koordinatenvergleich
bekommt man d = d’ und die Gleichungen

a=b+d+d=(a+b+c)+(a+c+d)+d=0b,

b=d+0+d=0b+c+d)+(a+b+c)+(a+c+d)=c

sowie
c=d+d+d=>0b+c+d)+(a+c+d) +d=a+b+d=d.

Folglich sind die Symbole von a alle gleich, d.h. es ist

HNH = {0,1}.
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Fiir zwei Tripel (z,y, 2), (&, 9, 2) € H? x H* mit
(x+z,y+z,x+y+z)=(@+2,9+2,2+y+2) € Goly

gilt notwendigerweise
c+zx=2+2.

Folglich ist  + & Element von H NH*. Der Fall ¢ + & = 1 kann nicht auftreten,
denn dann wéren z = z + 1 und y = y + 1, woraus aber

T+yt+tz=z+y+z+1

folgte im Widerspruch zur Annahme. Also bleibt nur der Fall x + £ =z + 2 =0
tibrig. Das zieht aber y = y nach sich. Somit gehort zu jedem Wort aus Golss genau
ein Tripel (z,y, z) € H* x H*.

Behauptung 2: Goly, ist selbstdual.

Konstruktionsgemaf gilt
Golyy = ((2,0,2),(0,y,y),(z,2,2) :x,y € H,z € H*).
Da H und H* nach Bemerkung 5.8 selbstdual sind, gelten
((£,0,2),(2,2,2))=2-(x,z) =0

sowie

((0,9,9),(2,2,2)) =2 (y,2) = 0.
Hieraus folgt die Selbstdualitdt von Goly, aus Dimensionsgriinden.
Behauptung 3: Golyy ist 4-dividierbar.

Das oben angegebene Erzeugersystem von Goly, ist nach Bemerkung 5.8 4-dividier-
bar. Wir zeigen, dafl die Summe zweier 4-dividierbarer Wérter g, b € Goly, ebenfalls
Gewicht w(g + h) =0 (mod 4) besitzt. Daraus folgt dann die Behauptung.

Wir defineren g N h durch

(gnh)i= { 0 sonst.

Man beachte, dal (g, h) = w(g N k) (mod 2) gilt. Da Goly, selbstdual ist, folgt
dementsprechend w(gNh) =0 (mod 2). Das Gewicht der Summe g + h erfiillt also
die Kongruenz

w(g+h)=w(g)+wh)—2-w(gNnh)=0 (mod4).

Behauptung 4: Goly, besitzt Distanz 8.

Fiir ein Wort € H mit Minimalgewicht w(z) = 4 ist (2,0, z) ein Wort in Goly,
vom Gewicht 8. Es gilt daher d(Golys) < 8. Aufgrund der 4-Dividierbarkeit von
Golyy miissen wir nur d(Golyy) = 4 ausschlieffen.
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Wir nehmen also an, es gidbe ein Wort
g=(x+z,y+z,x+y+2z)c Goly
mit Gewicht 4. Entsprechend der obigen Vorgehensweise erhédlt man
w(z+2z)=wx)+wz)—2w@enNz)=0 (mod 2)

und analog w(z + z) = w(xz + y + z) = 0 (mod 2). Eine der drei Komponenten
T+ 2z,y+zx+y+zvon g ist also trivial. Ohne Einschrdnkung kénnen wir
x + z = 0 annehmen, d.h. esist z =z € HN'H* = {0,1}. Im Fall = 0 gilt

w(g) =w(0,y,y) =2w(y) > 8,
und im Fall £ = 1 entsprechend
w(g) =w(0,y+1,y)=w(y+1)+w(y) =8

Somit fithrt die Annahme w(g) = 4 zum Widerspruch.
Berechnung des Gewichtspolynoms. Mit den Behauptungen 2,3 und 4 gilt

W(X,Y) = Wao, (X, Y) = Y + a X5V 4+ pX12Y12 4 o X10Y8 4 X2,

Dies fiihrt auf die Gleichung 2 + 2a + b= W (1,1) = #C = 2'2 bzw. 2a + b = 4094.
Desweiteren gewinnen wir aus der MacWilliams - Identitat 2.21
1

Waol, (X, Y) = WG01§-4 (X,Y) = 912

Wao, (X +Y, X =Y.

Es gilt also

22 W(X,Y) =
(X =) +a(X+Y)PX V) +bXPY P +a(X + V)X - V)P + (X +Y)*
(X -+ (X 4+ +a(X? =YX Y+ (X + YY) +b(X% - V)2

Koeffizientenvergleich bei X8Y 6 liefert

2%a=2 (%) +2a[(5) 5) = (V) () + (5) (D) = ) &)+ (D) (@] +o ()
Daraus folgen a = 759 und b = 2576. [
Korollar 5.11. Der Golay-Code Golys ist ein perfekter [23,12,7]o— Code.

Bewets. Da die Minimaldistanz von Goly, mindestens 2 betrégt, bleibt die Dimen-
sion beim Streichen eines Symbols erhalten. Desweiteren folgen aus Satz 5.10 d(Golys) >
7 und e(Golyz) > 3. Wir zeigen nun allgemeiner, daf jeder (23,2'? d);— Code C
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mit Minimaldistanz d > 7 perfekt ist. Aufgrund d > 7 sind je zwei Kugeln B2*(z),
B2%(z) zu verschiedenen Codewdrter ¢, Z aus C' disjunkt. Aus

200 1 () (2 (2) <o

#C . #183%3(()) — 212 . 211 — 223 — #F223

folgen dann

und somit
U B§3(m) = IF2237
zeC
Daher ist C' perfekt mit Minimaldistanz 7. O

Das Gewichtspolynom fiir Goly3 erhalten wir aus der folgenden in Hinblick auf Ab-
schnitt 5.3 etwas allgemeiner gehaltenen

Bemerkung 5.12. Ein beliebiger (23,22, 7),— Code C mit 0 € C besitzt die erzeu-
gende Funktion

We(X) =1+253X7 +506X° + 1288 XM + 1288X "2 + 506X 15 + 253X 10 4 X2,
Beweis. Es seien

Ci={zeC:w(x)=1, M={yeF" w(y) =j}
sowie

w; == w;(C) =#C; und m;:=#M; = <2.3) .

J

Wegen d(C) = 7 und 0 € C gelten wy = 1 und w; = 0 fiir 1 < i < 6. Nach dem
Beweis zu Korollar 5.11 ist C' perfekt. Somit wird M, disjunkt iiberdeckt von den
Kugeln B2*(z) aller Codewérter z € C, U --- U Cy = Oy, d.h. es gilt

My = | B (x) n M,
zeCy

Das zeigt

= 253.

23
mi= ¥ #B @0 M) =wr () und w3
zcCy 4
Nun geht man unter Beachtung der Perfektheit von C induktiv vor: Die Menge Mj5
der 5-gewichtigen Worter ist disjunkt iiberdeckt von den Kugeln B2*(z) um z € C
mit w(z) = 7,8. Das hat
(253)71”7'(;) = 506

mo=wr ()t () wd = )
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zur Folge. Die Menge Mj wird iiberdeckt von

M6 = L.J L.J ng(wz) N Mﬁ.

1=7,8,9 ¢;,€C}

Dabei gelten
#(B3 (z7) N M) =
#{y € My = d(z,y) = 1} +#{y € My d(z,y) =3} = (§) + () (T)
und
#(B3 (s) N M) = #{y € Mg : d(z,y) =2} = (2) :
Wegen
me = (%) = wr - #(BF*(z7) N Ms) + ws - (B3 (zs) N Mo)
folgt hieraus wg = 0. Analog erhélt man w;y = 0 aufgrund
my = (7)) = wr - #(BF(z7) N My) + wg - (B3 (zs) N My)
7\ (16 8 8Y (15
:w7'(1+(6)(1))+w8'((7)+(6)(1))'
Die Zahl wy; ist bestimmt durch die Anzahl der Elemente aus Mg, die nicht in

den Kugeln B2*(z) der Codewdrter  mit Gewicht 7 oder 8 enthalten sind, da Mg
disjunkt iiberdeckt wird von

Mg = L.J U B§3($1) N Mg.

1=7,8,11 ;€C;

Das zeigt
2Y e (164 (7Y (16)) — e - (1 (B) (13
- e 002 G i () g
8
Wir iiberlassen es den Leser, diese Rechnung fortzusetzen. O]

5.3 Charakterisierung binarer Golay-Codes

Definition 5.13. (Steinersystem)

Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen. Eine Teilmenge B C P(M) der
Potenzmenge von M heift (¢,b, m)—Steinersystem, falls es die folgenden Eigen-
schaften hat:

(1) Jede Menge B € B besitzt b Elemente.

(2) Jede Teilmenge 7" C M mit ¢ Elementen ist in genau einem B € B enthalten.
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Beispiel 5.14. (1) Die Geraden der affine Ebene A?(FF,) bilden ein (2, ¢, ¢*)—Steiner-
system, da zwei Punkte in A*(F,) genau eine Gerade erzeugen.

(2) Die Geraden der projektiven Ebene P?(F,) bilden ein (2,q + 1,¢* + ¢+ 1)—
Steinersystem.

Bindre Worte & € F,* konnen mit ihren Trager I, = {1 < i < n : x; # 0}
identifiziert werden. Damit iibertragen wir das Inklusionssymbol von {1,... n} auf
Fy', d.h. wir schreiben ¢ C y im Fall [, C I,,.

Aufgabe 5.15. Es sei H := Hém[?m —1,2™ — 1 — m]y der durch ein Paritétsbit
erweiterte Hamming-Code. Zeigen Sie, dafl die Codewoérter in ‘H vom Gewicht 4 ein
(3,4,2™)— Steinersystem bilden.

Bemerkung 5.16. Die Codewodrter des Golay-Codes Golyy, vom Gewicht 8 bilden
ein (5, 8,24)— Steinersystem.

Beweis. Es sei ¢ € F}' ein Wort vom Gewicht w(z) = 5. Gemifl unserer Be-
hauptung reicht zu zeigen, daf die Kugel B3*(z) mit Radius 3 genau ein Codewort
g € Goly, enthilt, da hieraus automatisch w(g) = 8 und = C g folgen.

Fiir zwei Codewérter g, h € B2*(z) gilt nach der Dreiecksungleichung
d(g,h) <d(g,z)+d(xz,h) <6.

Da Goly; Minimaldistanz 8 besitzt, folgt hieraus g = h. Die Kugel B2*(z) enthélt
also hochstens ein Codewort von Gewicht 8.

Desweiteren ist B2*(x) N Golyy nicht leer. Denn zu jedem Codewort g € Goly, vom
Gewicht 8 gibt es genau () Elemente y € F2* mit w(y) = 5und y C g. Die Anzahl
aller y € F2* mit w(y) = 5 und B2*(y) N Golyy # () betrigt also

wg(Golyy) - (i) = 759 - (i) = (254> = #{y c F* :w(y) =5}

und stimmt daher mit der Anzahl séimtlicher Wérter in F2* vom Gewicht 5 iiberein.
Das zeigt B2*(x) N Golyy # 0. O

Satz 5.17. (Witt, 1938)
Das (5, 8,24)— Steinersystem ist bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmdt.

Ohne Beweis. (siehe [Li89, §12] und [MS77, Ch.20 §5])

Satz 5.18. Jeder (24,2'% 8)y— Code C mit 0 € C ist dquivalent zum bindren Golay-
Code Golyy.

Beweis. Es sei C' ein binérer (24,22 8);—Code mit 0 € C. Die um ein Symbol
verkiirzten Codes CV!, ... CV?* behalten aufgrund d(C') > 2 die Elementanzahl 22
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und sind daher nach dem Beweis zu Korollar 5.11 und Lemma 5.12 perfekte Codes
mit Gewichtsspektrum

Gewichte(C"") = {0,7,8,11,12,15, 16, 23}.
Da dies unabhéngig von der Wahl des zu streichenden Symbols in C'ist, folgt hieraus
Gewichte(C) = {0, 8,12, 16, 24}.

Der Abstand d(z, y) zweier Codewérter x, y € C' ist also stets durch 4 teilbar, was
(z,y) = 0 zur Folge hat. Daher sind C' wie auch der von C erzeugte lineare Code (C')
selbstdual mit dim(C) = 12, woraus C' = (C') folgt. Wir haben also gezeigt, daf} jeder
0 enthaltende (24,2'?,8),—Code linear ist. Der Beweis zu Bemerkung 5.16 ist fiir
beliebige [24, 12, 8] —Codes giiltig, also bilden die Codeworter in C' vom Gewicht 8
ein (5, 8,24)—Steinersystem. Da dieses (5, 8, 24)—Steinersystem nach dem Satz von
Witt bis auf Aquivalenz eindeutig ist und Goly, von Codewdrter des Gewichtes 8
erzeugt wird, folgt hieraus die Aquivalenz von C' und Golyy. m

Wir werden im Abschnitt 7.3 eine andere Konstruktion des Golay-Codes Goly, ken-
nenlernen. Nach dem obigen Satz 5.18 ist der in Beispiel 7.12 vorgestellte erweiterte
quadratische Reste-Code 923 dquivalent zu Golyy. Da die Symmtriegruppe von Q23
transitiv ist (Satz 7.9), hat auch Goly, eine transitive Symmetriegruppe. Hieraus
folgt

Korollar 5.19. Jeder (23,22, 7),—Code C mit 0 € C ist dquivalent zu Goly;.

Beweis. Es seien ¢,y € C zwei Codeworter mit Minimalabstand d(z, y) = 7. Dann
gilt
wzNy) =(z,y) =d(z,y)=1 (mod 2),

wobei £ Ny wie im Beweis zu Satz 5.10 definiert ist. Die Quersummen beider Worter
konnen also nicht gleichzeitig gerade sein. Der durch ein Paritétsbit erweiterte Co-
de (' ist also ein (24,2'2, 8),—Code und damit Aquivalent zu Goly,. Somit entsteht
C durch Streichen eines Symbols in Golyy, etwa das i-te Symbol. Da die Symmetrie-
gruppe zu Goly, transitiv ist, ergibt sich

C= GO];Z = (O'(G'0124))V24 = G015/424 = G0123
fiir ein 0 € Sym(Goly,) mit o (i) = 24. O

Zusatz 5.20. Die Symmetriegruppen der bindren Golay-Codes sind die Mathieu-
Gruppen Moy und Mas. Genauer gelten:

Sym(Golas) = My und Sym(Golys) = Mo,
mit #Moy = 244.823.040 und #Msys = 10.200.960.
Ohne Beweis.(siehe [Lin99, 4.2.3|)
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5.4 Ternare Golay-Codes
Satz 5.21. (Terndre Golay-Codes Gol;» und Goli;)

(a) Es gibt einen bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmten [12,6,6]s— Code Goly,
zum (5,6,12)— Steinersystem mit Sym(Goly2) = My und #Mjs = 95040.

(b) Es gibt einen bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmten perfekten [11, 6, 5]s— Code
Goly; zum (4,5, 11)—Steinersystem mit Sym(Goly;) = My; und #Mj; = 7920.

Ohne Beweis.(siehe [Lii89, §7] und [MS77, Ch.20])
Die perfekten Code mit Fehlerkorrekturparameter e > 1 sind vollstdndig bekannt:

Zusatz 5.22. Ein perfekter Code mit Fehlerkorrekturparameter e > 1 ist dquivalent
zu einem der Golay-Codes Golys bzw. Golyy oder zum [2e + 1,1,2e + 1]o— Wieder-
holungscode. Insbesondere gibt es keine perfekten Codes iber F, mit q¢ # 2, 3.

Ohne Beweis.(siehe [Lin99, Ch.7])






Kapitel 6
Zyklische Codes

6.1 Polynomdarstellung zyklischer Codes

Definition 6.1. (Zyklischer Code)
Ein linearer Code C' der Liange n mit der Eigenschaft

(T1,. . 20) € C = (Tp,71,...,0,1) €C
heifit zyklischer Code.

Die Symmetriegruppe Sym(C') eines zyklischen Codes der Lange n umfafit also per
Definition die zyklische Gruppe Z,,. Mit dem Vektorraumisomorphismus

Fy — Fy[X]/(X" —1)
. n—1
P (l‘g, e ,C(]n_l) L Z CCZ)(z
=0

zwischen F ' und R, := F,[X]/(X" —1) erhdlt man ein notwendiges und hinreichen-
des Kriterium fiir die Zyklizitét eines linearen Codes C' < F .

Bemerkung 6.2. Ein linearer Code C' < F " ist genau dann zyklisch, falls sein Bild
p(C) < R,, unter p ein Ideal in R, ist.

Bewets. Nach Konstruktion des Isomorphismus p ist fiir einen zyklischen Code C
notwendig und hinreichend, dafl X - p(C') < p(C) gilt. Dies ist aber genau dann der
Fall, wenn p(C) ein Ideal in R, ist. O

Wir konnen also einen zyklischen Code C' als Ideal in R,, = F,[X]/(X" —1) betrach-
ten. Dies werden wir im folgenden auch stets tun.

Bemerkung 6.3. (Ideale in F [X]/(X" —1))

(a) Jedes Ideal in R, ist ein Hauptideal und wird von einem Teiler des Polynoms
X" —1 erzeugt.
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(b) Sind n und q teilerfremd, so ist X™ — 1 separabel. Bezeichnet in diesem Fall
t die Anzahl der irreduziblen normierten Teiler von X" — 1, so gibt es genau
2" zyklische Codes tiber F, der Linge n.

Beweis. (a) Es sei m der kanonische Epimorphismus von F [ X] auf R,, = F [ X]/(X"—
1). Fiir ein Ideal [ in R,, ist dann 7~ *(/) ein Ideal in F,[X]. Da F,[X] ein Hauptideal-
ring ist, wird 7~ *(I) von einen Polynom ¢(X) € F,[X] erzeugt. Wegen (X" —1) = 0
gilt dann

(X" —1) S (1) = (9(X)).

Also ist g(X) ein Teiler von X™ — 1.
(b) Sind n und q teilerfremd, so sind es auch X™ — 1 und nX""!. Daher ist X" — 1
separabel und besitzt () + () +---+ (}) = (1 + 1)* = 2" normierte Teiler. O

Definition 6.4. (Erzeuger- und Kontrollpolynom zyklischer Codes)

Es seien C < R,, = F,[X]/(X™ — 1) ein zyklischer Code und ¢(X) € F,[X] das

normierte Polynom mit C' = (¢(X))g,. Dann heifit ¢(X) Erzeugerpolynom und
h(X) = (X" = 1)g(X)~"

Kontrollpolynom von C. Wir nennen C' einen maximalen (minimalen) zykli-
schen Code, falls g(X) (bzw. h(X)) irreduzibel ist.

Vorsicht! Das Erzeugerpolynom ist nicht zu verwechseln mit der erzeugenden Funk-
tion We(X) aus Definition 2.18.

Notiz 6.5. Der Grad des Erzeugerpolynoms ¢g(X) eines zyklischen [n, k|,—Codes
betragt n — k wegen

C = (9(X), Xg(X), ..., X " Tg(X)).

Sind g(X) = Y1 ¢:X? und dazu h(X) = S5 h; X7, so0 ist

~ k
G = N . € Flxn

eine Kontrollmatrix zu C.
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Bemerkung 6.6. (Kontrollgleichung fiir zyklische Codes)
Fiir einen zyklischen Code C' < R,, mit Kontrollpolynom h(X) gilt

C = {J(X) € Ry : J(X) - h(X) = 0},
Beweis. Ein Polynom f(X) aus C ist ein Vielfaches des Erzeugerpolynoms ¢(X),
d.h. es gilt f(X) = a(X)g(X) fiir ein geeignetes Polynom a(X). Da g(X)h(X) =
X"—1=0in R, gilt, erfiillt f(X) die Kontrollgleichung f(X)h(X) = 0. Umgekehrt

gilt fiir jedes f(X) mit f(X)h(X) = 0 die Teilerbedingung ¢(X)|f(X), d.h. f(X)
ist ein Element des Codes C'. O

Satz 6.7. Die Klasse der zyklischen Codes ist abgeschlossen beziiglich Dualisierung.
Genauer gilt: Ist g(X) das Erzeugerpolynom eines zyklischen Codes C < R,, und
h(X) das zugehérige Kontrollpolynom, so sind

g (X) = h(0)R(XTHX"  und  hH(X) = g(0)g(X X"
Erzeuger- und Kontrollpolynom des dualen Codes C+.

Beweis. Die in Notiz 6.5 beschriebene Kontrollmatrix H eines zyklischen Codes C'
ist gleichzeitig auch eine Erzeugermatrix des dualen Codes C'*. Somit ergibt sich
aus der Gestalt von H, da8 das Ideal C* < R,, vom Polynom

By + hg1 X + -+ hoX* = h( X1 X*

erzeugt wird. Hieraus erhilt man durch Normierung das Erzeugerpolynom von C*.
Auf dieselbe Weise gewinnt man das Kontrollpolynom zu h*(X) aus g(X). O

Aufgabe 6.8. (a) Es sei C ein zyklischer Code iiber F,m. Zeigen Sie, daf der Teil-
korpercode C'|g, ebenfalls zyklisch ist.

(b) Es seien C; und C, zwei zyklische Codes iiber F, der Lange n; respektive ns.
Zeigen Sie, dafl auch das Tensorprodukt C} ® C5 dieser Codes zyklisch ist.

Satz 6.9. Sind n und q teilerfremd, so wird jeder zyklische Code C < R,, von genau
einem Idempotent in R,, erzeugt.

Beweis. Existenz: Gemaf der Voraussetzung ggT(n,q) =1 ist X"—1 = g(X)h(X)
separabel (vgl. Bem. 6.3), und somit sind Erzeugerpolynom ¢(X) und Kontrollpo-
lynom h(X) von C teilerfremd. Es gibt also Polynome a(X),b(X) € F,[X] mit

1 =a(X)g(X)+ b(X)h(X).

Dann ist
e(X):=a(X)g(X)=1-=bX)h(X)

als Vielfaches von g(X) ein Element des Codes C' und idempotent, da es im Rest-
klassenring R, die Gleichung

e(X)* = a(X)g(X)(1 = (X)A(X)) = a(X)g(X) — a(X)b(X)(X" — 1) = e(X)
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erfiillt. Weil jedes Codewort ¢(X) € C' ein Vielfaches von g(X) ist, wirkt e(X) =
1 —b(X)h(X) als Identitit auf C. Das zeigt schlielich

R, e(X)<C=C-¢eX) <R, eX).

FEindeutigkeit: Fiir ein Idempotent é(X) € C mit C = R, - é(X) gilt ebenfalls
e(X)e(X) = ¢(X) fiir alle Worter ¢(X) € C' und somit

Das zeigt die Eindeutigkeit des erzeugenden Idempotents von C. ]

Korollar 6.10. Es sei C < R, ein zyklischer Code mit erzeugenden Idempotent
e(X) =31 e;X". Dann ist

€0 €1 e €n—2 €n—1
€n—1 €o €n—3 €n—2

G =
€n—k+1 CEn—k+2 - Cpn—k-1 En—k

eine Erzeugermatriz von C.

Beweis. Die Behauptung dieses Korollars ist dquivalent zu
C = (e(X), Xe(X),..., X" e(X)).

Daher reicht es zu zeigen, dafl aus

fiir ein Polynom a(X) = Zf;ol a; X" € R, stets a(X) = 0 folgt. Es sei also a(X) ein
Polynom vom Grad deg(a(X)) < k mit a(X)e(X) =0 in R,. Es gilt dann

k—1

0 = a(X)e(X)g(X) = a(X)g(X) = 3 a;X7g(X).

=0

da e(X) als Identitéit auf C' wirkt. Weil aber {g(X), Xg(X),..., X*1g(X)} eine
Basis von C' ist, folgt hieraus a(X) = 0. O

6.2 Nullstellen zyklischer Codes

Fiir den Rest des Kapitels setzen wir stets voraus, daf§ die Alphabetgréfie ¢ und die
Lange n der Codes teilerfremd zueinander sind.
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Bemerkung 6.11. (Nullstellenmenge eines zyklischen Codes)
Es sei C AR, ein zyklischer Code tber Fy. Dann gibt es eine Menge U(C) von n-ten
Einheitswurzeln aus F, mit

C=A{f(X)eR,: f(u)=0 fir alleu e U(C)}.

Beweis. Als Teiler von X" — 1 besitzt das Erzeugerpolynom g(X) von C lediglich
n-te Einheitswurzeln aus dem algebraischen Abschlufl F, von [F, als Nullstellen. Da
alle Codewdrter aus C' Vielfache von ¢g(X) sind, folgt die Behauptung mit

U(C)={ueF,:g(u)=0}. O

Korollar 6.12. (Kontrollgleichung via Nullstellenmenge)
Es sei C4R,, ein zyklischer [n, k],— Code mit Nullstellenmenge U(C) = {u1, ..., Up_p}.
Mit

n—1
1w Uy
L:=1: :
n—1
1 up—p Uy _p

gilt dann

n—1
C:{ZQZZ‘XZ'GRVLZL'(Z’(),...,SL’”1>T:0}. ]

1=0

Korollar 6.13. Es seien U, := {u € F, : u® = 1} die Menge aller n-ten Einheits-
wurzeln inF,, C ein zyklischer Code iiber F, und U(C') sowie U(C*) die zugehdrigen
Nullstellenmengen von C' und C+. Dann sind U(C)~! und U(Ct) komplementdr in
U, d.h. es gilt

UCH =U\{u™":ueU(C))}.

Beweis. Nach Satz 6.7 gilt fiir das Erzeugerpolynom g+ (X) zu C*
g (u™) = h(0) " h(u)u "
Da h(X) die Nullstellenmenge U,\U(C) besitzt, folgt hieraus die Behauptung. [

Aufgabe 6.14. Es seien n und ¢ teilerfremd, n = =1 ynd u € F . eine primitive

1
n-te Einheitswurzel. Zeigen Sie, daf3 !

C={f(X) e F[X]/(X" = 1) : f(u) = O}
der Hamming-Code Ham[n,n — k], ist.

Satz 6.15. (BCH - Schranke)

Es seien C' A R, ein zyklischer [n, k|,— Code mit Nullstellenmenge U(C') und u eine
primitive n-te Einheitswurzel. Es gebe natirliche Zahlen b und 2 < d < n+1, sodafs
die Elemente u®, ... ut@=2 in U(C) enthalten sind. Dann besitzt C mindestens die
Minimaldistanz d.
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Beweis. Angenommen, es gibe ein Codewort ¢(X) = S ;X' = Dy Ty X
aus C' vom Gewicht 0 < r < d. Dann ist nach Voraussetzung {u’, ... u®™"1} in der
Nullstellenmenge U(C) enthalten und (z;,,...,z;,.) ist eine nichtriviale Losung des

homogenen linearen Gleichungssystems

zy (W) 4+ o+ (W) = 0

T (W 4 g (WP =0,

Somit verschwindet die Determinante von

ubit ubir

L = : :
u(b+r—l)i1 . u(b—i—r—l)ir

Andererseits gilt nach dem Satz iiber Vandermondesche Matrizen

. 1 e 1
det(L) = (H ubif> A :
j=1 (uil)rfl . (uir)rfl
— (H u%‘) ) (H(u% _ u%)) )
J=1 J<k
was zum Widerspruch fiihrt. m

Korollar 6.16. Es sei r eine zu n teilerfremde Zahl. Dann ist d(C) > d auch im
Fall ub, ub*7, ... ubtd=2) c U(CO) giiltig.

Beweis. Mit u ist w := u" aufgrund von ggT(r,n) = 1 ebenfalls eine primitive n—te
Einheitswurzel. Somit gibt es eine ganze Zahl b mit u® = w’. Daher folgt unsere

Behauptung aus der BCH-Schranke vermége w’, wb™, ... wbt4=2 ¢ U(C). O

6.3 BCH - Codes

Definition 6.17. (BCH - Code)

Es seien u ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe (F,m)* = (u) sowie Up4 =
{ub, ... ubT=2} mit d < ¢™ + 1. Weiter sei g(X) das Produkt aller verschiedenen
Minimalpolynome der v/ € Uy, 4 iiber F,. Dann heifit der durch g(X) erzeugte zykli-
sche Code C' iiber F, BCH - Code mit garantierter Minimaldistanz d. Diese
sind benannt nach R.C. Bose, D.K. Ray-Chandhuri und A. Hocquengham. Deswei-
teren nennen wir einen BCH-Code C' primitiv (im engeren Sinne), falls C' Linge
¢™ — 1 besitzt und u’ ebenfalls ein Erzeuger von [ m ist. Fiir primitive BCH-Codes
kann man also 0.E. b = 1 annehmen.
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Die Namensgebung der BCH-Codes ist gerechtfertigt, da BCH-Codes aufgrund der
BCH-Schranke wenigstens Minimalabstand d besitzen.

Anmerkung 6.18. (BCH- und Reed-Solomon Codes)

(a) Die primitiven BCH-Codes iiber F, der Lange n = ¢ — 1 sind genau die gew6hn-
lichen Reed-Solomon Codes RSi(u,1) mit u = (1,u,...,u?"?) (vgl. Definition 3.8).
Ein primitiver BCH-Code C mit garantierter Minimaldistanz d besitzt die Kontroll-
matrix

1 U “ e uq_2
b 1w u2(a-2)
1 ud_l . o u(d_l)(q_z)

die nach Bemerkung 3.10 auch eine Erzeugermatrix des gewohnlichen Reed-Solomon
Code RSy 1(u,u) bildet. Aufgrund 37 u¥ = “7=L = 0 fiir 1 < j < n — 1 gilt

11 RS, 1(u,u). Es folgt dann nach Satz 3.11
C = de_l(’ll,, ’ll,)L = RSq_d(u, 1)

Insbesondere ist C' pseudorational. Umgekehrt ist RSi(u,1) ein primitiver BCH-
Code mit garantierter Minimaldistanz ¢ — k.

(b) Allgemein tritt ein BCH-Code C' mit garantierter Minimaldistanz d als Teil-
korpercode des Reed-Solomon-Code RSy i(w,b)t mit w = (1,u,...,u" ') und
b= (1,u° ... ut™"=1)) auf, d.h. es gilt

C' = RSq_1(u, b) |5,

Satz 6.19. Es sei C ein BCH-Code mit garantierter Minimaldistanz d der Linge n.
Dann gelten:

(a) C besitzt mindestens Dimension n —m(d — 1).

(b) Im Fallqg =2 und b =1 gilt dim(C) >n—m- |2].

Beweis. Per Konstruktion besitzt ein BCH-Code C' mit garantiertem Minimalab-
stand d das Erzeugerpolynom

9(X) =kgV{g;(X) : v/ € Upq},

wobei ¢;(X) jeweils das Minimalpolynom iiber F, zu u’/ bezeichne. Aufgrund von
[F,(u):F,] = m ist der Polynomgrad der g;(.X) nicht grofler als m und es folgt

deg(g(X)) <m(d—1).
Im Fall ¢ = 2 stimmen die Minimalpolynome ¢;(X) und g,;(X) iiberein verméoge
9;(u®) = (g;(u’))* = 0.

Somit hat das Erzeugerpolynom ¢(.X) eines bindren BCH-Code C mit U; 4 C U(C)
die Gestalt



58 Zyklische Codes

9(X) =kgV{g;(X):j=1.3,....2[5] - 1}
und héchstens Grad m - [£]. Die Behauptungen (a) und (b) folgen nun aus
dim(C) = n — deg(g(X)). O

Korollar 6.20. Fiirq =2,n =2m—1 undt < 2™~ ! eristiert ein t-fehlerkorrigieren-
der BCH-Code der Linge n und Dimension k > n — mt.

Beweis. Es sei C' ein bindrer BCH-Code mit Uy 5, C U(C'). Aufgrund von g;(u?*) = 0
und g;(X)|g(X) ist u* eine weitere Nullstelle von C'. Daher gilt sogar U 511 C U(C)
und somit besitzt C' die garantierte Minimaldistanz 2t + 1. O]

Satz 6.21. (Symmetriegruppe von BCH-Codes)
Es sei C' ein durch ein Paritdtssymbol erweiterter primitiver BCH-Code iber F, der
Linge ¢™. Dann operiert AGL;(F,m) auf C, d.h. es gilt

AGL;(F ) < Sym(C).

Beweis. Wir identifizieren die Positionen 0,1,...,n = ¢™ — 1 von IFZ‘“ mit den
Elementen von Fym = {0,1,u,...,u" '} via n +— 0 und ¢ — u'. Dann operiert
AGL{(Fyn) = {7ap : a € Fru,b € Fgn} mit v(c) = ac + b auf F;*' durch
Permutation der Eintrage vermoge

(Y0 Yo+ 9n) ™ = (U 10y U )):
Wegen der Relationen

Yap = V1pVa,0o  Vip = V6,0V1,1-1,0 SOWI€  Ya0Vb0 = Vab,0

wird AGL; (F,~) von v, o und 7, ; erzeugt. Da C zyklisch ist, erfiillen die Codewérter
(o, ...,2,) von C

(o -y Tp) "0 = (Tp—1, Toy -+ oy T2, Ty) € C’,

d.h. C ist invariant unter Yu,0- Es verbleibt also nur noch der Nachweis von v, ; €
Sym(C). Bezeichnet d die garantierte Minimaldistanz des primitiven BCH-Codes
C, so sind wu,...,u?! designierte Nullstellen von C. Es ist zu zeigen, daf8 die

71.1—Konjugierten Codeworter 7! = (x%fi(o), . ,xvﬁ(n_l)) von C' ebenfalls die
Nullstellen «’ fiir 1 < j < d — 1 besitzen, daf3 also

—_

n—

n—1
Y1 (0,0 - — (/- i —
" (u) = Tori U —E Ty U =0
=0

%

Il
=)
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fir z = (zo,...,2p—1) € Cund z,, := — >\~ 01 x; gilt. Unter Beachtung von w1 =
u’ + 1 bei ¢ # n erhilt man

n—1
x“ﬂ_,i(i)uij - Z xiu’h’l(i)j + Ty = Z ml(ul + 1)j + Ty
i=0 0<i<n—1 0<i<n—1
ul#—1 ult#—1
n—1 n—1 7 j
= i ‘ 1 J n — i " n
IRIURSVERED S B (A Ta
=0 =0 k=0
J j n
_ k _ 0 _ o
—Z (k) z(u") +x, =x(u )+xn—le—
k=0 =0
Das zeigt die v; ; —Invarianz von C. O]

6.4 Decodierung von BCH - Codes

Es sei C' ein primitiver BCH-Code iiber I, mit garantierter Minimaldistanz d =
2e + 1. Sind @ € C das gesendete und y € F" das empfangene Wort, so bezeichnet

e=y—=zx
den Fehlervektor zwischen  und y und
I ={1<i<n:e #0}

die Indexmenge der Fehlerpositionen in y. Wir nehmen im folgenden stets
#I < e an. Neben ¢g(X) := Y7 ;X" bezeichnen weiter h(X) := >, ; ;X" das

Fehlerpolynom,
o(X) ::H (1—u'X ZU]XJ

el

iel

das fehlerlokalisiernde Polynom zu y sowie

— ZeiuiH(l —u X)

i€l Jel
J#i

das Fehlerauswertungspolynom. Offensichtlich gilt mit unserer Annahme
deg(w) < deg(o) = #I <e.
Der Quotient aus w(X) und o(X) hat die Gestalt

WX G X)) = j—1 ij _ i\ vi—1
O'EX;—Zl—ulX_Z Z X) ZX Zeiu —Zh(u)X ,

el j>1 j>1 el 7>1




60 Zyklische Codes

Da u,u?, ..., u* die designierten Nullstellen von C sind, gilt

n

h(uj) = Z(yz - Iz)uw = Zyiuij = g<uj)

i=1
fiir j =1,...,2e. Somit kénnen wir das Syndrompolynom

2e

s(X) =) gl X! =

J=1

w(X)

(X) (mod X~°)

leicht aus der empfangenen Nachricht y berechnen, obwohl w(X') und o(X') zunéchst
unbekannt sind. Aus der Kongruenz folgt die Existenz eines Polynoms u(X) € F,[X]
mit

s(X)o(X) + u(X)X* = w(X).
Bemerkung 6.22. In der obigen Situation gibt es genau ein Paar teilerfremde
Polynome o(X),w(X) mit deg(w) < deg(o) < e und 0(0) = 1, welche die Kongruenz

w(X)=s(X)o(X) (mod X?)
erfillen.

Beweis. Es ist lediglich die Eindeutigkeit von o(X) und w(X) zu zeigen. Aus der
Kongruenz

w(X) =s(X)o(X) = Z Z sio; X" (mod X*)

kEN i+j=k

ergibt sich sich aufgrund von deg(w) < e das lineare Gleichungssystem

Z 5;0; =0 fire<k<2-1 (6.23)

i+j=k

in den Unbestimmten o;.
1.Schritt: Es sei nun

5(X) =) &X'
j=0

ein Polynom minimalen Grades, dessen Koeflizienten &; das Gleichungssystem (6.23)
erfiillen. Definiert man ¢; := 0 fiir alle j > e, so gilt

k k
_ § ~ § k—j+1\
0= Sk—jaj = g(u )Uj
=0 j=0

k
= Z Zeiu(k_ﬁl)i@ = Zui(kﬂ)ei&(u_i) fire<k<2e—1.

j=0 el iel
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Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten e;5(u") mit Koeffi-
zientenmatrix A = (u'**V),c; <. 1. Da A Teilmatrix einer Vandermondeschen
Matrix ist, folgt hieraus e;5(u~*) = 0 fiir alle Fehlerpositionen i € I. Dies impliziert
g(u™") =0 fiir ¢ € I, d.h. das fehlerlokalisierende Polynom o (X) teilt 5(X). Wegen
der Minimalitit von deg(¢) und 6(0) = 1 = ¢(0) stimmt &(X) mit o(X) iiberein.
2.Schritt: Sind nun &(X) und @(X) teilerfremde Polynome mit deg(@) < deg(d) < e,
7(0) =1 und
O =5(X)5(X) (mod X?),

so erfiillen die Koeffizienten von &(X) das Gleichungssystem (6.23). Hieraus folgt
wie im 1.Schritt o(X)[6(X), d.h es gibt ein Polynom f(X) € F,[X] mit 6(X) =
f(X)o(X) und deg(f) = deg(d) — deg(o) < e. Es ist dann @w(X) — f(X)w(X) ein

Polynom vom Grad < 2e, das der Kongruenz
(X))~ f(X)w(X)=0(X)— f(X)s(X)o(X) =0(X)—5(X)5(X) =0 (mod X*)

geniigt. Folglich stimmen w(X) und f(X)w(X) iiberein. Daw(X ) und 6 = f(X)o(X)
teilerfremd sind, ist f(X) ein konstantes Polynom. Aus 6(0) = 1 = ¢(0) folgt schlief3-
lich f(X) = 1 und somit 6(X) = o(X) und ©(X) = w(X). O

Korollar 6.24. Das fehlerlokalisierende Polynom o(X) und das Fehlerauswertungs-
polynom w(X) sind mit dem Euklidischen Algorithmus berechenbar.

Beweis. Wendet man den Euklidischen Algorithmus auf fo(X) := X2 und f;(X) :=
s(X) an, so erhélt man endliche Folgen von Polynomen f;(X), u;(X) und v;(X) mit

filX) = i1 (X) fir 1 (X) + figa(X)
= v;(X)s(X) 4+ us (X)) X>

und deg(f;) < deg(fi_1). Dabei gilt deg(v;) = 2e—deg(f;_1). Dies siecht man induktiv
wie folgt: Wegen v1(X) = 1 und fo(X) = X% gilt die Behauptung fiir i = 1. Beim
Induktionsschritt von i auf i + 1 sind aufgrund von v;1(X) = v;_1(X) — ¢;(X)v;(X)
und deg(¢g;) > 1 die Grade der Polynome v;;1(X) und ¢;(X)v;(X) gleich, wovon
man sich durch eine seperate Induktion iiberzeugen kann. Das fiihrt wie gewiinscht
zu

q;) + deg(v;) = deg(q;) + 2e — deg(fi—1)
¢;) + 2e — deg(qi fi) = 2e — deg(f;).

Da ggT(X?¢, s(X)) wegen s(X)o(X) + u(X)X?* = w(X) ein Teiler von w(X) ist,
gilt deg(ggT(X?¢,5(X))) < deg(w) < e, und es gibt einen Index k € N mit

0 < deg(fr) <e <deg(fr—1).
Geméif dem Euklidischen Algorithmus hat fi(X) die Gestalt

deg(vit1) = deg

(
= deg(

fe(X) = 0p(X)s(X) 4 up (X)X = vx(X)s(X)  (mod X2)
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mit deg(vy) < e. Somit sind

S(x) e X sy XD
BX) = geT(fr, vr) 4 60): ggT( fr, vk)

teilerfremde Polynome mit deg(w) < deg(d) < e, welche die Kongruenz
O(X) =s(X)5(X) (mod X?)
erfiillen. Nach Bemerkung 6.22 gelten dann
w(X)=60)"-@(X) und o(X)=45(0)"-5(X).
Das beweist unsere Behauptung. O
Notiz 6.25. Gemif Bemerkung 10.13 gilt sogar ggT( fi, vx) = 1.
Decodieralgorithmus 6.26.

Es seien y € F ' das empfangene Wort sowie g(X) := > 4 X ‘

n
=1

(1) Konstruiere das Syndrompolynom
2e
s(X) = Zg(uj)Xj_l.
j=1

(2) Berechne das fehlerlokalisiernde Polynom o (X ) und das Fehlerauswertungspo-
lynom w(X) mit dem Euklidischen Algorithmus geméfl Korollar 6.24.

(3) Bestimme die Indexmenge der Fehlerpositionen I iiber die Nullstellen von
o(X).

(4) Berechne den Fehlervektor e = (eq,...,e,) mittels ¢; = 0 fiir ¢ ¢ I und

firze .

(5) Decodiere y zu ¢ = y — e.



Kapitel 7

Quadratische Reste-Codes

7.1 Quadratische Reste-Codes

Definition 7.1. (Quadratischer Reste-Code)
Es seien r eine ungerade Primzahl und

QT::{1§i<r:<£):1} und Nr::{1§i<r:(%):—1}

r

die Menge der quadratischen Reste modulo r bzw. die Menge der Nichtquadrate
modulo 7. Sind dann p € (@), eine Primzahl, u eine primitive r-te Einheitswurzel
iiber I, sowie

q(X) = H (X —u') und n(X) = H (X —ub),
1€Qr 1ENy
so heiflen die zyklischen Codes
Q= p ' (¢(X)R,), N, = p~ (n(X)R,),
Q! = p (X — a(X)Ry), N = o (X = Dn(X)R,)
tiber F, quadratische Reste-Codes (oder kiirzer auch QR-Codes).

Anmerkung 7.2. (a) Die quadratischen Reste-Codes sind Codes iiber F,. Denn mit
u' ist wegen () = (%) () = (%) auch u’? Nullstelle der definierenden Polynome.
Dabher erfiillen ihre Koeffizienten

Qp_f = Z ut et
11 <i9<...<ig

die Gleichung a” , = a,_; und sind somit Elemente von F,,.
(b) Gemaf 6.5 betriagt die Dimension der quadratischen Reste-Codes
r—1 r+1

o2

dim(Q,) = dim(N,) =r —
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beziehungsweise

1 —1
dim(Qi):dim(/\/;“):r—r; =

(c) Die quadratischen Reste-Codes Q, und N, bzw. Q* und N sind dquivalent
vermoge der Symmetrie

™ f(X) = f(X7)

fiir ein Nichtquadrat j modulo r. Als Codewort aus Q, ist f(X) durch ¢(X) teilbar,
d.h. es ist f(u') = 0 fiir alle Quadrate ¢ modulo r. Fiir & € N, ist kj ein Quadrat
und es gilt daher

F((y) = f(u) = 0.
Somit ist f(X7) durch n(X) teilbar. Ist f(X) zusdtzlich durch (X — 1) teilbar, d.h.
ein Wort aus 97, so gilt f(17) = f(1) = 0 und somit 7(f(X)) € N .

Beispiel 7.3. Fiir r = 7 ist Q7 = {1,2,4}. In Fy[X] gilt
XT—1=X+DXP+X+1)(X°+ X*+1).
Es gibt eine primitive Einheitswurzel v € Fg mit Minimalpolynom
¢ X)=(X —u)(X —u*)(X —u') = X* + X + 1.

Definitionsgeméf erzeugt ¢(X) den BCH-Code Q7 mit garantierter Minimaldistanz
3. Nach Anmerkung 7.2 ist Q; also ein [7,4, 3]s—Code und folglich dquivalent zum
Hamming-Code Ham|7, 4], (vergleiche Anmerkung 5.4).

Definition 7.4. (Erweiterter quadratischer Reste-Code)
In der Situation von Definition 7.1 heifit v := Z:;ll (%) u' die Gaufische Summe
von u. Den Code

r—1
- gl
ro= yeeey =1, T il e Tro1) € &y
Q {(900 Tp_1 T§$> (o Ty_1) Q}
nennen wir erweiterter quadratische Reste-Code (oder auch EQR-Code).

Anmerkung 7.5. Im Fall p = 2 ist QT ein einfacher Parity-Check-Code von O,
(vgl. Bemerkung 4.1). Denn aufgrund

r—1

7:2(%)ui5§uizlzr (mod 2)

=1

folgt 2 = 1 und somit ), ;z; = 2- Z;:& x; = 0 fiir die Quersumme eines beliebigen
Wortes x € Qr.
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Lemma 7.6. Fir die Gauf$sche Summe ~y := Z::_ll (7%) u® gilt

-1
e (D)

r
Beweis. Mit den Umformungen

r—1 r—1 .. r—1 r—1 .. r—1 . r—1
ny _ Z <%> uit — ZZ (%) W — Z (%) Z(u1+i)j
- - i—1 -

i=1 j=1 j=1 ij=1 = j=1
r—1 r—1 r—2 i r—1
- . 2. J
()22 () (%)
J=1 i=1 j=1
r—2 . r—1 .
—1 1 —1 1
= —_— —_ 1 —_ — = R — —_ —
()e-0-20)-(5)-%0)
=1 =1
erhédlt man die Behauptung. O

7.2 Dualitat bei quadratischen Reste-Codes
Satz 7.7. (Dualitat bei quadratischen Reste-Codes)
Die quadratischen Reste-Codes erfiillen folgende Dualitdtsrelationen:
(a) Fir die quadratischen Reste-Codes Q, und N, gelten
ol — QF fallsr =3 (mod 4)
" N* fallsr =1 (mod 4)
sowie

NJ_

T

N* fallsr =3 (mod 4)
QF fallsr=1 (mod 4)

(b) Der erweiterte quadratische Reste-Code Q, ist im Fall r = 3 (mod 4) selbst-
dual.

Beweis. (a) Nach Korollar 6.13 hat der duale Code Q+ die Nullstellenmenge
U(Q5) =U\{u™":ie€Q,}.

Im Fall 7 = 3 (mod 4) ist —1 ein Nichtquadrat modulo 7, und somit besitzt QO in
diesem Fall genau die selben Nullstellen wie Q. Folglich sind beide Codes identisch.
Entsprechend folgt QO+ = AN im Fall 7 = 1 (mod 4), da hier —1 ein Quadrat
modulo r ist. Die Dualitétsrelationen fiir V, enthélt man entsprechend.

(b) Die Differenzmenge Q,\ Q’ enthilt aufgrund

r—1

K= S = alX) - g(X)
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das Wort 1 = (1,...,1). Bezeichnet also G} eine Erzeugermatrix zu Q, so bildet

c:
G = (1 1)

eine Erzeugermatrix zu Q,. Desweiteren gilt aufgrund Aussage (a)

r—1
in =(1,z) =0
i=0
fiir alle Codeworter € = (xo,...,x,—1) aus QF. Daher ist
0
2 G :
G, = r
0
1 1] —

eine Generatormatrix zu Qr. Samtliche Zeilen aus G bilden Wérter aus QF und
Q,, was aufgrund ihrer Dualitétsrelation G7 - (G¥)T = 0 zur Folge hat. Bezeichnet
z=(1,...,1,—~) die letzte Zeile von G,, so gilt

r 0
0o - 0'<z,z)

Die Selbstdualitit von O, folgt schliefllich aus Lemma 7.6 vermoge

(z,z)zr—l—(_—l)r:r—r:O. 0

r

Korollar 7.8. Im Fall r = 7 (mod 8) ist der bindre EQR—COdeAQAT selbstdual und
4-dividierbar (d.h. es ist w(z) =0 (mod 4) fir alle Worter ¢ € Q,.).

Beweis. Wir brauchen lediglich zu zeigen, dafl Q, ein 4-dividierbares Erzeugersystem
besitzt, denn daraus folgt wie im Beweis zu Satz 5.10 die 4-Dividierbarkeit von Q,.
Aufgrund der Gestalt der Erzeugermatrix GG, zu Q, und

w((1,...,1,=))=r+1=0 (mod 4)

kann man sich auf den Nachweis beschrénken, dafl QF ein 4-dividierbares Erzeuger-
system besitzt. Dazu betrachten wir die Polynome

en(X) =) X' und  g(X)=> X'

i€N, 1€EQr
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iiber 5. Fiir eine primitve r-te Einheitswurzel u iiber [y gilt
1+ en(u) +eq(u) = 0.

Aufgrund (2) =1 erfiillt e,(u) die Gleichung

en(u)? = e, (u?) = Z u? = e, (u).

€N,

Somit sind e,,(u) und e,(u) Elemente von Fy. Desweiteren gilt e, (u™!) = e,(u), da —1
nach Voraussetzung ein Nichtquadrat modulo r ist. Weil auch ! eine primitive r-te
Einheitswurzel ist, konnen wir somit ohne Einschrinkung

en(u) =1
annehmen. Wir zeigen nun, dafl
e(X) =14 e,(X)
das erzeugende Idempotent zu Q° bildet. Zunéchst ist e¢(X) aufgrund

en(X) en(X)=> X¥"=) X' =e,(X) (mod X" —1)

1€EN, 1€ENy

ein Idempotent in R,.. Wegen

und

e(w)=T+en(w) =1+ u!=1+ex(u) =0 fiirallej€Q,

1EN,

ist e(X) auch Element von p(Q}). Dies impliziert p~!(e(X)R,) < Q:. Umgekehrt ist
jedes Polynom f(X) € p(Q}) vermoge seiner Nullstellenmenge {v’ : j € Q, U {0}}
ein Vielfaches von e(X). Das zeigt

Q= p H(e(X)R,) = pH (Fp(e(X), e(X) - X, ..., e(X) - X™7H).
Insbesondere hat Q wegen

w(p e(X)) = 1+ w(p eaX)) =1+ =L =L =0 (mod 4)

ein 4-dividierbares Erzeugersystem. O]
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7.3 Symmetrien quadratischer Reste-Codes

Satz 7.9. Die projektive Gruppe PSLy(FF,) operiert treu auf dem erweiterten qua-
dratischen Reste-Code Q,.. Insbesondere gilt

PSL;(F,) < Sym(Q,).

Beweis. Wir identifizieren die Indexmenge von O, mit {0,1,...,7—1,00} 2 PY(F,),
d.h. das Paritatssymbol von Q, wird mit x., bezeichnet. Es gilt also

QT = {(33'0, L1y .. ;xrfhxoo) : (l’o, e 7£Cr,1) (- Qr}
Die Gruppe PSLy(F,) wird erzeugt von den Automorphismen

. PI(FT) - IEM(FT)
g a — a+1

und

a — —ail.

P {PE) = PED

Die Abbildung ¢ induziert die Verschiebung

0 (x(b s 7Ir—17xoo> — (xr—thJ sy Tp—2, xoo)a

d.h. & vertauscht die Symbole x,..., 2,1 zyklisch und 148t xooAinvariant. Da O,
ein zyklischer Code ist, bildet & tatsichlich eine Symmetrie von Q,. Die Abbildung
7 induziert die Symmetrie

~

T (3307 s 7xr—1>$oo) = ((_Tl) Toos Y1y - -+ 7yr—17$0)

mit

Y = (’rl)x,i_l firl <:i:<r-—1.

T

Der Nachweis, dass 7 tatsichlich eine Symmetrie von Q, ist, kann in [Wi199A, Lemma
6.3.9] nachgelesen werden. Das erklédrt die Operation von PSLy(F,) auf Q,. Diese
ist offensichtlich treu und wir erhalten unsere Behauptung. O]

Zusatz 7.10. (Assmus, Mattsen 1972 - Symmetriegruppen der EQR-Codes)
Fiir den EQR-Code Q, gilt

Sym(Q,) = PSLy(F,)

mit Ausnahme der Falle

) AGLy(Fy) bei (p,r) = (2,3) (Qr = Haml(7,4],)
Sym(Q,) = M;, bei (p,r) = (3,11) (911 =~ Golyy)
M24 bes (p, ) = (2, 23) (ng = G0124)

=X =

Ohne Beweis. (siehe [KS80])
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Satz 7.11. (Quadratwurzelschranke)
Fiir die Distanz d eines quadratischen Reste-Codes Q, tber I, gilt die Ungleichung
d*> > r. Im Fallr = 3 (mod 4) erfiillt d sogar die Relation d> —d+1>r.

Beweis. Es sei x = (xg,...,z,_1) ein Codewort des QR-Codes Q, von minimalem

Gewicht w(z) = d und
r—1
- S
i=0

das zugehorige Polynom.

Wir nehmen an, es gelte f(1) = 0, d.h. & ist Element von QFf. Das Wort (z,0)
ist dann in O, enthalten. Im Fall r = 3 (mod 4) folgt dies aus dem Beweis zu
Satz 7.7 und im Fall » = 1 (mod 4) folgt dies aus Q* L N, und 1 € N,. Da die
Symmetriegruppe von O, transitiv ist, entsteht Q, durch Entfernen eines beliebigen
Symbols in Q,. Streichen wir also ein nichttriviales Symbol von (z,0), so erhalten
wir ein Wort in Q, mit Gewicht w(x) — 1. Dies steht im Widerspruch zur Wahl von

x. Also gilt f(1) # 0.

Fiir ein Nichtquadrat j € N, ist f(X7) ein Vielfaches von n(X). Das Produkt
f(X) - f(X7) ist also durch

Q(X)‘H(X):1+...+Xr—1

teilbar, nicht aber durch (X — 1). Daher ist f(X)- f(X?) # 0 und besitzt hdchstens
w(z)? = d? nichtverschwindende Koeffizienten. Das zeigt d> > r. Im Fall r = 3
(mod 4) nutzen wir aus, dafl —1 ein Nichtquadrat ist. Es gilt dann entsprechend

;_n

r—1 r—
0# f(X i X

=0 1

I
=)

Da der Absolutkoeffizient aus d Summanden x;x; besteht, besitzt dieses Wort héch-
stens das Gewicht d? — (d — 1). Das beweist unsere Behauptung. O

Beispiel 7.12. (1) Es sei (r,p) = (23,2). Die quadratischen Reste modulo 23 sind
Qa3 ={1,2,3,4,6,8,9,12,13, 16, 18}.
Fiir eine passende primitive 23-te Einheitswurzel v ist
g X)= [[(X-u)=X"+ X+ X"+ X'+ X°+ X +1
1€Q23

das Minimalpolynom iiber [F5. Der korrespondierende [23, 12]5-QR-Code Qo3 besitzt
gemafl der Quadratwurzelschranke wenigstens die Minimaldistanz 6. Der EQR-Code
Q23 ist 4-dividierbar nach Korollar 7.8. Also gilt d(Q23) > 8, und Qgg ist nach Satz
5.18 dquivalent zu Golys. Da Qs aus Qa3 durch Erweiterung mit einem Paritéitsbit
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entsteht, ergibt sich d(Qa3) = 7, und Qa3 ist dquivalent zu Golys (vgl. Abschnitte
5.2-5.3).

(2) Geméafl der Quadratwurzelschranke besitzen die ternidren Codes Qp; und Q11
wenigstens die Minimaldistanz 4. Analog zeigt man unter Verwendung von Satz
5.21, dafl O, als 3-dividierbarer [12, 6]3-Code mit d(Qn) > 4 aquivalent zu Gol;
und somit Q;; ~ Goly; ist.



Kapitel 8

Gruppen-Codes

8.1 Codes und Gruppenalgebren

Konvention. Fiir eine endliche Permutationsgruppe G < S,, von n Elementen und
einen (beliebigen) Korper K bildet

KI[G| ::@KJ: {Zaga:aJEK}

oeG celG

die sogenannte Gruppenalgebra mit der Multiplikation

(Z aga> : (Z b77> = acbor=)_ (Z a0b7> p.

ceG TEG o,7eEG pEG \o-T=p

K|[G] ist eine K —Algebra der Dimension #G mit Einselement id. Die bijektive
Abbildung
_ K|G] — K[G]
T Xoec o0 = Deq oo
ist ein Anti-Automorphismus von K[G] vermoge

a- = Z aoby(07) 1 = Z ba,7 ol =3-@
o,7€G o,7€G
flira =) .,a,0und 3 =5 _.b,7.Ist A eine Teilmenge von K[G], so bezeichne
L(A):={y€ K[G] : v-a =0 fir alle « € A}

den Linksannulator von A. Man beachte, dafi L(A) ein Linksideal in K[G] ist, d.h.
es gelten L(A) + L(A) = L(A) und K[G] - L(A) = L(A).



72 Gruppen-Codes

Anmerkung 8.1. Es sei G < S,, eine reguldre Gruppe, d.h. G ist transitiv und

o(1) = 1ist nur fiir 0 = id méglich. Dann bilden die Gruppenelemente o4, 0, . . ., 0,
mit 0;(1) = ¢ die gesamte Gruppe G, da o~ '0;(1) = o~ !(j) = 1 fiir jedes o € S,, mit
o(1) = j gilt. Fiir eine reguldre Gruppe G = {o0y,...,0,} erhalten wir also einen

K —Vektorraum-Isomorphismus

. K" — K[G]
T @) S ey

Definition 8.2. (Gruppen-Code)

Ein linearer Code C' < F " heifit Gruppen-Code, falls es eine reguldre Permuations-
gruppe G von n Elementen gibt, sodal A¢(C) ein Rechtsideal in F,[G] bildet. Wir
nennen C' dann auch G—Gruppen-Code.

Bemerkung 8.3. (Symmetrien von Gruppen-Codes)
Die Gruppe G operiert treu auf einen G— Gruppen-Code, d.h. fir einen G— Gruppen-
Code C' gilt

G < Sym(C).
Beweis. Es seien ' < F " ein G—Gruppen-Code und o € G. Fiir z = (71,...,%,)
definieren wir 7 := (25(1), ..., To@m)). Weil A¢(C) ein Rechtsideal in F,[G] ist, gilt

Aa(@7) =) aomo;t = mio; o = Aa(z) 0 € Aa(C)
i=1 i=1
fiir alle Codeworter £ € (. Somit ist mit & auch stets £ Element von C. Das hat
o € Sym(C') zur Folge, was unsere Behauptung beweist. O

Beispiel 8.4. (Zyklische Codes als Gruppen-Codes)

Es seien 0 = (nn — 1 --- 1) die zyklische Verschiebung aller n Elemente auf ihren
Vorgénger, GG := (0) = Z, sowie C' < F " ein zyklischer Code. Definitionsgeméf ist
mit x stets auch z7 ein Codewort von C'. Es gilt somit

Aa(x) o= (Z xiali> c0 = ng(i)al”' = Az7) € A\q(C).
i=1 i=1

Daraus folgt insbesondere \g(C) - 0! = A\g(C) fiir i = 1,...,n. Also ist A\g(C) ein
Rechtsideal in F,[G] und C ein G— bzw. Z,—Gruppencode.
Das kanonische Skalarprodukt von K™ 148t sich auf K |G| iibertragen vermoge
< ZO’EG s, ZTEG bTT > = ZO’GG O’Ubff‘
Dementsprechend ist
At ={3€K[G]:<a,8>= 0 fiirallea € I}
fiir jedes Links- bzw. Rechts-Ideal A < K[G] definiert.
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Satz 8.5. (Dualitdt in K[G])
Fiir ein Rechtsideal A < K[G] gilt

At = L(A).
Insbesondere ist auch At ein Rechtsideal in K|G].
Beweis. Es selen a =" _,a,7 € Aund 3 =3"__,b,0 € L(A). Dann gilt

=f-a= Z boa,o tr = <Z b aUT)
TEG

o,7€G oceG

Folglich ist § genau dann Element von L(A), wenn

< B,ar™t >= Zbgam =0

oceG

fiir alle « € A und 7 € G gilt. Da A ein Rechtsideal ist, ist diese Bedingung gleich-
bedeutend mit 3 € A*. Das zeigt A* = L(A). Weil ~ Linksideale auf Rechtsideale
abbildet, ist L(A) und somit A+ ebenfalls ein Rechtsideal. O

Verwendet man A = A\g(C) fiir einen G—Gruppen-Code C, so erhilt man aus
Satz 8.5 das

Korollar 8.6. Die Klasse der G— Gruppen-Codes ist abgeschlossen beziiglich der
Dualisierung. 0]

8.2 Gruppenalgebren zu elementarabelschen Grup-
pen

Der Schnitt aller maximalen Rechtsideale in K[G] heiit Jacobson-Radikal von
K[G):
Rad(K|[G]) := N A.

AQK[G]
A max. Rechtsideal

Anmerkung 8.7. Rad(K[G]) umfafit samtliche nilpotenten Rechtsideale I in K[G].
Ist ndmlich /" = 0 und A < K[G] ein maximales Rechtsideal, so ist K[G]/A - I als
Untermodul eines einfachen Moduls entweder trivial oder ganz K[G]/A. Letzteres
fithrte aber wegen

K[G]/JA=K[G]JA-T = K[G]/A-I" =0

zum Widerspruch. Somit gelten K[G]/A -1 = 0 und I < A fiir alle maximalen
Rechtsideale A und nilpotenten Rechtsideale I in K[G].
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Bemerkung 8.8. (Jacobson-Radikale von p—Gruppenalgebren)
Fiir eine Primzahl p seien G eine endliche p— Gruppe und K ein Kérper der Cha-

rakteristik p. Dann ist
J = GB K(1—-o0).

oceG
o#l

ist das einzige mazimale Rechtsideal der Gruppenalgebra K|G|. Insbesondere gilt
Rad(K[G]) = J.

Beweis. Wegen (1 — o) = (1 — o7) — (1 — 7) und dimg(A;'(J)) =n — 1 ist

J = @Kl—a {Z%UEK ]:Zag:()}Z(K(EUEGU))l

ceG ocG oeG

o#l
tatsichlich ein maximales Rechtsideal in K [G]. Wir zeigen nun per Induktion nach
#G, dal J das einzige maximale Rechtsideal in K[G] ist.

Fiir #G = 1 ist nichts zu zeigen, da in diesem Fall (0) das maximale Ideal von

K|G] = K ist. Im Fall #G > 1 besitzt G als p—Gruppe eine zentrale Untergruppe
U der Ordnung p. Es sei p der Erzeuger von U, d.h. es gelte U = (p) mit p = 1.

Zudem seien oy, ...,0, € G so gewéhlt, daf3
G= U Uo,
1<j<n

eine U —Nebenklassenzerlegung von G ist. Wir betrachten nun den kanonischen Epi-
morphismus
J K6l — K[G/U]
v { Dec @00 = D peq o0U.
Wegen v(p — 1) = pU — U = 0 liegt (p — 1)K[G] im Kern von 1. Ist andererseits
=0 S~ ai;p'o; ein Element von Kern(t)), so gilt

n p—1 n p—1
0=v(@)=) > aydo;U=) > ayo
j=1 i=0 j=1 i=0
und daher ZZ L a;; =0 fiir alle j = 1,...,n. Somit erhalten wir
p—1 n p—1 n

=3 a0~ oy =(p=1)I 3 ay(p™ +--+1)o; € (o — DKI[G],

i=1 j=1 i=1 j=1

was Kern(¢)) = (p— 1) K[G] zur Folge hat. Wegen (p —1)? = 0 ist Kern(¢) nilpotent
und daher nach Anmerkung 8.7 im Jacobson-Radikal Rad(K[G]) enthalten. Gemé&s8
der Induktionsannahme besitzt

K[G/U] = K[G]/ Kern(v)
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lediglich ein maximales Rechtsideal. Da aber Kern(?)) in jedem maximalen Rechts-
ideal von K[G] enthalten ist, gibt es auch nur ein maximales Rechtsideal in K[G].
Das schliefit den Induktionsbeweis. O

Korollar 8.9. Es seien G = Z,' eine elementarabelsche Gruppe und K ein Kérper
der Charakteristik p. Dann ist J := Rad(K|[G]) nilpotent und es gilt

KGl=J'2J2 22 .. 2 g > jme-D+l —

Beweis. Es seien o71,...,0,, die Erzeuger von G = Z,". Das Ideal JmP=1) ist auf-
grund von

m 1 m
e i (55) o e
ceqG i=1 \j=0 =1

nicht trivial. Fiir alle natiirlichen Zahlen by, ..., b, mit Y " b > m(p — 1) gilt
wegen (0; — 1)? = 0 stets

d.h. J7P=1H+1 st das Nullideal. 0

Aufgabe 8.10. Zeigen Sie, dafl K(}_ . o) fiir elementarabelsche Gruppen G das
einzige minimale Rechtsideal von K[G] ist.

Bemerkung 8.11. (Jennings-Basis)
Es seien G = Z, = (01,...,0m) eine elementarabelsche Gruppe, K ein Kérper der

Charakteristik p und J = Rad(K|[G]) das Jacobson-Radikal von K[G]. Desweiteren
seten

§i=o0;—1 firyg=1,....,m

Dann gelten fiir alle natirlichen Zahlen I mit 0 <[ < m:
(a) Die Idealpotenz J' besitzt die K — Basis

B,:{ﬁgjj : ogbj<p,§:bjzl}.
j=1

J=1

(b) Die Dimension des Quotienten J'/J*t betrigt

m

dimg (J1/ 1Y) Z ()(l_kptnf_l)
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Beweis. (a) Nach Bemerkung 8.8 (a) wird J von den K —Linearkombinationen der
Elemente aus B; erzeugt. Daher ist B; aufgrund von B; = B! zumindest ein Erzeu-
gendensystem von J'. Es bleibt also nur zu zeigen, da8 B; als solches minimal ist.
Dazu nehmen wir an, es gébe eine nichttriviale Linearkombination

Unter den 3 = 27;1 f?j aus dem Triger dieser Linearkombination wahlen wir eines
vom minimalem Grad » 7", b;, d.h. fiir jedes G = 21 {?j mit c; # 0 gibt einen Index
]:

j mit Ej > b;. Somit sind alle 3 # 3 aus dem Triiger im Linkssannulator von

m

p—1—b;
o= ][

Jj=1

enthalten. Dies fithrt zu

0= ZCBB ~04:Zcﬁ~ﬁ~oz:cﬁ~ﬁ'oz,

BeB BeB
im Widerspruch zu
m m p—1
ﬁ-a:Hé’f—l:HZJg:ZJ#O.
j=1 j=1 i=0 o

Somit ist B; eine K —Basis von J'.
(b) Fiir 0 <1 < m(p—1) setzen wir

N = {(bl,,bm)ENm0§b1<p,ZbZ:l},
i=1

1=

M= {(bl,...,bm)eNm:ibi:l}

=1

sowie

Mj::{(bl,...,bm)GM:ijp}.

Die Dimension des Quotienten .J!/J"*! ist dann gleich der Elementanzahl von

N:M\OM]».

i=1

#M:<l+m—1>:(l+m—1)'
l m— 1

Dabei gelten
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und nach Inklusions-Exklusions-Prinzip

#UM]‘

Jj=1

[
NE

DTS RO 0. M,)

1 1<j1<...<jg<m
l—kp+m—1
-1 k—1 m
(=1) (k) ( [ —kp >
l—kp+m—1
-1 k—1 m )
(=1) (k) ( m—1 )

Hierzu kann man sich beispielsweise M bzw. M; N...N M, als Ergebnismenge von
I bzw. | — kp Ziehungen mit Zuriicklegen aus einem Lostopf mit m Kugeln vorstellen
(vgl. z.B. [Kre02, §1.2]). Es folgt schliefilich

dimK(Jl/JlH):#M—#QMj:i(—l)k (TZ) (l—kp+m—1>. -

m—1
k=0

b
Il

I
NE

>
Il
—

[
NE

>
Il
—

Korollar 8.12. Fir 0 <! <m(p—1) gilt
dim(J!/JH1) = dim(JmP-D=t ) gme-D =i+l

Beweis. Sind n; € Z die Koeffizienten von
(r—1)
A+ X+ +X7 "= Y X' €Z[X],
1=0

so gilt offensichtlich n; = ny,p—1)—;. Aus
ng=#{(b1,...,byn) EN":0<b; <p, > b =1} =dim(J'/JT)
folgt unsere Behauptung. O]

8.3 Reed-Muller-Codes

Definition 8.13. (Reed-Muller-Code)

Fiir eine Primzahl p seien G = Z" eine elementarabelsche Gruppe vom Rang m, K =
[F, ein Primkorper und J = Rad(K[G]) das Jacobson-Radikal der Gruppenalgebra
K[G]. Dann heifit

RM(r,m) := J"P~D=" 9 K[G] fir —1<r<m(p—1)

Reed-Muller-Code der Ordnung r. Reed-Muller-Codes RM(r, m) iiber F, be-
sitzen die Lange p™. Fiir r = —1 ist RM(—1,m) = {0} der Nullcode.
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Beispiel 8.14. (Zyklische Reed-Muller-Codes)
Wir wollen zeigen, daf§ die Reed-Muller-Codes RM(r, 1) zyklisch und pseudorational
der Lénge p sind. Die Zyklizitét folgt aus G = Z, = (o). Das Jacobson-Radikal zu
K[G] ist

J = Rad(K|[G]) = (0 — 1)K|[G].

Daher haben die Reed-Muller-Codes der Ordnung p — 1 — [ die Gestalt
RM(p—1-1,1)=J" = (0 — 1)'K[G].
Nach Korollar 8.9 betrdgt ihre Dimension jeweils
dim(RM(p — 1 —1,1)) =dim(J) =p—1l=n—1.

Fiir unsere Behauptung bleibt somit nur noch d(J') = [ + 1 zu zeigen. Dazu reicht
es w(a) > [+ 1 fiir alle o = (0 — 1)!3 = 37" a0 mit 8 € K[G] und ap # 0
nachzuweisen. (Fiir beliebige o € J'\{0} folgt die Aussage dann vermége w(a) =
w(at) durch Multiplikation mit geeignetem 7 € G.)

Wir fiithren eine Induktion nach [ durch. Fiir [ = 0 ist RM(p — 1,1) = K|[G] via A\g
isomorph zu [F? und somit pseudorational. Es sei nun / > 0 und es gelte d(.J M) = k+1
fiir alle £ < [. Da J nilpotent ist, ist « als Element von J\{0} nicht in K enthalten.
Wir erkldren nun eine formale Ableitung auf K[G|. Die K—Algebren K|[G]| und
K[X]/(X? — 1) sind isomorph vermoge der Abbildung

e.{ KX|/(X?-1)  — K[G]
L o(X) mod (X7 ~1) — g(o).

Auf K[X]/(X? — 1) ist die formale Ableitung
5 KIX]/(X? =1) — KIX]/(XP =1)
P fiXE mod (XP—1) — P i fiX1 mod (XP — 1)

wegen 0(X? —1) = 0 wohldefiniert. Somit ist die mittels 6 auf K[G] iibertragene for-
male Ableitung 9y = fodof~! ebenfalls wohldefiniert und erfiillt die fiir Ableitungen
bekannte Produktregel. Fiir die formale Ableitung von « gilt also

0% dp(a) = (0 = 1)1 (18 + (0 — 1) (85)).

Als Element von J'~! besitzt 95(«) nach Induktionsannahme wenigstens das Gewicht
[. Da wir aber a; # 0 vorausgesetzt haben, folgt hieraus w(«a) = w(9(a))+1 > [+1.

Bemerkung 8.15. Es seien G = Z,' = (01,...,0p,), N ein Teilmenge von

{(b1, ..., bw) €N™ by, by < p} und B = {7, &7 : b€ N} mit & = o; — 1.

Dann besitzt der von B erzeugte Gruppen-Code die Distanz

d(F,(B)) = min {ﬁ(bj +1):be N} :

j=1
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Beweis. Wir beweisen diese Bemerkung durch Induktion nach m. Fir m = 1 ent-
nehmen wir die Aussage dem obigen Beispiel 8.14. Es seien nun m > 1 und «a €

K[G]\{0} habe die Gestalt

azzabffl‘“lem:521(057*+Oér+1'5m+"'+04r+s§;;)

beN
mit ap € K sowie a,, ..., € K[{(01,...,0m_1)] und o, # 0. Als Element von
F,(B) N K[{o1,...,0m-1)] besitzt c, nach Induktionsannahme wenigstens das Ge-
wicht
m—1 ds
wi=w(T] £%) < w(o)
j=1

fiir ein geeignetes Tupel (dy,...,d,—1,7) € N. In der Darstellung

_ § t1 tm—1
O[T — Ct0'1 A O-mfl

0<t1,...tm—1<p

gibt es also mindestens w von Null verschiedene Skalare ¢; € K. Nun 1at sich «
schreiben als

__ T t1 tm—1
a=¢, E Y01y - O

0<tq,..., tm—1<p
mit
S
Ve =t + e 1&m + 0 6,

Aufgrund von s < p — 1 gehdren die Elemente 1,&,,...,&° zur Jennings-Basis
von J (vgl. Bemerkung 8.11) und sind als solche linear unabhéngig iiber K. Somit
ist 74 # 0 wenn nur ¢; # 0 gilt. Aus Beispiel 8.14 erhalten wir die Abschétzung

w(&,ve) > +1

fiir jedes v¢ # 0. Insgesamt ergibt sich hieraus mit r = d,,

m

wo) > w- (r+1) = w([] £) = ﬁl(dj+1). O

7=1

Satz 8.16. (Dimension und Distanz von Reed-Muller-Codes)

Es sei C = RM(r,m) ein Reed-Muller-Code der Ordnung r tber F,. Dann gelten:
(a) C besitzt die Dimension

dim(C) = 0k () <l_kp+m_1).

m—1
1=0 k=0
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(b) Die Minimaldistanz von C' betrigt
d(C) =p*(t+1)
mitm(p—1)—r=s(p—1)+tund0<t<p-—1.
Beweis. Die Aussage (a) folgt aus Korollar 8.12 und Bemerkung 8.11 (b) vermdge
dim(C) = dim(J™P~D=") = Zdim(Jm(pfl)*l/b]m(pfl)flﬂ _ an_
1=0 1=0

Es bleibt also nur noch (b) zu zeigen. Ist s(p — 1)+t die (p — 1)-adische Darstellung
von m(p — 1) — r, so gilt offensichtlich

G & € Bgpen—, C IV =C

Aus Bemerkung 8.15 erhalten wir hieraus d(C') < p*(t + 1). Ebenfalls nach Bemer-
kung 8.15 enthilt C' ein Wort
s=11¢
j=1

mit w(f) = d(C). Wir nehmen an, es gédbe mindestens zwei Indices & # [ mit
0 < by, b; < p— 1. Dann ist auch

2 br—1¢b1+1 b
p= gkk fll I I gjj
JFkl

ein nichttriviales Codewort von C mit Gewicht

m

w(f) = (b =+ 1) [T 0+ 1) <[]0, +1) = w(B)

ikl j=1

im Widerspruch zu d(C') = w() und § # 0. Also gibt es zu  héchstens einen Index
[ mit 0 < b; < p — 1 und mindestens s Indices 1, ...,[; mit b, = p — 1. Das zeigt

d(C) = w(B) = p*(t + 1). =

Beispiel 8.17. (Binére Reed-Muller-Codes)
Fiir p = 2 ist RM(r,m) ein [2™, >, (') , 2™ "],—Code.

Satz 8.18. Die Klasse der Reed-Muller-Codes ist abgeschlossen beziiglich Dualisier-
ung. Genauer gilt fir —1 <r <m(p—1)

RM(r,m)" = RM(m(p — 1) —r — 1,m).
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Bewezs. Offenbar ist

JI=PKE1-0).

ceG
o#l

invariant unter dem K —linearen Anti-Automorphismus ~ definiert durch o — o'

Somit sind auch die Reed-Muller-Codes RM(r, m) invariant unter ~ . Wegen
RM(r,m)* = (J™0= V="t = L(Jme-1-r)
(vgl. Bemerkung 8.3) brauchen wir also geméafi unserer Behauptung lediglich
L(JY = ==+l fir —1<1<m(p—1)

zu zeigen. Da J nilpotent mit J™®~Y+! = (0) ist, umfaBt der Linksannulator L(J')
von J! die Idealpotenz J™P~1)~+1 Eg sei umgekehrt

a= D G =agl G+

beNm
ein Element von L(J'), wobei die Quersumme ) ;" d; von (di,...,d,) minimal

unter allen Trégern b von « ist. Wir nehmen an, da8  nicht in J™®~1)~+! enthalten
sei. Dann gilt Y ", d; < m(p — 1) — . Wegen

ist

Somit folgt

im Widerspruch zu a # 0. Also ist die Differenzmenge L(J')\J™?~D=*1 Jeer und
unsere Behauptung ist bewiesen. O]

8.4 Symmetrien von Reed-Muller-Codes

Satz 8.19. Die affine Gruppe AGL,,(IF,) operiert treu auf einen Reed-Muller-Code,
d.h. es gilt

AGL,,(F,) < Sym(RM(r,m)).
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Beweis. Zunichst einmal erkldren wir auf G = Z," = (01, ..., 0,,) eine F,—Vektor-
raumstruktur vermége

b1 bm __ —aby abm
a.o’l ...O'm _0'1 ...O'm

fir a € Fy,.
Somit sind GG und F;" = A™(F,) als F,—Vektorrdume isomorph und es gilt
Auty, (G) = GL,,(F,).

Somit kann man die affin lineare Gruppe AGL,,(F,) = {¢a, : @ € GL,,(F,),7 €
7'} mit ¢, (v) = a(v) + 7 auch durch

AGL,,(F,) = {¢a, : a € Auty, (G),y € G}
mit der rechtsseitigen Operation
g% = g%y firoc e G

beschreiben. Setzen wir dies K —linear auf K[G] fort, so bewirkt ¢, - eine Permuta-
tion der Basis von K[G], d.h. es ist ¢, € Auty, (K[G]). Wegen

(0—=1)% =0% = 1% = (0"~ 1)y=("y-1) — (v - 1)
ist J und somit auch J' invariant unter ¢, , und ¢, ist Element von Sym(J'). O

Zusatz 8.20. (Knorr-Willems)
Fir die Symmetriegruppe eines Reed-Muller-Codes RM(r,m) uber IF,, gilt

M,,(F,) firr=m(p—1) “monomiale Gruppe”
Sym(RM(r,m)) = FX x Sym firr=0m(p—1)—1
FX x AGL,,(F,) sonst.

Ohne Beweis. (siche [KW90])

Aufgabe 8.21. Zeigen Sie, dafl ein linearer Code C' iiber I, der Lénge m mit
AGL,,(F,) < Sym(C') aquivalent zu einem Reed-Muller-Code ist.



Kapitel 9

Schranken fur Codes

9.1 Singleton- und Plotkin- Schranke

Definition 9.1. (Relative Distanz, asymtotische Informationsrate)
Es seien n € N und ¢ eine Primzahlpotenz. Fiir d € R>( definieren wir

Ay(n,d) = max{#C : C CF',d(C) > d}.

Einen (n, ¢,d),—Code C mit #C = A,(n, d) nennt man maximal. Das Verhiltnis
d

0=
n
zwischen Minimaldistanz d und Lénge n heifit relative (Minimal-)Distanz zu
C. Es gilt stets 0 < § < 1. Bei fester relativer Distanz ¢/ wird die asymptotisch
maximale Informationsrate durch

n—oo

R,(5) = lim sup (% log, (A, (1, (5n)))

definiert. Fiir diese gilt ebenfalls 0 < R,(J) < 1. Die Elementanzahl von Gitter-
punkten in der Kugel B(y) := {z € F : d(y,2) < r} vom Radius 7 um y € F?
bezeichnen wir mit

n - n %
Vi) = #8200 =32 () (41"
Die einfachste Abschitzung der asymptotischen Informationsrate erhalten wir aus
der im Kapitel 3 bewiesenen Singleton-Schranke (Satz 3.1). Diese fiihrt auf das

Korollar 9.2. (Asymptotische Singleton - Schranke)
Bei relativer Minimaldistanz 6 gilt

R,(6) <104
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Beweis. Gemafl der Singleton-Schranke gilt ¢ < ¢"~4*! fiir jeden (n,c,d),—Code.

Daraus ergeben sich A,(n,d) < ¢"~ %! und

R, (n,d) < limsup (%(n _d+ 1)) ~ limsup (%m ~ 1on] + 1)) <1-6 O

n—oo n—oo

Satz 9.3. (Plotkin - Schranke)
Die Elementanzahl eines Code C' C IFq” mit Minimaldistanz d > n % st be-
schrankt durch p

#C < P

q
Beweis. Es seien ¢ = #C und s := >, c,od(®, y) die Summe sémtlicher

Hamming-Distanzen in C. Aufgrund von d(z,y) > d fiir verschiedene Codewor-
ter x, y folgt unmittelbar

s> c(c—1)d.
Wir wollen nun beweisen, daf3 zusétzlich
-1
S S 02 - n . q—
q

gilt. Hieraus erhalten wir dann die Plotkin-Schranke, da aus cgn% >s>cle—1)d

die Ungleichung
-1
c- <d —-n- g ) <d
q

alle Codewdrter aus C. Fiir ein a € F, bezeichne

<)

folgt. Es seien (M, ... z!
ti(a) =#{1<j<ec: xgj) =a}

die Anzahl aller Codeworter mit Eintrag a an der i-ten Stelle. Offensichtlich sum-
mieren sich die ¢;(a) tiber F; zu ¢, d.h. esist 3 1i(a) = c. Die Anzahl der Paare
(z,y) € C x C, die sich im i-ten Symbol unterschelden ist 3 ,ep, tila)(c — tia)).
Folglich ist die Summe aller Hamming-Distanzen

n

S_ZZ )(c— ti( ):Z CQ—Zti(a)Q

1=1 a€F, =1 a€lFy

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir hieraus schliellich

S—Z C—Zt )2 SZ 02—3 Zti(a)

acF, i=1 a€F,

2

was zu zeigen war. O
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Korollar 9.4. (Asymptotische Plotkin - Schranke)
Fiir die asymptotisch mazximale Informationsrate bei relativer Distanz § gilt

<1—-60-L firo<eé<e2

q
=0 fiir T4 <0 < 1.

Beweis. Im Fall § > q%ql folgt unmittelbar aus Satz 9.3

[on]
Ag(n,don) < .
ol )< lon| — —qgln
Somit erhalten wir als asymptotisch maximale Informationsrate
log,[on] log,([on] — _qqln)> _0

n n

1
R,(8) = limsup <—10gq(Aq(n,5n))> < lim (
n—oo n n—oo
Im Fall § < ! betrachtet man einen (n, c,d),—Code C' mit Minimaldistanz d =
[0n] und Elementanzahl ¢ = Ay(n, d). Die natiirliche Zahl n := [(d — 1) %5 | erfiillt
die Ungleichung

q q
< < n.
q—l q_ln_n

Fir b € F}~" sei C(b) der Teilcode {x € C : (zn41,...,2,) = b}, und es sei
a € F}~" so gewahlt, daf

n<(dn—1)

#C(a) = max #C(b)=:¢

beFy "
gilt. Dies impliziert ¢¢"~" > c¢. Der Code
C:={zeF:(z,a)cC}
ist dann ein (7, ¢),—Code mit Minimaldistanz

d(é)Zd(C):d>d—1zq_1ﬁ.
q

Nach Satz 9.3 hat dies

¢ <
zur Folge. Somit 148t sich die asymptotische Informationsrate im Fall § < q%ql durch

R,(5) = limsup (%mgq(Aq(n,an))) < lim (1 1ogq<qnﬁ5n))

n—oo n—oo \ N
5 1 ) 5 _
gy (PR 08O (Y gy (R
q
=1—-0 —
qg—1

abschéatzen. N
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9.2 Hamming- und Elias- Schranke

Satz 9.5. (Hamming - Schranke)
Fir einen (n,c,d),— Code gilt mit e := | %51 | die Abschitzung

n

q
Vo(n,e)

¢ <

Beweis. Die Vereinigung der Kugeln B! (z) iiber alle Codewérter @ ist disjunkt.

Daher ist die Anzahl der Punkte dieser Uberdeckung
c- ‘/;1(”, 6) <q"

Definition 9.6. (g-adische Entropiefunktion)
Die reellwertige Funktion

0 firz=0
H,(z) = rlog, (PTx(q — 1)) — logq(l —z) fir0<z< %
1 fiir % <z<l1

heiflt g-adische Entropiefunktion.

Anmerkung 9.7. H,(z) ist die bindre Entropiefunktion aus Abschnitt 1.2.

Lemma 9.8. Fiir 0 < § < % gilt

H,(5) = lim G log, (V, (n, 5n))).

n—oo

Beweis. Wir setzen r := [dn]. Dann gelten

(2) (q—1)" = S,(n,r) <V(n,r)= ZT: (?) (G—1) < (1+7) (7;) (G- 1),

=0

Hieraus erhilt man
n
0 < log, (V1)) = o, g — 1)~ tog, (1)) < o, (141

und nach Division durch n

‘ 1 . 1 n
pi (i o400 ) = o=+t (s, (7))

Es bleibt somit nur noch die Giiltigkeit von

) 1 n 1—9
nh_)rgo (ﬁ log, (r)) = dlog, <T) —log,(1—6)

O
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zu zeigen. Aus der Stirlingschen Formel ergibt sich
In(n!) =nln(n) —n+ O(lnn) fiir n — oo,

wobei In den natiirlichen Logarithmus bezeichnet. Da fiir grofle n einerseits

r=dn+ O(1)
und andererseits O(Inn) = o(n) gelten, erhalten wir
1 n 1
2 — Z(nn(n) — rIn(r) — (n — r) In(n — .
~ (7’) n(n n(n) —rin(r) — (n—r)In(n —r) + o(n))

Beim Grenzprozel n — oo folgt hieraus

% In (:) =1In(n) —dIn(dn) — (1 —0)In((1 — 0)n) + o(1)
=1In(n) —dIn(d) —In(n) — (1 —0) In(1 — ) + o(1)
:5m<l§3)—hmy—®+oay

Dies fiihrt mit der Transformation log,(a) = }EEZ; auf die Restbehauptung. [

Korollar 9.9. (Asymptotische Hamming - Schranke)
Fiir die asymptotische Informationsrate bei relativer Distanz § < q%ql gilt

Rq@) <1- Hq (5/2> :
Beweis. Nach Satz 9.5 gilt

) 1 q" _ 1 on
n—00 g\, 5

Mit Lemma 9.8 folgt die Behauptung. O]

Ohne Beweise zitieren wir die Elias- und die asymptotische Elias-Schranke. Wir
verweisen hierzu auf [Lii03, Satz 5.2.8, Kor. 5.2.11].

Satz 9.10. (Elias - Schranke)
Es seien C' ein (n,c,d),—Code und r eine Zahl mit

—1
rgq n und c r? —2nr 4+ nd > 0.
q q—1
Dann ist die Elementanzahl von C beschrankt durch
nd q"
¢ <

r? =2nr +nd Vy(n,r)

Korollar 9.11. (Asymptotische Elias - Schranke)
Fiir die asymptotische Informationsrate von Codes mit relativer Distanz § gilt

i { <10 () mosoc s

=0 fiir T2 <5 < 1.
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9.3 Gilbert-Varshomov-Schranke

Die bisher betrachteten Schranken sind obere Schranken fiir Codes. Im Gegensatz
dazu liefert die Gilbert-Varshomov-Schranke eine untere Abschétzung fir A,(n,d).

Satz 9.12. (Gilbert - Varshomov - Schranke)
Ein mazimaler Code der Linge n und Minimaldistanz d besitzt mindestens
Codewédrter, d.h. es gilt

qn
Vq(n,d—1)

n

q

A >4
o d) 2 T

Beweis. Es seien C' ein maximaler (n, ¢, d),—Code und y ein beliebiges Element aus
. Dann ist der Schnitt B} ,(y) N C nicht leer, da sonst CU{y} ein (n,c+1,d),—
Code wire, im Widerspruch zur Maximalitdt von C'. Der gesamte Raum F_" wird
also tiberdeckt von den Kugeln B} ,(z) mit € C, und es folgt somit

c-Vyn,d—1)>q". O

Korollar 9.13. (Asymptotische Gilbert-Varshomov-Schranke)
Fiir die asymptotische Informationsrate bei relativer Distanz § gilt

R,(8) > 1~ H, (6).

Beweis. Aus der Gilbert-Varshomov-Schranke folgt unmittelbar

. 1 q" . 1
> - T ))=1- - v _ ,
R,(9) Jlm (n log, (Vq(n,dn 1))> 1 nhm (nlogq( w(n,on 1)))

Mit Lemma 9.8 und der Definition der ¢-adischen Entropiefunktion erhalten wir
daraus die Behauptung. O

Satz 9.14. (Hinreichendes Kriterium fiir die Existenz von [n, k, d],—Codes)
Es seien n, k,d natirliche Zahlen mait

" > Vo (n,d - 1).
Dann gibt es einen linearen [n, k,d|,— Code.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage induktiv. Der Fall k = 0 ist trivial. Es seien nun
k > 0 und C; ein linearer [n, [, d],—Code der Dimension [ < k. Nach Voraussetzung
gilt

¢
Vi(n,d—1) "

Gemaf der Gilbert-Varshomov-Schranke ist C) nicht maximal und es gibt ein y € F
mit B) ,(y) N C; = (. Nun sei

#C,=¢ <

Crpr=C0F,; -y
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der von Cj und y aufgespannte [n,[ + 1],—Code. Fiir jedes a # 0 und x € C] gilt
w(z +ay) = d(z, —ay) = d(—a 'z, y) > d.

Also haben alle nichttrivialen Codeworter aus 1 mindestens das Gewicht d. Der
Code Cj44 ist daher linear mit den Parametern [n, !+ 1, d],. O

Die Unterschiede der in diesen Kapitel vorgestellten Schranken werden in den beiden
folgenden Diagrammen fiir ¢ = 2 und 64 verdeutlich. Im zweiten Diagramm wird
die Unbrauchbarkeit der Elias- und Hamming-Schranke fiir grolere ¢ erkennbar.

1

Singleton-Schranke
Hamming-Schranke
Plotkin-Schranke
Elias-Schranke
Gilbernt-Varshamow-Schranke

Schranken fiir ¢ = 2
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Schranken fiir Codes

0 0.934375

------------- Hamming-Schranke
————————————— Elias-Schranke

—_— Singleton-Schranke
Plotkin-Schranke
Gilbert-Yarshamow-Schranke

Schranken fiir ¢ = 64




Kapitel 10

Klassische Goppa-Codes

Die Klasse der klassischen Goppa-Code liefert uns Beispiele von Codes, welche die
Gilbert- Varshomouv-Schranke asymptotisch erreichen. Im zweiten Teil des Skriptums

werden wir dann noch Codes konstruieren, die diese sogar iibertreffen (Kapitel 18
und 19).

10.1 Goppa-Codes

Definition 10.1. (Klassischer Goppa-Code)

Es seien g(X) € Fym[X] ein normiertes Polynom vom Grad deg(g) > 2 und a =
(ai,...,a,) ein n-Tupel paarweise verschiedener Elemente aus F,» mit g(a;) # 0 fiir
1 =1,...,n. Dann heif}t der lineare Code

n

[(a,g):= {(xl,...,xn) ek : ZX?% =0 (mod g(X))}

=1

tiber F, (klassischer) Goppa-Code zum Goppa-Polynom ¢(.X). Ist zudem g(X)
ein irreduzibles Polynom, so heifit I'(a, g) irreduzibel.

Notiz 10.2. Im polynomialen Restklassenring

Ry = Fym[X]/(9(X))

1

sind die Quotienten X—a;

aufgrund der Identiét

11 g(X) —glw)

X —qy gla;)) X —uq

stets als Polynome vom Grad deg(g)—1 darstellbar. Setzt man f;(X) := —T%%‘ZE“"),
so erhélt man aus der Kongruenz

n

> o = wh(X) =0 (mod g(X))

i=1 =1
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wegen deg(f;) < deg(g) die Kontrollgleichung
jg:ithﬁ()():: 0 in_qu[)(
i=1

fiir Codeworter (x4, ...,x,) aus I'(a, g).

Aufgabe 10.3. Wihlt man g(X) = X4 ' mitd <n+1und a = (1,w,...,w"})
fiir eine primitive n-te Einheitswurzel w aus Fym, so ist I'(a, g) ein zyklischer Code
iber IF, der Lange n mit garantierter Minimaldistanz d (Kapitel 6).

Die Goppa-Codes konnen als Teilkérpercodes von Reed-Solomon-Codes (vgl. Ab-
schnitt 3.2) konstruiert werden. Dies ist die Aussage von

Bemerkung 10.4. Es sei I'(a,g) ein Goppa-Code iber F, der Linge n mit Goppa-
Polynom g vom Grad deg(g) = k. Dann gelten:

(a) Im Fall k > n ist I'(a,g) der Nullcode.

>g<an)_l):

I'(a,g) = (RSk(a, b)")lr,.

(b) Bei k <n gilt mit b= —(g(a1)7?,. ..

Beweis. Nach Notiz 10.2 enthilt I'(a, g) genau dann das Wort & = (z1,...
falls im Polynomring F,~[X]| die Gleichung

L),

90+

S a0 =0 mit () = - S

erfiillt ist. Aus (X —a;) fi(X) = b;g(X) + 1 erhalten wir durch Koeflizientenvergleich
die Koeffizienten der Polynome f;(X), und es gilt

k
JilX) =b; - Z (9i + giai + -+ +giaf_i)Xi_1.

=1

Séamtliche Codeworter € I'(a, g) sind also Lésungen des homogenen Gleichungs-
systems H - 7 = 0 mit der Kontrollmatrix

gkbl
(gr—1 + a1gx)b1

' k—1
(g1 + goa1 + - - + grai™ )by

gkbn
(Gr—1 + angr)by,

(gl'+'g2an'+""+_gkaﬁ_l>bn

9k b1 bn
I aby anby,
gl e e gk alf_lbl al’;z_lbn
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Wegen
Ik 0
det | + -.. #0

g1 - Gk

S0V S/ >

Il

kung 3.10 eine Erzeugermatrix von RSy (a, b). Das zeigt unsere Behauptung. O]

Satz 10.5. (Parameter klassischer Goppa-Codes)
Fliir einen Goppa-Code I'(a, g) < F* mit Goppa-Polynom g vom Grad k < n gelten:

(a) T'(a,g) besitzt mindestens Dimension n—m - k.
(b) Die Minimaldistanz von I'(a, g) betrigt wenigstens k + 1.

Bewets. Nach Bemerkung 10.4 miissen wir lediglich den Teilkoérpercode des Reed-
Solomon-Codes RSy (a, b)* betrachten. Uber F  besitzt RS (a, b)* die Parameter
[n,n — k,k + 1];m. Da die Minimaldistanz beim Ko&rperabstieg hochstens besser
werden kann, folgt hieraus schon die Aussage (b). Mit dem Korollar 4.16 erhalten
auflerdem

dimg, (I'(a, g)) > dimg . (RSk(a, b)") — (m — 1)(n — dimg,, (RSk(a, b))
=n—k—(m—1)k,

was die Aussage (a) beweist. O

10.2 Asymtotisches Verhalten von Goppa-Codes

Definition 10.6. (Mobiusfunktion)
Die zahlentheoretische Funktion p: N — {—1,0,1} definiert durch

1 : fuirn=1
p(n) = (—1)l : fallsn = Hi‘:1pi mit p; prim und ggT(p;, f) =1
0 : sonst

heiflt Mobiusfunktion. Die Menge aller normierter [F -Primpolynome vom Grad ¢
bezeichnen wir mit P,(¢) und ihre Elementanzahl mit N,(t).

Man beachte, daf8 V,(t) ebenfalls eine zahlentheoretische Funktion in ¢ ist. Es folgen
einige Aussagen aus der elementaren Zahlentheorie.

Anmerkung 10.7. Die zur Mobiusfunktion p gehorige summatorische Funktion
> _djn #(d) ist die Nullfunktion.
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Beweis. Es sei n = Hizl p;' die Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl n mit
paarweise verschiedenen Primzahlen pq,...,p;. Dann gilt fiir einen Teiler d von n
genau dann p(d) # 0, wenn d ein Teiler von m := H§:1 p; ist. Daher folgt unsere
Behauptung vermoge

Sl = i) =Y () (-1 = (- 1) o, 0
dln

dlm 1=0

Lemma 10.8. (Mobiussche Umkehrformel)
Es seien f : N — C eine zahlentheoretische Abbildung und F die zu f gehorige
summatorische Funktion definiert durch F(n) =3_,,, f(d). Dann gilt

fn) =S n@F (5).
dln
Beweis. Nach Anmerkung 10.7 gilt
fln) = ()Y w(d).
tIn |

Hieraus folgt die Mobiussche Umkehrformel vermoge

Fo) =323 ) f0) = D p(d)f ) = Y pld) 3o f (1) =D P (5). O

tln d|¥ t-dln dln e dln

Anmerkung 10.9. Das separable Polynom X 4" _ X ist das Produkt aller irredu-
ziblen normierten Polynom f(X) aus F,[X]| mit deg(f)|k, d.h. es gilt

X' -x= ][ rx.
F(X)EPq(t)
deg(f)|k

Dies folgt aus der Tatsache, dafl der Zerfallungskorper eines jeden irreduziblen F, -
Polynoms mit Grad d|k in F ., dem Zerfallungskérper von X X , eingebettet ist.

Bemerkung 10.10. Fir die Anzahl normierter Primpolynome aus F,[X]| vom Grad
t gilt

1 1 Et2
No(k) = + > uld)ge > - (q'“—q 2 )
Insbesondere existieren irreduzible Polynome iber F, von jedem beliebigen Grad.

Beweis. Nach Anmerkung 10.9 gilt

¢" = deg (qu - X) = d-Ny(d).
dlk
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Mit der Mébiusschen Umkehrformel erhalten wir daraus

Ny (k) = % S uld)gi.

d|k

Die Ungleichung erhilt man schlielich durch die grobe Abschitzung

S ud)gt =gt g — e —g> =Y g > - b -

Bemerkung 10.11. Es seien d, k natirliche Zahlen mit d < ¢™ und 2 < k < q¢™,

und es set
o= S (S

j=1

Dann gibt es einen Goppa-Code C' iber F, der Linge ¢™, der Dimension dim(C') >
n —mk und der Minimaldistanz d(C') > d.

Beweis. Es seien n := ¢™ sowie
a:=(ay,...,a,) mit F,, = {a1,...,a,}

Fiir den Nachweis unserer Behauptung reicht es zu zeigen, dafl es ein irreduzibles
Polynom ¢(X) € F,[X] vom Grad k gibt mit

d(I'(a,g)) = d.

Dazu betrachten wir die Anzahl der Polynome ¢(X) € Z,(k) mit d(I'(a,g)) < d.

Es seien  # (0 ein Wort aus F' vom Gewicht
w(z)=7<d

und I(z) :={1 <i<n:xz; # 0} der Trager von z. Es gilt dann

ZX:TCL':ZX%@:H(X_%)_I inH(X_al)
l Z )

=1 i€l(e) €l(®) €l(e lel;(i@)
Ein Goppa-Code I'(a,g) enthilt also genau dann das Wort «, falls das Goppa-
Polynom ¢(X) ein Teiler von u(X) = 3 ;) i [lics(an iy (X — @) ist. Es folgt
daher

#{9(X) € Ln(k) : @ € U(a, 9)} = #{9(X) € Lp(k) : g(X)|u(X)}

R

IN
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Summiert man diese Anzahl iiber alle Worter € ;" mit Gewicht 0 < w(z) < d,
so erhélt man

oz atoon <ar< 1L (T

Nach Voraussetzung aber ist die Elementanzahl von Z,,(k) echt grofier als diese Zahl.
Somit gibt es einen irreduziblen Goppa-Code C' mit Distanz d(C') > d. O

Satz 10.12. Die Gilbert- Varshomov-Schranke wird durch die klassischen Goppa-
Codes asymptotisch erreicht.

Beweis. Es ist zu zeigen, daf es fiir alle § € Rmit 0 < § < E eine Folge (C’(é)>
m>0

von Goppa-Codes mit jeweils der Lange ¢™ und relativer Minimaldistanz d(g >0
gibt, deren asymptotische Informationsrate die Gleichung

: (6)
lim dim(Cp’)

m—o0o qm

=1 — Hy(9)
erfiillt.
Es seien 6 mit 0 < § < % und m € N gegeben. Wir setzen n = n(m) := ¢™ sowie

d = d(m) := min{r € N :r > én}. Weiterhin sei k = k(m) die kleinste natiirliche
Zahl, sodaf}

k42

A=d-Vy(n,d—1)<nfF—n=z

gilt, wobei V,(n,d — 1) die Elementanzahl der Kugel B, |, = {z € F, : w(z) < d}
bezeichnet. Es gilt nach Bemerkung 10.10

Nym(k) = Zu s > E (nk — n%) .
sk

Somit erhalten wir mit unserer Voraussetzung

Nab) = SVmd-1) = % (")
- {5 Qe - E[F](Jev

Im Fall k < n folgt dann nach Bemerkung 10.11 die Existenz eines Goppa-Codes
C% der Linge n mit Distanz d(C )) > § - n und Dimension dim(C/; )) >n —mk.

Wir zeigen nun, daf§ k(m) < n(m) fir fast alle m € N gilt. Ohne Einschrinkung
kénnen wir k(m) > 3 annehmen, da unsere Behauptung endlich viele Ausnahmen
zulaflt. Aus der Minimalitdt von k = k(m) folgt

_ _ k+2
nk2<nk1—n2 <A<nf—n7z <nF
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und somit (unter Verwendung der monoton steigenden Funktion = log,(-))

1 1
—(k—2)m < - log,(A) =

- (log,(d) +1log,(V4(n,d —1))) < ! mk.

n

S|

Das fiihrt auf

lim (M) ~ lim (%mlogq%(”(m)’d(m%l)))

m—0o0

wobei das letzte Gleichheitszeichen aus Lemma 9.8 stammt. Daher gilt k(m) < n(m)
fiir alle hinreichend groflen m € N.

Wir haben also gesehen, daf} fiir alle 6 € R mit 0 < § < % und alle hinreichend

(5
groflen m Goppa-Codes ') mit Lénge n(m) = ¢™ und relativer Distanz % >0
existieren. Folglich gilt:

lim (%) ~ lim (w) 1 — H,()

m—00

~—

was unsere Behauptung beweist. O

10.3 Decodierung mit Euklidischem Algorithmus

Der in diesen Abschnitt beschriebene Decodieralgorithmus ermdoglicht es; bei einem
Goppa-Code I'(a, g) < bis zu

[

Fehler zu korrigieren. Dabei machen wir die Generalannahme, dafl der Fehlervektor
e=y—=zx

zwischen gesendeter Nachricht € I'(a, g) und empfangenem Wort y € [F," hoch-
stens das Gewicht e besitzt. Wesentlich bei der Fehlerkorrektur ist die Lokalisierung
der fehlerhaften Symbolen, d.h. die Ermittlung der Indexmenge der Fehlerposi-
tionen in y

I'={1<i<n:e #0}.

Es bezeichnen im folgenden s(X) € Fym[X] mit

S(0) =30 (mod g(X))
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und deg(s) < deg(g) das Syndrompolynom zu y,
o(X):=]](X —a)
iel
das fehlerlokalisierende Polynom zu y sowie
w(X) = Ze,; H (X —a;)
el jel\{i}
das Fehlerauswertungspolynom. Wiahrend das Syndrompolynom s(X) wegen

n n

ZX?ai:ZX%ai_ZX?aiEZX%ai (mod g(X))

=1 1=1 i=1 =1

direkt aus y berechenbar ist, wird zur Berechnung von ¢(X) und w(X) der Eu-
klidische Algorithmus bené&tigt. Dazu bemerken wir zunéchst, daf w(X) aufgrund
von

€;

s(X)-o(X) =) X _a [[(X —a) =w(X)  (mod g(X))

el el

aus s(X) und ¢g(X) linear kombinierbar ist, d.h. da es ein u(X) € F,m[X] gibt mit

s(X) - o(X) +u(X) - g(X) = w(X). (*)

Die folgende Bemerkung zeigt, wie man o¢(X) und w(X) mit dem Euklidischen
Algorithmus explizit berechnen kann. Dabei sei (f;(X));en die Folge von Polynomen
mit fo(X) = ¢g(X) und f1(X) = s(X), die man durch fortgestzte Division mit Rest
erhélt:

fi(X) = 611 (X) fis1 (X) + fira(X).
Bemerkung 10.13. Mit den obigen Bezeichnungen gelten:

(a) Es gibt einen Index j € N mit
0 < deg(f;) < e < deg(fj-1)-

(b) Aus der Darstellung f;(X) = a;j(X)g(X) + b;(X)s(X) erhdlt man mit einen
geeigneten Koeffizienten c € Fm

o(X)=c-bj(X) und  w(X)=c- f;(X).

Beweis. (a) Die Folge (f;(X)):en enthalt den grofiten gemeinsamen Teiler von g(X)
und s(X), d.h. es gibt eine Zahl [ € N mit

Ju(X) = ggT(g(X), s(X)).
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Aufgrund der Gleichung (*) ist f;(X) ein Teiler von w(X) und besitzt somit den
Grad deg(f;) < deg(w) < e. Die Behauptung folgt nun aus deg(f;11) < deg(f;) und

deg(fo) = deg(g) > e.
(b) Mit dem Euklidischen Algorithmus gewinnt man Polynome ag(X), ..., a;(X)

und bo(X), ..., b(X) aus Fm[X] mit
fi(X) = ai(X)g(X) + bi(X)s(X).
Behauptung 1: Die Polynompaare (a;(X),b;(X)) sind teilerfremd fir i =0, ... 1.
Aufgrund f;11(X) = fi—1(X) — ¢:(X) fi(X) gelten
ai41(X) = ;1 (X) —i(X)a;(X)  und by (X) = bia (X) — ¢:(X)bi(X).
Daraus folgt induktiv

e (i) i) e Gty )

Insbesondere gibt es also Polynome ¢(X),r(X) mit

¢(X) - (aﬂ%)) FriX): (bb+(1%)) - G) '
) fi

Behauptung 2: Es gilt deg(b;) = deg(g) — deg(f;—1) firi=1,... 1.

Auch dies beweisen wir induktiv. Wegen b;(X) = 1 und fo(X) = ¢g(X) gilt die
Behauptung fiir 7+ = 1. Beim Induktionsschritt von 7 auf ¢ + 1 sind aufgrund von
biv1(X) = bi_1(X) — ¢:(X)b;(X) und deg(q;) > 1 die Grade der Polynome b;;1(X)
und ¢;(X)b;(X) gleich, wovon man sich durch eine seperate Induktion iiberzeugen
kann. Das fiihrt zu

deg(bit1) = deg(q;) + deg(b;) = deg(g;) + deg(g) — deg(fi-1)
= deg(q;) + deg(g) — deg(q: fi) = deg(g) — deg(f;).

Behauptung 3: Es gelten
o(X) - fi(X) =w(X) - b;(X)  und  o(X)-a;(X) = u(X) - ;(X).
Mit dem Euklidischen Algorithmus erhélt man einerseits
o(X) - [;(X) = a(X) - (a;(X)g(X) + b;(X)s(X))

und andererseits mit (*)
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Das Differenzpolynom ist dann
o(X)f3(X) = w(X)b;(X) = (0(X)a;(X) — u(X)b;(X)) - g(X).
Es gilt dabei nach Aussage (a)

deg(of;) = e + deg(f;) < 2e < deg(g)

und mit Behauptung 2

deg(wh;) = deg(u) + (des(g) — dea(f;-1)) < (e — 1) + L < deg(y)

Also besitzen sowohl o(X) f;(X) wie auch w(X)b;(X) einen kleineren Polynomgrad
als g(X). Dies fiihrt zu

o(X)f;(X) —w(X)b;j(X) =0 und  o(X)a;(X) — u(X)b;(X) = 0.

Nun schlieft man aus Behauptung 3 auf Aussage (b) wie folgt: Da ¢(X) und w(X)
teilerfremd sind, teilt o(X) das Polynom b;(X), das wiederum aufgrund der Be-
hauptung 1 ein Teiler von o(X) ist. Also unterscheiden sich ¢(X) und b;(X) nur
durch Multiplikation einer Einheit ¢ € F;n. Desweiteren folgt aus Behauptung 3

w(X) - 0;(X) = o(X) - f;(X) = - bj(X) - f3(X)
und somit w(X) = c¢- f;(X), was zu zeigen war. O
Decodieralgorithmus 10.14. Es sei y € " die empfangene Nachricht.

(1) Konstruiere das Syndrompolynom s(X) € F,[X] mit

s(X) =2 0L 55 (mod g(X)
und deg(s) < deg(g).

(2) Berechne das Fehlerortungspolynom o(X) und das Fehlerauswertungspolynom
w(X) mit dem Euklidischem Algorithmus gemé&f Bemerkung 10.13.

(3) Bestimme die Fehlerstellenmenge I als Nullstellenmenge von o(X).
(4) Berechne den Fehlervektor e = (eq, ..., e,) mittels e¢; = 0 fiir ¢ ¢ [ und
w(a;) = e+ [Lep (@ —aj) firie 1.

(5) Decodiere y zu ¢ := y — e.
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Arithmetische Codes






Kapitel 11

Geometrische Goppa-Codes

11.1 Konstruktion arithmetischer Codes

Anfang der 80er Jahre stellte V.D.Goppa einen faszinierenden Zusammenhang zwi-
schen algebraischer Geometrie und Codierungstheorie vor [Gop02| und begriindete
damit die arithmetische Codierungstheorie. Durch Residuen- oder Restklassenaus-
wertung von algebraischen Funktionen erhélt man Einbettungen in F". Eine zentrale
Bedeutung hat hierbei der Satz von Riemann-Roch mit dessen Hilfe man gute und
exakte Aussagen tiber die arithmetischen Codes gewinnen kann. Insbesondere erhal-
ten wir eine untere Schranke fiir die Minimaldistanz, die in der Codierungstheorie
eher selten zu bekommen ist. Das Geschlecht der zugrundeliegenden Kurve bzw. des
algebraischen Funktionenkorpers steht in enger Beziehung mit dem Singletondefekt
der arithmetischen Codes. In Kapitel 20 werden wir sogar sehen, daf jeder lineare Co-
des im wesentlichen ein arithmetischer Code ist. Eine weitere besondere Anwendung
fiir arithmetische Codes findet man beim Versuch, die Gilbert- Varshamouv-Schranke
zu verbessern, was mit Hilfe von Modulkurven auch tatséchlich gelingt. Darauf gehen
wir in den Kapiteln 18 und 19 ein. Die Beschreibung der arithmetischen Codes erfolgt
hier iiber algebraischen Funktionenkérpern wie im Buch von H.Stichtenoth [Sti93].
Dort kann man ebenfalls die Grundlagen der Theorie der algebraischen Funktionen
nachlesen, die hier vorgesetzt werden. Zentrale Aussagen kénnen aber im Anhang
nachgelesen werden und sind kursiv gekennzeichnet.

Definition 11.1. (Arithmetischer Code)
Es seien FF, ein algebraischer Funktionenkérper einer Variablen und By, ...,B,, €

P I%%q paarweise verschiedene rationale Stellen in F' sowie A = []'_, B; ihr Produkt.
Weiter sei & ein zu 2 teilerfremder Divisor und £(®) der zugehérige Riemann-Roch-
Raum. Der durch die Auswertung der algebraischen Funktionen von £(®) an den
Stellen B, . .., B, gewonnene Code

C=C@,8):={(x(P),....2(Bn)) : v € L(8)}
heiit geometrischer Goppa-Code oder arithmetischer Code (iiber F:F,). Der
Divisor 2 heifit Auswertungsdivisor von C' und & Goppa-Divisor von C.
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Satz 11.2. (Parameter und Erzeugermatrix von C'(2, &))
Fir einen arithmetischen Code C' = C(2, &) mit Auswertungsdivisor A = [[;_, B,
gelten:

(a) C ist ein linearer [n,k,d|,-Code mit der Linge n = deg(2), der Dimension
k= dim(6) — dim(A~'&) und der Minimaldistanz d > n — deg(®) .

(b) Ist xq,...,x), ein Vertretersystem in L(®) einer Basis von L(&)/L(A™'S), so
ist die Matriz (2;(B;))1<i<k,1<j<n €ine erzeugende Matriz von C.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dafl die Restklassenkérper Rq; von B; mit dem
Konstantenkorper I, iibereinstimmen. Somit ist C'in F " enthalten. Die Auswertungs-
abbildung

x — (x(%),,x(‘ﬁn)) .

ist IF,-linear und daher ist C ein linearer Code. Eine Funktion = aus dem linearen
Raum £(®) zum Goppa-Divisor & liegt genau dann im Kern von ¢, wenn z () = 0
fiir alle Primteiler B von 2l gilt, d.h. wenn z Element von £(2~'®) ist. Damit gilt
nach dem Homomorphiesatz

O, B) = L(6)/LA1S).

" {L(@) — O, ®)

Die Dimension von C' ergibt sich nun als
k= dim(C) = dim(£(8)) — dim(L(A'&)) = dim(B) — dim(A ' &).

Hieraus folgt Aussage (b), da die Bilder von x1, ..., x; unter ¢, nadmlich die Vekto-
ren (z;(B1), ..., z;(Py)), eine Basis von C bilden. Wir bestimmen nun die Minimal-
distanz d von C. Dazu nehmen wir an, dafl C' nicht der Nullraum sei. Dann gibt
es eine Funktion = aus £(®), sodal das Wort ¢(z) Hamming-Gewicht d besitzt.
Folglich verschwindet = auf n — d paarweise verschiedenen Stellen B, ,...,B; , fiir
Indices i; € {1,...,n} und es gilt z € L(B~'S), wobei B das Produkt H;:f Bi,
bezeichne. Hieraus folgt

0 < deg(B'®) = deg(&) — n + d. O

Aus der obigen Charakterisierung der Minimaldistanz 18t sich eine explizite Formel
gewinnen.

Zusatz 11.3. Es sei ¢ € N der minimale Grad eines ganzen Divisors €, der zu
einem Divisor der Gestalt B~'® dquivalent ist, wobei B ein ganzer Teiler von 2
sei. Dann hat der arithmetische Code C(2, ®) die Minimaldistanz

d=n —deg(®) + c.

Die untere Schranke fiir die Minimaldistanz in Satz 11.2 wird also genau dann an-
genommen, wenn der Goppa-Divisor dquivalent zu einem Teiler des Auswertungsdi-
visors st.
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Beweis. Alle Funktionen x aus dem linearen Raum £(®) haben einen Divisor der
Form BEG !, wobei 9B das Produkt aller Primteiler von 2l ist, in denen x verschwin-
det. Das Wort ¢(z) hat somit das Gewicht

w(¢(2)) = w(z(Pr), ..., 2(Pn)) = n — deg(B) = n — (deg(6) — deg(C)).

Fiir ein gegebenes Wort (2(*B1), ..., z(B,)) von Minimalgewicht d ist also der Grad
des zugehérigen Teilers € von (:E)O gerade

c = min{deg(¢) : 1|¢, € ~ B~ 'S mit 1|B|2A}. O

Korollar 11.4. Es sei C = C(2, &) ein arithmetischer Code iber einen Funktionen-
korper F:IF, vom Geschlecht g.

(a) Unter der Voraussetzung deg(2A7'®) < 0 hat C Dimension k = dim(®) und
Minimaldistanz d > n — k + 1 — g. Insbesondere ist der Singletondefekt von C
durch das Geschlecht des zugrundeliegenden Funktionenkdrpers beschrinkt.

(b) Bei deg(A7'®) > 29 — 1 ist C' der volle Vektorraum F .

Beweis. Im Fall deg(27'®) < 0 ist der Riemann-Roch-Raum £(2~'®) leer. Hieraus
folgt dim(C) = dim(®) — dim(A~'&) = dim(&). Aus dem Satz von Riemann-Roch
ergibt sich zudem

d>n—deg(®)>n— (dm(&)+(¢g—1)=n—k—(g—1).

Es sei nun deg(27'®) > 2g — 1. Dann folgt nach dem Satz von Riemann-Roch
dim(A~'6) = deg(A~'®)—g+1. Da der Grad von 2 positiv ist, gilt ebenso dim(&) =
deg(®) — g + 1. Fiir die Dimension von C' impliziert dies

k= dim(C) = dim(®) — dim(2A'®) = deg(®) — deg(A'®) = deg(™A) =n. O

Beispiel 11.5. Wir betrachten den Kongruenzfunktionenkérper F' = Fy(x,y) mit
der definierenden Gleichung 2® + 3 + 1 = 0. Bezeichnet w eine primtive dritte
Einheitswurzel in Fy, so ist F:F4(x) eine Kummererweiterung mit Minimalpolynom

3
gT) =T +2° +1=T"+[] (x + w')
=1

fiir y. Fiir alle Primdivisoren P # (7)o aus Fy(z) ist y ganz iiber den Bewertungs-
ring Oy und es ist somit der Differentenexponent einer Divisorenerweiterung '’
beschrankt durch

0 < day (F:F4(w)) < ordgy(g'(y)) = ordsy (%),

wobei ¢'(T) die gewohnliche Ableitung von ¢(7") bezeichne (vgl. [Sti93, II1.5.10.]).
Wegen der Relation y®>=2% + 1 kénnen daher nur die Primstellen B; = (x + w'),
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sowie der bisher ausgenommene Primdivisor O = () in F:F,(z) verzweigen. We-
gen g(T)(B;) = T° sind Py, P> und Ps nach dem Dedekindschen Kriterium und
dem Dedekindschen Differentensatz total verzweigt in F:IF4(z) mit jeweils Differen-
tenexponenten 2. Die Stellen Py = (z)p und O = () sind hingegen voll zerlegt
in F:Fy(x). Das Minimalpolynom ¢(7") zerfillt modulo B, in paarweise verschie-
dene Linearfaktoren und somit zerfallt By nach dem Dedekindschen Kriterium in
F:Fy(x). Die gleiche Betrachtung wenden wir fiir O an. Unter der Variablensubsti-
tution y — ¥ bleibt F' invariant und es ist h(T") = T° + % das Minimalpolynom
fiir £. Dann gilt h(T)(O) =T° 41 = g(T)(Po) und es ist somit auch O voll zerlegt
in F:Fy(z). Damit ist der Grad der Differente ©(F:F,(z)) nach der Hurwitzschen
Relativgeschlechtformel

6 = deg(D(F:Fy(x)) =2 gpr, — 2 (1 — [F:Fy(x)]) = 2 gpp, + 4.
Insgesamt erhalten wir
grr, =1 und #IPSI)M =9,

insbesondere ist F ein elliptischer Funktionenkorper (vgl. Kapitel 13).
Es bezeichne F} = Fy(z,y) und F3 = Fg(x,y). Mit #P 1&%%4 lassen sich die L-Polynome
Lp.y,, L., und Lp,p, berechnen (siche Anhang). Es gilt

Lpg,(t) =1+ #PYL — (¢ + 1))t +qt* = 1+ 4t 4 4t
=(1- w%t)(l — wgt)

mit w; = v/—2 und wy = —+/—2. Daraus folgen

und Lpp(t) = (1 —wit)(1 — wit) = 1+ 8%

Mit der Formel

#Prk, =2 +1— (W] +w)
folgern wir schlieflich, da§ F:[F5 drei und F3:Fg neun rationale Stellen besitzt. Mit
den Konstantenerweiterungen F:F; bzw. F3:F; werden also 6 rationale Stellen ge-
wonnen. Nur Primdivisoren, deren Grad mit dem Grad der Konstantenerweiterung
iibereinstimmt, zerfallen in ein Produkt rationaler Stellen. Der Funktionenkorper F)
besitzt folglich 3 Primdivisoren vom Grad 2 und 2 Primstellen vom Grad 3.

Es seien 2; und £, die Einbettungen in F' der beiden Primdivisoren vom Grad 3.
Dann ist der Divisor & = ;8 fremd zu A = Hmepu) B. Somit ist der arith-
F

metische Code C(2(, ®) wohldefiniert. Da der Divisorgrad bei einer (algebraischen)
Konstantenerweiterung invariant bleibt (siche Anhang), hat & Grad 6 und es gilt
fiir C'(, ®) nach Korollar 11.4

k= dim(®) = deg(®) =6 und d>n—k=3.
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C(2, ®) ist also ein Beispiel fiir einen arithmetischen [9, 6, d]4-Code mit Distanz
d = 3 oder 4. Nach der MDS-Vermutung miiite dieser Code Singletondefekt 1 und
somit Distanz d = 3 besitzen. Dies kdnnen wir spéter in Kapitel 13 bestétigen, da wir
dort die MDS-Vermutung fiir Codes iiber elliptischen Funktionenkérpern beweisen.

Aufgabe 11.6. Konstruieren Sie sogenannte Standardcodes C(2,B") iiber den
Funktionenkérper F,(x,y) mit der definierenden Relation z%y + ¢y* + 2 = 0 fiir
qg = 8,9. Wéahlen Sie als Goppa-Divisor Potenzen 3" der einzigen und rationalen
Polstelle 3 von y und als Auswertungsdivisor 2 das Produkt sdmtlicher rationaler
Stellen ausgenommen ‘.

11.2 Duale arithmetische Codes

In diesen Abschnitt stellen wir eine Konstruktion von Codes via Residuenauswertung
vor. Diese Codes sind dual zu den arithmetischen Codes und, wie wir im néchsten
Abschnitt sehen werden, selbst wieder arithmetische Codes.

Definition 11.7. (Dualer arithmetischer Code)

In der Situation von Definition 11.1 heifit der durch die Residuenauswertung der
Differentiale aus A(217'®) an den Stellen By, ..., B,, gewonnene Code

C*(A, &) := {(Resyp, (9),...,Resy, (6)) : 6 € A(A'®)}
dualer arithmetischer Code.

Satz 11.8. (Parameter und Erzeugermatrix von C*(2(, &))
Fir einen dualen arithmetischen Code C* = C*(2A, &) mit A = [[_, P, tber einem
Funktionenkorper F:F, vom Geschlecht g gelten:
(a) C* ist ein linearer [n,k*, d*],-Code mit der Dimension k* = i(A7'8) — i(®)
und der Minimaldistanz d* > deg(®)—2g+2, wobei i(&) den Spezialititsindex
eines Divisors © bezeichne.

(b) Sind 01,...,0 € A(AT'S) Vertreter einer Basis von A(A7'&)/A(S), so
bildet (Resg, (0;))1<i<k,1<j<n €ine Erzeugermatriz von C*.

Beweis. Wiederum ist zu bemerken, dafl die Residuen an den Stellen ‘B,,....3,
Werte in F, ergeben. Daher ist C* in F " enthalten und linear, da die Residuenaus-
wertung
[ ARTE) — C* (A, 8)
v { 5+ (Resp,(d),..., Resg, (8))

wie die Restklassenauswertung F -linear ist. Ein Differential 6 aus A(A~'®) hat
definitionsgem&f Ordnung ordy(d) > —1 bei den Primteiler B von 2. Also sind
genau die Differentiale aus A(27'®) im Kern der Abbildung ¢ enthalten, die bei
B regulér sind, d.h. die ordg(d) > 0 fiir P|A erfiillen. Damit gilt Kern(y) = A(&)
und es folgt nach dem Homorphiesatz

CH (2, B) = A1) /A(S).



108 Geometrische Goppa-Codes

Hieraus folgt sofort die Aussage (b) sowie
k= dim(C*(, &) = dim(A(A'®)) — dim(A(&)) = i(A'S) — i(&).

Es bleibt noch die Abschitzung fiir die Minimaldistanz zu beweisen. Dazu seien
C* # {0} und ¥(9) ein Wort aus C* von minimalem Hamming-Gewicht d*. Dann
gilt ordg(d) = —1 fiir genau d* Primteiler 9 von 2. Ist B deren Produkt, so ist ¢
in A(®B71®) enthalten und es folgt somit i(B~'&) = dim(A(B~1&)) > 0. Also ist
B~1® ein spezieller Divisor und folglich ist sein Grad durch 2g — 2 beschrinkt. Wir
erhalten schliefllich

d* = deg(B) = deg(®) — deg(B'®) > deg(®) — 2g + 2. O
Zusatz 11.3 und Korollar 11.4 besitzen Analoga fiir duale arithmetische Codes.

Zusatz 11.9. Es sei ¢ der minimale Grad eines ganzen Divisors €, sodaff B~ 'SE
fiir einen ganzen Teiler B von A ein kanonischer Divisor ist. Dann hat der Code

C*(2A, &) die Minimaldistanz
d* =deg(®) —2g+2+c.

Insbesondere wird die untere Schranke in Satz 11.8 genau dann angenommen, wenn
die kanonische Klasse Wy, von F:F, einen Divisor der Gestalt B1G mit 1)B|A
besitzt.

Beweis. Der kanonische Divisor eines Differentials ¢ sus A(A7'®) hat die Form
(6) = B 'BE, wobei B wie im Beweis von Satz 11.8 das Produkt der Primteiler 3
von 2 mit ordyg(d) = —1 und € ein zu 2A fremder ganzer Divisor ist. Dann gilt fiir

das Gewicht von (0)
w((9)) = deg(B) = deg(&C) — 29 + 2 = deg(®&) — 2g + 2 + deg(<).

Ist umgekehrt ¢ ein ganzer Divisor, fiir den B~ 1&¢ fiir einen Teiler B von A kano-
nisch ist, so gehoren die Differentiale ¢ mit (§) = B~'& zu A(B'6) C A(A'SB).
Dies beweist die Behauptung. O]

Aus Satz 11.8 erhalten wir unmittelbar

Korollar 11.10. Ist der Goppa-Divisor eines dualen arithmetischen Codes kein spe-
zieller Divisor, so hat der Code die Dimension i(2A7'®). O

Beispiel 11.11. Wir betrachten nun das "duale Analogon” zu Beispiel 11.5. Wegen
deg(®) =6 > 0 = 2gp.r, — 2 hat der duale Code C*(2, &) Dimension

o =i(A7'8) = dim(A'S) — deg(A'S) + gpp, — 1 = —deg(A'®) =3
sowie Minimaldistanz
d* Z deg(@) — 29F:]F4 + 2 =06.

Alsoist C*(2, &) ein [9, 3, d*],-Code mit Minimaldistanz 6 oder 7. Auf dieselbe Weise
erhélt man, dafl C*(2, ;) fir i = 1,2 lineare |9, 6, d*|;-Codes mit Minimaldistanz
d* > 3 sind.
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Satz 11.12. Die Codes C(A, &) und C*(A, &) sind dual zueinander.

Beweis. Zuniichst vergleichen wir die Dimensionen der Codes C*(2(, &) und C(2(, &)+
und erhalten unter Verwendung des Satzes von Riemann-Roch

dim(C* (A, &) =i(A'B) — i(&)
=dim(A'G) — deg(A'8) + g — 1 — (dim(B) — deg(&) +g — 1)
= deg(2) — dim(&) + dim(A'S) = n — dim(C(A, &)).

Ihre Dimensionen stimmen also iiberein und wir benétigen fiir den Beweis des Satzes
lediglich eine Inklusion. Wir zeigen

CH(A, B) < O, B)*.

Es seien = eine Funktion des Riemann-Roch-Raums £(&) und 0 ein Differential
aus A(2A7'®). Es ist zu zeigen, dafl die zugehorigen Codewdrter ¢(x) und ()
orthogonal zueinander sind, d.h. daf} sie die Gleichung

Resgp, (9)
< o(x), ¥(0) >= (2(P1), .-, 2(Bn)) E =Y @(PB) Resp(d) =0
Resg, () PlA

erfiillen. Nach dem schwachen Approrimationssatz existiert zu jedem Primdivisor 3
von 2 ein Element ¢ = ¢ty mit ordy(t) = 1. Beziiglich dieses sogenannten Primele-
mentes ¢t zu P hat eine Funktion x € £(®) in der Komplettierung Fiz = [F,((¢)) eine
Laurententwicklung =z = > o a,t" mit Koeflizienten aus F,. Da ‘B kein Teiler
von & ist, verschwindet der Hauptteil dieser Laurententwicklung und es gilt

x = Zant" e F,[[t]] mit ag = z(P).

Das Differential § € A(207'®) hat beziiglich dieses Primelements ¢ eine Darstellung
d = sdt mit ordg(s) = ordg(d) > —1. Genauer hat man

<Z b t”) dt  mit b, € F, und b_; = Resg(9).

n>—1
Insgesamt gilt also
Resq(xd) = apb_1 = z(*P) Resg(0).
An zu 2 teilerfremden Primdivisoren B ist 2§ € A(A~!) reguldr mit Resyp(xd) = 0.
Mit Hilfe des Residuensatzes erhalten wir schliefllich
Z Resqg(x6) = ZReSgp$5—<¢()w()>. O
PBePr.x PBIA

Aus der allgemeinen Dualitdtstheorie linearer Codes (Abschnitt 2.2) folgt nun

Korollar 11.13. Jede Erzeugermatriz von C*(A, ®) ist eine Kontrollmatriz von
C (A, 8) und umgekehrt. O
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11.3 Duale Goppa-Divisoren

Satz 11.14. Die Klasse der arithmetischen Codes ist abgeschlossen beziiglich Dual-
isierung. Fin dualer arithmetischer Code C*(2, &) kann wie folgt als arithmetischer
Code konstruiert werden:

(a) Es gibt ein Differential 6 € A mit ordgp(d) = —1 und Resyp(d) = 1 fir alle
Teiler B von .

(b) Mit &* := (§)ASG ! gilt dann C*(A, &) = C (A, &*).

Beweis. Die Aussage (a) folgt fast direkt aus dem schwachen Approzimationssatz.
Nach diesem gibt es eine Variable z, die an allen Stellen ‘By,...,,, Ordnung 1
besitzt. Dann ist das Differential 6 = % an diesen Stellen nicht regulér und es gilt
ordg(d) = ordg(27) = —1 sowie Resgp(d) = resp(z~") = 1 fiir P|2A. Der Divisor &*
ist wegen

ordsy, (8*) = ordg, ((§)AG ™) = ordg, (87') =0
wie & fremd zu 2 und somit ist C'(A, &*) ein wohldefinierter arithmetischer Code.
Es bleibt also nur noch die Giiltigkeit von C*(2, &) = C(, &*) nachzuweisen.
Die zum Wort = (z(B1),...,2(P,)) € C(A, B*) zugehorige Funktion z ist ein
Element des Raumes £(®*) und besitzt den Divisor (x) = €(&*)™! = €6(§) 1A~
Fiir den kanonischen Divisor von zd impliziert dies (zd) = (z)(d) = €2A~'®. Damit
ist 20 ein Differential aus A(2A~'®). Werten wir das Residuum von z§ an den Stellen
PB|2A aus, so ergibt sich nach Definition von §

Resy(8) = 2(%) Resy(8) = 2(%).
Also ist C'(2A, &*) ein linearer Unterraum von C*(2, &) der Dimension
dim(C'(2A, &*)) = dim(6*) — dim(A'&*) = dim((§)AS ") — dim((5)&1).

Nach dem Satz von Riemann-Roch gelten dim((§)& ') = i(®) bzw. dim((0)A& ) =
i(2A7'®) und somit folgt

dim(C(2A, &*)) = i(A'&)) —i(6) = dim(C* (A, &)).
Das zeigt C'(2, &*) = C*(A, 8). O

Korollar 11.15. Zwischen der Restklassenauswertung und der Residuenauswertung
eines arithmetischen Codes besteht folgender Zusammenhang

C(A, &) = C*(A, &) = C(A, &)~

Definition 11.16. (Dualer Goppa-Divisor)

Der Divisor &* in Satz 11.14(b) definiert durch &* := (§)A® ! mit einem Differential
0 € Ap.x mit Ordnung —1 und Residuum 1 an den Stellen Py,..., B, wird im
folgenden als zu & dualer Goppa-Divisor bezeichnet. Sind iiberdies sowohl & als
auch &* nicht-speziell, so heiflen sie normale Goppa-Divisoren.
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Korollar 11.17. Ist der Goppa-Divisor & eines arithmetischen Codes C' = C(2, &)
gleich seinem dualen Goppa-Divisors &*, so ist C' selbstdual. 0

Definition 11.18. (Quasidquivalenz)
Zwei lineare Codes C, C' < IF " heiflen quasifiquivalent, falls es Elemente cy, ..., c,
aus F* und eine Permutation ¢ von n Elementen gibt, sodaf gilt:

(21,...,2,) € C <= (1%6(1), - - - s CnTo(n)) € C.

Anmerkung 11.19. Quasidquivalente Codes haben dasselbe Gewichtspolynom,
aber nicht notwendig dieselbe Symmetriegruppe.

Aufgabe 11.20. Zeigen Sie, dafl d&quivalente Goppa-Divisoren bei gleichen Auswer-
tungsdivisor quasidquivalente arithmetische Codes erzeugen.

Genauer: Ist C(2, &) ein arithmetischer Code und & ein zu ® Aquivalenter Divisor,
so sind folgende Paare von arithmetischen Codes jeweils quasidquivalent:

(a) C(A,®) und C(A,B)  sowie (b) C*(2, &) und C*(A, &).






Kapitel 12

Rationale Codes und Symmetrien

12.1 Rationale Codes

Definition 12.1. (Rationaler Code)
Ein arithmetischer Code C'(2, &) {iber einem Funktionenkérper einer Variablen F:IF,,
heif}t rational, falls F":F, ein rationaler Funktionenkérper ist.

Da rationale Funktionenkorper Geschlecht 0 besitzen, gilt als unmittelbare Folgerung
des Korollars 11.4 die

Bemerkung 12.2. Rationale Codes sind pseudorational. 0

Dieses Ergebnis wird auch durch die in diesen Abschnitt gelieferten expliziten Be-
schreibungen der rationalen Codes bestatigt.

Notiz 12.3. (a) Nach dem Satz von F.K. Schmidt [Sti93, V.1.11.] ist der klein-
ste positive Divisorgrad eines Kongruenzfunktionenkorpers gleich 1. Demnach sind
Kongruenzfunktionenkoérper vom Geschlecht g = 0 stets rational.

(b) Rationale Kongruenzfunktionenkérper haben die Nullklassenzahl 1 [Sti93, V.1.],
d.h. zwei Divisoren sind dquivalent, sofern sie gleichen Grades sind.

(c) Die Lange eines arithmetischen Codes ist stets durch die Anzahl der rationalen
Stellen, also durch #]P’E%q, beschrénkt. Rationale Codes iiber F,(¢) haben somit
hochstens die Linge g + 1.

(d) Hat ein rationaler Code C'(2(, ®) einen Goppa-Divisor & mit deg(®) > —1, so
gilt unmittelbar nach Korollar 11.4

dimp, (C'(, ®)) = min{deg(®) + 1, deg(A)}.

In Kapitel 3 haben wir (verallgemeinerte) Reed-Solomon-Codes eingefiihrt. Fiir
g > n > k > 0 sind diese definiert durch

RSi(a,b) = {(b1f(ar), ., bnf(an)) : f € Fy[t], deg(f) <k}

mit paarweise verschiedenen Elementen ai,...,a, € F, und beliebigen b;,...,b, €
Fy. Geméf Bemerkung 3.10 haben diese Codes haben Singletondefekt 0.
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Satz 12.4. (Zusammenhang zwischen Reed-Solomon-Codes und rationalen Codes)

(a) Jeder Reed-Solomon-Code RSy (a,b) dber IF, ist ein rationaler Code. Dabei
gilt RSi(a,b) = C(A, &) mit A := [}, (t — a;)o und & := (t)57"(u)~", wobei
u € F,[t] ein Polynom mit u(a;) = b; und deg(u) < n ist.

(b) Jeder rationale Code C(U, &) dber F,[t] mit 0 < deg(®) < n < q ist ein
Reed-Solomon-Code.

Beweis. (a) Die Existenz eines Polynoms u € F,[t] vom Grad deg(u) < nmit u(a;) =
b; fiir j = 1,...,n folgt aus der Lagrangeschen Interpolationsformel. Wir betrachten
im rationalen Kongruenzfunktionenkérper F,(t):F, die Divisoren B; := (¢ — a;)o,
=[]}, B, und & := (t)’;gl(u):l. Wegen deg() =n > k — 1 = deg(®) > —1
gilt fiir den arithmetischen Code C' := C(2, &) nach Notiz 12.3(d)

dimp, (C) = deg(®) + 1 = k.

Die Funktionen u, tu, . . ., t* "'« bilden eine Basis des linearen Raums von & und wir
erhalten nach Satz 11.2 (b) (£u(P;))o<;<p_11<;<n 218 Erzeugermatrix von C. Diese
Matrix erzeugt aber auch RS(a, b); wegen t(B;) = a; und u(PB;) = b; gilt ndmlich

(tiu(‘Bj)) 0<i<k—1,1<j<n (a;'bj) 0<i<k—1,1<j<n

Das zeigt die Gleichheit der Codes RSi(a, b) und C'(2A, &).

(b) Es seien der Goppadivisor & und der Auswertungsdivisor 2 := H?Zl B, eines
rationalen Codes iiber F,(t) der Linge n < g gegeben. Wir setzen k := deg(®) + 1
und a; := t(*P,;). Die Elemente ay, ..., a, sind somit paarweise verschieden. Da ein
rationaler Funktionenkérper iiber F, genau ¢ + 1 rationale Stellen besitzt, gibt es
einen Primdivisor P, vom Grad 1, der fremd zu 2l ist. Ohne Einschrankung kénnen
Wir () = Poo annehmen. Der Divisor &P" hat Grad 0 und Dimension 1 (nach
dem Satz von Riemann-Roch). Somit existiert eine Funktion u € [F,(¢) mit Divisor
(u) = P1G~L. Damit ist L£(B) = F, (u, tu, ..., t" 1u). Wir setzen b; := u(B;). Da
& fremd zu den Primdivisoren ‘B; ist, sind by, ..., b, Elemente der multiplikativen
Gruppe F des endlichen Korpers F,. Nach Satz 11.2 ist daher die Matrix

(tiu(mﬂ’))ogigkq,gg’gn - (a;'bj)ogigk—l,lgjgn

eine Erzeugermatrix von C(2, ®). Gemaf der Voraussetzungen 0 < k < n < ¢
und by, ...,b, € Fy sowie a; # a; fiir i # j erzeugt diese Matrix aber auch einen
(verallgemeinerten) Reed-Solomon-Code. O

Zusatz 12.5. Rationale Codes tber F,(t) der Mazimallinge q + 1 sind projektive
Reed-Solomon-Codes.
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Beweis. Es sei ein rationaler Code C' = C'(2, &) iiber [F,(¢) mit Auswertungsdivisor
A = Hgg B; gegeben. Da FJ*! ein projektiver Reed-Solomon Code ist, kénnen
wir nach Notiz 12.3(d) ohne Einschréinkung dimg, (C) = dim(®) = deg(®) + 1
annehmen. Wir konnen ebenfalls die Erzeugende ¢ von F,(¢) so normieren, daf
(t) = ‘,B{qul gilt. Divisoren vom Grad 0 iiber rationalen Funktionenkorpern sind
nach dem Satz von Riemann-Roch Hauptdivisoren. Daher existiert wie schon im
Beweis zu Satz 12.4 eine Funktion u € F,(t) mit (u) = B 161, Somit ist £(&) =
Fo(u,tu, ..., t*'u). Wir definieren a; := t(B;) € F, und b; := u(P,;) € Fy fiir
j=1,...,q sowie ¢ := t* 'u(PBgs1) € F (wegen (t*~'u) = P ~'&"!). Die Ele-
mente ay, . .., a, sind paarweise verschieden und es gelten fiir s € {0,...,k—1} und
jed{l,....q}

tu(Pi) = t'(PB;)u(P;) = ajb; sowie  t'u(Pyi1) = 0.

Die Erzeugermatrix von C' hat somit die Gestalt

u(P1) e u(PBy) w(PBg+1) by e bq 0
th=2u () F2u(By) 2 u(PByrr) - a2, ... a’;*qu 0
F(B) L (B, (B \a Tl
und ist daher nach Abschnitt 3.3 auch eine erzeugende Matrix eines projektiven
Reed-Solomon-Codes. O

Anmerkung 12.6. Die Gewichtspolynome rationaler Codes erhélt man durch die
Gewichtspolynome von Reed-Solomon-Codes, die schon in Abschnitt 3.4 berechnet
worden sind.

Die Umkehrung von Zusatz 12.5 gilt bei einer Erweiterung des Begriffs arithmeti-
scher Code fiir nicht-fremde Divisoren 2 und &.

Definition 12.7. (Quasiarithmetischer Code)

Es seien Divisoren 2 := [[_, P; mit P, € P}%]%q und & zu einem Kongruenzfunk-
tionenkorper F' : I, gegeben. Weiterhin seien ¢; € ‘3; Primelemente zu den Teilern
B; von A und e; := ordy, (&) die Ordnung von & an diesen Stellen. Dann heifit

CEL,B) = {1 2(P1),.. ..t x(Pn)) 1 v € L(B)} <TF.
ein quasiarithmetischer Code.

Anmerkung 12.8. Die Definition eines arithmetischen Codes C'(2, &) bei nicht-
fremden Divisoren 2 und & ist abhéngig von der Wahl der Primelemente ¢; € R3;.
Daher sind diese quasiarithmetischen Codes nur eindeutig bis auf Quasidquivalenz.

Aufgabe 12.9. Man zeige, dafl projektive Reed-Solomon-Codes quasiarithmetische
Codes iiber rationalen Funktionenkorpern sind.
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12.2 Symmetrien arithmetischer Codes

Die Automorphismengruppe Aut(F:K) eines (allgemeinen) algebraischen Funktio-
nenkdrpers F: K operiert auf der Divisorengruppe Dp.x via P*={z* : z€PB} und
(PA)* = PO fiir « € Aut(F:K) und Primdivisoren B, Q € Pp.x. Tatséchlich ist
mit P auch P ein Primdivisor, da offensichtlich Oy ein Bewertungsring von F:K
mit zugehorigem maximalen Ideal B ist. Ferner gilt P* = ¢*Oy fiir ein Primele-
ment ¢ € P, was

ordge (%) = ordg(z)

zur Folge hat. Ein Automorphismus o € Aut(F:K) induziert weiterhin eine Iso-
morphie zwischen den Restklassenkérpern Ry = Og/PB und Rge = Oga /PB* via

z2(P) — 2% (P*). Das zeigt
deg(B) = [Rop: K] = [Rape: K] = deg (P7)

sowie
n

[0 - - - = « « -1 «
N IE T I ) (IR
=1 j=1 =1 j=1
Speziell fiir einen rationalen Funktionenkdrper F' = K (t) ist Aut(F:K) isomorph
zu PGLy(K), da die Automorphismen von F:K durch die M6biustransformationen

t— gtt—is mit det (‘; Z) # 0 gegeben sind. Desweiteren stehen die rationalen Stellen

von F:K in Bijektion zu den projektiven Punkten aus P! (K) vermoge
PBoo = ()oo — (0: 1) und Bo=(x—a)+— (1:a)

(vgl. auch [Sti93, 1.2.3.]). Da PGLy(K) dreifach transitiv auf P(Y)( K') wirkt, operiert
auch Aut(F:K) dreifach transitiv auf P ;1;(

Bemerkung 12.10. Fin Automorphismus o € Aut(F:K) eines algebraischen Funk-
tionenkorpers F:K ist die Identitdt, falls (1) oder (2) gilt.
(1) Alle Primdivisoren B € Pr.i sind invariant unter c.

(2) Der Automorphismus « fiziert mehr als 2gp.x +2 Stellen in ]P’}g)
Beweis. (1) Sind alle Primdivisoren invariant unter @ € Aut(F:K), so gilt dies
auch fiir alle Divisoren von F:K und somit insbesondere fiir alle Hauptdivisoren,
d.h. es ist (z*) = (z)* = (z) fiir alle Funktionen x € F'*. Es gibt daher fiir jede
Funktion z € F* eine nichtverschwindende Konstante ¢, € K* mit % = c,z.
Zwei Konstanten c,, ¢, zu K-linear unabhéngigen Variablen = und y sind gleich, da
aufgrund der Homomorphieeigenschaft von «

G+ ey = 3%+ y* = (T +y)* = copy(T +y)

und somit ¢, = ¢,y = ¢, gilt. Also ist a eine Streckung um eines Faktor ¢, d.h. es
gilt a = ¢-idp.x. Wegen |k = idg ist dies aber nur fiir ¢ = 1 moglich.
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(2) Die Primstellen Py, ..., Pagi2, Poo € P} .5 seien invariant unter o € Aut(F:K).

Da 2g und 2g+1 keine Fehlzahlen einer rationalen Stelle sind,

existieren zwei Funktionen x und y aus F' mit Polstellendivi- F

soren (7)o = P29 und (y)oo = P2 Dann sind die Korper- 29 ‘ 9941
grade [F:K(z)] = deg(x)s = 2¢ und [F:K(y)] = deg(y) = K (@:y)

2g + 1 teilerfremd. Aus der Gradformel fiir Koérpererweite- \

rungen folgt ' = K(z,y). Nach Voraussetzung gilt fiir die K@) K(y
Primdivisoren Py, ..., Poy 1o wegen z(P;) € K

(o =) () = (i) — 2" (B) = o(B) — (w (P = 2(P) = (@(P)" = 0

und entsprechend (y — y*)(B;) = 0. Wir nehmen nun an, dal x # x“ ist. Nach
Voraussetzung hat x* denselben Polstellendivisor wie z wegen

(200 = (2)3% = (P2)" =P

Also hat die Funktion 2 —z® hochstens den Polstellengrad 2¢ (Dreiecksungleichung)
bei mindestens 2g 4 2 Nullstellen (n&mlich B, ..., PBs,12). Das ist ein Widerspruch,
da Hauptdivisoren Grad 0 haben. Hieraus folgt x = £ und in analoger Weise y = 3.
Das zeigt a = idp, da F' von = und y erzeugt wird. O]

Definition 12.11. Zu einem arithmetischen Code C(2, ®) iiber F' : F, mit A :=
H?zl B, definieren wir

Aut(2, &) := {a € Aut(F:F,) : A* = A und 6 = B},
Aut" (A, &) = {a € Aut(FF,) : A* = A und 6 = (u)® fiir v € F mit u(P;) = 1}.

Notiz 12.12. Wegen der Bedingung 2A* = 2 permutiert ein Element o der Auto-
morphismengruppe Aut(2(, ) bzw. Aut*(2, &) die Primteiler P, ..., des Aus-
wertungsdivisors .

Satz 12.13. (Operation der Automorphismengruppe auf dem Code)
Es sei C(2, &) ein arithmetischer Code tiber dem Kongruenzfunktionenkorper F:IF,,.
Dann gelten

(a) Aut(A, &) operiert auf C(A, &) vermoge
7 Aut(2, &) — Sym(C(A, &), «— 7w, mit
To(@) = ((P7), -, 2(B2)) = @ PBraw)s - 2(Bra(m)) fiir v € L(B).

(b) Unter der Voraussetzung n > 2gp.r, + 2 ist diese Operation treu, d.h. 7 ist
injektiv.
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Beweis. (a) Fiir o € Aut(2, ) liegt mit z € £(®) auch das Urbild 2* ' unter o
in £(®), und es gilt aufgrund =(;) € F, die Gleichheit z(L¥) = 2 (P;). Somit
ist mo(x) ein Codewort aus C'(,®) und die Permutation 7, gehdrt zur Symme-
triegruppe Sym(C(2, &)). Also ist die Abbildung 7 wohldefiniert. Es bleibt ihre
Homomorphie zu zeigen. Dazu benutzen wir auf der Symmetriegruppe die Verkniip-
fung 7 - ¢ := ¢ o, die die Gruppenstruktur von Sym(C'(2, &)) erhilt. Es ist

Tag(@) = (2(P17), ... 2(PBy7) = ma((2(B7), ..., 2(B7))) = 75 0 Ta(),

und damit 7(af) = w(a) - 7(5).
(b) Es sei « ein Element aus dem Kern von 7, das heifit es sei 7, = idg,. Dann
besitzt o mehr als 2g+ 2 Fixpunkte in ]P’bg]%q, was nach Bemerkung 12.10 (2) o = idp

impliziert. [

12.3 Symmetrien rationaler Codes

Es sei F' = F,(t) ein rationaler Funktionenkérper mit endlichem Konstantenkorper
IF,. Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis von

Satz 12.14. (Isomorphie zwischen Automorphismen- und Symmetriegruppe)

Es sei C = C(2A,®) ein rationaler Code mit 1 < deg(®) < deg(A) — 3. Dann ist
die Symmetriegruppe Sym(C') des Codes isomorph zu Aut™(2, ). Ist zusdtzlich der
Goppadivisor & ganz, so gilt Sym(C') = Aut(A, &).

Notiz 12.15. Die Bedingung 1 < deg(®) < deg(2) — 3 aus Satz 12.14 besagt,
daB C' ein nichttrivialer Code ist, d.h. C' ist weder der Nullcode noch besitzt er die
Parameter [n,1,n],, [n,n —1,2], oder [n,n,1],.

Das folgende Beispiel zeigt, dafl der Satz 12.14 im allgemeinen nicht gilt, falls der
Goppadivisor den Grad deg(®) = 0 oder deg(®) = n — 2 hat.

Beispiel 12.16. Esist C = C(,1) =F,-(1,...,1) ein trivialer rationaler [n, 1, n],-
Code mit beliebigen Auswertungsdivisor. Dann ist die Symmetriegruppe des Codes
C &quivalent zur Permutationsgruppe S,. Da aber im allgemeinen Aut(F:F,) =
PGLy(F,) nicht isomorph zu S, ist, kann die Aussage des Satzes 12.14 nicht fiir
deg(®) = 0 gelten. Ein Gegenbeispiel fiir deg(®) = n — 2 findet man wie folgt:
Der duale arithmetische Code C* = C*(2, 1) ist nach Satz 11.14 arithmetisch mit
Goppadivisor & = ()20 und nach Satz 11.12 dual zu C. Dann gelten deg(®) =
deg(2A) + deg((6)) = n+ 29 —2 = n — 2 und Sym(C*) = Sym(C*). Es ist leicht
einzusehen, dafl die Symmetriegruppen von C' und C* iibereinstimmen, da ein Code-
wort (z1,...,x,) € C* durch Y | x; = 0 charakterisiert ist. Also ist auch Sym(C*)
isomorph zu S,, und daher gilt im allgemeinen Sym(C*) # Aut(, (§)).

Dem Beweis des Satzes 12.14 stellen wir zwei Lemmata voraus.
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Lemma 12.17. Die rationalen Codes C(2, &) und C(A, &) mit 0 < deg(®) <
deg(2A) — 2 seien identisch. Dann sind & und & dquivalent, und es eristiert eine
Funktion v € F mit Hauptdivisor (u) = &G~ sowie u(P;) = 1 fiir alle Primteiler
B, von .

Beweis. Nach Notiz 12.3 sind zwei Divisoren in F' dquivalent, sobald sie nur den
gleichen Grad haben. Dies ist fiir die Goppadivisoren & und & der Fall, wegen

deg(®) + 1 = dimg, (C) = dimg, (C) = min{deg(B) + 1, deg(A)} = deg(®) + 1,

wobei C' und C' die Codes C(2, &) bzw. C(2, &) bezeichnen. Also existiert eine
Funktion u € F mit Divisor (u) = 8&~!. Fiir diese gilt insbesondere u(P,) € F ;
fir j = 1,...,n. Dabei sei ohne Einschrankung u(*3;) = 1 (sonst wahlen wir die
Funktion (u(;))~" - u). Es ist nun zu zeigen, dafl u(B;) = 1 auch fir j =2,...,n
gilt. Dazu betrachten wir einen ganzen Teiler B von A(PP,;) ! = [, 21, Bi vom
Grad deg(B) = deg(®) < deg(2) — 2. Wie oben existiert wegen der Gradgleichheit
eine Funktion x € F' mit (z) = B&~'. Also hat das Produkt uz den Divisor (uz) =
B6 ! und liegt in £(&). Wegen C = C gibt es also eine Funktion y aus £(&),
sodafl die Codeworter uz = (ux(Pi),...,uz(P,)) und y = (y(P1),...,y(PBn))
ibereinstimmen. Fiir Primteiler 8 von B ist 2() = 0 und somit auch y(P) = 0.
Wegen u(*P1) = 1 gilt zudem (1) = y(P1). Also befindet sich die Differenzfunktion
r — y im trivialen linearen Raum L£(&(P,B)') = {0}. Damit folgt u(P;) = 1 aus:

07 z(B;) = y(B;) = ur(P;) = u(B;)x(P;)- B
Lemma 12.18. Die rationalen Codes C'(2A, &) = {(z(B1),...,2(Pn)) : v € L(B)}
und C(,8) = {(x(P1),...,2(Pn)) : v € L(B)} mit 1 < deg(B) < deg(A) — 3
seien identisch. Dann gibt es einen Automorphismus o € Aut(F:F,) mit B = P,
firi=1,...,n.
Beweis. Wie in Abschnitt 12.2 gezeigt, operiert Aut(F":F,) dreifach transitiv auf
Plg]%q, folglich existiert ein a € Aut(F:F,), sodaBl P& = P, fiir i = 1,2,3 gilt.
Nach Bemerkung 12.10 (2) ist dieser Automorphismus sogar eindeutig. Wir setzen

$H = &% und Q; = P. Es gilt mit unseren Voraussetzungen folgende Gleichheit
der Codes

O(Ql o Qmﬁ) - O(‘Bl tt mm 6) = C(sﬁl T q}m é) - C(QIQ2Q3$4 e JBn? é)

Zu zeigen ist nun, daB aus Q; = P, fiir i = 1,2,3 auch Q; =P, fiir i = 4,...,n
folgt. Angenommen, es sei ; # P, fiir ein j > 4. Wir setzen m := deg($)) = deg(®)
und wéhlen m — 1 Indices iy, ..., i,—1 aus {4,...,n}\ {j}. Dies ist moglich, da nach
Voraussetzung

m<n-—3

gilt. Als rationaler Funktionenkorper enthélt F' Variablen x,y mit
_ BiQis - Qi _ B
9 9

() und  (y)
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Nach unserer Annahme ist also die Funktion § nicht-konstant. Zudem gibt es auf-

grund C(Q; - - - Q,,,9) = C(Py - - - P, B) Variablen 7, § € L(S) mit
z(Q;) = #2(Ps) und y(Q,) = 5(Bs) firi=1,...,n.
Die Divisoren von = und y haben also die Gestalt

(i’) — mmn é mimfl sowie (g) _ mjm“ é %im71
mit R ¢ {Q1, Qo, Q3}. Wegen

(-8 = ()3
y) 9 y) B

sind die Quotienten % und % verschieden. Somit ist mit % auch die Differenz %—g €

E(Dﬂ}j) eine nicht-konstante Funktion mit hochstens zwei Polstellen und minde-
stens drei Nullstellen, was wegen Q; = 3, fiir i = 1,2, 3 aus

Tz Noor(Qi)  E(Qi) r i —
(y y) () y(Qi) () 0t b2

folgt. Dies ergibt einen Widerspruch zur Annahme 9; # ‘,]~3j. ]

Beweis zu Satz 12.14. Den Homorphismus 7* : Aut™(, &) — Sym(C), o — m, fiir
C = C(2, B) definieren wir analog zu Satz 12.13, wobei die Wohldefiniertheit aus
der Bedingung u(J3;) = 1 fiir i = 1,...,n folgt. Ein von der Identitdt verschiedener
Automorphismus o € Aut*(2, &) kann nach Bemerkung 12.10 (2) nicht mehr als
zwei rationale Stellen auf sich selbst abbilden, also induziert o aufgrund deg(2) > 3
eine nichttriviale Permutation 7, in Sym(C'). Das zeigt die Injektivitdt von 7*.
Fiir o € Sym(C) und & € £(®) bildet (2(Borq1)), - - -, 2(Po@m))) ein Codewort aus C'.
Mit geordneter Reihenfolge der Primteiler J3; haben wir demnach also die Gleichheit
der Codes C' = C(P1 -+ - P, &) = C(Po1) - - - Bon), ®). Nach Lemma 12.18 existiert
somit ein Automorphismus o € Aut(F"F,), der die rationalen Stellen 3; genauso wie
o permutiert, das heifit B, = Pi* fiir ¢« = 1,...,n. Dies impliziert die Gleichheit
2A* = 2 und damit C(A*, &%) = C(A,8) = C(A*, &), da xz(PB;) invariant unter
« ist. Mit Lemma 12.17 erhalten wir nun eine Funktion v € F' mit Divisor (u) =
&(6*)~! sowie u(P;) = 1 fiir i = 1,...,n. Also ist a ein Element aus Aut*(2, &)
und es gilt 7, = 7*(a) = 0.

Fiir die zusitzliche Aussage betrachten wir die Funktion v — 1. Diese verschwindet
an den Stellen Py, ..., B,,. Im Falle u # 1 steht dies im Widerspruch zu

deg((u = 1)o) = deg((u — 1)oo) < deg((u)oo) = deg((u)o) = deg(&) <n — 3.

Also ist v = 1 und daher &% = &. O
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Beispiel 12.19. Es seien wie bisher /' = F,(t) ein rationaler Funktionenkérper und

]P)I—S‘?ﬂz‘q = {SBO: sph s 7‘3@ sBoo}

seine rationalen Stellen mit (¢ — a;) = B, P
(a) Wir betrachten die sogenannten Standardcodes C,, = C(2, B2 ) mit Auswer-
tungsdivisor 2 = PP, - - - P,. Fiir 1 <m < ¢ — 3 gilt nach Satz 12.14

Sym(C,) = Aut(, P2 ) = Stab(P ).

Die Automorphismen aus Stab(P.,) entsprechen bijektiv den affinen Abbildun-
gen t — at + b auf F, mit « € F und b € F;, d.h. fiir einen Automorphismus
a € Stab(Ps) gilt a(P;) = (t — %’) o Folglich sind die Symmetriegruppen der
rationalen Standardcodes fiir 1 < m < ¢ — 3 allesamt gleich dem semidirekten
Produkt

Sym(Cr,) = Ff X Fy = Zg X Zg_.

(b) Betrachten wir nun die punktierten Standardcodes oW =c (B1--- Py, P) fidr
1 <m < q— 4. Dann ist die Symmetriegruppe von o isomorph zum Stabilisator
von PBp und P, in Aut(F:F,). Das sind alle Automorphismen « mit der Eigenschaft
a(Bi) = (t — aa; ) fiir a € FY. Das zeigt

Sym(CO) =F* =7, .






Kapitel 13

Elliptische und hyperelliptische
Codes

13.1 Elliptische Funktionenkorper und Codes

Definition 13.1. (Elliptische Funktionenkorper)
Ein algebraischer Funktionenkorper F:K heifit elliptisch, falls er vom Geschlecht
gr:x = 1 ist und rationale Stellen besitzt, d.h. wenn zusétzlich IP’P(}}( # 0 gilt.

Notiz 13.2. In elliptischen Funktionenkorpern stimmen Grad und Dimension von
Divisoren 2 € Dg.;c mit Grad deg(2) > 1 stets iiberein. Dies folgt aus dem Satz
von Riemann-Roch.

Satz 13.3. (Normalform elliptischer Funktionenkorper)
Es sei F:K ein algebraischer Funktionenkdrper. Dann sind dquivalent:

(a) F:K ist elliptisch und besitzt eine rationale Stelle ©O.

(b) F = K(z,y) ist eine galoissche Korpererweiterung von K(z) definiert durch
die Relation
y2 + asry + asy = 23+ agr® + asx + aop,

wobei () = O? und () Op = Klz,y] gelten.
P#O

Beweis. (a) = (b): Nach dem Liickensatz von Weierstrafi hat jede rationale Stelle
von F: K lediglich die Fehlzahl 1 und somit ist jede ganze Zahl s > 1 eine Polzahl von
9. Es gibt also zwei Funktionen z; und y; aus F mit (71)s = 92 und (y1)s = O3,
was F' = K (z1,y1) zur Folge hat (vgl. Beweis zu Bemerkung 12.10 (2)). Es sind dann
1, 1,91, 2%, 21 - y1, 23,47 linear abhéngig in £(0°), da der Divisor 9° Dimension 6
hat, d.h. es besteht eine K-Relation der Form

%‘?/% +asTiy1 + azy = bﬁﬂﬁi{’ + a4xf + asx + agp.
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Es gilt ag, bg # 0, da die Erweiterungen F:K(x;) und F:K(y;) Korpergrad 2 bzw.
Grad 3 besitzen. Multiplizieren wir die Relation mit agb? und setzen wir y := agbsy:
sowie = := agbgx1, so erhalten wir (mit neuen Koeffizienten a;) die Relation aus (b).
Die Erweiterung F:K (z) ist galoissch, da Gal(F:K(x)) den nichtrivialen Automor-
phismus y — —(y + asz + a3),z — x enthilt. Die Gleichheit der Ganzheitsringe
Klz,y] und () g, Oy folgt aus

() Og = JL©") = Kla] + yK[a] = K[z, y].
PF#O seN

(b) = (a): Nach Voraussetzung ist © eine (in F:K(z) total verzweigte) rationale
Stelle mit (7). = O? und daher auch mit (y)., = O?, da aufgrund der definierenden
Relation von F die Gleichungen [F: K (y)] = 3 und ordy(y*+aszy+asy) = —6 gelten.
Wir miissen zeigen, dafl F': K Geschlecht 1 hat. Da 2 und 3 und damit alle natiirlichen
Zahlen aufler 1 Polzahlen von O sind, gilt nach dem Satz von Weierstrafl gp. < 1.
Wire gp.x = 0 und damit F:K ein rationaler Funktionenkorper, so gébe es eine
Variable ¢ € F' mit Nennerdivisor (). = 9. Dies fiihrte jedoch wegen ¢ € (.5 Og
und ¢ ¢ K[z, y] zu (g0 Op # K[z, y] im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Bemerkung 13.4. Es sei F:K ein elliptischer Funktionenkérper und O € IP’P(}}{

eine rationale Stelle. Dann ist die Abbildung

1
X : Pfg}( - C}E‘)K
B — PO 'Hpx

bijektiv.

Beweis. Injektivitit: Werden zwei rationale Stellen B, ‘Bs unter x auf dieselbe Null-
klasse abgebildet, so sind diese dquivalent. Es gibt also eine Funktion z € F' mit
Divisor (z) = P;B,". Diese ist im linearen Raum L(P;) = K der Dimension
dim(P2) = deg(P2) = 1 enthalten und somit konstant. Hieraus folgt 1 = Po.
Surjektivitit: Es sei C € CP.j eine Nullklasse und € € C ein Divisor dieser Klasse.
Dann ist dim(€90) = deg(€O) = deg(O) = 1. Folglich existiert ein Element z aus

dem linearen Raum von €9 und eine rationale Stelle B, sodaf (2) = P(€O)~! bzw.
¢ =PO 1. (271 gilt. Dann ist P das Urbild von C unter x. O

Mit dieser Bijektion y 148t sich die Gruppenstruktur von Cp, ;- auf P }1}( ibertragen.
Als Verkniipfung schreibt man hierfiir

1 1 1
oo [Pl 5T = Pl
(B1,B2) — P D Po

wobei ‘B & P, durch —'mlg;% Hr.x = #55* Hp.x definiert ist. Dies ergibt folgendes

Korollar 13.5. Die rationalen Punkte einer elliptischen Kurve bilden eine abelsche
Gruppe. O
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Definition 13.6. (Elliptischer Code)

Ein arithmetischer Code iiber einem elliptischen Kongruenzfunktionenkérper, also
einem elliptischen Funktionenkorper mit endlichem Konstantenkorper, heift ellip-
tischer Code.

Notiz 13.7. Die Parameter eines elliptischen Codes C=C(2, &) lassen sich leicht
eingrenzen. Dazu werden die Aussagen aus Kapitel 1 verwendet.

(a) Entweder ist C pseudorational oder C' hat die Minimaldistanz n — k.
(b) Ist & ein Divisor der Nullklasse, so ist k£ € {0, 1}.

(c) Im Fall 0 < deg(®) < n hat C die Dimension k£ = dim(®) = deg(®).
(d) deg(®) =n impliziert n > k >n — 1.

(e) Aus deg(®) > n folgt C =T

Satz 13.8. (Gewichtsverteilung elliptischer Codes)
Fiir einen elliptischen [n, k,d],-Code C := C'(2U, &) gelten:

(a) Das erzeugende Polynom von C hat die Gestalt
k—1
Wo(r) =7+ 3 () (= DT = 1) 4 ou(r = 1)
1=0

(b) Der Koeffizient vy verschwindet, falls C' pseudorational ist. Hat der Code
Singletondefekt 1, so ist vy gleich der Anzahl wy der Codeworter mit Mini-
malgewicht:

V = Wy = (q — 1)#Md
Dabei ist My die Menge aller zu & dquivalenten Teiler B von A mit Grad
deg(B) =n—d =k.

Beweis. Wir verwenden die Ergebnisse der Bemerkung 2.22. Das erzeugende Po-
lynom ist Wo(T) = T + S oi(T — 1)) mit v = (7)(¢"" — 1) fiir die Indices
0 <1 < d*—1, wobei d* den Minimalabstand des dualen Codes C* = C*(2, ®)
bezeichne. Der Code C* ist nach Satz 11.14 wiederum elliptisch. Damit erfiillen C'
und C* die Relationen

Ek—1<n—-d<k bzw. E*—1<n-—d <k”
zwischen Lange, Dimension und Minimalabstand. Hieraus ergibt sich
d*>n—k=k>n—d,

was die Aussage (a) impliziert. Ist C' pseudorational, so gilt k& > n — d und somit
vk = 0. Liegt allerdings Singletondefekt 1 vor, so ist n — d = k, und man erhilt bei
Koeffizientenvergleich mit W (T') = .7 w; 7" die Gleichnung vy = wy. O



126 Elliptische und hyperelliptische Codes

Notiz 13.9. Die Anzahl w; der Codeworter eines Codes C(2, ®) vom Gewicht i
kann allgemein wie folgt ausgerechnet werden. Es sei M, die Menge aller Teiler 8B
von 2 mit den Eigenschaften: Es gilt deg(8) = n — ¢ und es gibt eine Funktion
u € L(B), sodaB (u)gB~"! fremd zu A und ganz ist. Dann ist w; = (¢ — 1) - #M,.

Wie in Kapitel 3 soll ein (pseudorationaler) Code trivial heiflen, sofern er die Pa-
rameter [n,n,1],, [n,1,n], oder [n,n — 1,2], besitzt. Dies sind bis auf Quasidquiva-
lenz der gesamte Raum F ', der n-fache Wiederholungscode sowie der Parity-Check-
Code. Den Nullcode zdhlen wir ebenfalls zu den trivialen Codes.

Satz 13.10. (Katsman-Tsfasman)
Ein nichttrivialer pseudorationaler elliptischer Code hat hochstens die Linge q + 2.

Vorbemerkung: Es sei M C Pﬁ%q eine Menge rationaler Stellen mit Elementanzahl
#M > q + 2. Dann enthdlt jeder lineare Raum L(C) eines Divisors der Dimen-
sion dim(€) > 2 eine nichtkonstante Funktion mit mindestens zwei (verschiedenen)
Nullstellen aus M.

Zum Beweis dieser Bemerkung kann man sich ohne Einschrankung auf ganze Divi-
soren € € Dp.p, beschrénken, denn aufgrund dim(€) # 0 ist € dquivalent zu einen
ganzen Divisor ¢ mit £(¢) 2 £(€) [Sti93, 1.4.5.]. Da ¢ mindestens Dimension 2 hat,
enthalt £(€) eine nichtkonstante Funktion z. Die Abbildung M — F,, R — z(R)
ist nicht injektiv, da z an mindestens ¢ + 2 Stellen ausgewertet wird. Folglich gibt
es zwel rationale Stellen PR, Ry mit a := z(R;) = 2(M2), und z — a ist ein nichtver-
schwindendes Element des Raumes £(€(RR,) ™).

Beweis zu Satz 13.10. Es sei C' := C(2(,®) ein elliptischer Code der Lange n :=
deg(2) > ¢ + 2 und Dimension k& # 0,1,n — 1,n. Der dazugehérige elliptische
Kongruenzfunktionenkérper F ist eine quadratische Kérpererweiterung von F,(z)
mit Galoisgruppe Gal(F:F,(z)) = (1)

(vgl. Satz 13.3). Eine rationale Stel- F=F/(z,y) P (P) Q

le P’ € P}?]%q in F' ist also entweder

tiber einer rationalen Stelle P in F,(z) () \ /
verzweigt mit Grad 2 oder sie erfiillt

B # (P')". Der Auswertungsdivisor Fy(@) » 2
von C' hat somit die Gestalt

A=PPT--BPrQ--- Qs mit2r+s=n>qg+3.

DaF,(z) genau g+1 rationale Stellen besitzt, gelten r+s < g+1 und somit » > 2. Als
Goppadivisor eines nichttrivialen Codes erfiillt & die Eigenschaft 1 < k = deg(®) =
dim(®). Daher sei & ohne Einschriankung ganz. Zudem ist C' pseudorational genau
dann wenn sein dualer Code C* pseudorational ist (Bemerkung 3.4). Wegen dim C'+
dim C* = n konnen wir schliefllich annehmen, dal & ein ganzer Divisor vom Grad

deg(®) = k < 7 ist.
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Im folgenden werden wir einen Teiler von 2 konstruieren, der dquivalent zu & ist.
In diesem Fall nimmt der Code C' nach Zusatz 11.3 die untere Schranke fiir die
Minimaldistanz an, d.h. C' hat den Singletondefekt 1. Es gibt zwei Félle:

1.Fall: Es gilt s > 1 oder C hat Dimension £ = 0 (mod 2). Dann gilt k—2 = 2r'+ 5’
mit ' := max{t < s: k = 2u+t}. Die vorausgesetzten Ungleichungen n > ¢+3 > 5
und k£ < n/2 implizieren 1’ < r — 2. Der Divisor

B = (”quyl- e mr’mzlgl e QS/

ist ein Teiler von 2 vom Grad k — 2. Somit hat B~'®& Dimension dim(B~'&) = 2.
Nach der Vorbemerkung erhalten wir also zwei rationale Stellen R;,Ry aus der
n-elementigen Menge

M = {“Blami—; cee 7%7”7 %:7 ‘1F’ s 7QZ’QS’+1a s 7Q8}7
sodall & ~ BR R, gilt. Ist BR R, bereits ein Teiler von 2, so sind wir fertig.
Andernfalls gibt es paarweise verschiedene Indizes 71,45 < 7’ und ji, jo < &, sodafl
R € {‘Bil, Z—l} oder R = Q;l (1311)
bzw. Ry € {Pi,, B, } oder Ry = QF, (13.12)

gilt. Falls notig, ersetzen wir im Fall 13.11 den Divisor ‘B durch den ganzen Divisor

B = B, P (BB baw. B = BP, BT, (Q,9])7
und im Fall 13.12 den Divisor B’ durch den ganzen Divisor
B = BP, P (P PL) ' baw. B = BPPI(Q,97,)
Wesentlich ist hier, da8 B,_1,B7_,, P, und P7 keine Teiler von B sind und B”
daher ein Teiler von 2 ist. Ein Divisor in F' der Form ‘PB‘B7 ist der Zahlerdivisor

(z — a)o fiir ein a € F,;. Somit sind die oben verwendeten Divisoren B,B; (BpP7)
Hauptdivisoren. Dies liefert die Aquivalenzkette

& ~ BRIRy ~ B'RIR, ~ B'RR,

zwischen & und einem Teiler von 2.
2.Fall: Es bleibt der Fall s = 0 und k ungerade. Dann ist £ —2 = 21/ 4+ 1 mit 7’ < 7.
Wir betrachten die (n — 1)-elementige Menge

M = {’3317 ‘33{7 s amh m;—}\{mv“url}'

Da #M =n —1 > q+ 2 gilt, ist die Voraussetzung fiir die Vorbemerkung erfiillt.
Der Divisor B'® mit

B =PPi-- PP B
besitzt Dimension dim(B~'6) = 2. Es gibt also zwei Stellen 2R;, R, aus M mit
& ~ BRNR,. Entweder ist BR R, ein Teiler von A oder es ist ohne Einschrankung
R, € {P;, P7} mit i < 7. Falls notig ersetzen wir B durch B’ := BR,PT (R, R]) L.
Dann ist & aquivalent zu B'R;R,. O
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Im allgemeinen haben nichttriviale pseudorationale elliptische Codes sogar héchstens
die Lange ¢ + 1. Eine Ausnahme bildet das folgende

Beispiel 13.13. Wir betrachten den elliptischen Kongruenzfunktionenkoérper F' =
Fy(x,y) mit der definierenden Artin-Schreier Gleichung (vgl. Kapitel 18)

Y +y =2

Anhand der Relation sieht man, daf die Polstelle O von x in F:F,(z) total verzweigt
ist. Weiter ergibt sich mit dem Dedekind Kriterium, dafl die Zahlerdivisoren von z—c
firc € Fy = {0, 1, a, b} zerlegt sind, d.h. esist (x—c)o = PP7, wobei 7 den Erzeuger
von Gal(F:F,(z)) bezeichnet. Damit ist

1 T T T T
Pfgslgﬁ:{ngv%Oaf’ph 17%117 aamba b?D}

die Menge aller rationalen Stellen in F. Diese bildet nach Bemerkung 13.4 eine
abelsche Gruppe der Ordnung 9 mit neutralem Element ©. Die Gruppenstruktur
ist durch die Tafel

O | PBo | Po | B | BT | Ba | BL| B | BY
Po | Bo | O | Pa | B | B | BT P | Ba
Bo PBo | Bo | B | P | By | Ba | Pi
B PO B[ Bo | Ba | Bo
Pi PBi| Po | Po | Bo | Pa
P PBo | O | PP
P PBa | Bo | P
B By | O
Bi By

gegeben, wobei wir den Leser ermuntern, diese nachzurechnen.

(Hinweis: Die Summe P & Q mit PO # 0Q? oder P # (z — ¢)o fiir alle ¢ € Fy
erhélt man wie folgt. Bestimmen Sie Koeffizienten k,l € Fy, sodaB u =y + 1 -2+ k
die Nullstellen 3 und £ besitzt. Dann ist u Element einer weiteren rationalen Stelle

R #£ O,PB, Q. Es folgt dann <%) = PA(R"O)~! und somit P H Q = R".)

Der Code C := C (U, &) definiert durch

6= s130532 und 2= ‘Blmgmamgmbmz

ist ein nichttrivialer elliptischer [6,3];—Code mit Minimaldistanz d = 3 oder 4.
Nach Zusatz 11.3 gilt d = 3 genau dann, falls ein Teiler von 2 dquivalent zu & ist.
Aufgrund der Gruppenstruktur von IP’IQ]%‘I gibt es fiir jeden Teiler B = Q5 von
2 eine rationale Stelle 3 mit

B 00,9, 9
& PO PoO
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Dann ist B& ! wegen L(PoO) = F4(1, L) nur fiir

‘BQ S {%097 (%6)27 mgmba f’p‘{ipa? mlmg}

ein Hauptdivisor. Wegen Q|2 ist PO € {PBoO, (PB7)?} nicht moglich. Wire PO =
BT Py, so folgte Q195 = PPy, im Fall Q = P, bzw. 9,9, = PTP7 im Fall Q = P7,
was sich mittels der Gruppentafel von ]P’}%)F4 iiberpriifen 148t. Da aber alle Primteiler
von 2 mit einfacher Ordnung in 2 aufgehen, ist somit PO # P7P,. Analog schliefit
man auch die restlichen Fille aus und es folgt dann d = 4 fiir die Minimaldistanz
von C'. Insbesondere ist C' ist pseudorational mit Lange ¢+ 2. Eine Generatormatrix

des Codes C ist durch

111111
11 a a b b
a b b 00 a

gegeben, die von den Funktionen 1, z, %1 + 1 erzeugt wird.
Die Sonderstellung dieses Beispiels belegt

Zusatz 13.14. (Munuera)
Nichttriviale pseudorationale elliptische Codes der Lange q + 2 sind [6, 3, 4]4-Codes.

Beweis. Wir stellen den Nachweis dieser Aussage als Ubungsaufgabe 13.16. O]

Die MDS-Vermutung (vgl. Abschnitt 3.1) ist also fiir die Klasse der elliptischen
Codes bereits bestéatigt. Im Abschnitt 13.3 beschéftigen wir uns weiter mit der MDS-
Vermutunyg.

Korollar 13.15. Ein nichttrivialer elliptischer Code tber IF, der Linge n > q + 2
hat Singletondefekt 1, sofern er nicht ein [6,3,4]4-Code ist. O

Aufgabe 13.16.

(a) Beweisen Sie Zusatz 13.14.

Hinweise: Ubertragen Sie den Beweis zu Satz 13.10 fiir n = ¢ + 2 soweit es
moglich ist und betrachten Sie die Ausnahmefille. Der Beweis geniigt nicht
im 1.Fall, wenn " = r — 1 gilt. Zeigen Sie dann, daf} es auch in diesen Fall
keine pseudorationalen Codes gibt! Im 2.Fall gibt es nur dann pseudorationale
Codes, falls n = g + 2 gerade ist. Zeigen Sie, dafl dann £ = 3 und ¢ = 4 folgen!

(b) Berechnen Sie alle elliptischen [6, 3, 4];-Codes bis auf Quasidquivalenz.
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13.2 Hyperelliptische Funktionenkorper

Definition 13.17. (Hyperelliptische Funktionenkérper und Divisoren)

Ein algebraischer Funktionenkorper F: K vom Geschlecht gr.;x > 2 heifit hyperel-
liptisch, falls F' eine quadratische Koérpererweiterung eines rationalen Funktionen-
korpers K (x) ist. Einen Divisor nennen wir hyperelliptisch, wenn er Grad und
Dimension 2 besitzt.

Bemerkung 13.18. (Existenz hyperelliptischer Divisoren)
Ein algebraischer Funktionenkorper F:K vom Geschlecht gp.ix > 2 ist genau dann
hyperelliptisch, falls er einen hyperelliptischen Divisor besitzt.

Beweis. Sei ein hyperelliptischer Divisor $) gegeben. Da £($)) nicht der Nullraum ist,
gibt es einen zu § dquivalenten ganzen Divisor 9t mit £(M) = L($). Somit existiert
eine nichtkonstante Funktion z € £() mit Poldivisor (). = Q|N. Wegen gp.x > 2
ist nur = 91 moglich und daher ist F': K () eine quadratische Erweiterung vermoge

[F:K(z)] = deg(z)o = deg(N) = deg(H) = 2.

Ist umgekehrt eine quadratische Korpererweiterung F: K (x) gegeben, so hat der Pol-
stellendivisor $) = (7)., den Grad deg($)) = [F:K(x)] = 2 und aufgrund K(1,z) <
L($) mindestens die Dimension 2. Nach dem Satz von Clifford gilt zuséatzlich

deg(9)

dim($) <1+ =2,

woraus die Behauptung folgt. O]

Satz 13.19. (Normalform hyperelliptischer Funktionenkérper)
Es seien g > 2 und F:K ein algebraischer Funktionenkorper mit ungerader Charak-
teristik. Dann sind dquivalent:

(a) F:K ist hyperelliptisch mit Geschlecht g.

(b) Esist F = K(z,y) mit der Relation y* = h(z), wobei das Polynom h quadrat-
frei ist und Grad 2g+ 1 oder 2g + 2 besitzt. Insbesondere ist F:K(x) galoissch.

Beweis. (a) = (b): Ist F:K hyperelliptisch, so gibt es einen ganzen Divisor $) mit
deg($) = dim($H) = 2 und eine Variable z € L£(9) mit [F:K(x)] = deg(z)e =
deg($)) = 2. Die Divisoren ¢ und $H9"! haben Grad 2g bzw. 2g + 2 und besitzen
somit nach dem Satz von Riemann-Roch die Dimension

dim(97) = deg(H?) +1-g=g+1
bzw. dim(H9*") = deg(HT)+1—g=g+3.
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Es gibt somit eine Variable y ¢ K (x), soda$ die linearen Réume die Gestalt

L(H)) =K(1,z,...,29)
bzw. L(H7) =K{1,z,...,29 1)

haben. Wegen K (z,y) # K(z) gilt dann F' = K (z,y). Die folgenden 3g+6 Elemente

2942 g+1 2
lx,...,x Y yx, .., yxdT und y

liegen im linearen Raum £($?972). Da dessen Dimension aber lediglich dim($?12) =
3g + 5 betrégt, sind diese Elemente K-linear abhéngig. Also existieren Polynome
fot1, fog+2 vom Grad deg(f;) < i mit

Y+ [y (2)y + fogra(z) = 0.

Substituiert man y durch y — fy41(2)/2 (was aufgrund char(F') # 2 méglich ist), so
erhilt man ein Polynom h € K[T] vom Grad deg(h) < 2g+ 2, das wegen y ¢ L($9)
auch deg(h) > 2g + 1 erfiillt, sodafl

y? = h(z)

gilt. Angenommen, das Polynom h sei nicht quadratfrei, d.h. es gelte y? = ¢2h mit
deg(gq) > 1. Dann ist die Variable y/q geméif

ordg(y/q) = ordg(y) — ordg(q) = g+ 1 —deg(q) < g

ein Element von £($)¢), was im Widerspruch zu £($9) < K|[x] steht.

(b) = (a): Aufgrund der Quadratfreiheit des Polynoms h ist F’ eine quadratische Er-
weiterung von K (z). Auflerdem folgt, dafl die Primteiler des Zahlerdivisors (h(x))o
mit Grad 2 verzweigt sind. Nach Dedekinds Differentensatz bedeutet dies fiir den
Grad der Differente deg(Dp.x()) > deg(h(x)). Mit der Hurwitzschen Relativge-
schlechtformel folgt hieraus

grx —1=1/2 deg(Dp.x@)) + [F:K(2)](9x @)k — 1)
—1/2 dea(Druxr) — 2
> 1/2 deg(h(z)) — 2
>qg—2

und damit gp.x > g > 2. Somit ist F:K hyperelliptisch. Angenommen, es sei § :=
gr.x > g- Dann gilt £($7) > L($H9T), wobei §) wie oben den Polstellendivisor von x
bezeichne. Es ist also y Element des linearen Raumes £($7), der wegen dim($?) =
g+ 1 die Gestalt £($7) = K(1,xz,...,29) hat (vgl. ersten Teil des Beweises). Aus
diesem Widerspruch ergibt sich gp.x = g. O]

Aufgabe 13.20. Beweisen Sie, daf} fiir einen hyperelliptischen Funktionenk&rper
F:K vom Geschlecht g gelten:
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(a) Es gibt genau einen rationalen Teilkrper R mit Index [F:R] = 2 und dieser
enthélt jeden rationalen Teilkorper K (z) mit [F:K(2)] < g.

(b) Esist R = K(x), wobei x ein Element des linearen Raumes £(20) eines ganzen
kanonischen Divisors 20 € W . ist. Man nennt R den Quotientenkérper
der ganzen Differentiale.

Korollar 13.21. (Spezielle Divisoren hyperelliptischer Funktionenkdrper)

Es seien F:K ein hyperelliptischer Funktionenkérper vom Geschlecht g, R der da-
zugehorige Quotientenkorper der ganzen Differentiale, 7 der zyklische Erzeuger der
Galoisgruppe Gal(F:R) und $ ein ganzer hyperelliptischer Divisor.

(a) Es sei € = [[°_,*B; ein Produkt von paarweise iber R nicht konjugierter
Primstellen mit Tragheitsindexr 1 in F:R, d.h. die Primteiler 3 von € sind
entweder verzweigt oder zerlegt in F:R und PB™ ist kein Teiler von EP~L. Zu-
dem sei ) kein Teiler von €. Dann hat jeder Divisor der Gestalt H"C mit
r+deg(€) < g—1 undr >0 die Dimension dim($H'€) =r + 1.

(b) Die Aquivalenzklassen der speziellen Divisoren in F besitzen Reprisentanten
der Form 9"C mit r + deg(€) < g — 1 und € in der Gestalt wie in (a).

Beweis. (a) Es ist £($) = K(1,z) und L($HY) = K(1,z,...,29) wie im Beweis zu
Satz 13.19. Also gilt

LH)=K(l,x,...,2") < K[x] firl<r<g.

Fiir einen Primdivisor P € Pr.x vom Grad s ist PP7H~° der Hauptdivisor eines
Polynoms in z. Folglich ist €¢7 dquivalent zu $%¢(® und es bezeichne f(x) die
Funktion aus R mit Divisor ¢¢7$~ 9@ Eg gilt daher

L(HC) < L(HEET) = L(H ) < K[x],

wobei die letzte Inklusion aus r+deg(€) < g—1 folgt. Fiir eine Funktion z € L($"¢)
ist 2 - f(x) also ein Polynom in L£($"+4e(®) < K[z]. Somit ist 2 eine rationale
Funktion in z. Aufgrund seiner Gestalt besitzt der Divisor € allerdings keine Teiler
des Polstellendivisors von z und folglich enthélt £($H"¢€) ausschliefflich Polynome
und L(H"E)\L($H") ist leer. Das zeigt dim(H"C) = r + 1.

(b) Es sei & ein ganzer spezieller Divisor. Abgesehen vom Teiler $)° mit s = ordg(S)
148t sich & in drei Faktoren 2, B und € zerlegen, wobei A = [[‘B;P7 das Produkt
von in F: R verzweigter oder zerlegter und B = [ [ R; das Produkt von in F:R trager
Primstellen sei. Es gelten

B,PT ~ §des(P.) und R, ~ 5%deg(%).

Der Divisor € habe die Gestalt wie in (a). Der spezielle Divisor G ist also dquivalent

zu H"C mit r = s + % deg(AB).
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Im Fall deg(6) < g — 1 ist offensichtlich r + deg(€) < g — 1 erfiillt. Andernfalls ist
deg(S) > g und dim(&) > 0. Aufgrund deg($H?!) = 29 — 2 und dim($H?9™!) = g ist
$97! ein kanonischer Divisor und es folgt nach dem Satz von Riemann-Roch

dim($'671) =i(6) > 0.

Die Aquivalenzklasse von $971G7! mit Grad deg(H971671) < g — 1 enthilt also
einen ganzen Divisor & (vgl. [Sti93, 1.4.5.]), der natiirlich ebenfalls speziell ist. Nach
dem bereits Bewiesenen erhalten wir somit die Aquivalenzkette

916~ G~ 9

wobei 7 + deg(€) < g — 1 gilt. Das zeigt schliellich

S ﬁg_i@ o 1= (Fdeg () g7
ﬁFQ:Q:T
mit g — 1 — (7 + deg(€)) + deg(¢") =g —1—-7<g— 1. O

13.3 Hyperelliptische Codes

Definition 13.22. (Hyperelliptischer Code)
Ein arithmetischer Code iiber einem hyperelliptischen Kongruenzfunktionenkérper
heifit hyperelliptischer Code.

Notiz 13.23. Fiir einen hyperelliptischen [n, k, d],-Code C' = C'(2A, &) mit deg(®) <
deg(2l) gelten:

(a) Die Lange des Codes ist hochstens min{2q + 2,q + 1 + 2¢,/q}.
(b) C hat Dimension k¥ = dim(®) und es gelten die Schranken
deg(®) — g+ 1 <k < deg(®) + 1.

(c) Der Minimalabstand d ist durch
n—k+1l—g<d<n—k+1
beschrénkt.

Die Teile (b) und (c) wiederholen lediglich die Ergebnisse des 1. Kapitels. Fiir Teil

(a) betrachtet man die Schranken fiir die Anzahl #P }92{ der rationalen Stellen im zu-
grunde liegenden hyperelliptischen Funktionenkorper F:K und damit fiir den Grad
eines Auswertungsdivisors. Einerseits gilt die Hasse- Weil-Schranke q + 1 + 2g,/4.
Andererseits ist F' eine quadratische Erweiterung eines rationalen Funktionenkor-
pers R, das heif3t #}P’F(};( ist durch 2(q + 1) beschrinkt (vgl. auch Beweis zu Satz
13.10).
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Satz 13.24. (Reiter) Die Lange eines nichttrivialen pseudorationalen hyperellipti-
schen Codes betrdgt héochstens q + 2. Ist der Goppadivisor speziell, so ist die Linge
sogar durch q + 1 beschrdinkt.

Vorbemerkung: Es seien C' = C'(2, &) ein arithmetischer Code und k seine Dimen-
sion. Besitzt 2 einen Teiler B vom Grad k& mit

dim(B7'8) > dim(A '),

so gibt es eine Funktion z aus £(B'6)\L(2A'&). Das zugehorige Codewort z hat
Gewicht w(z) < n — k. Also ist der Code C' in diesen Fall nicht pseudorational.

Beweis zu Satz 13.24. Es sei C' ein nichttrivialer, hyperelliptischer Code mit Aus-
wertungsdivisor 2 = [, ;. Weiter seien F' der zugehorige hyperelliptische Funk-
tionenkorper, R der Quotientenkorper der ganzen Differentiale mit [F:R] = 2 und
Gal(F:R) = {id, 7} sowie $) ein ganzer hyperelliptischer Divisor.

Wir nehmen zunéchst an, da} C' einen speziellen Goppadivisor & mit Dimension
r 4+ 1 besitzt. Da C' kein trivialer Code ist, gilt » > 0. Nach Korollar 13.21 ist also
® &dquivalent zum Divisor $"€, wobei € ein Produkt von paarweise iiber R nicht
konjugierter Primdivisoren mit Tragheitsindex 1 in F":R ist. Wir nehmen weiterhin
an, dafl C' mindestens Linge ¢ + 2 hat. Da F’ eine galoissche Erweiterung von R ist,
sind wenigstens zwei Primteiler des Auswertungsdivisors 2l zueinander konjugiert.
O.E. gilt also Py = BT (mit Py # Ps). Der Divisor P PoH ! ist der Hauptdivisor
einer Funktion aus R. Es gilt somit die Aquivalenzkette & ~ $"€ ~ H" 1CPR,P,.
Wegen

dim(®) = dim(H'¢) = 1 + dim(H"'¢) = 1 + dim(P; "B, ' 6)
und
dim(P; ' P '8) > dim (PP, 'G) — (k —2) = dim(B) — (K — 1) > dim(A'S)

ist die Voraussetzung der Vorbemerkung erfiillt. Also ist der hyperelliptische Code
C'(2, &) mit speziellen Goppadivisor & allenfalls dann pseudorational, falls er hoch-
stens Lange ¢ + 1 hat.

Nun wenden wir uns dem Fall eines nicht-speziellen Goppadivisors & zu. Wir neh-
men an, C' habe die Lange n > ¢ + 3. Wie wir wissen, ist C' = C'(, &) genau dann
pseudorational, wenn der duale Code C*(2, &) = C'(2, &*) pseudorational ist. Nach
dem bisher gezeigten konnen C'(2, &) und C'(A, &*) nur dann pseudorational sein,
wenn & und &* = (§)AG ! nicht speziell (d.h. normale Goppa-Divisoren) sind. Wir
nehmen diesen Fall an. Es gilt dann dim(2'®) = dim((§)(&*)~!) = i(6*) = 0, d.h.
der Code C'(2, ®) hat Dimension

k=dim(®) = deg(®) —g+1
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nach Satz 11.2 und dem Satz von Riemann-Roch. Nun verlduft der Beweis vollig
analog zum Beweis im elliptischen Fall (Satz 13.10) mit einer Ausnahme. Bei der
Definition des Teilers B von 2l im ersten Fall gilt nun in allgemeinen nicht mehr
dim(B~'®) = 2. Fiir den problemlosen Ubertrag des Beweises ist also noch der
Nachweis fiir dim(87'®) > 2 im hyperelliptischen Fall zu erbringen.

Der Divisor 8 hat nach Definition Grad k£ — 2. Somit gilt nach obigem fiir den
Quotienten B~ '&

deg(B'®) =deg(®) — (k—2) =dim(&) +g—1—-k+2=g+ 1.
Hieraus folgt fiir die Dimension dieses Divisors nach dem Satz von Riemann-Roch
dim(B7'6) > deg(B ') —g+ 1 =2. O

Die MDS-Vermutung scheint also auch fiir die Klasse der hyperelliptischen Codes
zu gelten, wobei noch auszuschlielen ist, da} es hyperelliptische pseudorationale
Codes der Linge ¢+ 2 geben kann. Die "néchsthohere” Klasse von Codes erhélt man
iiber trigonalen Funktionenkorper. Diese Funktionenkorper haben mindestens
Geschlecht 3 und besitzen einen rationalen Teilkérper vom Index 3. Es ist also eine
naheliegende und offene Fragestellung, ob sich die MDS-Vermutung auch fiir die
Klasse der trigonalen Codes beweisen l48t. Eine umfassende Charakterisierung von
trigonalen Funktionenkorpern und deren Standardcodes (sowie der hyperelliptischen
Standardcodes) findet man in der Diplomarbeit von Daniel Bierbrauer [Bie06].

Beispiel 13.25. Den (elliptischen) [6, 3, 4],—Code aus Beispiel 13.13 erhalten wir
auch als hyperelliptischen Code. Dazu betrachten wir den hyperelliptischen Funk-
tionenkorper F' = Fy(z,y) mit der Artin-Schreier Gleichung

v 4+y=2"+2°+2=0x(r+a)?(z+0b)>

Nur der Nennerdivisor von z ist in F:F,(x) verzweigt und es gilt do(F":F,(z)) = 6 fir
seinen Differentenexponenten (vgl. 18.2). Daher hat /' das Geschlecht 2. Desweiteren
besitzt die Artin-Schreier Gleichung die rationalen Punkte

(z,y)= (0,0) < Po, (0,1) < Pg
(La) < Py, (L,b) < P
(@,0) < P, (a,1) < P;
(0,0) < P, (1) < Py

(Auch hier bezeichne 7 den zyklischen Erzeuger von Gal(F:F,(z)).) Folglich besitzt
auch dieser Funktionenkorper 9 rationale Stellen gegeben durch

P = {Bo, B, Br. BT, Ba BL B Bi, O}
Durch C := C(2, ®) mit
®:=PeO®  und A= PrPIPBIPT
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ist dann ein pseudorationaler [6, 3, 4];—Code definiert. Wie in Beispiel 13.13 gilt

1 1
E(@):F4<1,;,y+ >

X

Der Code C besitzt die Erzeugermatrix

11 11 1
1 1 b b a
b a b 0 0

2 2

Man weist ohne Miihe nach, dafl dieser Code zu dem in Beispiel 13.13 dquivalent
ist.

Aufgabe 13.26. Zeigen Sie, dafl man iiber die folgenden Konstruktionen hyperel-
liptische MDS-Codes erhalt:

(a) Es sei F = Fs(z,y) durch y?> = 2° — x + 1 definiert. Den rationalen Punkten
(x,y) dieser Gleichung seien wie folgt die rationalen Stellen By, ..., B, von F
zugeordnet:

‘330 A (07 1)7 ’131 = (17 1)7 q32 = (27 1)7 ‘133 A (37 1)75134 = (47 1)'

Desweiteren sei 7 : x — z,— —y der zyklische Erzeuger von Gal(F:F5(z)).
Zeigen Sie, dafi C'(2, &) mit

A= PoRIBsPIBLP, und & = PP O3
ein [6, 3, 4]5—Code ist.
(b) Es sei F = F7(z,y) mit y* = 2° — 2® + 2* + 1 gegeben. Ordnen Sie wie

in Aufgabenteil (a) den rationalen Punkten dieser Gleichung den rationalen
Stellen von F' zu und zeigen Sie:

Der quasi-arithmetische Code C'(, &) mit

A = PoPrPoPoPaPIB-PL und - & = PP P3O

ist ein hyperelliptischer [8, 3, 6];—Code.



Kapitel 14

Selbstduale arithmetische Codes

14.1 Quasiselbstduale Codes

Definition 14.1. (Quasiselbstdualer Code)
Ein Code C' < F heifit quasiselbstdual, falls fiir einen Vektor a € (F )" gilt:

Ct=axC={(ac,...,anc,): c € C}.

Satz 14.2. (Kriterium fiir Quasiselbstdualitit)

Es sei C' = C(U, ®) ein arithmetischer Code iiber F:F, der Linge n > 2gpx, — 2.
Weiter sei der Quotient A~1®? ein kanonischer Divisor, d.h. es gibt ein Differential §
mit Divisor (0) = 712, Dann ist C' quasiselbstdual, und es gilt

C* = (Resg, (6), . .., Resyp, (6)) x C.
Insbesondere ist C' selbstdual, falls 6 Residuum 1 bei allen Primteilern von 2 hat.

Beweis. Es bezeichne g das Geschlecht von F:IF,. Als Element der kanonischen Klas-
se Wrr, hat 27'®? den Grad 2g — 2. Wegen n > 2g —2 bedeutet dies fiir den Grad
des Goppadivisors

29—2<deg((’5):g—1+g<n.

Insbesondere ist & ein normaler Goppa-Divisor. Die Dimension des Codes ist somit
dim(C) = dim(®) = deg(®) — (¢ — 1) = g
Nach Voraussetzung gilt (§) = 2A~'&?%. Aufgrund von ordg(d) = ordg(A1&?) = —
ist Resg(0) # O fiir jeden Teiler P von . Der Vektor a := (Resgy, (0),. .., Resy, (9))
ist also in (F )" enthalten. Fiir zwei Variablen x,y € £(®) ist xyd ein Differential

aus A(2A!) und es folgt nach dem Residuensatz
<axx,y>= ZResm@)x(‘B)y(‘B) = Z Resg(zyd) = 0.
PlA RUS 2R

Es ist also @ x C ist ein Untercode des dualen Codes C*. Aus Dimensionsgriinden
folgt schliellich a x C' = C*. O
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Das folgende Beispiel zeigt, dal Selbstdualitdt auch ohne die Voraussetzungen in
Satz 14.2 auftreten kann.

Beispiel 14.3. Wir betrachten erneut den elliptischen Kongruenzfunktionenkorper
F =F,(z,y) aus Beispiel 13.13 mit der definierenden Artin-Schreier Relation

y2 +y=x".
Es ist dann gp.p, = 1 und

]P)ng]%4 = {m07m67q317 Iamaa :1—7q3b7§pg79}

mit Gal(F:Fy(x)) = (1) und (z — ¢) = PPrO 2 fiir ¢ € Fy = {0,1, a, b}.

Es seien 2 := [] g, P der Auswertungsdivisor und & := 9?2 der Goppadivisor des
elliptischen Codes C' := C'(2A, ®). Der Raum £(®) wird von 1 und z erzeugt (nach
Notiz 13.2) und es ist daher

C =TF,((1,1,1,1),(0,1,a,b)).

Die drei Skalarprodukte der beiden Basisvektoren verschwinden allesamt aufgrund
1414141 =0 = 1+a+b = 1?+a*+b* Somit ist C = C'(2, &) ein selbstdualer Code
der Dimension 2 obwohl der Quotient 2A~1®? kein kanonischer Divisor ist. Denn wire
207162 kanonisch, d.h. es gilt A7'&? € Wr, = Hpp,, so gibe es eine Funktion
z € F mit Divisor (z) = A& 2 = A0, Dann ist z eine F,-Linearkombination der
L(9D*)—erzeugenden Funktionen 1, z, 22, y. Aufgrund ordo(1), ordg(z), ordo(y) < 4
ist also o.E.
z:x2+a3y+a2x+a0

mit a; € Fy. Es ist ag = 0 aufgrund z(Po) = =(Po) = y(Po) = 0. Weiter gilt ay # 0,
da P32 den Nullstellendivisor von z? + azy nicht aber (z), teilt. Ebenso ist a3 # 0,
da die Funktion x(x + as) den Divisor PR PPBIO* mit ¢ € {1,a,b} besitzt. Es
ergibt sich also die Gleichung

0= Z(mc) = 95(1' + a?)(%c) + a3y((‘136) = a3y((‘]36)7

die im Widerspruch zu ordg, (y) = 0 steht.

14.2 Ein Kriterium fur Selbstdualitat

Satz 14.4. (Reiter) Es sei C(A, ®) ein arithmetischer Code tuber F:F, der Linge
n > 2gpr, + 2 mit ganzem Goppadivisor &. Dann ist der Code C(U,®) genau

dann selbstdual, wenn es ein Differential § € Apy, mit Divisor (0) = A™'&* und
Resq(0) = 1 fiir alle Primteiler B von A gibt.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir eine allgemeinere Form des Lemma 12.17.
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Lemma 14.5. Es seien C(2, &) und C(2, ®) zwei identische Codes iiber F"F,,

deren Goppadivisoren &, & die Ungleichungen 2gpx, <deg(®), deg(®)<n—2 erfiil-

len. Zudem sei & ganz. Dann sind & und & dquivalent, und es gibt eine Funktion
u € F' mit Divisor (u) =861 sowie u(P)=1 fiir alle Primteiler B von 2.

Beweis. Es seien C' := C(A,®) und C' := C(A,B). Da & ganz ist, enthilt sein
linearer Raum £(®) die konstanten Funktionen und es gilt 1 € £(®). Somit besitzen
C' und aufgrund C' = C auch C das Codewort (1,...,1). Es gibt also eine Variable

u € L(®) mit

(1,...,1) = (u(P1), ..., u(Pn)).
Daher hat der Divisor von u die Gestalt (u) = 4&~' mit einem ganzen und zu 2
teilerfremden Divisor . Hieraus folgt die Gleichheit der arithmetischen Codes

C(A,B) =C(A,&) = O, ).

Wir zeigen, dafl & und 4 gleich sind. Wegen 4l ~ & folgt dann die Behauptung des
Satzes.
Den grofiten gemeinsamen Teiler von & und 4 bezeichnen wir mit B und es sei

¢ := (AB)'GYU. Wir nehmen zunichst an, daf dim(€) > 0 gilt. Da B ganz ist,
folgt nach dem Satz von Clifford
dim(B) + dim(¢) < 1 + dim(BE¢) = 1 + dim (A &Y).
Aufgrund deg(A~'4) < —2 und 2g < deg(®) gilt
dim(A ' GYU) < dim(B) — 2
und damit
r:=dim(L£(B)/L(B)) = dim(B) — dim(B) > dim(€) > 0.

Wir betrachten ein Vertretersystem {xy,...,z,} einer Basis von £(&)/L(B) und
zugehorige Funktionen uy, ..., u, € L£(Y) mit w;(P) = z;(P) fir ¢ = 1,...,7 und
PB|A. Dann liegen die Elemente z; — u; im Raum £(€). Aufgrund » > dim(¢) gibt
es eine nichttriviale Linearkombination ), a;(z; — ;) = 0. Es gilt somit

0 # Zam - Zau € L(&)N LY = L(B)

i=1
im Widerspruch zur Definition der z;. Es ist also dim(€) = 0.

Hieraus folgt nun die Gleichheit von & und $I. Weil die Codes C' und C gleich sind,
gibt es zu jeder Funktion x € £L(&) ein y € L£() mit

T = (x(ml)a s ,x(‘Bn)) = (y(ml% s 7y(q3n)) =Yy

Alsoist + —y € L(€) = {0}, woraus £(®) < L(4l) folgt. Die entgegengesetze Inklu-
sion zeigt man analog und es gilt somit £(®) = L(4). Aufgrund der Voraussetzung
2g < deg(®),deg(®) sind &, & und somit auch 4 nicht speziell, was schlieBlich
® = U zur Folge hat. O
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Beweis zu Satz 14.4. Wir brauchen nur die Hinrichtung zu zeigen, da die Riickrich-
tung aus Satz 14.2 folgt. Es sei also C' = C(2, &) ein selbstdualer Code der Lénge
n > 2g + 2. Dann hat C' Dimension 7 und es folgt

dim(®) — dim(A1&) = dim(C) = = > g + 1.

|3

Nach dem Satz von Clifford ist & somit nicht-speziell. Die obige Ungleichung wird
dann mit dem Satz von Riemann-Roch zu

i(A1®) = dim(®) — dim(A'S) > g+ 1.

Es folgen deg(A7'6) < 0 und dim(A~'&) = 0, da Spezialititsindizes fiir Diviso-
ren positiven Grades stets durch das Geschlecht des Funktionenkorpers nach oben
beschrinkt sind. Das zeigt § = dim(&) = deg(®) — (g — 1) und

2g < deg(®) <n — 2.

Als selbstdualer Code erfiillt C'(2(,®) nach Kapitel 11 die Gleichheit C'(2A, &) =
C(2,®*) mit dem dualen Goppadivisor &* = (§)2A&~!, wobei § ein Differential
mit Residuen Resq(0) = 1 bei den Primteilern 8 von 2 ist. Der Grad von &* ist
ebenfalls durch 2g < deg(®*) < n — 2 beschrankt und es folgt aus Lemma 14.5

6 = (u)B* = (u)(5)AG! mit u(P) = 1 fiir P|A.

Dann ist 27'®2 der kanonische Divisor von § := ud und es gilt Resy(5) = 1 fiir alle
Primteiler P8 von 2. O

Zusatz 14.6. Unter der Voraussetzung n > 6grx, + 2 gilt der Satz 14.4 auch fir
nicht ganze Goppadivisoren &.

Bewets. Der Beweis sei dem Leser zur Ubung iiberlassen. [

14.3 Ein Existenzsatz fiir selbstduale Codes in Cha-
rakteristik 2

Bemerkung 14.7. (Hecke) In einem Kongruenzfunktionenkérper F':F, gibt es eine
Klasse von Divisoren D € Cpp, mit D? = Wrr,-

Beweis fiir Charakteristik 2. Es sei I':IF, ein Funktionenkorper der Charakteristik 2.
Fiir ein exaktes Differential dx von F' unterscheidet sich ein beliebiger kanonischer
Divisor von (dz) nur durch Multiplikation mit einem Hauptdivisor. Es ist also nur
zu zeigen, daf jeder Primdivisor 8 mit quadratischer Ordnung in (dx) aufgeht.
Sei B € Ppy, ein Primdivisor und ¢ € P ein Primelement. Dann besitzt z die
Laurententwicklung = = Zizm a;t'. Die Differentation beider Seiten ergibt

de = a;-i-t7'dt =Y (25 + 1) agjur - t7dt

i>ig J=jo
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aufgrund der Charakteristik von F'. Also geht 8 mit Ordnung 2jy in (dz) auf. Da
P € Ppr, beliebig gewdhlt werden kann, ist (dz) das Quadrat eines Divisors .
Somit gilt W, = [9? = [D]?, wobei [D] die von © erzeugte Divisorenklasse in
C FF, sei. ]

Satz 14.8. (Scharlau) Es sei F:IF, ein Kongruenzfunktionenkérper und C € Cpp,
eine Divisorenklasse. Der Auswertungsdivisor 2 sei ein Element der Klasse C2.
Dann gelten:

(a) Es gibt es einen zu A fremden Divisor & € Dpy, , sodaf der arithmetische
Code C'(2,®) quasiselbstdual ist.

(b) Im Falle der Chararistik 2 gibt es sogar einen Divisor &, fir den der Code
C(A, &) selbstdual ist.

Beuweis. (a) Es seien 2 = P -- - PB,, € C* sowie D € D mit D* = Wp, (vgl. obige
Bemerkung 14.7). Nach dem schwachen Approzimationssatz gibt es einen Divisor
® € C- D, der fremd zu 2 ist. Dann ist C' := C'(2, &) ein wohldefinierter arithme-
tischer Code und es gilt A2 ~ D2, d.h. A~ &2 ist ein kanonischer Divisor. Somit
gelten dim(A~'®) = dim(D*& ") = i(&), deg(G) =% + g — 1 und

dim(C(2, ®)) = dim(®) — dim(A'®) = dim(B) — i(6) = deg(®) — g+ 1 = g

In dieser Situation 1a8t sich nun genauso wie im Beweis zu Satz 14.2 auf die Quasi-
selbstdualitdt von C' schlielen.

(b) Nun beschrénken uns auf den Fall der Charakteristik 2. Es sei @ = (a4, ..., a,)
der Vektor aus F" mit

C*=axC&).

Da der Frobeniusendomorphismus auf F, ein Automorphismus ist, gibt es Kon-
stanten b; € F, mit a; = b7. Nach dem schwachen Approzimationssatz existiert
desweiteren eine Funktion u € F* mit u(P;) = b; fiir alle Primteiler B3; von 2. Wir
definieren dann & := (u)~'®. Fiir alle Funktionen z € £(®) ist Z = uz eine Funktion
aus £(6), d.h. es gilt C(A, &) =bxC(A,&). Firz =bxz,§=bxycCS)
gelten

<z, y>=<bxz,bxy>=<axz,y>= 0,

also ist C(2, &) selbstorthogonal. Das beweist Aussage (b). O

Die Voraussetzung des Satzes von Scharlau kann in Charakteristik 2 tatsdchlich
erfiillt werden.

Korollar 14.9. Es gibt arithmetische selbstduale bindre Codes.
Solche Codes kinnen tber Funktionenkorper F:F, (der Charakteristik 2) erzeugt
werden, deren Geschlecht g und Anzahl rationaler Stellen N die Ungleichung N >
g + 1 erfiillen. Ihre Linge betrigt hierbei mindestens N — g — 1.
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Die Existenz solcher Funktionenkorper ist gesichert. Als Beispiel dienen die Hermite-
schen Funktionenkorper F' = F,2(x,y) mit der erzeugenden Relation 291! 4yt = 1,
die wir in Kapitel 17 studieren werden. Diese Funktionenkérper nehmen die Hasse-
Weil-Schranke an und erfiillen somit

N=20V@+¢@+1>g+1.

Zum Beweis des Korollars benotigen wir eine Anleihe aus der algebraischen Geome-
trie.

Bemerkung 14.10. Es sei F':F, ein Funktionenkorper der Charakteristik p vom
Geschlecht g. Dann ist die Nullklassenfaktorgruppe Cpy /(Cpy ) eine elementar-
abelsche p-Gruppe vom Rang r < g.

Ohne Beweis. (siehe bspw. [Mum86, I1.5, Seite 64, Prop.(4)|)

Beweis zu Korollar 14.9. Nach obiger Anleihe bilden die Divisorenklassen vom Grad
0 modulo zweiter Potenzen eine elementarabelsche 2-Gruppe vom Rang r < g, d.h.
es gilt

Czo = (CFO:]P'q/((CFO:]Fq)2 = Z;.

Sind P, ..., Py sdmtliche rationale Stellen von F:F,, so erzeugen die Nullklassen
[BsBx'] in Cy eine Untergruppe U vom Rang s < r. Ohne Einschréinkung seien
(BB, - -, [BP,'] die Erzeuger von U. Das Produkt der restlichen Nullklassen
hat in C, die Darstellung

N-1 s

IT 8] = [[®:®B5'  mite; € {0,1}.

i=s+1 i=1

Nach eventueller Umnummerierung gilt also

N-1
H [BPy]=1€C)
i=5+1
mit § < s < g. Die Nullklasse [23;,"] mit 2 := [[*.} B, und n = N — 1 — 5 ist
also ein zweite Potenz, d.h. es gilt

AP ~ D = B¢ 2 mit ganzen Divisoren 2, B, €.

Folglich ist n eine gerade Zahl und % ist &quivalent zu einem quadratischen Divisor.
AuBerdem hat 2 aufgrund deg(2A) = N —1—35 > N — 1 — g einen positiven Grad.
Hiermit ist die Voraussetzung des Satzes von Scharlau erfiillt und es gibt daher einen
selbstdualen arithmetischen Code iiber F:IF, mit Auswertungsdivisor . O
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Decodierung arithmetischer Codes

15.1 Der Basis-Decodieralgorithmus

Im praktischen Gebrauch eines Codes entsteht die folgende Situation: Sender und
Empfénger einigen sich auf einen arithmetischen [n, k, d|,-Code C* := C*(, &). Der
Sender schickt ein Codewort x iiber einen moglicherweise nicht fehlerfreien Kanal
an seinen Kommunikationspartner, der am anderen Ende des Kanals den Vektor
y € F;' empfingt. Der Basis-Decodieralgorithmus ermdglicht nun dem Empfénger
bis zu e* := [ (deg(®) — 2g + 1)/2] Fehler zu korrigieren. Gesucht wird hierbei ein
Fehlervektor e € F" vom Gewicht w(e) < e* und ein Codewort &’ € C*, sodafl
y = z' + e gilt. Der Fehlervektor e und das Codewort ' sind eindeutig bestimmt,
iiber ihre Existenz 148t sich aber keine allgemeine Aussage treffen. Sind nun bei der
Ubertragung nicht mehr als e* Fehler aufgetreten, so gelten £ = z’ und

Yy=x+e.
Von dieser Annahme werden wir in diesem Kapitel ausgehen.

Definition 15.1. Es sei F:F, ein Kongruenzfunktionenkérper vom Geschlecht g,
C = C(2, B) ein arithmetischer Code iiber F:F, der Linge n mit dualem Code
C*:=C(2,6*) = C*(AU,&). Dann heiflen die Zahlen
k& =n—deg(®) + g —1 < dim(C*)
df = deg(®) — 29 +2 < d(C*)
garantierte Dimension bzw. garantierte Minimaldistanz von C*.
Die Bilinearform

Frx L(B) — F,
(y,2) — ;yzz(%)

heifit Syndrom. Es sei §) € Dpyp, ein Hilfsdivisor und uy,...,u; eine Basis von
L($), v1, ..., eine Basis von L($7'®) sowie 21, ..., 2, eine Basis von £(&). Fiir
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einen Vektor y € F " heiflen dann

si5(Y) = [y, wivy)

Syndrome von y. Man beachte, daf die s;;(y) wohldefiniert sind, da w;v; € L(®)
gilt.

Fiir die folgenden Bemerkungen 15.2, 15.4 und 15.6 gelte fiir y € F
y=x+e

mit einem Codewort € C* und einem Fehlervektor e € F . Dabei sei w(e) < e*.

Bemerkung 15.2. Fir alle z € L(®) gilt

[y, 2] = [e, 2].

Beweis. Die Codeworter & € C* und z = (2(B1),...,2(B,)) € C sind orthogonal
zueinander, daher gilt [y — e, z] =[x, 2] =Y ", ;2(Py) = < z,z > = 0. O

Esseien [, := {1 <i <n:e; # 0} die Indexmenge der Fehlerpositionen, T, :=
[Lic;, Bi sowie ¢, := deg(Ty). Die nichtverschwindenden Elemente aus £(T, 'H)
nennt man dann fehlerlokalisierende Funktionen zu y. Weiter werde mit H,
der Losungsraum des linearen Gleichungssystems

k
Y sy Xi=0  firj=1,...1 (15.3)
=1

bezeichnet. Es gilt die

Bemerkung 15.4.

(a) Die Abbildung X\ : L(T,'9) — Hyu = >

injektiver Homomorphismus.

LT = (21,0, @) st ein

(b) \ ist ein Isomorphismus, falls (T,9) & Spezialititsindex 0 hat.

Beweis. (a) Es sei u € £(%,'9). Als Element von £($)) hat u eine eindeutige Dar-
stellung u = Zle xyu; mit z; € Fy. Die Funktionen uv; fiir j = 1,...,[ gehoren zu
L(%,'®), d.h. es ist uv;(P;) = 0 fiir alle Fehlerpositionen i € I,,. Im Falle e; # 0 ist
also uv;(P;) = 0. Daher gilt fiir j =1,...,1

n

insij(y) = in[yvuivj] = [y, uv;] = [e,uv;] = D es(un;)(Pi) = 0.

=1

Hieraus folgen Wohldefiniertheit und Injektivitdt von \; die Homomorphie ist offen-
sichtlich.
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(b) Es sei nun zusétzlich (T,9) '® kein spezieller Divisor. Wir nehmen an, daf
A nicht surjektiv ist. Dann gibt es eine Losung (z1,...,x;) € H, des Gleichungs-
sytems (15.3), fiir welche die Funktion u := Zle xu; € L($) nicht Element des
Raumes L£(%,'$9) ist. Also gibt es einen Primteiler 93, von T, mit ordgp (u) <
—ordg, (T,'9). Da (T,9) '® nach Voraussetzung Spezialititsindex 0 hat, ist die
Menge £ := L(P.(Z,9H) TBN\L(T,H) 'B) nicht leer. Ist v € L, so ist uv eine
Funktion aus £(T, I3,6), d.h. das Syndrom [e, uv] ist wohldefiniert und es gilt

e, uv] = e (uv(%Br)) # 0.

Andererseits hat v wegen £ < L($~'®) die Darstellung v = 23:1 a;vj. Als Losung
des Gleichungssystems (15.3) erfiillt (z1,...,x) nun

k
0= Zaj ziy, wiv;] = [y, w] = [e, uv].
j=1 =1
Dies ergibt einen Widerspruch zur Annahme, daf§ A nicht surjektiv ist. O]

Korollar 15.5. (a) Unter der Voraussetzung dim($)) > t,, ist der Losungsraum H,
nicht trivial.
(b) Im Falle deg($7'®) > t,, + 29 — 2 gilt Hy, = L(T,'$). O

Bemerkung 15.6. Es sei deg(97'®) > 2g und u = S, zu; € L(T,'9) eine
fehlerlokalisierende Funktion zu y. Weiter bezeichne

Jy={1<i<n:(uw;)(Pi) =0 firj=1,...,1}.

Dann besitzt das inhomogene lineare Gleichungssystem

Z 2:(B)T; = [y, 2] firr=1,....m (15.7)

i€Ju
genau eine Losung, namlich (e;);c, -

Beweis. Ezxistenz: Aufgrund u(3;) = 0 fiir jeden Index ¢ € I, ist I, in der Menge
J, enthalten. Es ist also fiir r =1,...,m

n

Z eizr<§pi) = Z eizr(mi) = [67 ZT] = [y, ZT]-

i€Jy 1=1

Findeutigkeit: Es sei f eine zweite Losung von (15.7). Dann lost e — f das homogene
lineare Gleichungssystem » ., z.(;)T; = 0 fiir r = 1,..., m. Definiert man h :=
(hi,...,h,) mittels

hl_{ez—fZ fUI'ZEJu

0 sonst
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so ist [h, z,] = O fiir alle Basisfunktionen z, € £(®). Also ist h ein Codewort aus C"*
vom Gewicht w(h) < #.J,. Wir schétzen die Machtigkeit von J, ab: Ist u(PB) = 0
fiir einen Primteiler P von 2, so gilt nach der Dreicksungleichung ordgs(u;) > 1 fiir
i = 1,...,k und damit ordyp($) > 1, da wuy,...,u; den Raum L($)) aufspannen.
Ist stattdessen v;(3) = O fiir alle Basisvariablen v; € L(H7'&), so gilt ebenfalls
ordg($) > 1, da & fremd zu A ist. Demnach ist im jeden Fall #J, < deg($)) und
damit nach Voraussetzung

w(h) < #J, < deg(9) < deg(®B) —2g + 2 = di. < d(C™).
Also ist h vom Gewicht 0 und somit e = f. O
Basis-Decodieralgorithmus 15.8. (fiir C* := C*(2, 8))

(0) Wiahle eine Zahl 1 < ¢ < e* und einen Hilfsdivisor §) € Dpr, mit dim($) > ¢
und deg(H7'&) >t +2(g9 — 1).

(1) Berechne Basen uy, ..., u; von £(), v1,...,v von L(H'®) sowie 2q,..., 2,
von L(8).

(2) Berechne fiir den Vektor y € F* die Syndrome s;;(y) = [y, u;v;] sowie [y, 2,].
(3) Finde eine nichttriviale Losung des Gleichungssytem % s;;(y)X; = 0 (j =

1,...,1) und bilde mit dem Losungsvektor (x1,...,z) die fehlerlokalisierende
Funktion v := Zle Tl

(4) Finde alle Teiler 3; des Auswertungsdivisors 20 mit (uv;)(*;) = 0 fiir alle
7 =1,...,l und damit die Indexmenge J,,.

(5) Lose das Gleichungssystem )., 2,.(B:)T; = [y,2](r = 1,...,m). Mit der
Losung (e;);cs, bilde schlieBlich den Fehlervektor e = (ey,...,¢e,) mit ¢; := 0
fiir alle i ¢ J,.

Anmerkung 15.9. Ist der Hilfsdivisor $ fremd zu 2, so geniigt statt Schritt (4)
die Vorgehensweise

(4*) Finde alle Teiler B; von 2 mit u(P;) = 0 und bilde damit J,.
Wir erhalten schliefSlich folgenden

Satz 15.10. Es sei C* = C*(AU, &) ein dualer arithmetischer Code uber F:F,. Weiter
seten ¢ = |(d& — 1)/2],1 < t < € und $ ein Divisor mit dim($)) > t und
deg($7'8) > ¢t + 2(g — 1). Dann korrgiert der Basis-Decodieralgorithmus bis zu t
Fehler. O]

Korollar 15.11. (a) Mit dem Basis-Decodieralgorithmus kénnen bis zu
t* := —1 + max{min{dim($), deg(H ') — 29 + 2)} : § Hilfsdivisor}

Fehler korrigiert werden.
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(b) Bs gilt t* > | %79,

Beweis. Es ist nur (b) zu zeigen. Sei B ein rationale Stelle. Dann ist § := PB* 9 ein
Hilfsdivisor mit dim($)) > ¢* — 1. Gemif der Definition von ¢* gilt

t* > —1+deg(H7'®) — 29 + 2 = deg(®) — t* — 39 + 1,

was 2t* > deg(®) — 3¢9 + 1 = df, — g — 1 zur Folge hat. O

15.2 Der modifizierte Decodieralgorithmus

Definition 15.12. Es sei C* := C*(2(, &) ein dualer arithmetischer Code iiber F:IF,
mit einem Goppadivisor der Gestalt & = Q% Dann bezeichnen

s(Q) := max{[(deg(Q"™) +1)/2] — dim(Q") : i € Z} und
b := min{i € N : Das Gleichungssystem (15.3) ist losbar fiir § = Q'}.

Bemerkung 15.13. Fir t, < e¢* — s(Q) ist der Diwisor T,'Q""" nicht speziell.
Insbesondere gilt dann H, = L(T,'Q").

Beweis. Wir nehmen an, T/ 1997% sei speziell, d.h. fiir einen kanonischen Divisor
W € Wey, gelte dim(20T,0Q°) = i(‘Z;lﬂ“_b) > 0. Dann gibt es einen ganzen
Divsor 9B, der dquivalent zu 20, Q" ist. Fiir diesen gilt

L(g;lgb—l) ~ E(%—lmg%—a—l).

Nach der Definition von b ist dim(%,'Q""!) = 0 und somit dim(B~'WQ**') =0,
was nach dem Satz von Riemann-Roch

deg(B) > dim(WNR* ') = dim(Q* ™) — (a — 2b+ 1) deg(Q) +g — 1
zur Folge hat. Die Definition der Zahl s(Q) fithrt auf die Abschitzung

{(a—2b+2)2deg(ﬂ)+1J _ o)

a deg(Q)+1—2g B
[

dim(ﬂa_2b+1) >

(b—1)deg(Q) — 5(Q)
=e"+g—(b—1)deg(Q) — s(Q).
Damit 148t sich schliefflich ein Widerspruch herleiten, denn es folgt hieraus

deg(B) > e +g— (b—1)deg(Q) —s(Q) — (e —2b+1)deg(Q) +g—1
=e* —s(Q)+29—1— (a—0b)deg(Q)
>ty +29 — 1 — (a—b)deg(Q) = deg(TL,WN"*) + 1 = deg(B) + 1.

Folglich war die Annahme (%, 'Q*"") > 0 falsch. O
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Bemerkung 15.14. Fiir t, < e* — s(Q) und § := Q° besitzt das Gleichungssystem
(15.7) eine eindeutige Losung.

Beweis. Der Existenzbeweis unterscheidet sich nicht von dem zu Bemerkung 15.6.
Es ist also nur die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen. Seien also e und f Losungen
von (15.7). Genauso wie im Beweis zu Bemerkung 15.6 wird dann h := (hy,..., h,)
definiert durch

h, ::{ e, — f; fallsv e J,

0 sonst

und ist ein Codewort aus C* vom Gewicht
w(h) < #J, < deg($)) = deg(Q").

Aufgrund der Konstruktion von b ist dim(%,'Q"") = 0, woraus dim(Q"") < ¢,
folgt. Mit der Voraussetzung ¢, < e* — s(Q) und der Definiton von s(£) ergibt sich
daraus

[(deg(Q") +1)/2] < 5(Q) +dim(Q"") < s(Q) +1t, < €.
Somit hat h wegen w(h) = deg(Q°) < 2¢* =2|(ds — 1)/2] < di — 1 Gewicht 0. Je
zwei Losungen e und f des Gleichungssytems (15.7) sind also gleich. [

Modifizierter Decodieralgorithmus 15.15. (fir C* := C*(2, Q%))

(I) Man bestimme die Zahl b, indem man die Schritte (1) — (3) des Algorithmus
(15.8) fiir H = Q,0% Q3, ... solange durchfiihrt, bis das Gleichungssystem
(15.3) fiir § = Q° 16sbar ist.

(IT1) Mit dem Hilfsdivisor §) = Q° fiihre man die Schritte (4*) und (5) durch.

Mit den Bemerkungen 15.13 und 15.14 erhilt man nun den

Satz 15.16. Es sei C* = C*(, &) ein dualer arithmetischer Code mit Goppadivisor
® = 0% Dann kénnen mit dem modifizierten Decodieralgorithmus bis zu e* — s(Q)

Fehler korrigiert werden. O
Korollar 15.17. Die Zahl s(Q) ist beschrdnkt durch
—1 —1
D1 o o e oot

Beweis. Als Maximum der Menge {|(deg(Q"™) +1)/2| — dim(Q")] : i € Z} erfiillt
s(Q) die erste Ungleichung s(Q) > [(deg(Q')+1)/2] —dim(Q°) = | (deg(Q)+1)/2].
Fiir natiirliche Zahlen 7 mit dim(Q°) > 0 gilt deg(Q") — 2dim(Q°) < g — 2, was aus
der Definition des Geschlechts folgt. Also gilt fiir hinreichend grofle Zahlen

deg(Q") + 1 —2dim(Q") < deg(Q) +g — 1.
Das zeigt die zweite Abschétzung. O

Anmerkung 15.18. Die obere Schranke fiir s(£Q) kann fiir spezielle Divisoren ver-
bessert werden (vergleiche z.B. die folgende Bemerkung 15.19).
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15.3 Decodierung elliptischer und hyperelliptischer
Codes

Bemerkung 15.19. Es sei F'IF, ein elliptischer oder hyperelliptischer Funktionen-
korper. Dann ist s($) = 0 fiir hyperelliptische Divisoren $ € Dp.g, .

Beweis. Wegen deg(9) = dim($)) = 2 gilt | (deg(H*™)+1)/2| —dim($H’) = (i +1) —
dim($?) < 0. Mit ¢ = 0 folgt dann die Behauptung. O

Aufgabe 15.20. Es seien I:F, ein Kongruenzfunktionenkorper und §) € Dp.p, ein
Divisor mit () = 0. Zeigen Sie:

(a) Entweder gilt gr.r, < 1 oder es ist [:IF, hyperelliptisch.

(b) Der Divisor § (oder $?) ist ein hyperelliptischer Divisor.






Kapitel 16

Arithmetische Teilkorpercodes

In diesen Kapitel betrachten wir die Teilkorpercodes, die durch den Koérperabstieg
von F, nach F, < F, aus arithmetischen Codes iiber I, konstruiert werden. Da-
bei seien ¢,r Primzahlpotenzen von p mit ¢ = r™. Die Galoisgruppe Gal(F,:F,)
wird erzeugt vom Frobeniusautomorphismus ¢ : a — a". Fiir einen Code C' < F/
bezeichne Clr, wie in Kapitel 4 den auf I, eingeschrinkten Code C N F, und
Trg,r, (C) den Spurcode von C, der durch die Abbildung Trp r, : (21,...,2,) —
(Spurg, g, (71), ..., Spury, 5 (z,)) erzeugt wird. Wenn keine Miflverstindnisse mog-
lich sind, schreiben wir auch abkiirzend Tr(C') fiir den Spurcode. Genauso wie
die Spurabbildung erweitern wir den Frobeniusautomorphismus auf Codewoérter via

¢(($17 cee axn)) - (¢($1), cee 7¢(-Tn))

16.1 Dimension arithmetischer Teilkorpercodes

Mit den Bezeichnungen der Einleitung gilt folgende Verschiarfung des Korollars 4.16
aus Teil I.

Bemerkung 16.1. Sind sowohl B als auch ¢(B) Teilcodes von C, so gilt
dimp, (Tr(C')) — dimg, (Blg,) < m - (dimg, (C) — dimg, (B)).

Beweis. Die Abbildung ¢ : B — C, & — ¢(x) — @ ist linear mit Kern B|g,. Das Bild
1(B) liegt im Kern der Spurabbildung Tr : C' — Cl|y,, da fiir alle Elemente a € F,
die Gleichung Spury,_g, (¢(a)—a) = 0 gilt. Somit ergibt sich mit der Dimensionformel
fiir lineare Abbildungen

dimg, (Tr(C)) = dimg, (C) — dimg, (Kern(Tr))
< dimg, (C') — dimg, (¢(B))
= dimp, (C) — (dimg, (B) — dimp, (Kern(¢)))
=m - (dimg,(C) — dimg, (B)) + dimg, (Kern(z)).

Das zeigt die Behauptung. O]
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Zusammen mit dem Satz von Delsarte (4.15) ergibt sich unmittelbar

Korollar 16.2. Sind B und ¢(B) Teilcodes des dualen Codes C* = C* von C, so
gilt die Ungleichung

dimg, (C|r, ) + dimg, (Blr,) > m - (dimg, (C) + dimg, (B)) — (m — 1) - n.

Beweis. Nach dem Satz von Delsarte gilt Clp, = Tr (CL)l. Dann folgt mit der
obigen Bemerkung

dims, (Cls, ) = dimg, (Tr (C*)")
=n — dimy, (Tr (C))
> n — ( dimg, (Blr,) +m - (dimg, (CF) — dimg, (B)) ).
Wegen dimg, (C*+) = n — dimg, (C) ist das schon die behauptete Ungleichung. [

Satz 16.3. (Dimension arithmetischer Teilkorpercodes)

Es seien F:F, ein algebraischer Funktionenkdrper und C' = C(U, &) ein arithmeti-
scher Code iiber F' mit deg(A) > deg(®). Weiter sei $) € Dy, ein Divisor, fir den
sowohl H7® als auch H"S ganz sind. Ist § selbst ganz, so sei ¢ = 1 und sonst sei
e = 0. Dann gelten:

(a) Der Spurcode von C' besitzt die Dimension

dimg, (Tr(C)) < m - (dim(&) — dim($)) + «.

(b) Die Einschrinkung des dualen Codes C* = C*(U, &) auf F, hat Dimension
dimg, (C*|r,) > n —m - (dim(®) — dim($)) — «.

Beweis. (a) Da sowohl $)7'® als auch ™ "® ganz sind, ist jede Funktion z € L($)
und ihre 7-te Potenz " in £(®) enthalten, d.h. sowohl z als auch " sind Codewoérter
aus C. Bezeichnet B den arithmetischen Code C'(, $)), so ist neben B auch ¢(B)
ein Teilcode von C. Wegen deg(9) < deg(®) < deg(2() haben die Codes B und C
nach Korollar 11.4 Dimension dim($)) bzw. dim(®) iiber F,. Aus obiger Bemerkung
16.1 folgern wir nun

dimp, (Tr(C)) < m - (dim(&) — dim($)) + dimg, (B|r, ).

Wir zeigen nun, dafl dimp (B|r,) = ¢ gilt. Es sei & ein Codewort aus Blp, mit
der zugehdrigen Funktion x € L($)). Dann sind z,2" und 2" — x Elemente des
Raumes £(®) und es folgt wegen z(Bi) € F, die Gleichung (z" — z)(*B;) = 0 fir
alle Primteiler B3; von 2. Also ist 2" — z eine Funktion aus £(2~'®) und als solche
nach Voraussetzung die Nullfunktion. Somit ist # konstant und es gilt

dlmFT(BhFT) = dil’Il]FT (ﬁ(f)) N FT> = E.

(b) Nach dem Satz von Delsarte gilt dimg, (C*|,) = n — dimg, (Tr(C)), womit Aus-
sage (b) aus (a) folgt. O



16.1 Dimension arithmetischer Teilk6rpercodes 153

Anmerkung 16.4. Man beachte, dafl es stets ein Divisor §) gibt, der die Voraus-
setzung zu Satz 16.3 erfiillt. Hat der Goppadivisor & nimlich die Gestalt 91~ 1B"¢
mit ganzen Divisoren B, €, 91, so kann man §) = M~V wihlen.

Satz 16.3 ist eine Verschirfung von Korollar 4.16, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 16.5. (Klassische Goppa-Codes)

Wir erinnern an die Definition der klassischen Goppa-Codes aus Kapitel 10. Fiir ein
normiertes Polynom ¢(X) € F,[X] und den Vektor @ = (a4, ...,a,) mit paarweise
verschiedenen Koeffizienten a; aus I, und g(a;) # 0 ist der klassische Goppa-Code

['(a, g) definiert durch

n

T(a,g) = {(xl,...,x,) eF": ZX?% =0 (mod g(X))}.

=1

I'(a,g) tritt als Teilkorpercode I'(a, g)|r, von

n

I(a,g) = {(xl,...,a:r) eF: ZX%ai =0 (mod g(X))}

=1

auf. Dieses Beispiel konnen wir mit der Theorie der arithmetischen Codes behandeln.
Es sei F,(z) ein rationaler Funktionenkérper und es bezeichne (z —a;) = PP} fiir

i=1,...,nsowie (g(z)) = GP B, ‘Wir zeigen, dafl mit dem Auswertungsdivisor

2 =[]/, B; und dem Goppadivisor & := SP_}
f("’ag) = C*<§2[7Q~5) und F(a'v.g) = C*(le ®)|Fr
gelten. Der duale arithemtische Code C* (2, Q~5) besteht ndmlich aus den Codewortern

(Resg, (9), ..., Resg, (6)) fiir Differentiale § € A(A™'&).

Fiiri = 1,...,nist -2 ein Differential aus A(A~'P}) < A(2A~'&). Nach dem Satz

von Riemann-Roch gil‘E dim(ARIPBH) = (AP ) = —deg(AP ) —1=n

und somit

A(Q(‘lfp;}):< d :izl,...,n>.

Tr — a;

Folglich gilt dann

ARA1S) = {Z Iid“”. .2 € F mit Z " =0 (mod g(x))} .

T —a;
i=1 v

Das Residuum des Differentials § = > | - an der Stelle B; = (z — a;)o ist dann

i=1 z—a;

Resg, (0) = ; fiir i = 1,..., n, was die Gleichheit von I'(a,g) und C*(A, &) beweist.
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Nach Korollar 4.16 ist die Dimension von I'(a,g) nach unten beschrénkt durch
n —m-dimg, (I'(a, g)") bzw. durch n — m - dimg, (C(A, &)). Aus dimg, (C(A, &)) =

dim(®) = deg(®) + 1 = deg(g) folgt daher
dimp, (I'(a, g)) > n — mdeg(g).

Dies ist das gleiche Ergebnis wie von Satz 10.5 aus Teil I. Wir nehmen nun an, daf}
sich das Polynom ¢(X) in F,[X] zu g(X) = b(X)"c(X) zerlegen 1a8t. Dann hat der
Divisor B = BP! mit B = (b(z)), die Dimension deg(bh) und es gilt mit Satz 16.3
(b) die scharfere Ungleichung

dimg, (I'(@, g)) > n — m(dim(6) — dim(*B)) = n — m(deg(g) — deg(b)).

16.2 Distanz arithmetischer Teilkorpercodes

Satz 16.6. Es seien F:IF, ein algebraischer Funktionenkorper vom Geschlecht g
und ¢ = r™ mit m > 1. Der Goppadivisor & des arithmetischen Codes C(2,®)
habe die Form M1B"C mit ganzen Divisoren B, €, N € Dpr, und §) := M8 habe
mindestens Grad 2g — 1. Ist € das Produkt aller Primteiler Q von € mit Ordnung
ordg(€) = —1 (mod r), so gilt

C*(A, B)|s, = C*(A, BE)|p. mit¢:= [[ £

Q€Pp.R,
ordg (€)=—1 (mod )

Beweis. Nach dem Satz von Delsarte geniigt es, Tr(C'(2, &)) = Tr(C(2, B€)) zu
zeigen. Die Inklusion Tr(C(2, 8)) < Tr(C'(2A, &¢)) ist offensichtlich wegen der Ganz-
heit von €. Es bleibt die umgekehrte Richtung zu zeigen. Wegen deg($) > 2g—2 gilt
nach dem Satz von Riemann-Roch dim($)€) = deg(H¢&) — g+ 1 = dim(9H) + deg(€).
Es sei s := deg(€) und {uy,...,us} ein Vertretersystem einer Basis von £($H€) mo-
dulo £($). Wir ergénzen dieses System mit {v1, ..., v;} zu einer Basis von £(®). Es
ist also s +t = dim(®). Da fiir alle Teiler Q von &

ordg(€E™") = ordg(€) + (1 —7) >0

gilt, ist (HE)"GE = N 'E€E' " ein ganzer Divisor. Somit ist L((HE)") in L(BE)
enthalten. Die Funktionen w4, ..., us,v1,...,v,ul, ..., ul erzeugen daher einen I,-
Unterraum von L£(B€). Wéren diese linear abhéngig, so gibe es eine Linearkombi-

nation .
S S
z = Zaiuf = Z biu; + Z cjv; € L(®)
i=1 i=1 j=1

mit z # 0. Dabei ist z das Bild der Variablen u := 3", ¢~ '(a;)u; aus L(HE)\L(H)
unter der Frobeniusabbildung ¢. Andererseits folgte aus z = u” € £(&) = L(M1B"¢),
dafl u Element des Raumes £(M~'B) = L($) ist, da nach Voraussetzung in € keine
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r-te Potenz aufgeht. Somit wéren v = 0 und 2z = 0 im Widerspruch zur Annah-
me. Also sind die Funktionen wy, ..., us, v1,..., v, uj,...,ul linear unabhéngig in
L(BE). Desweiteren erzeugen sie diesen Raum, da nach dem Satz von Riemann-
Roch dim(&¢) = dim(®) + s gilt. Der Code C (2, &¢&) hat also die Basiselemente
Up,...,Us, Vyg,...,Vs, UG, ..., ul. Die Codewlrter uy,...,us, vy, ..., v, sind auch
in C(2A, ®) enthalten. Also gilt

C(A,BE) < C(A,G) + ¢ (CA,B)),
woraus schlieBlich die gewiinschte Ungleichung
Tr(C(2, 8¢)) < Tr(C(A, 8)) + Tr(¢ (C(A, 8))) = Te(C (2, 8))
folgt. 0

Der Code C*(, ®€) hat nach Satz 11.2 Minimaldistanz d* > deg(B€) — 2g + 2,
was natiirlich auch auf seine Einschrankung auf F, zutrifft. Somit folgt aus obigem
Satz 16.6 das

Korollar 16.7. Fiir die Minimaldistanz des auf F,. eingeschrinkten Codes C*(, )|,
qgilt

d(C* (A, &) |p,) > deg(®) + deg(€) — 29 + 2. O

Beispiel 16.8. (Klassische Goppa-Codes)

Korollar 16.7 liefert ebenfalls eine Verschéirfung fiir die Parameter der klassischen
Goppa-Codes. Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 16.5 gilt zunéichst fiir die Mini-
maldistanz von I'(a, g)

d(I'(a, g)) = d(f(?,g)) = d(C* (A, 8))

> deg(®) — 207, (2) + 2 = deg(g) + 1,

was mit Satz 10.5 iibereinstimmt. Gilt allerdings g(X) = h(X) ! fiir ein quadrat-
freies Polynom h(X) € F,[X], so kann man die Minimaldistanz von I'(a, g) besser
abschétzen. Dazu bezeichne & = (h(z))o. Dann gelten ® = &' und & = &P
Wir kénnen $) = ‘Bgol wéhlen, da sowohl f)_lé als auch 56_’"@5 ganz sind. Desweiteren
hat $ Grad deg($)) = —1 > 2gp,(») — 2 und daher folgt mit Korollar 16.7

d(I'(a,g)) > deg(®) + deg(€) + 2 = deg(g) — 1 + deg(h) + 2

’
=rdeg(h)+ 1=
rdeg(h) + w—

deg(g) + 1.

Dies liefert eine bessere Abschitzung der Minimaldistanz von I'(a, g).

Aufgabe 16.9. Es seien = 3 und g = 27 sowie F' = [Fy7(2z,y) definiert durch

y =2 —a? — 1.
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(a) Zeigen Sie: F besitzt 38 rationale Stellen, d.h. die Kurve y* = 2® — 2% — 1 iiber
Fy; ist maximal”.

(b) Es seien die Standardcodes C,,, = C(2, O™) definiert durch den in F:For(x)
total verzweigten Polstellendivisor O von x und dem Auswertungsdivisor 2 =
[Ipz0P (Produkt aller rationalen Stellen B # O von F:Fy;) sowie 1 < m <
16. Berechnen Sie die Dimension und Distanz der Teilkorpercodes C,, |r, und
vergleichen Sie die Ergebnisse mit denen der Sitze 16.3 und 16.6.

Untersuchen Sie analog Standardcodes der folgenden Funktionenkorper:
(1) r=2,¢q=16 und F = Fi(x,y) mit y* +y = 2% + 2 + 1,

(2) r=5,q=25und F = Fos(x,y) mit y* = 2% + 1.

16.3 Parameter klassischer Goppa-Codes™

In diesen Abschnitt beschrinken wir uns auf den Fall » = p prim und ¢ = p™.
Desweiteren greifen wir auf Ergebnisse der Artin-Schreier-Theorie (Satz 18.2) und
der Serre-Schranke (Satz 19.4) vor.

Definition 16.10. (Ausgeartete Funktion)
Es sei F: K ein algebraischer Funktionenkoérper der Charakteristik p. Eine Funktion
z € F der Gestalt

z=u"—u+a

mit v € F und a € K nennen wir ausgeartete Funktion.

Notiz 16.11. Es sei z = u” — u + a eine ausgeartete Funktion. Dann hat das
Codewort z = (2(*B1), ..., 2(B,)) unter der (erweiterten) Spurabbildung Trg, ., das
Bild

TrFq:IFp((Z<€B1)7 sy Z(‘Bn))) =b- (17 ) 1)

mit b = Spury_x ().

Bemerkung 16.12. Es seien F' = F,(x) ein rationaler Funktionenkérper und z € F
eine nicht-ausgeartete Funktion. Den Zerfallungskorper von f(T) =T? —T — z tiber
F' bezeichnen wir mit E.. Dann gelten:

(a) Die Korpererweiterung E.:F ist geometrisch mit zyklischer Galoisgruppe vom
Grad p.

(b) Es sei’P € ]P’}%)Fq eine rationale Stelle in F' mit z(P) # oc.

o o [ trige Spure, s, (=(F) £ 0|
Dann ist P in E,.F {voll zerlegt}’ falls {SpurFq;Fp(Z(iB)) “ 0 gilt.
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(c) Es seien Py, ..., B, paarweise verschiedene rationale Stellen in F'. Dann hat

das Codewort (2(B1), ..., 2(Bn)) unter der Spurabbildung Trr r, das Gewicht

Nl(Ez> — Sz

wz = w(Tre,m, ((2(P1), -, 2(Pn))) = n - p

mit 0 < s, < p(¢+1—n), wobei N,(E,) = #}P’é ):Fq die Anzahl aller rationalen
Stellen in E, bezeichne.

Beweis. Die Aussage (a) folgt aus dem Hauptsatz der Artin-Schreier Theorie, den
wir in allgemeinerer Form in Kapitel 18 (Satz 18.2) beweisen werden.

(b) Es sei P eine rationale Stelle in F' mit z(*P) # oco. Dann ist ¢ := z() € F, eine
Konstante von F' und f.(X) = X? — X — ¢ ein Polynom iiber F,. Nach Hilberts Satz
90 [Lan02| verschwindet Spurg 5 (c) genau dann, wenn ¢ = ¥ —b fiir ein b € F, gilt.
Da dann mit b fiir alle Konstanten a € F, auch b + a Nullstellen von f. sind, ist f.
entweder irreduzibel oder zerféllt komplett in verschiedene Linearfaktoren. Nach dem
Dedekind-Kriterium entsprechen hierbei die irreduziblen Faktoren von f. = f.(y)
umkehrbar eindeutig den Primteilern von P in E.. Gilt also Spurg g (c) = 0, so
zerfallt f. komplett in Linearfaktoren und es ist ¥ voll zerlegt in E.. Im anderen
Fall gilt Spurg_ g (c) # 0 und somit ist f. irreduzibel und P trége in E,:F.
(c)EsseiSCP E%q die Menge aller rationalen Stellen in F' aufler Py, ..., B,,. Dann

hat S die Méachtigkeit s = ¢ + 1 — n. Desweiteren sei S, C ]P’E(l)]F die Menge aller
rationalen Stellen in F,, die als Erweiterung einer Stelle aus S auftreten d.h. es ist
={P e IPE ¥, :B|r € S}. Die Kardinalitit s, von S, ist dann beschrénkt durch

< ps. Das Wort Tr((z(P1), . .., 2(Pn))) hat Gewicht

w, =n—#{Pi: 1 <i <n,Spurg_p (2(Pi)) = 0}.
Nach Aussage (b) ist die Anzahl aller ; mit Spurg . (2(%:)) = 0 aber genau
1
_#{ ‘13 € IP)EZIFq : |F € {‘1317---7‘371} } = E (Nl(EZ) - SZ)-

Das zeigt unsere Behauptung. O

Korollar 16.13. Es seien z € F' = K(t) eine nicht-ausgeartete Funktion aus L(®)
mit & = N'B sowie € := Hm%iﬁ das Produkt aller Primteiler von *B. Dann gilt
fiir das Geschlecht von E,:IF, die obere Schranke

-1
gr.z, < T (deg(BE) - 2)

Beweis. Nach der Theorie der Artin-Schreier-Erweiterungen gilt fiir die Differente
D(E,:F) der Korpererweiterung F,:F

p—1
DB = (sz)m mordm@“) ’
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Wegen (2).|B ist dieser Divisor ein Teiler von (B€&)P~'. Somit erhalten wir die
Ungleichung
deg(D(E,:F)) < (p—1) deg(BE).

Nach dem Satz von Hurwitz hat E, das Geschlecht gp .5, = 5 deg(D(E.:F))—p+1.
Setzt man die gefundene Ungleichung fiir den Grad der Differente ein, so folgt die
Behauptung. O

Fiir den Beweis des folgenden Satzes greifen wir auf die Schranke von Serre zuriick.
Diese besagt, daf$} fiir einen Kongruenfunktionenkorper F:F, stets die Abschétzung

[N(F) = (¢ + D] < grr, [2V4]
gilt. Dies werden wir spéter in Abschnitt 19.1 (Satz 19.4) beweisen.

Satz 16.14. Es sei C = C(A,®) ein rationaler Code tber F, der Linge n mit
Goppadivisor & = N 1B. Weiter sei € := Hfm% P das Produkt aller Primteiler von
B. Dann gilt fir die Minimaldistanz des Spurcodes von C' die untere Schranke

d(Tr(C)) > n— 1L pz;pl - (deg(BE) — 2) - |2,/3.

Beweis. Es sei  ein (nichttriviales) Wort des Spurcodes Tr(C') vom Gewicht w(x) ¢
{0,n}. Nach Notiz 16.11 wird & von einer nicht-ausgearteten Funktion z € L£(®)
erzeugt, d.h. es ist £ = Tr(z). Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 16.12 (c)
gelten dann w(z) = w, und

Ni(E,) =p-(n—w,)+ s,.
Durch Verwendung der Serre-Schranke erhalten wir die Ungleichung
p-(n—w:)+s: = (¢+ D= [N(E) = (¢+ )] < gmr,[2v4].
Mit der Abschétzung des Geschlechts aus Korollar 16.13 148t sich dies zu

(q+1)—82 Sp_l

P 2p

(w, —n) + - (deg(B€&) —2) - [21/7]
umformen. Wir bezeichnen die rechte Seite mit A. Dann gilt mit dieser Abschéitzung
fiir das Gewicht von @

1) —s. 1 z

wie) —w. > GEV =8y aFl s

p p p
Einzig der Summand s,/p ist von der Wahl des Codewortes & abhingig. Da die-
ser positiv ist, folgt somit die behauptete Abschétzung fiir die Minimaldistanz des
Spurcodes. n
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Die untere Schranke aus Satz 16.3 bzw. aus Beispiel 16.5 ist oft scharf. Das zeigt

Satz 16.15. Es sei I'(a, g) ein klassischer Goppa-Code mit a € FJ (d.h. a enthdlt
alle Korperelemente von ) und g(X) € F,[X] ein normiertes Polynom vom Grad
deg(g) > 2 ohne Linearfaktoren in F,[X|. Desweiteren habe g(X) die Form g(X) =
b(X)Pce(X), wobei ¢(X) keine p-ten Potenzen enthalte. Das Polynom f(X) sei das
Produkt aller Primteiler von g(X). Gilt dann

2(q+1) > (deg(g - f) — 2)[2v/4],

so hat I'(a, g) die Dimension

dim(I'(a, g)) = ¢ — m(deg(g) — deg(b)).

Beweis. Wir verwenden die Bezeichnungen aus Beispiel 16.5, d.h. es sind ‘B =
(2)oo, & = (g(z))o und & = &P, Desweiteren sei A = [Iypzp,. P das Produkt
aller rationalen Stellen aus IF,(z) auler P,. Es gelten dann nach 16.5 und dem Satz
von Delsarte

Mla.g) = (C*(8)]5,) = THC(@.8))

Der Code I'(a, g)* ist also das Bild der aus der Auswertungs- und Spurabbildung
zusammengesetzten Abbildung S : £L(®) — C(A, ®) — Tr(C(2, ®)) und besitzt die

Dimension
dim (T'(a, g)") = dimg, (S(L(®))) = dimg, (£(&)) — dimg, (Kern(S)).

Wir werden zeigen, daB Kern(S) isomorph zum linearen Raum £(%B) mit B :=
BB und B := (b(z))o ist. Dann folgt die Behauptung des Satzes unmittelbar aus

dim (T'(a, 9)*") = dime(E(é)) - dimpp(ﬁ(%)) = m(deg(g) — deg(b)).

Es geniigt also, die Bijektivitat der F,—linearen Abbildung

b { L(B) — Kern(S) < L(B)

U — uP —u

zu zeigen. Man beachte, dal ¢ nach Hilberts Satz 90 wohldefiniert ist. Offensichtlich

gilt u” —u = 0 genau dann, wenn u eine Konstante aus F,, ist. Wegen £(B)NF, = {0}
ist dies nur fiir v = 0 moglich, was die Injektivitdt von v zeigt.

Zum Beweis der Surjektivitdt zeigen wir zunichst, dafl Kern(S) nur ausgeartete
Funktionen enthilt. Dazu nehmen wir an, dafi z € Kern(S) < L(®) eine nicht-
ausgeartete Funktion ist. Wegen 2(*Bos) # oo und Spurg_ g (2(Poo)) = 0ist dann P

nach Bemerkung 16.12 (b) voll zerlegt in E,:F (x), wobei E, den Zerfallungskorper
Ni(E:)—p

von T% — T'— z iiber Fy(z) bezeichne. Dann gilt weiter 0 =w, =¢— ==

nach 16.12 (c) und somit
N(E:) = plg+1).
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Desweiteren ist das Geschlecht von E.:IF, nach Korollar 16.13 beschriankt durch

—1 p—1

gz, < T (deg((f())) — 2) = P (deg(g - f) — 2)

Mit der Schranke von Serre folgt dann

(0= 1)a+1) = Mi(E2) ~ (g4 1) < g, [2¢) = P (deglg - )~ 2)[2ya)

beziehungsweise
2(¢+1) < (deg(g - f) — 2)[2v/a],

was der Voraussetzung des Satzes widerspricht. Also ist jedes Element aus Kern(.S)
eine ausgeartete Funktion.

Es sei also z = u} — u; + a eine Funktion aus Kern(S) mit u; € Fy(x) und a € F,.
Aus S(z) = 0 folgt insbesondere Spurg, .p (a) = 0. Nach Hilberts Satz 90 existiert ein
b € F, mit a = b” — b und somit gilt z = u? — u mit u := uy +b. Aus v” —u € L(®)
folgt mit der Dreiecksungleichung fiir diskrete Bewertungen v? € £(®) und somit
u € L(B). Wegen

H(u—c):up—u:zeﬁ(ﬁ‘ﬁ;})

cely,

ist ‘P Nullstelle eines der Faktoren u — ¢ mit ¢ € F,,. Dieser ist dann ein Urbild
von z unter . Il



Kapitel 17

Hermitesche Codes

17.1 Hermitesche Funktionenkorper

Definition 17.1. (Hermitescher Funktionenkérper)
Ein algebraischer Kongruenzfunktionenkérper F' = K(x,y) tiber K = F 2 mit der
definierenden Relation

0T gt =1,

heifit Hermitescher Funktionenkérper vom Exponenten g+1 oder auch uni-
tirer Fermatkorper.

Satz 17.2. (Eigenschaften Hermitescher Funktionenkérper)
Fiir einen Hermiteschen Funktionenkdrper F' = K (x,y) vom Exponenten q + 1 gel-

ten:
(a)
(b)

(d)

Das Geschlecht von F:K betrigt g = q(qz—l)'

Der Modul der ganzen Differentiale wird erzeugt von den Differentialen der
Form x"y*~9dx mit 0 < r,s,r+s < q—2, d.h. es ist

Ark(l) = K< 2y ldr 0 < rys,r+s<q—2 >
Die Anzahl der rationalen Stellen in F:K betrdigt
#Pig = + 1.
Insbesondere ist F':K mazimal (bzgl. der Hasse- Weil-Schranke).

Die Automorphismengruppe Aut(F:K) enthdlt eine zu PGU;3(K) isomorphe
Untergruppe der Mdchtigkeit ¢*(¢® + 1)(¢®> — 1).

Beweis. (a) Die erzeugende Relation des Hermiteschen Funktionenkorpers 148t sich
schreiben als

q

qurl =1 — gt = H(wz _ SL’)
1=0
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mit einer primitiven (¢ + 1)-ten Einheitswurzel w € K. Also ist F' eine Kummerer-
weiterung von K (z). Aus der Theorie der Kummererweiterungen folgt, daf lediglich
die Nullstellen von 9™ + 1 verzweigt sind (vgl. Anhang). Die (einzige) Nullstelle
B; von x — w' ist total und zahm verzweigt und besitzt nach dem Dedekindschen
Differentensatz den Differentenexponenten ¢. Die Differente von F':K(x) setzt sich
also zusammen zu

q
D(FK(x)) = [ ]t
i=0
Fiir das Geschlecht von F: K gilt geméfl der Hurwitzschen Relativgeschlechtformel

gri = 1 — [F:K(z)] + deg(Q(Z:K(fﬂ))) N Q(q2+ 1) Q(qz— o)

(b) Nach der Differentialdivisorformel hat der kanonische Divisor von y~?%dz die
Gestalt

(y~*dz) = (y) "D (F:K(2))(2) = (Po - By) (2)LD(F:K (2)) () = (2)% 7

Folglich sind alle Differentiale x"y*~¢dx mit r,s > 0 und r + s < ¢ — 2 ganz und
linear unabhingig. Da die Anzahl der Paare (r,s) € N x N mit r + s < ¢ — 2,
(g=1)

namlich %=, mit der Dimension gr.x des Vektorraums der ganzen Differentiale

A(1) iibereinstimmt, folgt hieraus die Behauptung,.

(c) Eine rationale Stelle 3 in F' ist eine Erweiterung einer rationalen Stelle £ in
K(z), d.h. es ist P eine Pol- oder Nullstelle von x — a fiir eine Konstante a € K.
Die rationalen Stellen von F' treten also als Primteiler von z¢° — z auf, die wir im
folgenden untersuchen werden.

1.Fall: P ist eine Nullstelle von x — w mit einer (¢ + 1)-ten Einheitswurzel w € K.
Dann ist P8 nach dem Beweis von Aussage (a) die einzige Nullstelle von  — w und
total verzweigt in F': K (z). Insgesamt liefern die Nullstellen von 2¢t! + 1 also genau
q + 1 rationale Stellen in F.

2.Fall: B ist eine Nullstelle von x — a mit a?™ # 1. Es bezeichne Q = P N K(z)
die Reduktion von 3 auf K (x). Das Minimalpolynom ¢(T') = T%" + 291 —1 von y
iiber K (z) hat Koeffizienten im Bewertungsring von . Daher 148t sich anhand der
Zerlegung von ¢(T') modulo Q mit dem Dedekind-Kriterium das Zerlegungsverhalten
von 9 in F:K(z) ablesen. Es gilt in diesem Fall

q
g(T) =TT 4 a1 — 1= H(T —w'b)  (mod Q)

=0

mit einer (¢ + 1)-ten Einheitswurzel w € K und vt = 9% — 1. (Die Elemente b
und w sind Urbilder von a?t* — 1 und 1 der surjektiven Normabbildung von K:F,.)
Da die Linearfaktoren von ¢(7") (mod ) paarweise verschieden sind, hat dies die
volle Zerlegung von £ in F:K(z) zur Folge und es ist ‘P eine von insgesamt ¢ + 1
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Nullstellen von # — a. Die Nullstellen von (27 — z)/(2¢*' — 1) liefern also genau
(> = (qg+1))-(¢g+1) = ¢*— 2q — 1 weitere rationale Stellen in F.

3.Fall: *B ist eine Polstelle von x. Wir setzen Q = f N K(x) und z := . Dann
wird F’ auch von z und z erzeugt und das Minimalpolynom A (T) = T4 +1 — —5
von z iber K(x) liefert eine Gleichung von z iiber dem Bewertungsring von 9.
Modulo 9 zerfillt h(T) = T7™ — 1 (mod Q) komplett in paarweise verschiedene
Linearfaktoren. Somit hat £ wie im zweiten Fall nach dem Dedekind-Kriterium
ebenfalls ¢ + 1 rationale Fortsetzungen in F'. Zusammen mit den ersten beiden
Fillen zéhlen wir also insgesamt ¢® + 1 rationale Stellen in F. Im Vergleich mit der
Hasse-Weil-Schranke ergibt sich

#IP’;B( = +1=2V@grx + ¢ +1,

d.h. die Hasse-Weil-Schranke wird von Hermiteschen Funktionenkorpern erreicht.

(d) Der Fermatkorper F' ist isomorph zum rationalen Funktionenkérper K (X) der
projektiven Kurve
X={(zo: 2y x0) : 2l + 27 4 227 = 0} ¢ PP(K)

vermége = — b7l und y — b2, wobei b eine primitive 2(¢g+1)-te Einheitswurzel in K
(respektive eine primitve (¢ + 1)-te Einheitswurzel im Fall char(K') = 2) bezeichnet.
Wir zeigen, daf3

' U;(K) — Aut(K(X):K)

A= (a)osijee AT Yo i

eine Operation der unitdren Matrizen A € Us(K) auf K (X) definiert. Es ist

2 2 q
S et =3 (Son) (Sown) = 3wt
i=0 i=0 \j=0 i=0 0<i,j,k<2
Eine unitire Matrix A € U3(K) erfiillt AT A? = id (vgl. [Hup67, I1.10.]). Somit
gelten a;ja}, = 0, fir i = 0,1,2, wobei d;; das Kroeneckersymbol bezeichne. Es

folgt dann
2
S etar = 3 (S ) et = 3o
i=0

0<j,k<2
Also 148t die durch ¢ definierte Operation das projektive Modell von F' invariant.
Dies induziert die Operation

: - 50(331 w(x2)
A — Dg T b@(x — b@(xo)

von Uz(K) auf F:K. Der Kern des Homomorphismus @ wird erzeugt von den Ma-
trizen der Gestalt a - (6;;), d.h. von den Vielfachen der Einheitsmatrix. Das zeigt
schlieBlich Aut(F:K) > U3(K)/Z(U;3(K)) = PGU3(K). O

Anmerkung 17.3. Die Automorphlsmengruppe eines Hermiteschen Funktionen-
korpers operiert 2-transitiv auf der Menge P }( seiner rationalen Stellen.
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17.2 Hermitesche Codes und Dualisierung

Zum Studium Hermitescher Codes ist die Artin-Schreier-Normalform Hermitescher
Funktionenkdrper besonders zweckméafig.

Bemerkung 17.4. (Artin-Schreier-Normalform)
Es sei F:K ein Hermitescher Funktionenkorper vom Ezrponenten q + 1. Dann gibt
es zwet Variablen u,v € F mit

F = K(u,v) und  v? +v=ult
Daberi gelten:

(a) Die Polstellendivisoren der Funktionen u und v sind Potenzen einer rationalen
Stelle P, genauver gelten

(U)o = PL sowie (V)oo =PI
(b) Die Differente ®(F:K(u)) hat die Gestalt PBL 972
(c) Das Differential du hat den Divisor (du) = BL 92,

Beuweis. Es gibt Konstanten a,b € K = F ;2 mit a?+a = —1 = b?"'. Die Funktionen
u und v werden definiert durch

b

U= und Vi=a— ux.
y —bx
Dann gilt y = bu~!(1+wuz) und die Relation 1 = 29! +99™! wird nach Multiplikation
mit u?tt zu
it = (ux)qul + (uy)‘”l = (a— v)q+1 + bq+1(1 + ux)‘”l

=(a—v)"™ —(a—v+ 1) =—(a—v) = (a? —v?+ 1) = v + 0.

(a) Jede Polstelle von u ist auch eine Polstelle von v. Dies ergibt sich aus der de-
finierenden Relation. Fiir eine Polstelle 3 von u gilt nach der strikten Dreiecksun-
gleichung wegen ordy(u), ordg(v) < 0

~(q+1) - eq(F:K (w)) = (g + 1) ordp(u) = ordg(u?™) = ordsp(v? +v) = ¢ - ordp(v)

und somit ¢ = eqp(F:K(u)) = —ordg(u) sowie ordgp(v) = —(¢ + 1). Insbesondere
besitzen v und v nur eine Polstelle, die wir mit 3., kennzeichnen.

(b) Die Verzweigungsstellen in F:K(u) sind entweder Pol- oder Nullstellen von w.
Nach Teil (a) ist die Polstelle von u total verzweigt. Der Nullstellendivisor von u
ist hingegen nach dem Dedekind-Kriterium vollstindig zerlegt. Die Differente ©(F"
K(u)) besitzt ledglich den Primteiler ... Seinen Differentenexponenten dg  (F:
K (u)) erhélt man aus der Hurwitzschen Relativgeschlechtformel vermoge

dyp.. (F:K(u)) = deg(D(F:K (u))) = 2(g — 1) + 2[F:K(u)] = ¢° + ¢ — 2.
(c) Diese Aussage ergibt sich aus der Differentialdivisorformel vermoge

(du) = (u)2 - D(F:K (u)) = PL 7 0
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Definition 17.5. (Hermitesche Codes und Standardcodes)
Ein arithmetischer Code iiber einen Hermiteschen Funktionenkérper F': K heifit Her-
mitescher Code. Wihlt man speziell & = 7 mit der Polstelle 3., von u aus
Bemerkung 17.4 und 2 als Produkt aller aller rationalen Stellen in F: K aufler .,
so heiflen die Codes

Cr = O, PBL)

fiir r € Z Hermitesche Standardcodes.

Notiz 17.6. (a) Die Hermiteschen Standardcodes haben nach Satz 17.2 Linge ¢°.
(b) Fiir negative r gilt C, = 0. Nach Korrolar 11.4 ist bei r > ¢* + 29 — 1 =
¢+ ¢ — q¢— 1 der Code C, der volle Vektorraum K 7. Also kénnen wir uns im
folgenden auf natiirliche Zahlen r mit 0 < r < ¢% + ¢> — ¢ — 2 beschrinken.

Bemerkung 17.7. Die Symmetriegruppe eines Hermiteschen Standardcodes umfafst
die Fizgruppe von Po, in Aut(F:K) mit Kardinalitit #Stab(PBoo) > ¢*(¢* — 1).

Beweis. Die Lange eines Hermiteschen Standardcode ist grofler als 2g + 2. Somit
ist die Automorphismengruppe Aut(2, B ) = Stab(P.) nach Satz 12.13 in die
Symmetriegruppe des Codes eingebettet. Aufgrund der Transitivitat von Aut(F:K)

auf P 1) folgt #Stab(Po) = # Aut(F:K) /(¢ +1) > ¢3(¢® — 1). 0

Satz 17.8. Die Klasse der Hermiteschen Standardcodes tiber einen Hermiteschen
Funktionenkorper F:K ist abgeschlossen beziiglich Dualisierung. Genauer gilt fir

den Code C,

1 _
CT - Cq3+q2—q—2—r-

Beweis. Die ¢° rationalen Stellen P € PISI}(\{%M} werden parametrisiert durch
die Paare (a,0) € F3 mit a?' = b? + b. Dabei gibt es fiir alle a € F, jeweils
genau ¢ verschiedene b € F,» mit a9t = b7 + b. Bezeichnet man die entsprechenden
Primdivisoren, d.h. die Kerne der Stellen u — a,v +— b mit 3, ;, so gelten

A= J] Pu» sowie (u—a)-( 11 fpa,b>-q3gg.

qiibe£+b arti=bith
adtl=

Die Funktion z := u¢" —u = [I.cx (v — a) hat den Divisor
(2) = (" —w) =[] (w—a) =27
acK

und ist damit Primelement fiir alle ‘B, ;. Das Differential § = 27 'du besitzt den
kanonischen Divisor

(8) = (=7")(du) = PLA™" PL 7 = A PLF

und hat somit an allen Stellen ‘3, ; Ordnung —1 und Residuum 1. Nach Satz 11.14
ist dann C, dual zum Code C'(2(, *) mit Goppadivisor

6 = (AP = PL B
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Korollar 17.9. (Kriterien fiir Selbstdualitdt und -orthogonalitét)
(a) Im Falle r < %(q +¢* — q— 2) ist C, selbstorthogonal, d.h. es gilt
C,. <Cr.

b) C, ist genau dann selbstdual, wenn r = L(¢® + ¢* — q¢ — 2) gilt. Insbesondere
2
gibt es nur in Charakteristik 2 selbstduale Hermitesche Standardcodes. 0

17.3 Dimension und Distanz Hermitescher Codes

Bemerkung 17.10. (Pol- und Fehlzahlen vom ..)
Es sei F' = K(u,v) mit v? +v = ui™ ein Hermitescher Funktionenkérper und Poo
die Polstelle von u in F'. Dann gelten:

(a) Po hat die Polzahlhalbgruppe H := Nqg + N(q + 1) und ist fir ¢ > 3 ein
Weierstrafspunkt.

(b) Der lineare Raum L(B’.) hat die Basis
{u 1 jeNj<q—1Lig+j(g+1) <r}

Beweis. Nach Bemerkung 17.4 sind ¢ und ¢ + 1 Polzahlen von ‘B, d.h. H ist ent-
halten in der Polzahlhalbgruppe von ... Die Menge N\H enthélt genau (¢ — 1) +
(g—2)+...+1= ‘1("—2_1) = g Elemente. Da jede rationale Stelle genau g Fehlzahlen
besitzt, ist N\H die Menge aller Fehlzahlen und H die volle Menge der Polzahlen
von Po. Die Aussage (b) folgt aus Bemerkung 17.4 und Teil (a). O

Aufgabe 17.11. Bewelsen Sie, daB8 Poo fiir ¢ > 3 ein WeierstraBpunkt ist. Zeigen
Sie weiter, dafl IP’F . die Menge aller WeierstraBpunkte von F:F, ist, wobei I, den
algebraischen Abschlufl von I, bezeichne.

Hinweis: Berechnen Sie hierzu den zusammengesetzten Verzweigungsdivisor von F':
K bzgl. iterativer Differentation.

Satz 17.12. (Hermitescher Standardcodes mit normalen Goppadivisor)
Es sei C,. ein Hermitescher Standardcode mit 0 < r < ¢, d.h. mit normalem Goppa-
divisor. Dann gelten:

(a) C, besitzt die Dimension
dim(C,) = dim(PB,) = #{(i.j) : 4,7 €N,j < ¢ —Lig+j(g+1) <r}.

(b) Die Minimaldistanz d(C,) des Codes C, ist

3 _ 3 _
d(C’T):{ @ —r fallsr,¢° —r eH

d(C,_1) sonst.
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Beweis. (a) Die Behauptung folgt unmittelbar aus Korollar 11.4 und Bemerkung
17.10, da der Goppadivisor kleineren Grad als die Lénge des Codes besitzt.

(b) Ist r eine Fehlzahl von P, so gilt dim(C,) = dim(P’) = dim(P!) =
dim(C,_;). Wegen C,_; < C, folgen hieraus C, = C,_; und d(C,) = d(C,_1).

Im folgenden sei r eine Polzahl und es gelte r = kq + I(¢ + 1). Dabei kann man
0.E. I < ¢ — 1 wahlen (vergleiche auch Bemerkung 17.10). Nach Satz 11.2 gilt
d(C,) > ¢* —r, also ist lediglich d(C,.) < ¢* —r bzw. die Existenz eines Codeswortes
vom Gewicht ¢ — r zu zeigen.

1.Fall: Es ist r = ¢ — ¢* = (¢* — q)q. Wir wihlen ¢* — ¢ paarweise verschiedene

?—q

Konstanten ay,...,a,2_, € K. Die Funktion z := [[_]? (v — a;) hat den Divisor
, ’—q 7°—q
(2) =PI~ H (u—a;)o =P H H B, b-
=1 =1 bq+b:ag+1

Also ist z = (2(Pap))pisp—aer1 ein Codewort von C, vom Gewicht ¢> — 7.

2.Fall: Es gilt » < ¢® — ¢*> und damit k£ < ¢> — ¢ — 1. Wir wihlen eine nicht-
verschwindende Konstante ¢ € F; . Nach dem Beweis zu Satz 17.8 hat die Menge
A:={a € K : ' # ¢} Kardinalitit ¢* — (¢ + 1). A enthdlt also mindestens k
paarweise verschiedene Konstanten aq, ..., ag. Die Funktion z; := Hle (u — a;) hat
somit genau kq Nullstellen. Desweiteren gibt es mindestens [ verschiedenen Konstan-
ten bq,..., b mit b? +b; = ¢, da die Spurabbildung der Erweiterung K:[F, surjektiv

ist. Also hat z; := Hézl (v —b;) genau [(q + 1) Nullstellen der Form %, ,;,. Wegen
c=0b]+bj =a"" = (u(Pap,))""

sind diese Stellen verschieden von den Nullstellen von z;. Die Funktion z;2z, hat also
kq+1(q+1) = r Nullstellen und besitzt den Polstellendivisor (z122)s = P~ . Somit
ist (z122) ein Codewort mit Gewicht ¢> — r.

3.Fall: Es ist 7 > ¢* — ¢®>. Im Gegensatz zu den obigen Fillen ist hier ¢*> — 7 in der
Regel keine Polzahl mehr. Nun bezeichne s die kleinste Polzahl mit s > ¢ — r. Fiir
diese gilt nach Bemerkung 17.10 (b) jedenfalls s < ¢*> < ¢* — ¢*. Geméf} der Fille 1
und 2 gibt es daher eine Funktion z aus £(5 ) mit (2) = BP° und B|2A. Damit
ergibt sich I

T~ P (u” —u)(z7") = PLLUBTA.
Es sei zunichst s = ¢> — 7. Dann ist der Goppadivisor von C, dquivalent zu einem
Teiler des Auswertungsdivisor 2l und es gilt nach Zusatz 11.3 d(C,) = ¢* — r.
Ist hingegen s > ¢*> — r und damit ¢, := r + s — ¢* > 0, so ist P dquivalent zu
einen Divisor der Gestalt BB, wobei B ein ganzer Teiler von 2 ist. Nach Zusatz
11.3 folgt dann

d(C,) =q¢* -1 +ec.

Ersetzen wir hierin r durch r» — 1, so wird ¢,_; = ¢, — 1, und es folgt

d<C7") - q3 —rte = q3 - (’I" - 1) + o1 = d(Cr—l)' ]
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Korollar 17.13. Im Falle ¢*> — q < r < ¢® — ¢* + q gelten fiir die Dimension und
die Minimaldistanz des Hermiteschen Standardcodes C,

(q—1)

dim(C’T):r—g+1:7~+1_q ) und  d(C,)=¢* -

Beweis. Jede Fehlzahl ist kleiner als 29 = ¢(¢ — 1). Somit ist r eine Polzahl und die
Aussagen folgen aus dem bisher gezeigten sowie dem Satz von Riemann-Roch. [J

Zusatz 17.14. Es sei C, ein Hermitescher Standardcode mit ¢ <r < ¢*+¢*—q—2,
d.h. mit nicht-normalem Goppadivisor. Dann gelten:

(a) dim(C,) = ¢* — dim(PLFe~a27)
reag®
(b) d(C,) =q— { qq;qJ.
Aufgabe 17.15. Beweisen Sie Zusatz 17.14.

Aufgabe 17.16. Bestimmen Sie die Parameter der Teilkorpercodes C;|r, und der
Spurcodes Trg.r, (C;).



Kapitel 18

Artin-Schreler-Turme

In den néachsten beiden Kapiteln werden Codes nachgewiesen, welche die Gilbert-
Varshamov-Schranke iibertreffen. In diesem Kapitel werden die dazu verwendeten
Funktionenkorper studiert, die sich aus Tiirmen von Artin-Schreier-Erweiterungen
konstruieren lassen.

18.1 Artin-Schreier-Erweiterungen

Definition 18.1. (Artin-Schreier-Erweiterung)
Eine Korpererweiterung E:F vom Grad ¢ mit F > F, heift Artin-Schreier-
Erweiterung, falls £ = F(y) Stammkorper eines y iiber F' mit y? —y € F ist.

Satz 18.2. (Hauptsatz der Artin-Schreier-Theorie)
Es seien F:K ein algebraischer Funktionenkorper mit Konstantenkorper K der Cha-
rakteristik p > 0 und

WT) =T+ a, T + a; T + - + 4, T? + a,T

ein separables, additives Polynom, welches tiber K vollstindig in Linearfaktoren zer-
féllt. Desweiteren sei E = F(y) eine Erweiterung von F gegeben durch

h(y) =z € F.

Fir jeden Primdivisor B € Pp.x mit ordg(z—h(u)) # 0 (mod p) fiir eine Funktion
u € F' definieren wir die Zahl mgp via

—m <0 undm#0 (mod p)

m : es gibt ein u € F' mit ordgp(z — h(u
— alz =) = -

—1 : es gibt ein u € F mit ordg(z — h(u))

AV

Dann ist mg fir diese Stellen wohldefiniert. (Man beachte, dafi Primdivisoren 3
mit ordg(z — h(u)) = 0 (mod p) fir alle u € F kein Wert myg zugewiesen wird.)
Besitzt F:K mindestens eine Stelle Q mit mg > 0, so ist E:F eine geometrische
elementarabelsche Erweiterung vom Grad q und es gelten:
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(a) Die Primdivisoren B € Pp.x mit mgqg > 0 sind total verzweigt in E:F mit
Differentenezponenten dy(E:F) = (¢ — 1)(mg + 1).

(b) Die Primdivisoren B € Pp.jx mit mg = —1 sind unverzweigt in E:F.

(c) Ist der Index ms fiir alle Primdivisoren B € Pp.i definiert, so ist jede in E:F
verzweigte Stelle total verzweigt und E:K besitzt das Geschlecht
-1
gpx =1+¢q (grx — 1)+ QT Z (mg + 1) - deg(*B).
PEPr.k

Beweis. Zunachst weisen wir die Wohldefiniertheit von mg nach. Dazu ist zu zeigen,
dafl die beiden aufgefiihrten Fille nicht gleichzeitig eintreten kénnen und mg im
Fall mgp > 0 eindeutig bestimmt ist. Wir nehmen an, zur Primstelle ‘B € Pr.x gebe
es zwei Funktionen uy, uy € F mit ordg(z — h(wy)) = my, ordgp(z — h(uz)) = ma < 0
sowie m; # mg Z 0 (mod p). Dann folgt nach der ultrametrischen Dreiecksunglei-
chung

min{m, mo} = ordgp(z —h(u1) — (2 — h(uz))) = ordg(h(us —u1)) = gordyp(us —uy).

Der Fall m; > mo fiihrte zum Widerspruch zur Teilerfremdheit von msy und ¢. Es
ist also nur der Fall m; < my moglich und mgy ist bei mgq > 0 eindeutig durch

—msgp = max{ordg(z — h(u)) : v € F}

gegeben. Das zeigt die Wohldefiniertheit der Indices mg fiir die fraglichen Stellen 13
mit ordg(z — h(u)) # 0 (mod p) fiir ein v € F. Wir nehmen nun an, es gébe eine
Primstelle Q € Pp.x mit Index mg > 0. Dann gibt es eine Funktion v € F' mit

ordg(z — h(u)) = —mq # 0 (mod p).
Fiir den Verzweigungsindex eg(E:F') einer Fortsetzung 9 von 9 in E ergibt sich
—Mg - exy(E:F) =ordg(z — h(u)) = ordg(h(y) — h(u)) = ¢ - ordg(y — u).
Aus der Teilerfremdheit zwischen m und ¢ folgen hieraus
ordg(y —u) = —mg  sowie ¢ > [E:F] > eg(E:F) > q.

Insbesondere ist £ total verzweigt in E:F und h(T) — z € F[T] irreduzibel iiber
F. Die Nullstellenmenge A := {a € K : h(a) = 0} von h(T) bildet eine additive
Gruppe mit Exponent p. Nach Voraussetzung ist A in K enthalten und es gilt
#A = q. Also ist E als Zerfallungskorper des separablen Polynoms h(T") — z eine
galoissche Erweiterung von F'. Die Galoisoperation ist durch o(y) = y+a mit a € A
gegeben und wir erhalten die Gruppenisomorphie

G=Gal(E:F)=2A=Z,x - xX1Z,
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Somit ist £:F eine elementarabelsche Erweiterung vom Grad g. Es sei L der alge-
braische Abschluf von K in F und LF < FE die maximale Konstantenerweiterung
von F' in E. Da Konstantenerweiterungen unverzweigt sind (siehe Anhang), folgt

q=-eq(E:F)=eq(E:LF)-eq(LF:F)=eq(E:LF)

und somit [L:K] = [LF:F] = 1. Also ist L = K der vollstdndige Konstantenkorper
von F und E:F bildet eine geometrische Erweiterung.

(a) Wir haben bereits gezeigt, dal jede Primstelle p € Pp.x mit mg > 0 total
verzweigt in E:F. Es bleibt somit nur noch der Differentenexponent d(i;(E:F ) =
dyp(E:F) der einzigen Fortsetzung B € Pp.x von P in E zu bestimmen. Fiir eine
Funktion u € F' mit ordg(z — h(u)) = —mg setzen wir § := y — u. Auf Grund der
Teilerfremdheit von my und ¢ gilt wie oben ordgb(gj) = —msyp und es gibt natiirliche
Zahlen 7,7 > 0 mit
t-q—j-mgp=1

Fiir ein Primelement = € F zu P ist dann ¢ := 2’ € F ein Primelement zu P. Die
Galoisoperation von G auf ¢ ist durch o(t) = z%(y + a)’ mit a € A gegeben und es

gilt
RN , R
ot) —t=ua'- Z(.)zf—lal—gﬂ =x1-2(.>gﬂ—lal
=0 J =1 J

fir o # id. Wegen ordg(a) = 0 und ordg(g7~") < ordg(y/~) fir I > 1 hat die
Differenz o(t) — t die Ordnung

ordg(o(t) —t) = ordg(a") + ordg(jag’™ ") =i-q— (j— 1) - mgp =1+ mg

bei P. Also ist jeder Galoisautomorphismus o # id in der mg-ten Verzweigungs-
gruppe, nicht aber in den héheren Verzweigungsgruppen G; von ‘B mit ¢ > my + 1
enthalten. Mit der Hilbertschen Differentenformel folgt schliefllich

dp(E:F) =Y (#Gi—1) = (mg+ 1)(#G — 1) = (mp + 1)(g - 1).
i=0
(b) Es sei nun P € Pp.x eine Stelle mit mgy = —1 und P eine Erweiterung von 9 in

E. Dann gibt es eine Funktion © € F' mit Z := 2—h(u) € Ogp. Das Element § := y—u
ist ebenfalls ein primitives Element von E:F und ¢(T') := h(T) — 2 € Og[T| das
zugehdrige Minimalpolynom von g iiber F. Dann ist der Differentenexponent durch
die Ordnung von ¢'(§) bei P beschrinkt [Sti93, Thm.II1.5.10.]. Somit folgt die Aus-
sage (b) aus ¢'(g) = a, # 0.

(c) Mit den gemachten Voraussetzungen ist £:F eine geometrische Erweiterung vom
Grad ¢ und jede Primstelle 3 € P liefert den Gradbeitrag deg(P)(mgp+1)(¢—1)
zur Differente D(E:F') von E:F. Es folgt mit der Hurwitzschen Relativgeschlechts-
formel
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gpx —(1+q (grx — 1)) = deg(@Q(E:F)) =2 ; ! Z (my +1) - deg(P). O

PePF.k

Fiir Artin-Schreier-Erweiterungen FE:F' algebraischer Funktionenkorper mit Kon-
stantenkérper K > [F» kann die erzeugende Relation auch in der Normalform

Yi+y+zel

angegeben werden. (Bei ungerader Charakteristik ersetzt man dabei einfach das
primitive Element y durch —ay mit einer 2(q — 1)-ten Einheitswurzel a € F...) Fiir
den Rest dieses Kapitels sei stets, sofern nicht anders angegeben, K = [F .. Fiir eine
Konstante ¢ € F, bezeichnen wir die Spurfaser von ¢ unter der Spurabbildung von
K nach F, mit

Ac={a €K :a’+a=c}.

Fiir ¢ = 0 setzen wir A := Ay und

A= A\{0}={ae K :a?"+1=0}

Man beachte, da3 A eine additive Untergruppe von K bildet und bei gerader Cha-
rakteristik mit I, ibereinstimmt.

Bemerkung 18.3. Es sei I:F eine Artin-Schreier-Erweiterung mit K > Fp er-
zeugt durch die Relation y? 4+ vy = z € F. Dann sind die Zdihlerstellen . von z — ¢
fir ¢ € F, vollstindig zerlegt in E:F und die g Fortsetzungen B, | P, sind eindeutig
bestimmt durch y — a € B, mit a € A,.

Bewets. Das modulo ‘3. reduzierte Minimalpolynom von y hat die Gestalt

gI)=T"+T—-c= [[(T-a)

(leAc

und zerféllt somit iiber Oy, /B. > K vollsténdig in Linearfaktoren. Somit folgt
unsere Behauptung aus dem Dedekind-Kriterium. [

Bemerkung 18.4. (Geschlecht und Verzweigung der Norm-Spur-Gleichung)
Der algebraische Funktionenkérper E = K(x,y) mit K > F 2 sei erzeugt durch die
Relation

24
x4 1
Dann sind F:K (z) und F:K(y) Artin-Schreier-Erweiterungen vom Grad q und es
gelten die folgende Aussagen:

Yy +y = (18.5)

(a) Die Nenner- und Zihlerdivisoren zu x4~ + 1 sind total verzweigt in E:K (x)
und die Zdhlerdivisoren zu y?+vy sind total verzweigt in E:K (y). Diese Stellen
sind die einzigen Verzweigungsstellen von E:K () bzw. E:K(y). Ihr Differen-
tenexponent ist jeweils 2(q — 1) und die Differenten von E:K(x) und E:K(y)
haben die Gestalt
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D(BK () = (Foo Tlear Bl und DK () = (TTpen )20

Dabei bezeichne B, den primen Zihlerdivisor von x — a fir a € A*, P, den
primen Nennerdivisor von x sowie L, den primen Zdhlerdivisor von y — b fir

be A.
(b) Das Geschlecht von E:K betrigt gp.ir = (q — 1)2.

(c) Die Hauptdivisoren von x — b und y — b fir b € A haben die Gestalt

() = BIThhea sy (x—a)=PIPE  fir ac AX,
(y = 0) = (B [aeax B HQ;-

Beweis. Die Korpererweiterung F:K (y) besitzt das primitive Element % mit der

definierenden Relation
( 1 > 1 1
. + - — ,
x x yi+y

die man aus (18.5) gewinnt. Somit sind E:K(y) wie auch E:K(x) Artin-Schreier-
Erweiterungen vom Grad ¢. Die Gestalt der Differenten und das Geschlecht von £: K
erhdlt man unmittelbar aus Satz 18.2. Insbesondere sind die Stellen 3., und ‘3, fiir
a € A* total verzweigt in E:K(z) und es gelten (z),, = P, sowie (x — a)y = PL.
Analog gilt (y —b)o = Qf fiir b € A. Fiir den Hauptdivisor von y? 4 y ergibt sich

M ., (2t )bt o
we TG T O e e @ B e B
Hieraus folgen (x)o = [[,c4 Qb sowie (¥)oo = Poo [ [ucax Ba- O

18.2 Verzweigung im Norm-Spur-Turm

Definition 18.6. (Norm-Spur-Turm)

Der Kongruenzfunktionenkérper 7,,, := K(xg, 1, ..., Z;) mit den definierenden Re-

lationen

xi
1

— fir:=1,...,m
wig +1

q —
T, +r;=

heifit Norm-Spur-Turm. Der Index m wird Hohe oder Stufe des Turms genannt.
Die Namensgebung des Norm-Spur-Turms ist motiviert duch die Gleichungen

Normg , x,(a) = a?t! und Spurg .5, (a) = a’ + a.
q

Desweiteren setzen wir
T
Ty = K(xiy ..., Tivk)
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Offensichtlich ist 7} isomorph zu Tj. Die Erweiterungen T}:7,”] sind ebenfalls
Artin-Schreier-Erweiterungen. Somit liefert der Norm-Spur-Turm eine Pyramide mit
Artin-Schreier-Erweiterungen vom Grad g.

/\
/\/\
/\/\/\
/\/\/\/\

K(xg) K(xq) K(xq) K(x3) K(xy)
Bemerkung 18.7. Fiir den Norm-Spur-Turm T,,:K der Hohe m gelten:
(a) Die Erweiterungen T,,:K(z;) miti =0, ..., m sind geometrisch vom Grad ¢™.

(b) Alle Primdivisoren auflerhalb der Tragerstellen von xf + x¢ sind unverzweigt
in der Norm-Spur-Pyramide, d.h. diese Stellen sind unverzweigt in T,,:K (x;)
firi=0,...,m

(c) Die Polstelle B, von xy sowie die Nullstellen B, von xo — a fir a € A* sind
total verzweigt in T,,: Ty mit dem Differentenexponenten 2(¢™ — 1).

Beweis. (b) Es sei P € Pt weder Pol- noch Nullstelle von z{ +xy. Dann besitzt 3
Ordnung 0 bei z%/(z?~" + 1) und ist somit weder Pol- noch Nullstelle von z? + z;.
Induktiv folgt nun, dafl P weder Pol- noch Nullstelle von z! + z; fir : = 0,...,m
ist. Daher besitzt 3 in jeder Kérpererweiterung F:F' der Norm-Spur-Pyramide den
Index mg = —1 und ist somit nach Satz 11.12 in der gesamten Norm-Spur-Pyramide
unverzweigt.

(c) Es sei P € {Poo, Bo : @ € A*} entweder eine Pol- oder eine Nullstelle von 2" +
1 = Jl,eax (o — a). Bs ist ep(T: 1) = q™ bzw. eq(Tip:Tp—1) = q fiir k =1,....m
zu zeigen. Dazu zeigen wir via Induktion nach k, dafl 3 die Verzweigungsindices

ep(Ti:Ti_ 1) =q und ep(TETiH) =1 firi=0,...,m—k

besitzt. Die Aussage fiir k£ = 1 erhalten wir komplett aus Bemerkung 12.10. Denn
nach Bemerkung 12.10 ist I3 total verzweigt in K (x1,z0):K(xq) = TY: TP sowie voll-
stiandig zerlegt in TY:T) = K(z1,7):K(z1) und bildet einen Pol zu x;. Als solcher
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ist B wiederum nach Bemerkung 12.10 total verzweigt in 7}:7) und vollstindig
zerlegt in T}:T7. Mit einer seperaten Induktion folgt dann

ep(TH:TY) =q und ep(THTe) =1 firi=0,...,m—1.

Unsere Behauptung sei nun giiltig fiir £ > 1. Dann gilt fiir den Verzweigungsindex
von P in T} T}
6513<T12+2:T1i+1) = 6‘»13(T12+2'Tl§+1) : (Tli-s-l‘TiH) = 6‘43(T12+2'T1§+1) -1
= eqp(Tiio: leﬁ) (Téii T = ep(Tiue leﬁ) q

was ep(T} T3 ") = g sowie eqp(T} o Ti,,) = q und eq(T} T 1) = 1 zur Folge
hat. Dies schliefit den Induktionsbeweis und wir erhalten insbesondere

ep(TnTo) =q¢"  und  ep(T:K(z;)) H&B (TR T =1 fiiri =0,.
k=1

Als eine in T};:K (z;) unverzweigte Polstelle von z?/(z¢~" + 1) erfiillt

)

ordyr, () = —1 firi=0,...,m— 1.

1 +1
Somit besitzt P in 7;,:7; nach Satz 11.12 den Index mgp~r, = 1 und Differentenex-
ponenten

dp(Tis1'T;) =2(¢g—1) firi=0,...,m—1.

Mit der Formel fiir zusammengesetzte Differentenexponenten
dp(E:H) = dy(E:F) + ep(E:F)dyp(F:H)

fiir Korpererweiterungen £ > F' > H folgt schlief8lich
(T To) = deTﬂl —i=2(¢™ —1).

(a) Sdmtliche Erweiterungen in der Norm-Spur-Pyramide sind separabel. Da T,,,:Tj
nach (b) total verzweigt ist, ist K der vollstdndige Konstantenkorper von 7,, und
somit von sdmtlichen Unterkdrpern in der Pyramide. O]

Die moglichen Verzweigungstellen in 7,,:Tj sind die Pol- oder Nullstellen von x{ + .
Mit obiger Bemerkung haben wir bereits gezeigt, dal die Pol- und Nullstellen von
az’gfl + 1 total verzweigen. Um die Differente von T,,,:Ty zu bestimmen, bleibt somit
das Fortsetzungsverhalten der Nullstellen zu zy zu untersuchen. Aus Bemerkung
18.3 folgt, dafl die Nullstellen zu xy in T}, 1:7} vollstdndig zerlegt in Nullstellen zu
Trr1 — a mit a € A sind. Somit erfiillt jede Nullstelle Q zu xy eine der beiden
folgenden Eigenschaften
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(1) 9 ist eine gemeinsame Nullstelle von z¢, x1, . .., Z,,—1 und z,,, — b fiir ein b € A.
(2) Es gibt einen Index i € {0,...,m — 1} mit

(2a) 9 ist gemeinsame Nullstelle von x, ..., z; 1.
(2b) 9 ist Nullstelle von z; — a fiir ein a € A*.
(2c) Q ist gemeinsame Polstelle zu 1, ..., Tpp.
Im ersten Fall ist £ unverzweigt in 7,,:7y und liefert somit keinen Beitrag zur

Differente ©(7,,:1y). Im zweiten Fall erhalten wir aus Bemerkung 12.10 das folgende
Verzweigungsdiagramm zu Q:

xz 2, Li—1, 1)7, xz 1, Li, Iz—i—l K(xu Li+1, :L‘z—i-Q) =
K(xz 2, Lij— 1) :Ez 1 xz) K(ZL‘Z, xz—i—l) K(xz-l—la ;'L‘z+2)
\ \ \ / 1
xz 2 xz 1) K Iz) K($z+1) K(xi+2>
Tio =0 i1 =0 Tri=a Tiy1 = OO Tiy2 = OO

Man sieht, daf der Verzweigungsgrad eq(K (x;—1, z;, i1): K (2,1, x;)) nicht wie in
Bemerkung 18.7 durch Diagrammabgleich erhalten werden kann. Stattdessen bekom-

men wir diesen mit Hilfe einer Q-ganzen erzeugenden Gleichung, die das Kernstiick
bei der Berechnung der Differente ©(7,,,:7p) bilden.

Bemerkung 18.8. Fir die Nullstellen Q von x; —a mit i > 1 und a € A* gelten:
(a) In T;:Ty ist Q vollstindig zerlegt.
(b) In Ty;:T; ist Q unverzweigt.

(¢) Im Fallm > 2i ist Q total verzweigt in T,,:Ty; mit dem Differentenezponenten
2(qm72i _ 1)

Beweis. Die Aussage (a) folgt wie oben fiir den Fall (1) aus der Bemerkung 12.2.
Wir definieren

Eivj = K(xi*j7 s )wi+]') und Fz’] = K(xifj, . 7x’i+j71)

fir j = 1,...,i. Hauptbestandteil des Beweises von Aussage (b) ist der Nachweis
von

eq(Ei; Fij) =1 firj=1,...,1

Daraus ergeben sich alle restlichen Verzweigungsgrade eq(FE:F') in der Norm-Spur-
Pyramide, indem man die einzelnen Diagramme vergleicht.
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q. 1
1 1,1 q g ) ¢ 1
NV
o .
1 q 1 q 1 q .- 1
T r, NN
1 \q 1/ \qE q/ x 7 1 q 1
1 q1"N1<D/i’11q"1 q .- 1 q 1
o N
1 ¢ 1. a 1. N q/ 1 q 1 g L q )
" K(z,)
rg =0 i1 =0 @=a X =00 To; = 00

Es sei 9; := QN F; ;. Wir wollen zeigen, da§ ; unverzweigt ist in E; ;:F} ;. Die
Artin-Schreier-Erweiterung F; ;:F; ; wird erzeugt durch die Relation

q
Litj—1
=: w,.

q = I
Tivj+ Titj = 43 1Y
Litj—1

Nach Satz 11.12 reicht es also zu zeigen, dafl es ein Element u; € F;; gibt mit

ordg, (w; + (uj +u;)) > 0.

Wir zeigen diese Aussage induktiv fiir u; := azx;_lj mit 1 < 5 < 4. Die Artin-
Schreier-Funktion u] 4 u; hat die Gestalt
uf +uy = aqu;_qj + an;_lj = (—a)zx;_qj + an;_lj = aQ(x;_qj + x;_lj)
q—1
R i a> ‘
Ty Ti i1+ Tij
Induktionsbeginn: Fiir j = 1 erhalten wir
xd a? eI g gt — gt
wy + (uf +ur) = q—ll + 3 =3 i
T+l w F r, +x; T, +x;
q
— Zx?aq_k . H (x; — b)_l.
k=0 beA\{a}

Folglich hat w; + (u{ 4+ u;) nicht-negative Ordnung bei ; vermoge der Kongruenz

q
wy + (uf +uy) = H (a—b)""- Z(akaq_k) =1-(¢+1)a?=—a (mod Q).
beA\{a} k=0



178 Artin-Schreier-Tiirme

Induktionsschritt: Wir nehmen nun an, die Induktionsbehauptung gelte fiir ein j
mit 1 < j <7 — 1. Im folgenden verwenden wir - falls méglich - die Schreibweise
u = O(Qj;1) fiir u € Qjy1. Da Qj, eine Polstelle zu x;,; ist, gelten z;;, € Q4
und

Liyj Titj ( —(g-1) —2(q—1)
Ol 1+ zﬂ)q ! 7 J

= Titj — Z+j + O(Qj+1)

vermoge der Formel fiir geometrische Reihen. Genauer erhalten wir sogar

s = qx?j _ { Tiv; + 14+ 0(Q;41) fallsg=2 (189)
i T1 Tiy; + O(Q;41) sonst.
Desweiteren gilt
q a? a?(1+ xl” ) a%?:; a%?:j?
uj+1+uj+1:x;;7'_‘_xi_]— 3]4_%] xg:;Jrl: iy

Wegen z;_; € Qj41 ist a®z!” j2/( q_l + 1) eine iiber 9;;; ganze Funktion mit der
Kongruenz a®z?_? /(@ jl +1) = a2xq ? (mod £;4,) und ist genau dann nicht schon
in Q44 enthalten wenn g = 2 gilt. In diesem Fall ist a = 1 vermoge a € A* = FJ
und wir erhalten
ui + 1+ 0(Q; falls g = 2
Uiy F Uy = ! (D) (18.10)
u; + O(Q;41) sonst.
Mit den Kongruenzen (18.9) und (18.10) folgt schliefllich unabhéngig von ¢
Wit + (U + 1) = Tisj + uj + O(Qj4).-
Nach Induktionsvorausetzung gilt
ordg, ((#ig; +uj)" + (wiy; + uy)) = orda, (w; + (uj +u;)) = 0.
Daher folgt mit der Dreiecksungleichung fiir diskrete Bewertungen

Ordﬂj-ﬂ (wj+1 + (U’;]‘-i-l + Uj+1>> > min{ordﬂj+1 (xi-‘rj + uj)? Ordﬂj-ﬂ (O(QJ-H))} > 0.
Das schliefit den Induktionsbeweis.

(c) Mittels Diagrammabgleich folgt aus dem Beweis zu (b), dafi Q in den Erweiterun-
gen T,,:Ty; fiir m > 2 total verzweigt ist. Es bleibt also lediglich der Differentenex-
ponent do(7},:1%;) zu bestimmen. Als eine in T ;j: K (22 ;) unverzweigte Polstelle
ZU Ty fiir j = 0,...,m—2i—1ist Q eine einfache Polstelle zu x%iﬂ-/(:cmﬂ +1) und
besitzt daher in T5;1:T; den Index mang,,,; = 1. Aus Satz 11.12 folgt hieraus
da(Tsiyjs1:Toi+j) = 2(¢ — 1) und man erhélt unsere Behauptung vermoge
m—2i
Ao (T To;) = Z da(Toirj Toivj 1) - q™ 27 =2(¢m % —1). O

j=1
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18.3 Rationale Punkte im Norm-Spur-Turm
Bemerkung 18.11. Alle rationalen Stellen auferhalb der Tragerstellen von xf+ xg
sind vollstindig zerlegt in der Norm-Spur-Pyramide, d.h. eine Nullstelle von z; — c

mit ¢ € K\ A ist rational und vollstindig zerlegt in T,,:K(x;) firi1=0,...,m.

Beweis. Es seien R € Pr, i ein primer Z&hlerdivisor von z; — ¢ mit ¢ € K\ A und

Cq
Ei,j = K(Z’i,]’, c. ,{Ei) und e = m
fiir 0 < j < i sowie
Flpi= K( ) umd  fie—
ik — Liyowny Ty un =

fir 0 < k < m — 4. Als Bilder von ¢ unter der Norm- bzw. Spurabbildung sind
clund ¢? + ¢ in F; enthalten und somit auch e und f. Somit ist 2R N E;; nach

Bemerkung 18.3 als Nullstelle zu 2% | + x4, — e = 27/(z?' + 1) — e vollstindig
zerlegt in E; j(x;11):E; ; und es gilt

Tiy1 = ¢y (mod R) mit ¢, +cip1 =e#0.

Ebenso ist RN F}; als Nullstelle von ;% + ;" — f = (2! +z;)"' — f vollstindig
zerlegt in F; j(z;-1):F; ) mit

Tio1 =c¢i1 (mod R) mit ¢ Y+ = f#0,

wobei wir den Fall i = 0 weglasssen. Insbesondere ist R eine Nullstelle von x; | —
Ciop und xipq — ¢y mit ¢q,¢41 € K\A. Mit induktiver Wiederholung dieser
Argumentation fiir i — ¢ — 1 bzw. ¢ — i + 1 erhélt man schliefflich, da} R eine
Nullstelle von z; — ¢; mit ¢; € K\A fiir j = 0,...,m ist und dal /8 N F' in jeder
Erweiterung F:F' der Norm-Spur-Pyramide vollstindig zerlegt ist. Insbesondere ist
R rational in T},,: K. O

Folgende Bemerkung prézisiert die Aussage 18.8 (b).
Bemerkung 18.12. Fir die Nullstellen 9 von x; —a miti > 1 und a € A* gelten:

(a) Bei ungerader Charakteristik ist Q in T;1:T; unverzweigt mit nichttrivialem
Tragheitsindezx fo(T;1:T;) > 1.

(b) Bei gerader Charakteristik ist Q vollstindig zerlegt in T;,1:T;. Fiiri > 2 besitzt
9 einen von 1 verschiedenen Tragheitsindex in T;, o:T;, 1.
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Beweis. Es seien Q* := QNT; und Q** := QNT;,;. Nach dem Beweis zu Bemerkung
18.8 ist

i
1

T +a* (x4 + xi_—ll)> =0

(@1 + @2 2)) " + (w1 + @’y — (
eine Q*-ganze Gleichung fiir z;,, +a?xz; ;. Folglich besitzt ;,,+a’z; " als primitives
Element der Kérpererweiterung 7;.1:7; das Minimalpolynom

q
Ly

|

g(T) =T"+T — ( +a*(z % + x[ll)) € Oa:[T).

Aus dem Induktionsanfang im Beweis zu Bemerkung 18.8 erhalten wir ebenfalls
gI)=T"+T+a (modNQ").

(a) Unter der Spurabbildung ¢ — ¢?+c wird K auf IF, abgebildet. Im Fall char(K) #
2 ist @ nicht in [, enthalten und somit besitzt G(7") := ¢g(7") (mod Q*) keine Null-
stelle in K, d.h. alle irreduziblen Faktoren p(7) von g(7') sind vom Grad deg(p) > 1.
Da §(T) separabel ist, stimmt der Tragheitsgrad der Fortsetzungen Q|Q* in T}, :7;
nach dem Dedekind-Kritertum mit dem Grad der irreduziblen Faktoren 7 iiberein.
Somit besitzt 9 einen nichttrivialen Tragheitsindex in T}, 1:7;.

(b) Im Fall gerader Charakteristik féllt A jedoch mit F, zusammen. Somit ist Q*
bzw. £ nach Bemerkung 18.3 vollsténdig zerlegt in 7;,1:7; und es gilt

T +a*r =0 (mod Q) firein b€ A,.
Das primitive Element x; o + a%;_lz der Korpererweiterung 7;,5:7;,1 hat das Mini-
malpolynom

Tip 2/ — -1
g(T)=T"+T - s w—— (v +2:55) | -
Tigp +1
Aus dem Induktionsschritt zum Beweis zu Bemerkung 18.8 erhélt man ¢(7) €
Ogq«+[T] und mit j = 1 die Kongruenz
g =T+ T+xi+a’r;, =T+ T+b (mod Q).

Wegen 07+b = a # 0 ist b kein Kérperelement von I, und somit ist g(7") (mod Q**)

wie im Beweis zu (a) nicht zerlegbar in Linearfaktoren. Das zeigt fq(7Tji2:Ti+1) >
1. O

Satz 18.13. (Garcia-Stichtenoth)
(a) Der Norm-Spur-Turm T,,:K der Hohe m > 1 besitzt das Geschlecht

m—+1

(¢" —1)2 firm=1 (mod 2)

m m-+

(g2 = 1)(¢ 2 —1) firm=0 (mod 2).
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(b) Die Anzahl rationaler Stellen im Norm-Spur-Turm der Héhe m > 1 betragt

#PY(“;):K =q¢"(¢*—q)+2¢+¢enm

mit €,, = 0 bei ungerader Charakteristik oder m = 1 sowie 9 = q(q — 1) und
em = 2q(q — 1) fiir m > 3 bei gerader Charakteristik.

Beweis. (a) Nach den Bemerkungen 18.7 und 18.8 sind in 7,,:7j nur die Stellen P,
P, sowie die Nullstellen Q von x; —a mit a € A* und 1 < i < LmT’lJ verzweigt. Der
Gradanteil der Stellen B, und B, zu der Differente ©(T,,:Ty) von T,,:Ty betrigt
jeweils 2(¢™ — 1). Nach der arithmetischen Gradformel ) e;f; = n und Bemerkung
18.8 gilt

deg(A.;) = ¢' fir s = [, Q

und der Divisor 2, ; hat den Gradanteil 2(¢™ % — 1)¢' = 2(¢™" — ¢') zu D(T,,:Tp).
Somit ergibt sich insgesamt fiir den Grad der Differente ©(7,,,:7)) der Erweiterung
TmiT(]

deg(D(T,,:Tp)) = q-2(¢™ — 1) + (¢ — 1) 2(¢"" = ¢")
—9 (qm+1 —q + qm . quL(mfl)/Qj . q1+L(m*1)/2J + q)

2(¢™H + g™ — 29! Y/) firm=1 (mod 2)
— 2(qm+1 + qm _ q(m+2)/2 _ qm/2) fur m=0 (mOd 2)

Die Behauptung folgt nun aus gy = g(K(z9)) = 0 und der Hurwitzschen Relativge-
schlechtsformel vermoge

1 1
gm =1+ (90 - 1)[Tm3T0] + 5 deg<©(Tm3T0)) =1- qm + 5 deg<©(Tm3T0))'

(b) Nach den Bemerkungen 18.7 und 18.11 sind die Nullstellen von zy—a fiir a € A~
total verzweigt und die Z&hlerdivisoren von xy — ¢ mit ¢ € K\ A vollstandig zerlegt
in T,,,:K(x0). Zudem ist der Poldivisor ., ebenfalls total verzweigt in 7,,: K (x).
Das zeigt

#P > (P )+ (g 1)+ 1= g

In der Auflistung der rationalen Stellen in 7,,,: K fehlen also nur noch die Fortsetzun-
gen des Zahlerdivisors 3y zu x,. Eine solche ist nach unseren obigen Uberlegungen

entweder ein gemeinsamer Zé&hlerdivisor von zg, ..., x,,_1 oder eine Nullstelle von
z; —a fiir ein a € A* und 1 < i < m — 1. Die gemeinsamen Nullstellen von
Xo, - .-, ZTm—1 sind rational in 7,,: K und folglich zdhlt man zu der obigen Abschit-

zung noch ¢ weitere Stellen hinzu, d.h. es gilt

1 m m
#PLD > g g 2g =7,
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Diese Schranke ist scharf fiir m = 1. Fiir m > 2 und char(K) # 2 sind sdmtliche
Nullstellen zu x;—a mit 1 < ¢ < m—1 nach Bemerkung 18.12 nicht-rational. Somit ist
die vorgestellte Schranke auch scharf fiir jede Stufe m bei ungerader Charakteristik.

Im Fall gerader Charakteristik sind die Nullstellen zu z; — a nach Bemerkung 18.12
vollstandig zerlegt in 75:7} und nach Bemerkung 18.8 total verzweigt in 7;,,:75. Diese
q(q — 1) Fortsetzungen von B sind also rational in 7},,: K. Im Fall m = 2 zeigt dies

#PI(“;:)K =q¢"— ¢ +2¢+q(g—1) =1y +eo.

Fir m > 3 und 2 < ¢ < m — 2 gehen die Nullstellen von x; — a &hnlich wie
im Fall char(K) # 2 wegen ihren nicht-trivialen Tragheitsindex in T;,2:7;,; als
rationale Stellen verloren. Der Z&hlerdivisor zu x,, 1 —a besitzt hingegen ¢ rationale
Fortsetzungen in 7,,: K. Das zeigt schliellich

#]P’T(;):K =q¢"? " 120 +2¢(q— 1) =1+ Em. O

In der Diplomarbeit [Lag06| findet man eine eingehende Untersuchung der Standard-
codes im Norm-Spur-Turm, die aus den Riemann-Roch-Rdumen L£(37) gewonnen
werden. Diese sind u.a. deswegen interessant, da sie eine Codeklasse oberhalb der
Gilbert-Varshamov-Schranke bilden. Sie sind also Beispiele fiir die in Korollar 19.10
angesprochenen Codes. Zudem enthélt [Lag06| Berechnungen zur Automorphismen-
gruppe des Norm-Spur-Turms.!

!Ein Artikel mit den Ergebnissen ist in Vorbereitung.



Kapitel 19

Asymptotische Schranken fiir
arithmetische Codes

Dieses Kapitel enthilt als einen der Hohepunkte der Vorlesung einen Beweis des
Satzes von Tsfasman-Viadut-Zink tiber die asymptotische obere Schranke der An-
zahl rationaler Stellen in Kongruenzfunktionenkorpern relativ zu deren Geschlecht.
Diese zieht die Existenz von arithmetischen Codes oberhalb der Gilbert-Varshamov-
Schranke nach sich.

19.1 Serre-Schranke

Definition 19.1. Es seien ¢ eine Primzahlpotenz und g € N. Bezeichnet N;(F) die
Anzahl aller rationalen Stellen in F":IF,, so definieren wir

(a) N(g,q) :=max{N;(F) : F'IF, ist ein Funktionenkorper vom Geschlecht g}.

(b) N(q) := limsup % :

g—00
Mit der Hasse- Weil-Schranke folgt sofort

Bemerkung 19.2. Flir eine Primzahlpotenz q gilt die Abschdtzung

N(q) <2/q.

Beweis. Fiir die Anzahl N; der rationalen Stellen eines Kongruenzfunktionenkorpers
iiber IF, vom Geschlecht g gilt nach der Hasse- Weil-Schranke

[N = (g +1)] <294

Folglich ist N (g, q) beschriankt durch ¢ + 1 + 2g,/q und es gilt

N(q) < lim (% + 2\/5) = 2/4. O

g—o0
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Beispiel 19.3. Mit den Parametern fiir den Norm-Spur-Turm 7,,,:F,» aus Kapiel
18 gilt
m+1( 1)

1 )2
Ist ¢ eine quadratische Primzahlpotenz, so ist die Hasse- Weil-Schranke scharf. Die

Hermiteschen Funktionenkérper (Kapitel 17) sind ein Beispiel dafiir. Fiir nicht-
quadratische ¢ kann die Hasse- Weil-Schranke verbessert werden.

N(¢*) > lim

_mﬂoo(

=q—1

Satz 19.4. (Schranke von Serre)
Es sei F'F, ein Kongruenzfunktionkérper vom Geschlecht g. Dann unterliegt die
Anzahl Ny der rationalen Stellen in F' der Schranke

[N = (g + DI < g[2v4].

Beweis. Da Kongruenzfunktionenkérper vom Geschlecht 0 stets rational sind (Satz
von F.K.Schmidt) und damit genau ¢ + 1 rationale Stellen besitzen, kénnen wir im
folgenden g > 0 annehmen. Es sei A der Ring der ganzen algebraischen Zahlen in
C, d.h. der Ring aller komplexen Zahlen, die Nullstelle eines normierten Polynoms
aus Z[T|] sind. Wir betrachten das L-Polynom Lpg, (t) = [[72, (1 — wit) von F:F,.
Die Weilzahlen w; € A haben Betrag |w;| = /¢ nach dem Satz von Hasse- Weil und
konnen so angeordnet werden, dafl wjw,y; = ¢ und somit W; = w,; = L gilt. Die
reellen ganzen Zahlen L

¢ i =wi+w+|2/q] +1 und di = —w; —w; + [2/q] +

sind aufgrund |w;| = /g strikt positiv. Es seien N die galoissche Hiille von
Q(wy, - .., we):Q und o € Gal(N:Q). Da L(t) ein Polynom mit Koeffizienten aus Z
ist, permutiert o die Weilzahlen w;, ..., wy,. Es gilt weiter

o0(@i) = o(g/wi) = afo(w;) = o(w).

Somit permutiert o sowohl die Zahlen ¢y, ..., ¢, als auch dy, ..., d, und die Produkte

= f[ G und d .= H d;
i=1 i

sind invariant unter Gal(/V:Q). Also sind ¢ und d echt positive ganze algebraische
Zahlen aus Q. Wegen Q N A = Z hat dies schliellich ¢ > 1 und d > 1 zur Folge.
Aus der Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittelwert
erhalten wir

1
;Zg:cz_<ch) = 521.
i=1
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Daraus folgt dann mit der Definition der ¢;

g

9= Zci: (Z(WH-@)) +9l2v4) "‘QZZWH-QLQ\/&J +g-

i=1
Da die Summe aller Weilzahlen gleich (¢ + 1) — N ist folgt die Abschitzung
Ny <qg+1+9[2\/q].

Analog folgert man aus der Ungleichung

15 g ] X
> (ITa) —ate
9= i=1
die Abschétzung
N1 > q+1-g[2/q]. U
Mit dieser verbesserten Schranke erhélt man analog zu Bemerkung 19.2 das folgende

Korollar 19.5. Fiir eine Primzahlpotenz q gilt die Ungleichung

N(q) < [2v/4]. N

19.2 Der Satz von Drinfeld-Vladut

Die Abschitzung aus Korollar 19.5 kann weiter verbessert werden durch
Satz 19.6. (Drinfeld-Vladut)
Fiir eine Primzahlpotenz q gilt die Ungleichung

N(q) < q-1.

Beweis. Es seien [F:[F;, ein Kongruenzfunktionenkérper vom Geschlecht ¢ sowie
Wi, . .. ,wyy seine Weilzahlen mit |w;| = /g. Dann sind

Wi
Vi

Einheitswurzeln in C. Fiir die Anzahl N, der rationalen Stellen bei einer Konstan-
tenerweiterung von F' mit Grad r gilt

29 29
No— (g +1) == wi=—yq"> 1.
=1 =1

Da bei einer Konstantenerweiterung keine rationalen Stellen verloren gehen, folgen
hieraus die Ungleichungen

29
NvE T ENE T =V VT =Y
=1

V; =

und
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29
Evfg\/aer\/a_r—Nl\/a_r. (*)
i=1

Es sei m eine beliebige natiirliche Zahl. Da vy,...,vy, Einheitswurzeln in C sind,
gilt dann
m 2 m m m
o< S| = () () - e
r=0 r=0 s=0 r,5=0
:m+1+2(m+1—r)(vf+v[’").
r=1
Summieren wir diese Ungleichung iiber : = 1,...,2g, so erhalten wir mit der vor-
letzten Abschitzung ()
m 2g
0<29(m+1)+> (m+1-r)> (v +v;7)
r=1 i=1
m 2g
:2g(m+1)+22(m+1—r)22)§
r=1 i=1
<29(m+1)+2> (m+1-7r)(/q" +va " —Niyg ™).
r=1
Das zeigt
Ny —m+1—r _ l &m+1—r .
— B E—— <1+ - S E— +
gT:1m+1\/c_]_ g;m—l—l Va+va )

Wir definieren h,,(t) := > ’”mJ“—J:T t". Mit dieser Bezeichnung ist dann die obige

r=1
Ungleichung dquivalent zu

N 1 L[ halyd")
g Sy 9 (” hmww) |

Es 148t sich leicht verifizieren, daf fiir ¢t # 1

m

m+1—r t 1
o (t) = = 1—t
=2 =i (1—t)2(m—|—1 * )

r=1

und fir t < 1

Jim (o (8) =

gelten. Also existiert fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl my mit

1 (l-va )
hno (VG )

€ £
=g —1+-.
N +5=Vi-l+g
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Desweiteren sei gy € N hinreichend grofl gewiahlt, sodafl

1 (1 + —hm(\/al ) <:Z
9o hon (/3 0 2

gilt. Dann gilt folgt alle g > gy die Abschétzung
N-
< g-1+e
g

Das zeigt schliefllich N(¢) = lim sup % <q-1 O

g—00
Zusammen mit Beispiel 19.3 folgt

Korollar 19.7. (Tsfasman-Vladut-Zink)
Fiir eine Primzahlpotenz q gilt

N(¢*) =q—1.

19.3 Vergleich mit der Gilbert-Varshomov Schranke

Im Anschlu von Abschnitt 9.3 zeigen wir nun, da8 sich die asymptotische Gilbert-
Varshomov-Schranke (9.13) mit der aus dem Satz von Drinfeld- Viadut ergebenden
asymptotische Schranke fiir arithmetische Codes in einem gewissen Bereich verbes-
sern 1at. Dabei miissen wir grundsétzlich voraussetzen, dafl ¢ ein Quadrat ist.

Bemerkung 19.8. (AG - Schranke)
Fir die asymptotische Informationsrate der arithmetischen Codes iber F, bei qua-
dratischer Primzahlpotenz q mit relativer Distanz 6 gilt

1
Vi1’

Beweis. Nach Korollar 11.4 ist die Dimension eines maximalen arithmetischen Codes
der Linge n und Minimaldistanz d (falls er existiert) mindestens n — (¢ — 1) — d.
Daraus folgen

R,(6)>1—6—

log,(Ag(n,d)) >n—(g—1)—d
und (mit § = d/n)

R,(0) = limsup ! log,(Ag(n,d0n)) > 1 — 0 — limsup g,

n—oo n—oo n

Mit der Gleichheit aus Korollar 19.7 erhalten wir schliefllich

Ry(6)>1-0—

Vi-1
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Satz 19.9. Ab q > 49 verbessert die asymptotische Schranke fir arithmetische Co-
des iber F, bei quadratischen q die asymptotische Gilbert-Varshomov Schranke im

Intervall (61,02), wobei 61,5 die Nullstellen der Gleichnung Hp () —6 = \/51_1 sind.

Bewets. Die AG-Schranke ist linear mit Anstieg —1. Wir zeigen zunéchst, daf§ die
zur AG-Schranke parallele Tangente 7 an der Gilbert- Varshomov-Schranke 1—H,(6)
durch den Punkt (&g, 1 — H,(dp)) mit

qg—1
29 —1

50 —-

geht. Dazu bilden wir die Ableitung von H,(z) nach x.

H(z) = (x log, (1_Tx(q - 1)) —log, (1 — x))l
:b%<£%£@—10+ﬂ»1_q-

P s
Zb&<1;$@—10-

Es ist also H,(x) = 1 genau dann, wenn xq = (¢ — 1)(1 — x) gilt. Das ist fiir z = dg
der Fall. Es gilt dann

T 1

—(~1)-

1—=x

H,(60) = dolog, ((2¢ — 1) - (1 — dp)) —log, (1 — do) = do — 1 +log,(2¢ — 1).
Die Punkte (R, §) auf der Tangente 7 erfiillen also die Gleichung
R—(1—Hy(d)) =—1-(6— o)
beziehungsweise
R=(1-Hy(o))+6 —0=—6+2—1og,(2¢—1).

Die AG-Schranke schneidet die Gilbert-Varshomov-Schranke also genau dann, wenn
log,(2¢ — 1) — 1 > (/g — 1)~" beziehungsweise

NG
Va—1

gilt. Dies ist fiir ¢ > 49 der Fall. [

log,(2¢ — 1) >

Korollar 19.10. Es gibt arithmetische Codes oberhalb der Gilbert-Varshomouv-Schranke.
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Im folgenden Diagramm wird die Verbesserung der Gilbert- Varshamov-Schranke
durch die AG-Schranke beispielhaft fiir ¢ = 64 verdeutlich.

1_-_

o 0.29 071 086 1

AG-Schranke
"""""""""""""""""""""" Gilbert-“Yarshamow-Schranke

Asymptotische untere Schranken fiir ¢ = 64






Kapitel 20

Lineare Codes als arithmetische
Codes

Definitionsgeméf ist jeder arithmetische Code linear. In diesen Kapitel zeigen wir,
daf jeder lineare Code iiber IF, zumindest ein auf [F; eingeschréankter Teilkorpercode
eines arithmetischen Codes und damit ein verallgemeinerter arithmetischer Code ist.

20.1 Der gewohnliche Spurturm

Definition 20.1. (Gewdhnlicher Spurturm)
Der Kongruenzfunktionenkérper F,, := F,(zo, 21, ..., Z,,) mit den definierenden Re-
lationen

xl —x;=mi (2l | — 2 q) firi=1,...,m

heiit gewShnlicher (oder auch vektorieller) Spurturm der Stufe m iiber F,.

Bemerkung 20.2. (Verzweigung im gewohnlichen Spurturm)
Es sei I, ein gewdhnlicher Spurturm tiber F,. Dann gelten:

(a) Die Erweiterung F,,:Fy ist geometrisch vom Grad q™.

(b) Der Nennerdivisor von xq ist in F,,:Fy total verzweigt; es gilt etwa
(Z0)oo = ‘BZ:
(c) Die Differente von F,,:Fy hat die Gestalt

D(Fp:Fp) =Poz mit doo = (>~ 1)((¢+ )" —¢") +¢" — L.
Beweis. Samtliche Korpererweiterungen Fj:F;_ fiir [ = 1,..., m besitzten Grad ¢
und sind als Artin-Schreier-Erweiterungen geometrisch. Folglich ist F,,:F, geome-
trisch vom Grad ¢™. Es bleiben somit noch (b) und (c) zu zeigen.
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In jeder der Artin-Schreier Erweiterungen Fj:F; i sind nach Satz 18.2 nur die Pol-
stellen von x;_; verzweigt. Aus den definierenden Gleichungen von F}, folgt

(z)% = (z_1) %! firl=1,...,m.

Also sind alle Polstellen von x;_; in Fj:F;_; total verzweigt. Das hat zur Folge, daf}
Zo, X1, .., T, genau eine Polstelle B, besitzen und diese in F),:Fj total verzweigt
mit Index eq  (F,,:Fy) = ¢ ist. Das beweist die Aussage (b). Desweiteren besitzt

1 ; ..
2! —2? | in F;_; den Polstellendivisor

Somit ist nach Satz 18.2
deg(D(F:Fi-1)) = (¢ — (g +1)' + 1)

der Differentengrad der Erweiterungen Fj:F; ;. Dies impliziert fiir den Differenten-
grad von F,,:F; vermoge der Formel fiir geometrischen Reihen

des(D(EniFo)) = 3 ¢ deg(®(Fi 1) = 3 ¢™ g — (g + 1) + 1)
_; B q+1_(q+1)m:qm 1 gm-1
=@l ( q A 1))

=(@-D((g+ D" —¢™) +q" —1=dy.
Da nur B, in F,,:Fy verzweigt ist, folgt hieraus die Aussage (c). O

Satz 20.3. (Geschlecht und Anzahl rationaler Stellen)
Fiir einen gewéhnlichen Spurturm F,, iber IF, gelten:

(a) Das Geschlecht von F,,:F, betrdgt

q—l 1 qm+2_1
= - ).
g 5 ((q+ ) =

(b) Die Anzahl der rationalen Stellen in F,, ist
#P}g}ln):ﬁ?q = qm+1 + 1.

Bewets. Das Geschlecht berechnen wir mit der Hurwitzschen Relativgeschlechtformel
und Bemerkung 20.2 vermége

g =1 — [F:F] + deg@(gm:Fo)) _ %
L (= D+ g 1),

(@ =D ((@+D)™=q") —¢" +1)
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Nach dem Dedekind-Kriterium sind die Nullstellen von xlq_l — 271 voll zerlegt in
Fy:F;_ 1. Daher sind alle rationalen Stellen von F{, auler dem Nennerprimteiler .,
von z, voll zerlegt in F},,:Fy, und es ist (z —x¢)o das Produkt von q- [F},,:Fy] = ¢™ !
rationalen Stellen in F},. Somit ergibt sich die Anzahl rationaler Stellen

#Pp i, = "+ L. O

Korollar 20.4. (Vektorraumstruktur der rationalen Z&hlerstellen von 24 — x,,)
Die Abbildung

q3 — (xo(ﬂﬁ),xl(QB),...,aan(QB))

ist eine bijektive Abbildung von der Menge der Zihlerprimteiler von x — x,, im
gewdhnlichen Spurturm F,,:IF, auf Iqu“.

1 m
.. { P (B} — F

Beweis. Nach dem Dedekind-Kriterium ist jede rationale Stelle Q # B, aus F]_;
zerlegbar in ein Produkt rationaler Stellen aus F; und es gilt dabei

Q= H Q, mit x; =a (mod 9Q,).
acFy
Ist also ein Vektor (ao, ..., an) €F/"*! gegeben, so besitzt die Stelle (x—ag)o € P};?]Fq
rationale Fortsetzungen B in F} mit

z; =a; (mod PY) firi=1,...,L

Es ist dann 8™ das Urbild von (ay,...,a,,) unter a. Das zeigt die Surjektivitit
und damit die Bijektivitdt von a. O

20.2 Lineare Standardraume im Spurturm

Satz 20.5. (Pol- und Fehlzahlen von )

Es seien F,,,:IF, ein gewdhnlicher Spurturm und P, der Nennerprimteiler von x,.
Dann werden die Polzahlen von P, durch die Variablen xo,x1, ..., x,, erzeugt.
Genauer gelten:

(a) P hat die Polzahlhalbgruppe

H,, := {Z aiq™ g+ 1) 1 a; € N} )

=0

(b) Der lineare Raum L(B.) wird erzeugt von den Funktionen der Form

xg’ - Tem mit a; € N und Zaiqm*i(q +1) <7

m
=0
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Beweis. Aus den definierenden Relationen des gewohnlichen Spurturms F,, gelten
a1

(20)% = Poo,  (#1)oc = (w0)od = PL @Y
und allgemein A _
(e = P04
fiir die Nennerdivisoren der Variablen xg,z1, ..., x,,. Daher ist H,, in der Polzahl-
halbgruppe von ‘3, enthalten und es gilt

LOPL) > Fy(ag®---al : a; € Nmit D" a;qg™ (¢+ 1) <r).
Mit dem Satz von Weierstraff folgen dann die entgegengesetzten Inklusionen aus
#(N\Hir,) = gum,

was wir in Lemma 20.7 nachweisen werden. O

Lemma 20.6. Firl € N bezeichne wie in Satz 20.5

l

H; := {Z aiq™ g+ 1) 1 a; € N} :
i=0

Desweiteren sei m € N eine natirliche Zahl. Dann ist jede ganze Zahl | € Z

eindeutig darstellbar als | = uqg+ v(qg+1)" mit u,v € Z und 0 < v < q. Firm > 1

gilt zusdtzlich: Es ist | genau dann Element der Halbgruppe H,,, wenn u Element

von H,,_1 ist.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, da mit v auch v(¢ + 1)™ = v (mod ¢) alle
Restklassen modulo ¢ durchlauft. Im folgenden sei nun m > 1. Ist | = ug+v(qg+1)™
mit 0 < v < ¢ ein Element von H,,, so gibt es natiirliche Zahlen ay, ..., a,, € N mit

Il =3",aq" "(¢+1)". Den Koeffizienten a,, schreiben wir als a,, = ag + b mit
a,beNund 0 <b < q und erhalten somit die Zerlegung

z: g+ 1)+ (ag+b)(g+ )™

(Zazqm g+ 1) +alg+ 1) >q+b(q+1)

=0
Wir haben oben bereits gezeigt, dafl die Zerlegung dieser Art eindeutig ist und es
folgt daher
-2
U= aiq" " g+ 1)+ (amo1 +alg+ 1) (g+ 1) € H,, .
Ist umgekehrt « Element von H,,_1, so gilt u = Z;’Z)l a;q™ (¢ + 1)° mit Zahlen
ag, - - -, am—1 € N. Daher gilt dann

3

Il
o

l=uqg+v(g+1)" Zazq g+ 1) +ov(g+1)™ e H,,. O
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Der Beweis zu Satz 20.5 schliet mit
Lemma 20.7. Die Differenzmenge N\H,, enthdlt genau g,, Elemente.

Beweis. Dieses Lemma beweisen wir per Induktion nach m. Im Fall m = 1 ist
H; = {aoqg + ai1(¢+ 1) : a; € N} und es gilt

N\H; ={1,...,d—1,¢+2,...,2¢—1,2¢g+3,...,3¢—1,3¢+4,...}.

Somit enthélt N\H; genau (¢—1)+(¢—2)+---+1 = C’(qQ—_l) Elemente. Das Geschlecht
des gewohnlichen Spurturms F; der Stufe 1 ist nach Satz 20.3

qg—1 s ¢ -1 q(g—1)
= — 1 — =
9= ((Q+) | 5

und stimmt daher mit #(N\H;) iiberein.
Es sei nun m > 1 und die Behauptung gelte fiir alle Zahlen [ < m — 1. Nach Lemma
20.6 148t sich die Menge der natiirlichen Zahlen disjunkt zerlegen in

N={ug+v(g+1)":u>0,0<v<qtU{ug+vig+1)":u<0,0<0v<q}.

Wir bezeichnen die erste Menge der Zerlegung mit N; und die zweite mit No. Nach
Lemma 20.6 ist Ny NH,,, = (), denn aus uq + v(¢ + 1)™ € Ny N H,, folgte u < 0 und
u € H,,_; im Widerspruch zur Definition von H,,_;. Es gilt also

Wir bestimmen zunéchst die Kardinalitdt von Ny \H,,. Nach Lemma 20.6 ist ug +
v(g+1)™ genau dann Element von Ny \H,,,, wenn u € H,, ; gilt. Also induziert jedes

u € H,,—1 wegen 0 < v < ¢ genau ¢ Elemente der Form uq 4+ v(q+ 1)" in H,,. Nach
der Induktionsvoraussetzung gilt daher

#(Nl\Hm> =4q- #(N\Hm—l) = 49m—1-

Zur Bestimmung von #Ns miissen wir nun alle Zahlen ug+v(g+1)" > 0 mit u < 0
abzéhlen. Eine solche Zahl erfiillt

—uqu(q—l—l)m:v(l—l—i(ﬂ;)qi).

Wegen 0 < v < ¢ ist diese Ungleichung dquivalent zu

S ()i
=1
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Die Méchtigkeit der Menge Nj ist also
a1 m q—1 m
m=Sefecr s L (e} -E(£ ()
v:ql_l 1 - - Az:l B
(B (M-S

v=1 =1

Addieren wir schliefllich #(N;\H,,,) und #N,, so ergibt sich

L) = g9, + 22 (g + 1)~ 1)

15 (- T )+ S e -

m_ @™ —1) g¢—1
qg—1 q—1

gm7

el CCRRARACRR!

was zu zeigen war. O

Korollar 20.8. Es seien I,:F, ein gewdhnlicher Spurturm, P, der Nennerprim-
teiler von xg in F,, und j eine natirliche Zahl mit

ro=q" (g + 1) < 2¢™.
Dann ist 1,x0,...,z; eine F,—Basis von L(PL).

Beweis. Da Y ;" a;q™ (g +1)" > 2¢™ fiir 31" a; > 2 gilt, folgt nach Satz 20.5
L(PT) < Flzo,..., ). Wegen (¢ + 1)i¢™ " > (q + 1)7¢™ 7 = r fiir i > j sind
Tj41, ..., T, nicht in L(P7,) enthalten. Hieraus folgt die Behauptung, da Funktionen
mit paarweise verschiedener Polordnung bei B, iiber FF, linear unabhéngig sind. [

20.3 Darstellung linearer Codes als arithmetische
Codes

Bemerkung 20.9. Zu jedem linearen Code C' iiber F, mit (1,...,1) € C gibt es
eine Potenz G von q und einen arithmetischen Code C iiber F; mit C' = Clg, .

Beweis. Es sei C' ein linearer [n, k],—Code mit (1,...,1) € C. Dann besitzt C' eine
Erzeugermatrix der Gestalt
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Jede Spalte von G definiert einen Vektor

gj = (92j7 cee 7gkj) € IE‘qk_l‘
Es sei s die maximale Anzahl gleicher Vektoren aus {g,,...,g,} und es bezeichne
m := |k +log,(s)]. Diese Zahlen erfiillen die Ungleichung ¢"™*' > ¢* - s beziehungs-
weise s < ¢~ *~1, Wir kénnen also fiir g,, ..., g, paarweise verschiedene Urbilder

unter der Projektion
Fm™ . F k—1
k=1 (a1,... am) — (a1,...,a5_1)
finden, d.h. es gibt paarweise verschiedene Vektoren ay, ..., a, € F" mit
mT(a;) = g; firj=1,...,n.

Fiir eine hinreichend grofie Potenz ¢ von ¢ gilt r := ™ *1(G+ 1)¥2 < 2G™1. Der
gewohnliche Spurturm /' := F},,_; iiber F; besitzt nach Korollar 204 fiir j = 1,...,n
jeweils genau eine rationale Stelle 3, mit

(2o(By), - - Tm-1(By)) = a; € F.
Wir betrachten nun den arithmetischen Code C'(2, &) iiber F' definiert durch

A:=LPy---P, und G =P.

Nach Korollar 20.8 ist 1, x,...,2s_2 eine Basis von £(®). Somit hat C'(U, &) die
Erzeugermatrix
1 e 1
zo(Pr) - 2o(Pn)

Te—2(P1) - wp—2(Pn)

Konstruktionsgemaf ist diese Matrix identisch zu G. Also stimmt der Code C' mit
dem arithmetischen Teilkérpercode C(2, &)|g, iiberein. Hieraus folgt unsere Be-
hauptung. O

Satz 20.10. Jeder lineare Code kann als Teilkorpercode eines arithmetischen Codes
gewonnen werden.

Bewets. Es seien (' ein linearer Code der Linge n und C' der durch ein Paritétsbit
erweiterte Code der Lange n+1 von C' (vgl. Bemerkung 4.1). Dann verschwindet fiir
alle Codewdrter aus C' die Quersumme ihrer Eintrage, d.h. es gilt ((1,...,1),z) =0
fiir z € C. Somit besitzt der zu C' duale Code C'* das Wort (1,...,1). Nach Be-
merkung 20.9 ist daher C* nach Erweiterung des Konstantenkorpers IF, nach F; ein
arithmetischer Code. Da die Klasse arithmetischer Codes abgeschlossen ist beziig-
lich Dualisierung, ist auch C' arithmetisch. Durch geeignetes Punktieren von C erhilt
einen Code C mit C' lr, = C (vgl. Bemerkung 4.2). Da aber das Punktieren lediglich
der Ersetzung des Auswertungsdivisor 2l von C durch P12 mit PB|2A entspricht, ist
auch C ein arithmetischer Code und es gilt schlieBlich C' = C |F,- O
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Anmerkung 20.11. Codes iiber F,, die man durch Einschrdnkung arithmetischer
Codes iiber F; (vgl. Kapitel 16) erhalt, gehoren zu den sogenannten verallgemeiner-
ten arithmetischen Codes iiber F,. Bei diesen ist zugelassen, daf der Auswertungs-
divisor 2 Primteiler P8 vom Grad deg(3) > 1 besitzt (siehe [OS99]).

20.4 Standardcodes im gewohnlichen Spurturm

In diesem Abschnitt untersuchen wir Standardcodes iiber dem gewohnlichen Spur-
turm F),. Diese sind unter anderem deswegen interessant, weil ihr Singletondefekt
nur einen Bruchteil des Geschlechts g, betrdgt. Desweiteren vergleichen wir die
Parameter dieser Standardcodes mit denen der korrespondierenden Hermiteschen
Standardcodes (Kapitel 17).

Definition 20.12. (Standardcode im gewdhnlichen Spurturm)

Es seien F,, ein gewohnlicher Spurturm iiber F, und ‘., der Nennerprimteiler von
Ty sowie n := ¢, Desweiteren sei 2 := [[_, P; das Produkt der von P, ver-
schiedenen rationalen Stellen in F;,,. Dann heiflen die Codes

C, = C(A,PL)
Standardcodes in F,,.

Bemerkung 20.13. (Dimension und Erzeugermatrix von Standardcodes in F},)
Es seien C, ein Standardcode in F,, und

BT::{ 0<al<q,2al “(g+ 1) }

Dann bildet
- (x(%1)7 - 7x(q3n))x63r

eine Erzeugermatriz von C... Insbesondere ist die Dimension des Codes C.. durch die
Elementanzahl

kr = # {(a()a"'?am) :0< a; < q:zazqm_z<q+ 1)Z < T’}
1=0

von B, gegeben.

Beweis. Nach Satz 20.5 wird L(*B. ) von den Funktionen der Gestalt x(° - - - %™ mit

ordy, (@) = =Y aig" (g + 1) = —r
=0
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erzeugt. Da jeder Primteiler B des Auswertungsdivisors 2 eine Nullstelle von =] — x;
fiir alle i = 0,...,m bildet, gilt insbesondere z7™* = 2% (mod ) und daher wird

%

C- schon von den Funktionen aus B, erzeugt, d.h. es ist
C.=F,z:x¢€B,).

Es bleibt also lediglich die lineare Unabhéngigkeit der Elemente aus B, iiber F, zu
zeigen. Setzt man

S = — Ordspoo <H :L'(ZZl) — (q — 1) qu*l<q + 1)1’
=0

i=0
so gilt kz = ¢"*! = n fiir 7 > s. Nach dem starken Approzimationssatz gibt es fiir
j =1,...,n Funktionen y; € U,enL(PL,) mit

yi(B;) #0 und  y;(P;) =0 furj#ie{l,...,n}.

Fir 7 > max{s, —ordg_(y1),..., —ordg_(y,)} besitzt demnach der Code C; die
Dimension n. Das zeigt die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen aus B,. O

Satz 20.14. Die Klasse der Standardcodes in einem gewohnlichen Spurturm F,, ist
abgeschlossen beziiglich Dualisierung. Genauer gilt fir den Code C.

CL = Cs—r—l

mit s = —ordss, ([TZo 2! ") = (= D((g+ D)™ = g™,
Beweis. Das Differential § = 27 'dz mit 2 := z — 9 = [L.cr, (o — a) besitzt nach
Korollar 20.4 und der Differentialdivisorformel den Divisor

(3) = (™) - (d2) = PoA~" - DB Fy)(2)2 = AP+,

Folglich ist 0 ein Differential in F},, mit Ordnung —1 und dem Residuum 1 an den
Stellen B|A. Nach Satz 11.12 ist dann C,. dual zum arithmetischen Code C(2, &*)
mit Goppadivisor

G = (§)AS ™! = P22
Aus
20m —2+n—r=(q—1)(¢g+ )" —¢g" 4 ¢ —r —1=5-1r-1
ergibt sich Ct = C*(2,&*) = C,_, ;. O
Satz 20.15. (Distanz der Standardcodes in F},,)

Es seien C,. ein Standardcode in F,, und k,l ganze Zahlen mit 0 < k <m, 1 <l <q

und

1 =1 _1-1

~ordp, (- afThel ) < v < —ordy (a7l Thad).

Dann besitzt C, die Minimaldistanz
dy = (g —14+1)g™ "
und den Singletondefekt n —k, +1 — (¢ — 1+ 1)g™*.
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Beweis. Essei F, = {wy, ..., w,} mit w, = 0. Wir betrachten zunéchst die Funktion
y = (2§ = 1) (@] = Do —wn) - (2 — wi)
aus L(P7.). Unter Verwendung der Bijektion o aus Korollar 20.4 gilt

(-Tg_l - 1)0 = H Oz_l(ao’ s >am>7 (x?_l B 1>0 - H a_l<a0’ T ,CLm)

0 an=0
ao# a?;ﬁ()

und allgemein

(27— 1)y = H a Hag, ..., an).

ag=...=a; _1=0
a; #0

Die Funktion y; verschwindet also in genau
(=D +q" "+ ")+ (=1 =g = (g L+ D)
rationalen Stellen aus £}, und das zugehorige Codewort y,, besitzt Hamming -
Gewicht w(yy) =n— (g™ —(¢—1+1)¢™ %) = (¢—1+1)g™*. Wir erhalten somit
die Ungleichung
dy < (g — 1+ 1)g"*

Nun sei t := (¢ — [+ 1)¢g™*. Fiir den Nachweis der umgekehrten Ungleichung reicht
es nach Bemerkung 2.16 zu zeigen, daf3 jeweils ¢ — 1 Spalten der Kontrollmatrix zu
C, linear unabhingig sind. Dazu nehmen wir zunichst an, dafl r einen der Werte

_ q—1 -1 _1 - q—1 qg—1 q—1-1
r=—ordyg, (zf -2l jz,) —1=s+ordg, (z1 - Ty T )—1

fir 0 <k <mund 1 <[ < ¢— 1 annimmt. Die Ungleichung fiir allgemeine 7 mit
7 < r folgt dann aus d; > d.,.
Die Kontrollmatrix zu € wird nach Satz 20.14 erzeugt von allen Funktionen aus

Bsrlz{xgo--- 0<al<q,2alq q+1) s—r—l}

=0

Wir betrachten die Teilmenge

B::{ . 0<al<q,2a2_m k)( q—1)+t}

und die hiervon erzeugte Matrix
A= (H i (P1)", .., sz(mn)“>
i=0 i=0

Fiir unsere Behauptung geniigt es zu zeigen, dal je ¢ — 1 Spalten von A linear
unabhéngig sind. Im Spezialfall m = 0 ergibt sich dies einfach daraus, dal A aust—1
Zeilen einer Vandermondeschen Matrix besteht. Der allgemeine Fall kann schliellich
durch Induktion nach m auf den Fall m = 0 zu gefiihrt werden. Damit schlie3t der
Beweis. O

moo
Il z,°eB
i=0
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Korollar 20.16. (Vergleich mit Hermiteschen Standardcodes)
Es seien
F =Fp(u,v) mit v! v = yit!

ein Hermitescher Funktionenkorper und
Fy =F 2 (zg, 1) mit xd — 1 = xo(xd — x0)
ein gewohnlicher Spurturm der Hohe 1. Dann gelten:

(a) Fir 2 < d < q gibt es Hermitesche Standardcodes tber F:F . mit den Para-
metern [¢°, ¢ — (g) ,d]2 und Singletondefekt (dgl).
(b) Fir 2 < d < ¢* gibt es Standardcodes im gewdhnlichen Spurturm Fy:F 2 mit
den Parametern [¢*, ¢* — (‘21) ,d],2 und Singletondefekt (dgl).
Insbesondere gibt es bei vorgebener Distanz d < q Standardcodes in F\ mit héherer
Informationsrate als die der korrespondierenden Standardcodes tiber F'.

Beweis. Bei 2 < d < ¢ haben Hermitesche Standardcodes C; mit
@+ +q—d) <t <(g+1)(¢*+q—d)+q
nach Zusatz 17.14 Minimaldistanz d. Unter diesen Hermiteschen Codes besitzt C.,
mit
r=G+0)(@+q-d)+q=¢+¢ -q—2—-(d-2)(¢+1)
die groBte Dimension, ndmlich (ebenfalls nach 17.14)

dim(C,) = ¢ —#{(i,7) 14,7 €N, j < q,ig+j(qg+1) < (d—2)(g+1)} = ¢* — (;i) :

Das Pseudogeschlecht von C,. betrdgt dann

eamcyer-a- (3)-u-n-(").

Standardcodes C; in F}:F
20.15 fiir

.2 mit vorgebener Distanz d < ¢* erhalten wir nach Satz

— ord%o(xgz_le_d) =2¢"—dg*—d <t < — ord%o(xg2_1x‘f2_d+1) = 2¢*—(d—1)(+1).
Die maximale Dimension unter diesen Codes hat C, mit
ro=2¢"—(d-1)(¢*+1) - 1=2¢"—¢* =2 - (d = 2)(¢* + 1),
niamlich (unter Verwendung von Satz 20.14)
k. = q4 - k‘zq4—q2—2—r = q4 - k‘(d—2)(q2+1)

=¢" —#{(1,):0<4,i < i +j(@+ 1) < (d—2)(*+ 1)} =¢* — (;1)



202 Lineare Codes als arithmetische Codes

Der Singletondefekt ergibt sich wie oben zu

q4—kr+1—d:(d;1>.

Das Verhéltnis der Informationsraten zwischen Standardcodes in F} und F' bei glei-
cher Distanz d betrdgt daher

zZu 1 — =4,

Das beweist unsere Behauptung. O



Anhang A

Satze uber algebraische
Funktionenkorper

Fiir die Theorie der arithmetischen Codes benétigt man grundlegende Kenntnis-
se tliber algebraische Funktionkorper. Wir empfehlen das Buch Algebraic Functions
Fields and Codes von Henning Stichtenoth [Sti93]. Ohne Anspruch auf Vollstandig-
keit sei hier eine kleine Sammlung von fundamentalen Aussagen, die im Skript durch
kursive Schrift gekennzeichnet sind, zum schnellen Nachschlagen zusammengestellt.

A.1 Grundlagen und Satz von Riemann-Roch

Es sei stets F:K ein algebraischer Funktionenkoérper. Wir bezeichnen die Menge
aller Primdivisoren von F:K mit Pp.g, die von den Primdivisoren erzeugte freie
abelsche Gruppe mit Dr. und es seien Hp.x die Klasse aller Hauptdivisoren und
W . die kanonische Klasse von F:K. Den Bewertungsring eines Primdivisors 3
kennzeichnen wir mit Og. Der Grad deg(’3) eines Primdivisors ist der Kérpergrad
[Ry:K] des Restklassenkorpers Ry = Ogp/P iiber den Konstantenkérper K. Fiir
einen Divisor A € Dp.x bezeichne L(A) = {2z € F : ordgp(z) > —ordg(A)} U {0}
den K-linearen Riemann-Roch-Raum von 2 und wir defineren Grad und Dimension
von 2 durch

deg(?) = > ordp(A)deg(P) und  dim(A) = dim (L(A)).

PEPF. K

Das Geschlecht eines algebraischen Funktionenkorpers F':K ist die natiirliche Zahl
max{deg(A) — dim(A) + 1 : A € Dp.x} und wird von uns mit gr.x oder - falls im
Zusammenhang klar ist, welcher Funktionenkorper gemeint ist - auch kiirzer mit g
gekennzeichnet.
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Satz von Riemann-Roch

Fiir die Dimension eines Divisor 2 € Dp.x hat man stets die Abschatzungen
deg(2) +1 > dim(A) > deg(A) — g + 1.

Der Satz von Riemann-Roch besagt, daf i(2() = dim (20 /%) fiir den Spezialititsindex

i(A) := dim(2A) — deg(A) + g — 1 und einen kanonischen Divisor 20 € W .k gilt,
d.h.

dim(A) = deg(A) + g — 1 + dim(20/2). [Sti93, 1.5.15.]

Desweiteren verschwindet der Spezialitdtsindex fiir Divisoren mit Grad > 2g — 1,
d.h. es gilt

dim(A) = deg(A) +¢g — 1 falls deg(2A) > 2g — 1.

Satz von Clifford
Fiir einen Divisor 2 € Dp.x vom Grad 0 < deg() < 2¢g — 2 gilt

dim(A) <14 5 deg(). [Sti93, 1.6.11.]
Desweiteren gilt fiir Divisoren 2,8 mit Dimension > 0 die Abschatzung

dim(2) + dim(B) < 1 4 dim(AB).

Approximationssitze

Es seien By, ..., P, € Pr.x paarweise verschiedene Primdivisoren aus F: /K, sowie
x1,...,T, Funktionen aus F' und ry,...,r, € Z ganze Zahlen. Dann gibt es nach
dem schwachen Approximationssatz eine Funktion x € F' mit

ordg, (v — ;) = 1; firi=1,...,n. [Sti93, 1.3.1.]

Sei zudem S # Pp.x eine echte Untermenge der Primdivisoren in F:K und es seien
Py, ..., P, aus S. Dann gibt es nach dem starken Approximationssatz eine Funktion
r € F mit

ordg, (v — ;) =1 (1=1,...,n),

und ordg(z) >0 fiir alle P € S\{PB1,..., B} [Sti93, 1.6.4.]
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Rationale Stellen, Satz von Weierstrafl

Ein Primdivisor vom Grad 1 nennen wir rationale Stelle und die Menge aller ratio-
nalen Stellen kennzeichnen wir mit IP’IE}}{ In rationalen Funktionenkérpern K (t):K
sind das genau die Null- und Polstellen der Linearfaktoren x —a fiir a € K. Es gelten

Pl = {(t—a)y, () s a € K} = PO(K). [Sti93, 1.2.]

Eine natiirliche Zahl n > 0 nennen wir Polzahl einer rationalen Stelle 3, falls 3™
der Polstellendivisor (7)., einer Funktion x € F' ist, d.h. falls (z),, = P gilt.
Andernfalls heifit n Fehlzahl. Rationale Funktionenkdrper haben keine Fehlzahlen.
Fiir Funktionenkdrper vom Geschlecht g > 0 gilt nach dem Satz von Weierstraf :

Es gibt genau g Fehlzahlen n; < ... < n, zu einer rationalen Stelle ‘B und es gilt
dabei n; =1 und n, < 2¢ — 1. [Sti93, 1.6.7.]

A.2 Erweiterungen algebraischer Funktionenkorper

Einen algebraischer Funktionenkorper F:K’ wir eine algebraische Erweiterung von
F:K, falls F:F und K":K algebraische Erweiterungen sind. Die Erweiterung E:F
heiflt geometrisch, falls F:F endlich separabel ist und K’ = K gilt. Fiir eine Divi-
sorenerweiterung P'|'B = P’ N F' eines Primdivisors P € Pp.x bezeichnen eq (E:F)
den Verzweigungs- und fy (E:F') den Tragheitsheitsgrad. Bei galoischen Erweiterun-
gen sind alle Divisorenerweiterung beziiglich der Galoisgruppe Gal(E:F') zueinander
konjugiert und haben gleichen Verzweigungs- und Tragheitsgrad [Sti93, I11.7.2.].

Differente

Die Differente ©(FE:F) einer Erweiterung algebraischer Funktionenkérper ist das
Produkt aller verzweigter Primdivisoren 8’ mit Differentengrad dg (E:F), d.h. es

1st
@(EF) — H H m/ dm/(E:F)
PePr.x P'|IP
Nach dem Dedekindschen Differentensatz gilt fiir jede Divisorenerweiterung B'|3

d;p/(EF) Z G;B/(EZF) -1
und  dyp(E:F) = eq(E:F) — 1 < char(K) teilt nicht eq (E:F)  [Sti93, IIL.5.1]

Ist E:F eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G, so laf3t sich der Differentenex-
ponent dg (E:F) einer (und damit aller Erweiterungen) von 8 mit Hilfe der i-ten
Verzweigungsgruppen G;(f') = {c € G : ordg (ot —t) > i+ 1,ordg () = 1} be-
rechnen. Diese bilden eine absteigende und stationidre Kette von Normalteilern in
G _,. Die Hilbertsche Differentenformel besagt

o0

dy(E:F) = S (#Gi(') — 1) [Sti93, T11.8.8]

=0
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Relativgeschlechtformel von Hurwitz

Fiir eine endlich separable Erweiterung F:F' von algebraischen Funktionenk6rpern
mit Konstantenkorpern K’ bzw. K gilt folgende Relation zwischen gp.x und gg.x:

(291 — 2) = (o (29r.x — 2) + deg(D(E:F)). [Sti93, 111.4.12.]

Differentialdivisorformel
Ein Differential der Gestalt = zdx # 0 hat den kanonischen Divisor
(zdx) = (2)(dx) = (2)(2) 2D (F:K(x)). [Sti93, IV.3.7 ]

Dedekind-Kriterium

Es seien E:F eine galoissche Erweiterung algebraischer Funktionenkorper vom Grad
n mit primitivem Element y und ¥ € Pp.x eine Primstelle zu F: K. Desweiteren
sei y ganz iiber P und das Minimalpolynom g¢(7') € Og[T| von y zerfalle bei der
Reduktion modulo B in r paarweise verschiedene Primpolynome, d.h. es gelte

9(T) = H 9:(T) € (Ox/P)[T]

mit paarweise verschiedenen Primpolynomen ¢;(7) € Og[T]. Dann zerfallt P in
E:F in r unverzweigte Fortsetzungen mit Tragheitsgrad f = deg(g;(T")) und die
Fortsetzungen P, ..., B, sind eindeutig bestimmt durch g;(y) € PB;. [Sti93, I111.3.7 ]

Konstantenerweiterungen

Fiir eine algebraische Erweiterung K':K heifit das Kompositum F = FK' eine
Konstantenerweiterung von F'. Es bezeichne degy(2) den Divisorgrad in F:K und
deg(2A) den Divisorgrad der kanonischen Einbettung 20 in Dg.xs. Analog gelten
die Bezeichnungen fiir die Dimensionen dimp(2) und dimg(2(). Es gelten dann:

(a) Die Erweiterung E:F ist unverzweigt, d.h. die Differente © (E:F) hat Grad 0.
(b) E:K' hat das gleiche Geschlecht wie F": K.

(c¢) Ein Primdivisor B € Pp.x zerlegt sich in E in das Produkt

B = ﬁq}z mit deg(;) = M;
=1

r

wobei r den grofiten gemeinsamen Teiler von deg, () und [K": K| bezeichne.

(d) Fiir A € Dp.i gelten degy(A) = degp(A) und dimg () = dimp(A).
[Sti93, IIL.6.,V.1.9.]
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Kummererweiterungen

Die natiirliche Zahl n > 1 sei prim zur Charakteristik von A und K enthalte die
primitiven n-ten Einheitswurzel. Desweiteren seien u € F mit u # v? fiir alle Funk-
tionen v # u aus F und alle Teiler d|n. Dann heifit die Erweiterung £ = F'(z) mit
2" = u Kummererweiterung von F' und es gelten:

(a) Das Polynom 7™ — u ist irreduzibel iiber F' und E:F ist galoissch vom Grad n.
Die Galoisgruppe Gal(E:F) ist zyklisch und wird erzeugt von den Automor-
phismen z — wz, wobei w eine n-te Einheitswurzel aus K ist.

(b) Es sei P’ eine Erweiterung einer Primstelle B € Pr.xx. Dann gelten

eq (E:F) = a und dy(E:F) = S 1,
Tp rp
wobei rq = (n,ordg(u)) € N den grofiten gemeinsamen Teiler von n und

ordg(u) bezeichne.

(c) Nach der Relativgeschlechtformel von Hurwitz gilt dann

gexr =1+ ﬁ <9F:K -1+ % > (1 - %B) deg(‘B)) :

PePF. K

Esist E:F genau dann geometrisch, wenn mindestens eine Primstelle 3 € Pp.
total verzweigt bzw. falls rqy = 1 fiir mindestens ein ‘B € Pp.x gilt. In diesen
Fall gilt

gpx =1+n(grrk —1)+1 > (n—rg)deg(P). [Sti93, I11.7.3.]
PePr.x

A.3 Kongruenzfunktionenkorper

Fiir die Anwendung in der Codierungstheorie beschriankt man sich auf algebrai-
sche Funktionenkoérper mit endlichem Konstantenkorper, sogenannte Kongruenz-
funktionenkérper. Wichtige Invarianten sind neben dem Geschlecht g die (endliche)
Klassenzahl h, die Anzahl rationaler Stellen #P }?Fq und die Weilzahlen w; bzw. das
L-Polynom.

L-Polynom, Satz von Hasse-Weil

Die Zetafunktion eines Kongruenzfunktionenkoérpers F:F, ist die Potenzreihe Z(t) =
Yoo g Ant™, wobei A, die Anzahl ganzer Divisoren vom Grad n bezeichne. Das L-
Polynom von F"F, ist das ganzzahlige Polynom L(t) = (1 —1¢)(1—qt)Z(t) vom Grad
2g. Die Koeflizienten ay, . . ., ay, erfiillen

ap =1, a1 = #ng)pq —(g+1), ayi=¢"'a (0<i<yg).
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Die Klassenzahl h ist Elementanzahl der Divisorenklassen [] vom Grad 0 und wird
als Wert des L-Polynoms L(1) = h angenommen. Das L-Polynom ist iiber den Ring
der ganzen algebraischen Zahlen zerlegt in

29

L(t) = Z ait’ = [J(1 - wit).

i=1

Das L-Polynom des unter einer Konstantenerweiterung vom Grad r gewonnenen
Kongruenzfunktionenkoérpers F:F, hat die Gestalt

2g

Lpg, (t) =] - wjt).

=1

Die Kehrbriiche w; der Nullstellen des L-Polynoms heiflen Weilzahlen und kénnen
derart sortiert werden, dafl w;w,4; = ¢ fiir 0 < i < g gilt. Fiir ihren Betrag gilt nach
dem Satz von Hasse-Weil

wil =g  firi=1,...,2g. [Sti93, V.1.15., V.2.1]

Schranke von Hasse-Weil

Die Anzahl rationaler Stellen #Pfg}%q eines Kongruenzfunktionenkdrpers F:F, vom
Geschlecht ¢ ist beschriankt durch

#PR, — (¢ +1)| <207 [Sti93, V.2.3]

Beweis. Diese Schranke folgt direkt aus dem Satz von Hasse-Weil durch Abschétzen
(1) _ _ 29

von #Prp —(¢+1) =a1=-32 wi. O

Satz von F.K. Schmidt

Der kleinste positive Divisorgrad eines Kongruenzfunktionenkorper ist 1.
[Sti93, V.1.11.]
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