Lineare Algebra II
Barbara Baumeister

12. Ubungsblatt

Abgabe: Donnerstag, 18. Januar 2018 bis 10 Uhr

Aufgabe 1 Sei (V, (,)) ein euklidischer bzw. unitdrer Vektorraum und seien vy, .
weise orthogonale Vektoren.

(a) Zeigen Sie
[or+ - vl = (o ]|* + -+ [loa?
und folgern Sie daraus den Satz des Pythagoras.

(b) Nun seien die v; sogar paarweise orthonormal. Zeigen Sie: {vy,
Basis genau dann, wenn fiir alle v,w € V' gilt

n

(v,w) = Z(v,vi>(vi,w).
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Aufgabe 2 Betrachten Sie die Vektoren

@]
O = NN
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.., Uy €V paar-

..., Uy} ist eine

in C* versehen mit dem Standardskalarprodukt. Sei U = (v;,v;). Bestimmen Sie eine

Orthonormalbasis von U und von U-.

Aufgabe 3 Betrachten Sie die Vektoren

1 3 2
V] = 8 , Vg = :; undvs = é
-1 -1 -1

in R* versehen mit dem Standardskalarprodukt.
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(a) Fiihren Sie explizit das Gram-Schmidt-Verfahren durch, um eine Orthonormalba-
sis ug, ug, ug von (v, vy, v3) zu erhalten.

(b) Ergénzen Sie uy, us, u3 um einen Vektor uy zu einer Orthonormalbasis von R*.

(c¢) Bestimmen Sie explizit die Matrix des Basiswechsel O von der Standardbasis zur
Basis ugq, ..., us sowie deren Inverse.

Aufgabe 4 Sei A € K™*™. Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, dass gilt Zeilenrang(A) =Spaltenrang(A).
Sei fa: K™ — K", x— Ax.

(a) Benutzen Sie Aufgabe 2 von Uhung 1, um zu zeigen, dass es Basen B und C' des

K™ bzw. K™ gibt, so dass fiir A = MZ(fa) gilt Zeilenrang(A) =Spaltenrang(A).
(b) Zeigen Sie, sind X € K™ und Y € K™*™ reguldre Matrizen, dann ist Rang (A) =Rang(X AY").
(c) Folgern Sie, dass Rang (A') =Rang(Y*A'X") =Rang((XAY)") gilt.

(d) Seien X und Y regulire Matrizen so, dass X AY = A gilt (warum gibt es die?).
Benutzen Sie nun (a) - (c), um zu zeigen Zeilenrang(A) =Spaltenrang(A).



