4.5 Uncoverings-by-bases fiir GL(3,q)

Thema: Konstruktion eines Uncovering-by-bases (UBB) fiir GL(3, g), operierend
auf IF; \{0}.

Wir tibertragen das Problem in den Erweiterungskorper IF 3, da Vektorrdume
tiber IF, isomorph sind. Daher kénnen wir uns die Ergebnisse tiber endliche
Korper aus dem letzten Abschnitt zunutze machen. Wir bekommen also eine
Menge von Basen fiir IF;s und erhalten mittels eines [somorphismus Basen fiir
.

Um die Uncoverings zu UBBs zu machen, betrachten wir die Fille q gerade
und q ungerade gesondert.

q ungerade

Dannist m: = 4>~ 1 gerade. Wenn « ein primitives Element von IF s ist, dann sind
alle Elemente von IF s, die ungleich 0 sind, Potenzen von a, also 1, a, &2, ..., a®™ 1.
Es gilt (@™)* = a*" =1, also a™ = —1.

Wir nehmen die “zyklische Tripel”-Konstruktion eines Uncoverings aus 4.2.1
und versuchen, diese mittels einer Bijektion ¢ in ein UBB umzuwandeln:

ll) Ly — ]F;3 = Fqs\{O}
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Das funktioniert nicht, da jedes Tupel nun die Form {&'~!, &, a'*™} hat. Dies ist
eine Basis, genau dann wenn {1, «, a1} eine Basis ist. Da aber o™ = —1 ist, ist
a™1 = —q und {1, a, —a)} ist keine Basis.
Also brauchen wir eine andere Bijektion:
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Theorem 4.5.1

Sei q ungerade. Dannist {¢p(i—1), p(i), (i+m)}, miti € Zy,,, ein UBB fur GL(3, ),
operierend auf [Fs.

Wir wollten aber ein UBB fiir GL(3,q), operierend auf IF; . Fiir jedes q brau-
chen wir also einen Isomorphismus zwischen Fy und 3. Das kleinste Bei-
spiel hierfiir ist immer noch grof8: GL(3, 3), operierend auf den 26 Nicht-Null-
Vektoren von IF3.



Beispiel 4.5.2

Um den Isomorphismus zwischen dem Vektorraum F3 und dem Erweite-
rungskorper Fyp; zu bestimmen, miissen wir das Minimalpolynom des primiti-
ven Elements o kennen. Nach Lidl und Niederreiter ist das Polynom x° + 2x* + 1
irreduzibel und hat ein primitives Element als Nullstelle. Da die Spur dieses
Elements ungleich Null ist, geniigt es unseren Anforderungen. Sei dieses Poly-
nom also das Minimalpolynom von «a. Also gilt:

Mittels dieser Gleichung kénnen wir jede Potenz von « als Linearkombination
von 1, @, a2 schreiben und die Koeffiziententripel als Elemente des Vektorraums:
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q gerade

*

Sei nun q gerade und 2° := g. Da die Anzahl der Elemente von I, jetzt unge-
rade ist, nutzen wir die induzierte Konstruktion eines Uncoverings aus 4.2.4.
Dazu fithren wir das zusétzliche Element co ein, konstruieren ein Uncovering
von S = lF;as U {oo} und entfernen dann die Tripel, die co enthalten.

Wir haben S = {1,a,a?,...,a% 2,00}, also |S| = 2% =: 2m. Konstruiere eine
Bijektion:

X: Zoyw—S
i al 0<i<2m-2
(o) i=2m-1

Theorem 4.5.3

Sei q gerade. Dann ist {x(i — 1), x(i), x(i + m)},i € Zy,,, ausgenommen die Tupel,
die oo enthalten, ein UBB fiir GL(3, q), operierend auf Fp.
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