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Kapitel 1

Endlich- und unendlichdimensionale
dynamische Systeme

Gegenstand dieser Vorlesung ist die numerische Approximation von dynamischen Syste-
men. Unter einem dynamischen System auf einer Zustandsmenge X (Zustandsraum,
Phasenraum; i.a. nur ein topologischer Raum) versteht man eine Familie von Abbildungen

t,X —> X,

e ol (x), tel,

wobei T'=R,R,,%Z oder Z, = N ist, mit den Halbgruppeneigenschaften
(u) = u YueX,
prop® = ¢ Vit seT.
Im Fall T'= R oder R; hat man ein kontinuierliches im Fall T = 7Z oder N ein
diskretes dynamisches System.

Wir stellen uns dabei vor, dass ¢'(ug) =: u; den Zustand eines Systems zur Zeit t € T
angibt, das sich zur Zeit t = 0 im Zustand wuy befindet.

In der Theorie dynamischer Systeme interessiert man sich nicht nur fiir einzelne Trajek-
torien bzw. Orbits
fue = ¢'(uo) : te T},
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6 Endlich- und unendlichdimensionale dynamische Systeme

sondern auch fiir das Langzeitverhalten
¢'(ug) —? fiir t — oo (oder auch t — —oc0)

moglichst vieler ug € X .
Bei einer numerischen Approximation wird oft ein kontinuierliches von einem diskreten
dynamischen System approximiert:

O™ (u) = ®ay(u), At Zeitschrittweite
und es entsteht die Frage, wie sich das asymptotische Verhalten der diskreten Folge
V"= Dp ("), n=0,1,2,...; ¥ =’
von dem der entsprechenden Folge
utt = A (u™), n=0,1,...

unterscheidet. Betrachtet man ein konsistentes Einschrittverfahren der Ordnung p wie
in der Vorlesung Numerik II, so ergibt sich fiir die Flussapproximation (vgl. Kapitel II,
Abschnitt 2.2)

Dpi(v) = 2 (v) + O(APTY),

wobei die Konstante vor At*** von v € X abhingen kann. In der Vorlesung Numerik
IT haben wir daraus Fehlerabschiatzungen fiir den Konvergenzfehler v™ — u™ hergeleitet.
Diese geben jedoch nur auf endlichen Teilintervallen 0 < nAt < T brauchbare Ergebnisse,
da sie einen Faktor e’”At? enthalten (L eine Lipschitzkonstante).

Bis hierher haben wir nur den zeitlichen Approximationsprozess angesprochen. Wenn
der Zustandsraum X unendlich dimensional (oder sehr hochdimensional) ist, so muss
! zusitzlich rdumlich approximiert werden. D.h. der hochdimensionale Raum X wird
durch niederdimensionale Rdume

Xy CX, keN
und ¢’ selbst auf X definierte Fliisse durch

go’,; X — X,
approximiert.

Wie wir in Kapitel III sehen werden, tritt dieser Fall typischerweise bei partiellen Dif-
ferentialgleichungen auf. Es entsteht das Problem das asymptotische Verhalten (¢ — oo )
des niedrigdimensonalen Flusses

@b (ul), u) eine Projektion von u® € X auf X

(rdumlicher Approximationsprozess) mit dem von ¢'(u°) in Beziehung zu setzen.
SchlieBlich ergibt sich daraus die Frage, was geschieht, wenn man beide Approximations-
prozesse gleichzeitig durchfithren muss.

In dieser Vorlesung wird versucht, die auftretenden Approximationsfragen aus einem ein-
heitlichen Gesichtspunkt darzustellen. Neu sind dabei im Vergleich mit einer Vorlesung
zur Numerik gewohnlicher Differentialgleichunge die beiden folgenden Themen:
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1.) es wird das Langzeitverhalten ¢ — +oo untersucht.

2.) der Zustandsraum selbst muss approximiert werden.

Eine erste systematische Ubersicht zur Frage 1 im endlichdimensionalen Fall enthélt die
Monographie von STUART und HUMPHRIES [24]. Die Frage 2 fiihrt auf die numerische
Approximation partieller Differentialgleichungen, fiir die es eine Vielzahl einzelner Darstel-
lungen gibt [3, 4, 8,9, 10, 12, 15, 18, 19, 22]. Hierbei wird allerdings der Langzeitaspekt
nur selten behandelt. Diese Vorlesung dient daher auch dem Ziel, Grundlagen fiir eine
gemeinsame Behandlung der beiden Fragenkomplexe bereitzustellen.

1 Grundbegriffe dynamischer Systeme

1.1 Abstrakte Definition
Fiir die Zeitachse verwenden wir die folgenden vier Félle

Ry =[0,00)

R = (—o00,00)
N={0,1,2..}
Z=1{.,-101,..}

In jedem Fall ist T eine kommutative Halbgruppe:
0eT, 0+t=tvVteT;t,secT=>t+s=s+teT,

im Fall T = R,Z sogar eine Gruppe.
Von dem Evolutionsoperator ¢! fordern wir die Eigenschaften

¢(u) = u, ue X,
0" (¢°(u) = " (u), s,t € T (Halbgruppeneigenschaft),

die wir zur Grundlage einer Definition machen.

Definition 1.1. Ein Dynamisches System (DS) ist ein Tripel (X, T,{¢'}er) mit
einem Zustandsraum X und einer Familie von Operatoren

t.X —> X,

Pru e cpt(u),t €T,
die die folgenden Figenschaften besitzt:
(D0) ©’(u) =u Vue X,

(D1) ' o @f = 5T Vs, te.
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Bemerkung 1.2. a) Im Fall T =R bezeichnet man ¢’ als einen Fluss und im Fall
T = R, als einen Halbfluss.
b) Im Fall T = R,Z erhélt man aus (DO) und (D1):

D1 D
ot oot (: ) G0 = 0 (:O) id=ptop'VteT

= ¢! bijektiv, (o)t =ptVteT.

Daher wird (X, T,{¢'}er) in diesen Fillen auch als invertierbares DS bezeich-
net.

Beispiele. 1. X =R™ T=R, Ae R™™

=, (tA)
got(u) :etAu, uE]Rm, etA:Z( )

= 7
linearer Fluss: ©': X — X linear.
Uberpriifen der Eigenschaften:
¢(u) = " tu = u, (D0)
ol o g5 (u) = et (M) = etAtsdy = o)Ay, (D1)

Dabei wurde die fiir kommutierende Matrizen A, B geltende Eigenschaft e?e® =
AT B benutzt.

2. X=R™ T=N, Ae R™™, ¢'(u)=Au, ue R, teN
Uberpriifen der Eigenschaften:
0 = A0 =id, (Do)
plops = AAS = ATs, (D1)
Falls A invertierbar ist, so ist T =7 zuldssig und es gilt:
() = A",
() = (A1) = A"

Definition 1.3. Fiir ein DS (X, T, {¢'her) und ug € X heifit
Y(ug) = {p'(ug) : t € T} C X der zu uy gehdrige Orbit.

Beobachtung: In einem invertierbaren DS gilt fiir zwei Orbits ~(u),vy(v), uw,v € X
entweder y(u) N~y(v) =0 oder vy(u) = vy(v), das heifit, sie sind entweder identisch oder
disjunkt.

Beweis: Angenommen, y(u) N vy(v) # 0, also existieren s,t € T mit ¢'(u) = ¢*(v).
Dann gilt fiir alle 7 € T':
P (w) = " (g (W) = " (v) € y(v),
(v)
@ (v

also y(u) C y(v) und aus Symmetriegriinden y(v) C y(u). |
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X X

Bei geeigneter Wahl von Repréasentanten u, kann man also X als eine disjunkte Verei-
nigung von Orbits schreiben

X = Ufy(uo).

Die Gesamtheit der verschiedenen Orbits bezeichnet man auch als Phasenbild und ver-
anschaulicht sie nach Moglichkeit.

/—PZ\
Phasenbild mit Orbits,
Fixpunkte sind auch Orbits.

Beispiele. 3. X € R?, T =R, ¢'(u) = eu

(A0 tA
A_<O M) , o u<0< A | e

e 0 U ey
U= (u17u2)7 (pt(u) = < 0 etu ) ( U; ) = ( etuu; ) :

4. Symbolisches Dynamisches System

I
VR
om;
T o
~
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u2

ul

Phasenbild eines Sattels.

Die Zustinde sind biunendliche Folgen u = (up)nez, un € {0,1}, zum Beispiel
u=(...1010010110...) . Wir setzen X = {0,1}Z,

o [u; — v st eine Metrik, beziiglich der X wvollstindig und
dlu,v) = Z 2l kompakt wird.

Die Abbildung ' ist der sogenannte Bernoulli-Shift ¢'(u); = uiy, (t € 7Z =T)
Zum Beispiel gilt

u=(...01011...),
o'u=(...1011...).

Die Eigenschaften (DO) und (D1) sind offensichtlich.

%
. Ly(R)=qu:R — R Lebesque-messbar, ||ul|2 = (guz(x)dx) < oo}

Banachraum, T =R,

<<ptu> (x) = u(x + 1), reR,
Ou(z) = u(z + 0) = u(z), zreR,
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@' (pu) = @ (u(- +5)) = u(- +t+5) = " (u).

Die letzten beiden Beispiele sind unendlich-dimensional.

1.2 Erzeuger und Vektorfelder

diskreter Fall: Sei T = 7, es reicht ¢ := ¢! zu kennen, da

t>0: gpt:gplogptfl:...:gplo...ogplzgpo...ogp’
tf‘n:al t;Irrlal
t<0: =) =) T=plo0p!.
—_———
—t-mal

,Potenzen® entsprechen also Hintereinanderausfiihrungen.

Umgekehrt: Ist ¢ : X — X bijektiv gegeben, so wird durch ¢’ := po---0 ¢ fiir
!
t—ma

t>0und @' :=p lo---op ! fiir t <0 ein invertierbares diskretes DS gegeben.
—_——

—t—mal

© = ! heift der Erzeuger des DS.
kontinuierlicher Fall: Sei T =R,R, und (X, T,{¢'}ier) ein DS. Sei die Abbildung

T — X,
t — ¢ (ug)

fiir jedes ug € X differenzierbar in T und sei X ein Banachraum.

Bilde
d o oMug) — ©°(u
(11) D otug)| = S ) e x
he

h£0
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Anschaulich ist f(ug) der Tangentialvektor in ug an den Orbit v(ug) .

Definition 1.4. Fulls dieser Grenzwert fir alle ug € X existiert, so heifst f: X — X
der infinitesimale Erzeuger (infinitesimal generator) des kontinuierlichen DS.
f heifit auch zugehoriges Vektorfeld auf X .

Lemma 1.5. Sei [ infinitesimaler Erzeuger von (R™, T,{¢' er), T =R, R, . Dann
lost u(t) = ' (ug), t € T die Anfangswertaufgabe

(1.2) u(t)y = f(u(?)), t €T, u(0) = uo.

u(t) = ¢*(uo)

uo

Beweis: Wegen (DO0) ist u(0) = ¢°(ug) = ug klar. Fiir ¢t € T folgt aus (1.1) und (D1)

1 1,
flut)) = }]g;r}é E(@"(U(t)) —u(t)) :}1}% = (""" (uo) — u(t))

= lim %(u(t +h) —u(t)) = u(t).
h#£0

In den Anwendungen ist in der Regel die Differentialgleichung (1.2) und damit das Vek-
torfeld f gegeben und man ist an der Losung wu(t) = ¢'(ug) interessiert. Wir notieren
den aus dem Fortsetzungssatz (vgl. Numerik II, Kapitel I) folgenden Satz fir T = R
oder R, .

Satz 1.6. Sei T = R,R, und f € C(R™,R™) lokal lipschitzbeschrinkt und T C
J(ug) Yug € R™. Hierbei bezeichnet J(ug) C R das mazimale Existenzintervall der
Losung der Anfangswertaufgabe

(1.3) = f(u), u(0)=up.

Dann definieren die eindeutigen Lisungen u(t) =: ¢'(ug) ein kontinuierliches DS auf
X=R".
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Beweis: Die Bedingung (D0) ¢°(ug) = ug ist trivial und es bleibt (D1) zu zeigen. Sei
s € T fest, up € R™. Dann lést v(t) = ¢'(¢*(ug)), t€ T die Anfangswertaufgabe

0= f(v),v(0) = ¢*(uo).
Die Funktion w(t) := ¢ *(ug) = u(t + s) 16st ebenfalls

w(t) =u(t +s) = flult +5)) = f(w(t)), w(0) = ¢*(uo).
Aus der eindeutigen Losbarkeit folgt v = w und damit ¢'** = ' o *V s,t € T [

Der hier dargestellte einfache Zusammenhang zwischen Fluss und Vektorfeld wird uns
in allgemeinen Situationen, die auch in praktischen Féllen wirklich auftreten, noch vor
Probleme stellen. Die Komplikationen sind:

1.) In vielen Beispielen ist T C J(ug) Vug falsch. Hier kann man sich helfen, in dem
man zu lokalen DS iibergeht (siehe [2]). Ein lokales dynamisches System liegt
vor, wenn zu jedem u € X ein Intervall J(u) C R und zu jedem ¢ € J(u) ein
' (u) € X gegeben ist mit

(D0joe) 0€ J(u), O (u) =u, Yu € X,
(Dlie)  s€J(u), teJ(@ (u) =t+seJ(u), ¢ (u)=¢' (" (1))

2.) X C R™ ist keine offene Menge, sondern z.B. eine glatte Untermannigfaltigkeit des
R™ mit dim X = k.

X

Aus der Setzung (1.1) folgt fiir u(t) = ¢'(ug)

o1
f(uo) = lim —(u(h) —u(0)) € Toy(X),
h—0 h
wobei T,,(X) den Tangentialraum an X im Punkt uy bezeichnet.

Die 'richtige’ Verallgemeinerung von (1.2) ist also der Fall, dass das Vektorfeld

X — TX,

P s ),

TX ={(u,v):ue X,veT,(X)}

jedem Vektor u € X einen Vektor im entsprechenden Tangentialraum T,,(X) zu-
ordnet.
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3.) Der Grenzwert f(ug) = ]llir% +(¢"(up) — ug) existiert nicht fiir alle uy € X .
_)

Als ein Beispiel fiir diese Situation betrachten wir Beispiel 5 aus Abschnitt 1.2
X = Ly(R), [¢'(w)](z) = u(t + 2).
Der Grenzwert ]
lim o (uo(z + 1) — uo(2))

existiert (sowohl punktweise fiir z € R wie auch beziiglich der L?-Norm), wenn wir fiir
ug Differenzierbarkeitsannahmen machen. Es reicht z. B. aus, dass ug € Y := C3(R) eine
stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Tréger ist

CHR) ={uec C'R):3K = K(u) mit u(x)=0 fir |z|> K}.

Fiir up € C3(R) gilt offensichtlich uf(z) = 0 fiir |z| > K = K(ug) sowie mit dem
Mittelwertsatz, Cauchy-Schwarz und Fubini

1 1
I ool 1) = o) = gl = [ 1 [ gt + o) = wiadar

1
g// lup(x + 7h) — up(z)|*drdax

R JO
1

:/ /|u’0(:p+7'h)—u'0(x)|2dxd7'

0 R

< sup [lug(- + 5) — up()|5
|s|<h

Die rechte Seite geht gegen Null, da wj auf seinem kompakten Tréger gleichméBig stetig
ist. Der infinitesimale Erzeuger ist also f(ug) = 22, er ist mindestens auf dem Teilraum
C}(R) von L*(R) erkldrt. In der Tat zeigen wir in Abschnitt 4, dass der maximale
Definitionsbereich von f der Sobolewraum H'(R) ist. Die Anfangswertaufgabe (1.2)

lautet formal
(1.4) ilt) = f(u(t)), u(0) = ug € L(R).

Mit der Schreibweise [u(t)] (x) = u(x,t) geht (1.4) iiber in die partielle Differentialglei-
chung

Ju ou
1.5 — = — R, t>
(1.5) 5~ 5y LER 120
mit der Anfangsbedingung
(1.6) u(z,0) = up(x), v € R.

Auf diesen zunéchst formalen Zusammenhang mit den partiellen Differentialgleichungen
gehen wir in Abschnitt 4 néher ein.
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1.3 Parameterabhingige und nichtautonome Systeme

Parameterabhingiges DS: Oft hdngt der Evolutionsoperator noch von Parametern ab.

Sei dazu ein Zustandsraum X und eine Parametermenge A gegeben. Sei

¢ X XA — X,
7w plu, V),

so dass (-, \) fiir jedes A € A (D0) und (D1) erfiillt. Dieses System kann zu einem
dynamischen System auf X x A =:Y erweitert werden durch

Y=XxA — X xA,

PN s B ) = (o, A) ),

das heifst, der Parameter X\ wird einfach mitgefiihrt.
Gehort zu '(u, \) das autonome System @ = f(u,A) mit A € A und dem Vektorfeld

f(u,)\)—hm E( (u A) —u),

so gehort zu dem erweiterten Fluss ®f(u, \) das autonome System

(3)=("%")

Nichtautonomes DS: (X, T, {p"*})

Bei nichtautonomen Differentialgleichungssystemen

U= f(tvu(t))v U(O) = Uo

hat '(ug) = wu(t) nicht mehr die gewiinschten Eigenschaften. Vielmehr definiert man
jetzt

(1.7) 0" (up) = u(t), t,s € T,
wobei u(t) Losung von
u(t) = f(t,u(t)), u(s) = uo
ist. (D0) und (D1) verallgemeinern sich jetzt zu
(DOnonaut) P =id vt €T,
(Dlnonaut) 902578 o 90877« = SOt’r \ T,t —S8,8s—rc T.
In der Tat erfiillt ¢"*(ug) aus (1.7) die Halbgruppeneingenschaft, wie aus der eindeutigen
Losbarkeit folgt.

Ungekehrt gilt: wenn ein nicht—autonomes DS in R™ mit den Eigenschaften (DO ,onaut )
und (D1 onaut ) gegeben ist in T = R, R, , so heift

1

lim —(<pt+h’t(u0) —up) =: f(t,up)
h—0

h£0
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4+ . sDt,s(u)

infinitesimaler Erzeuger des DS.

Ubungsaufgabe
Man zeige, dass im nichtautonomen Fall ¢"*(ug) die Anfangswertaufgabe

= f(t,u), u(s)=uop
16st.

Ubungsaufgabe
Man iiberlege sich, dass fiir ein nicht autonomes DS durch

O (ryu) = (t+71,077(u), TET,ueX

ein DS auf dem erweiterten Phasenraum Y = T x X definiert wird.
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2 Asymptotisches Verhalten dynamischer Systeme

2.1 Stetige und glatte dynamische Systeme, periodische Orbits
Um das Konvergenzverhalten fiir ¢ — oo studieren zu kénnen, benétigen wir eine Topo-

logie auf X, die wir gleich als metrisch annehmen.

Definition 2.1. Sei (X, d) metrischer Raum, (X, T,{¢'her) ein DS. Das System heifit
stetig, falls

. TxX — X, . :
(D2) o' (v): () — o) stetig bzgl. (t,u) ist,

und separat stetig, falls

)

. 77 — X, L .
o (u) : Fo o) fiir jedes w € X stetig ist, und
(D2y)
X — X

') fiir jedes t € T stetig ist.

Cuo— pl(u)
Im diskreten Fall T = N,Z haben wir auf T die diskrete Topologie, so dass t — ¢'(u)
immer stetig ist. Stetigkeit ist dann dquivalent mit separater Stetigkeit.

Im kontinuierlichen invertierbaren Fall T = R reicht es fiir die separate Stetigkeit
aus, wenn man die Stetigkeit von u — ¢'(u) fiir jedes ¢ € T hat und lediglich die

Stetigkeit von t — ¢'(u) fiir jedes u € X bei ¢t =0 annimmt, denn fiir festes
telT, ue X gilt

cp”h(u) = cph(got(u)) — gpt(u) , fallsh -0, heT.

Fiir Halbfliisse T = R, folgt mit diesem Schluss aus der Stetigkeit bei ¢t = 0 i. A. nur
die rechtsseitige Stetigkeit bei ¢, d.h.

lim o (u) = ! (u).
h—0
h>0

Wenn die Flussabbildungen ¢!, ¢t > 0 jedoch linear sind, so reicht dies fiir die Stetigkeit
des DS aus (siche Abschnitt 4.2).

Ubungsaufgabe: Man zeige, dass X =R, T =R, und

. ut+t+1, falls u<0<u-+t
¢ (u) =
u+ 1t sonst

ein dynamisches System definiert, fiir das ¢ — '(u) rechtsseitig stetig aber nicht stetig
ist. Ist u — ©'(u) stetig?

Im Fall T =R, R, heit {¢'}ier ein C*-Fluss, falls X offene Teilmenge eines Banach-

raumes ist und
TxX — X,

7 ty) — ¢(u)

k-mal stetig differenzierbar ist.
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Definition 2.2. Ein u € X heifit Fixpunkt des dynamischen Systems, falls
O(u)=uVteT. Ein ue X heift periodisch, falls ein 7 € T existiert mit ¢"(u) = u
und u kein Fixpunkt ist.

Definition 2.3. v(u) = {¢'(u) : t € T} heifst periodischer Orbit , falls ein T € T
existiert mit T'> 0, falls T =R,Ry, und T > 1, falls T =N,Z, sowie

() ¢*T(u) =) VEET,

(b) ¥'(u) #u VOo<t<T,teT.

Der Wert T wird als minimale Periode (oder oft einfach als die Periode) des Orbits ~(u)
bezeichnet. Es ist klar, dass die Eigenschaft (a) auch mit nT, n € N statt T gilt. Der
folgende Satz zeigt, dass es fiir einen Orbit i.A. nur drei Alternativen gibt.

Satz 2.4. Sei (X, T,{¢'}ier) separat stetiges und invertierbares dynamisches System,
#X > 1. Dann gilt fir uw € X eine der folgenden Alternativen:

(i) w ist Fizpunkt,
(i) Y(u) ={¢"(u) : t € T} ist periodischer Orbit,

(iii) die Abbildung T >t — p'(u) € X st injektiv.

Fixpunkt periodisch injektiv




Asymptotisches Verhalten dynamischer Systeme 19

Beweis: Sei u kein Fixpunkt und ¢ — ¢(u) nicht injektiv. Dann existieren wegen
#X > 1 Zeiten s,7 € R mit

s <1, ¢(u) =" (u).
Da das dynamische System invertierbar ist, konnen wir o. B. d. A. s = 0 annehmen
(beachte ¢™*(u) = w). Nun bilden wir

T=inf{t>0:teT, ¢'(u)=u}

und zeigen, dass T' > 0 gilt und ~(u) T —periodischer Orbit ist. Aus der Definition von
T folgt bereits ¢'(u) #u fir 0 <t <T.

Diskreter Fall T = Z: Offensichtlich wird 7' als Minimum angenommen, und es gilt
T >0,¢"(u) = u sowie

P (u) = ¢'(" (0) = ¢'(u) VtEL.
Kontinuierlicher Fall T =R: Falls 7'= 0 gilt, so gibt es zu jedem n € N, n > 1 ein
tn € (0,%) mit ¢ (u) = u. Fiir jedes s € R gibt es eine Zerlegung
S = Muty + Sp, My, €24, 0 < s, <t,.
Hieraus folgt mit der separaten Stetigkeit
P*(u) = ™ (¢ () = @™ (u) = " (u) = u

also ¢*(u) =u Vs € R, ein Widerspruch. Daher ist 7" > 0. Nun wéhlt man eine Folge
t, \¢T mit o™ (u) =u (n € N) und erhilt ¢’ (u)=u aus der separaten Stetigkeit.

SchlieBlich folgt wie oben ¢ (u) = o' (o (u)) = p'(u) Vt € R. [ |
Bemerkung: Im halbunendlichen Fall T = N,R, sind (i) und (ii) zu ersetzen durch
(") vy(u) ist ’schlieBlich fix’, d. h. es gibt ein s € T, so dass ¢*(u) ein Fixpunkt ist.

(ii") ~y(u) ist 'schlieBlich periodisch’, d. h. es gibt ein s € T, so dass v(¢*(u)) periodi-
scher Orbit ist.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem voranstehenden Beweis, in dem nicht mehr
0.B.d.A. s =0 angenommen werden kann.
Als Beispiel betrachten wir die quadratische Familie (1 < A < 4)

o(u) = u(l —u), uel0,1] =X.

Fiir A > 1 hat ¢ den nichttrivialen Fixpunkt u =1 — % Der zu u = % gehorige Orbit
ist schlieflich fix

(u) =u, p'(u)=u Vt>1.
Fir A > 3 hat ¢ den nichttrivialen 2-periodischen Orbit

. A+1 / 4
{'U/,,'LLF} mit U4+ = T (1:l: 1—)\—_'_1>7

und der zu ug =1 —u_ # u, gehorige Orbit ist schliefflich periodisch:

(ug) = M1 —u)u_ = uy, e ug) = uy, *HV(ug) =u_ VteN.
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2.2 Invariante Mengen

Definition 2.5. Sei (X, T,{p'}ier) ein dynamisches System. Eine Teilmenge M C X
heifst

positiv invariant, falls p'(M)C MVte T, t>0,

negativ invariant, falls '(M)C MVte T, t<0, (T =R,Z)
invariant, falls ©'(M)= M fir alle t € T .

Bemerkung 2.6. Folgende Aussagen sind einfach einzusehen.

1) M ist im Fall T = R,7Z genau dann invariant, wenn M sowohl positiv wie nega-
tiv invariant ist. Es ist klar, dass positive und negative Invarianz notwendig sind.
Umgekehrt sei dies vorausgesetzt. Dann folgt ¢! (M) = M aus ¢'(M) C M,t € T
sowie

M =¢'(p7'(M)) C o' (M) Vt € T.

CcM

2) Auf einer positiv invarianten Menge M wird fiir T = R, N durch Einschrinkung
(M, T,{¢"|as her) wieder ein DS erzeugt.

Invariante Mengen sind nicht immer einfach zu finden. Der folgende Satz 2.7 zeigt aber,
dass es im kontinuierlichen Fall reicht, das Vektorfeld auf dem Rand zu studieren.

Die Vektoren des Vektorfeldes miissen ins Innere von M zeigen oder tangental liegen.

Satz 2.7 (Subtangentialbedingung). Sei (R™, Ry, {¢'}ier,) ein DS mit den Vorausset-
zungen aus Satz 1.6 und mit infinitesimalem Erzeuger f:R™ — R™ . Fine abgeschlos-
sene Menge M C R™ ist positiv invariant genau dann, wenn gilt

A
llrlysglfﬁdlst(u—l—hf(u),M)_O Vu e oM.



Asymptotisches Verhalten dynamischer Systeme 21

f(@)

An nichtglatten Stellen dirfen Richtungsvektoren nicht ,echt” von M ,wegzeigen*.

Beweis: (Vgl. [2]). Sei zundchst M C R™ abgeschlossen und positiv invariant. Fir
u€ M DOIM und h >0 gilt dann

M 3 ¢"(u) = u+hf(u) +o(h),

also

dist(u -+ hf (u), M) < ||u+ hf(w) — " (w)]] = o(k)
und somit .
]lli\r% 7 dist(u + hf(u), M) = 0.

Sei umgekehrt die Subtangentialbedingung erfiillt. Es geniigt zu zeigen, dass es fiir jedes
uw € M ein € =¢e(u) >0 gibt mit p'(u) € M Vit € [0,¢]. Gibt es néamlich ein u € M
mit ¢"(u) ¢ M fiir ein 7 > 0, so erhdlt man an der Stelle ug = ¢'(u) € M mit
t =inf{s > 0: ¢*(u) ¢ M} einen Widerspruch zur lokalen Invarianz. Fiir « im Innern
von M ist o'(u) € M fiir hinreichend kleines ¢ wegen der Stetigkeit von ¢’ bzgl. ¢
klar. Sei also v € OM . Fiir t > 0 definiere

o) = dist(!(u), M), D.o(t) = lin nf % (v(t + h) — v(t).

Wiéhle ein 7 > 0 und dann ein € = €(r) > 0 mit
O'u) € Kpy(u)={veR™: |jv—ul]| <r} VO<t<e
Fir w ¢ Ky (u), 0 <t <e gilt dann
16 ) — wll > [l — ] — [l (u) —ul] > 20— =1
Daher gibt es ein w; € M N Ky, (u) mit
v(t) = dist (' (), M N Koy (u)) = [l¢"(u) — wil.

Fiir festes ¢t € [0,¢) und s € (0,e — t) hinreichend klein gilt dann s||f(w;)|| < r und
somit
lu = (we + s f(w))|| < [lu = wil| + [[sf(w)|| < 2r +r=3r.
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Ahnlich wie oben folgt fiir w ¢ Kg,(u) dann
lw = (we + sf(w))|| = |Jw = ul] = [lu = (w + s f(w))][ > 3r.
Also existiert ein ¢ € M N K¢ (u) mit

dist(wy + sf(wy), M) = dist(w; + sf(wy), M N Kgr(w)) = [|we + sf(w) — qusl|-

Hieraus erhalten wir

vt + ) < [0 (W) — qusll < [19°(" (W) = sf (@' (u) — @' ()|
1" (u) = will + [Jwe + s f (we) = qusll + 5|1 (" (w)) = f(w)]]
< o(s) + v(t) + dist(w, + sf(we), M) + s[| £ (" (u) — f(w)]].

Division durch s und s \ 0 liefern mit der Subtangentialbedingung und einer Lipschitz-
konstanten L von f in Ky.(u) die Abschétzung

Div(t) < Lo(t), 0 <t <e v(0)=0.

Wenn v(t) stetig differenzierbar ist, folgt hieraus v(¢) = 0, 0 <t < € nach dem Gronwall-
Lemma.

(e 1)

>

Im allgemeinen Fall betrachten wir fiir beliebiges A > 0 die Losung w(t, \) =
der Anfangswertaufgabe
w= Lw+ A\, w(0)=0.

Wir behaupten v(t) < w(t, A) fir 0 <t <e A>0,sodass fiir A\, 0 dann
v(t) <w(t,0) =0, 0 <t <e und somit p'(u) € M fiir 0 <t < e folgt.

Wenn die Behauptung nicht gilt, so existiert ein A > 0 und ein ¢; € [0, €) mit
v(t;) > w(t;,A). Da v und w stetig in ¢ sind und bei ¢t = 0 {ibereinstimmen, existiert
damit ein ¢y € [0,%;) mit

v(t) > w(t,\) Vtg <t < t; und v(ty) = w(tp, A).
Hieraus erhalten wir

D.ots) = Lu(to) = liminf é (w(to + 5) — v(to)) — Lulte)

1
> lim\ionf —(w(to + s,\) — w(to, \)) — Lw(ty, \) = w(tg, \) — Lw(tg, \) = A >0
s S

im Widerspruch zu D, v(ty) < Lo(ty) . [

Bemerkung: Der Beweis zeigt, dass eine genauere Aussage fiir lokale dynamische Sys-
teme gilt. Sei dazu €2 C R™ offen, M C ) abgeschlossen und f : 2 — R™ lokal Lip-
schitzbeschriankt. Dann ist die Subtangentialbedingung fiir M &quivalent damit, dass die
maximale Losung ' (ug),t € J(ug) von @ = f(u), u(0) =g fir alle ¢t € J(ug) N[0, 00)
und uy € M auch ¢'(ug) € M erfiillt. Falls M sogar kompakt ist, kann man in der
zweiten Aussage [0,00) C J(ug) fiir alle ug € M hinzufiigen.
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V(u)=0

VV(u) =V’ (u)T]

Die Subtangentialbedingung fiir Niveaumengen.

Ein wichtiger Spezialfall des Satzes liegt vor, wenn M Niveaumenge einer Funktion V €
CH{R™ R) ist, dh. M = {u € R™ : V(u) < 0}. Wie der folgende Satz zeigt, ist die
Subtangentialbedingung in diesem Fall dquivalent zu V'(u) f(u) <0 fiir alle v € R™ mit
V(u)=0

Satz 2.8 (Invarianzkriterium fiir Niveaumengen). Sei V € C1(R™,R) gegeben, so dass
V'(u) #0 fir alle w € R™ mit V(u) =0 gilt. Dann sind dquivalent

(i) M ={ueR™:V(u) <0} ist positiv invariant,
(ii) es gilt V'(u)f(u) <0 fir alle w e R™ mit V(u)=0.

Beweis: ,, = “: Angenommen, es existiert v € R™ mit V(u) =0 und V'(u)f(u) > 0.
Dann gibt es eine Umgebung U > v mit

V'(v)f(v) >0VvelU

und ein € > 0 mit ¢'(u) e UV0 <t <e.Esfolgt fiir 0 <t <e mit V(u)=0

Vi) = Ve ) = Vi) = [ ZV(e@ias = [ Vi) e w)ds >0

im Widerspruch zur positiven Invarianz von M .

» <=0 Wir weisen die Subtangentialbedingung nach. Sei dazu uy € M gegeben. Dann
folgt V(up) = 0 aus der Abgeschlossenheit von M . Nach Voraussetzung gilt V' (ug) # 0.
Im Fall V'(ug)f(ug) < 0 gilt V'(u)f(u) < 0 fiir v in einer Umgebung von wug, und
dhnlich wie im ersten Beweisteil folgt fiir ¢ hinreichend klein

t

V(' (uo)) = V(' (uo)) = V(uo) = / V' (*(u0)).f (" (uo)) ds <0,

also ¢'(ug) € M .
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Es bleibt der Fall V'(ug)f(ug) = 0 zu betrachten. Wegen V'(ug) # 0 istuy ein sogenann-
ter regulidrer Punkt von V' (siehe Analysis IT), Wir konstruieren Punkte in V~=1(0) C M
in der N#he von wy +tf(ug) durch Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen auf
die Gleichung

g(t,s) == V(ug +tf(ug) + sV'(up)") = 0.

Man beachte dazu ¢(0,0) = V(ug) = 0 und

%9(0,0) = V(o) V"(ug)" > 0.

Daher existieren Nullumgebungen Ty, Sy C R und eine Funktion h € C(Tp, Sy) mit
g(t,s) =0,t € Ty, s € Sy <= s = h(t),t € Tp.

Insbesondere ist A(0) = 0 und g(h(t),t) = 0,t € Ty . Durch Differentiation dieser Glei-
chung bei t =0 folgt

= 990,00+ 29(0,0)(0) = V"(u) o) + V" (ug)V" (o) H'(0) = [V ()" [°H/(0),

also h/(0) = 0. Damit erhalten wir fiir ¢ > 0 hinreichend klein

0

dist(uo +1.f (uo), M) < ||uo+1f (uo) — [uo+1f (uo) +h(t)V" (uo)" ||| = [|R()V' (o) || = o(t).

Division durch ¢t und t X\ 0 liefert die Behauptung. |

Beispiel 2.9. Betrachte in X = R?® das System von E. N. LORENZ 1962

U1 O'(UQ — U1>
u= 1| u |, w=| ru; —us —wug | = f(u,r 0,b), r,b,0 >0,
us UiUg — bU3

FEine geeignete Niveaufunktion ist
V(u) == ruj + ous + o(uz — 2r)* — ¢,
wobei ¢ > 0 spdter bestimmt wird. Die Niveaumenge
M.:={v : V(u) <0}

st dann ein Ellipsoid. Um Satz 2.8 anwenden zu konnen, berechnen wir

O'(UQ — U1>
V'(u) f(u) = (2ruy, 20ug, 20 (uz — 2r)) | rus — ug — uqus
Uiy — bU3

= 2rouy(ug — uy) + 20us(ru; — ug — uug) + 20 (uz — 2r)(ugug — bus)
= —20(ruf + uj + bug(uz — 2r)).
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\/ U9
/

Uy

Ellipsoid

Lorenz-Attraktor

Sei V(u)=0. Zusammen mit —ug(uz — 2r) < —%(ug, —2r)2 4 2r? folgt dann

usz — 2r)% — 27»2])

= 20 (rul +u3 + = (us — 2r) ) + 4r%bo

N)IP—‘

V'(u)f(u) < —20 (Tu1+u2 {

(
1 b : 9
< —20Min (1, — Ey (ru? + ouj —|—a( ug — 2r)°) +4r-bo

= —cMin (20,2, b) + 4r*bo < 0,
falls ¢ > ¢* % Also ist der Ellipsoid M, fiir alle ¢ > ¢* positiv invariant, und
die Losungen existieren fir alle t > 0. Wir bemerken, dass fiir ¢ > ¢* sogar V'(u) f(u) <

0 fir alle w € OM, gilt. Im Ellipsoid mit ¢ = ¢* befindet sich der im Bild gezeigte
Attraktor des Systems, wie wir spdter beweisen.
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2.3 Limesmengen

Was geschieht nun mit den Orbits eines DS fiir ¢ — oo ?

Definition 2.10. Sei (X, T,{¢'}er) ein DS auf einem metrischen Raum X . Die w-
Limesmenge des Punktes u ist definiert durch

wu)={ve X : I {tulnen C T mitt, — oo und lim @™ (u) = v}.

n—o0

Entsprechend heifit die Menge

a(u) ={v € X : I {ty}nen C T mitt, — —o0 und lim o' (u) = v}

n—o0
a-Limesmenge von u .

Satz 2.11. Sei (X, T,{p '} ier) ein separat stetiges DS und u € X gegeben. Sei weiter
der positive Halborbit 7" (u) = {¢'(u) : t € T,t > 0} relativ kompakt (d. h. vF(u)
ist kompakt). Dann gelten:

(i) wu) #0,

(i) w(u) ist kompakt,

(iii) w(u) ist invariant,

(iv) fir den Abstand dist(ot(u), w(u)) = inf{d(¢*(u),y) : y € wlu)} gilt

(2.1) lim dist (o' (u),w(u)) = 0.

t—o00

Falls das DS kontinuierlich ist, ist w(u) zusammenhingend.

Beweis: w(u) ist nicht leer: Wihle ¢, — oo fiir n — oo und erhalte ¢'(u) €
v (u) C y*(u). Da v+ (u) kompakt ist, existiert ein v € X und eine konvergente Teilfolge
' (u) — v mit ng — oo. Somit ist v € w(u) und w(u) # 0.

w(u) ist abgeschlossen. Gegeben eine Folge wu,, € w(u) mit u, — v € X , dann existieren
tn >n mit d(¢™(u),u,) < +. Hieraus folgt
d(@' (u),v) < d(@™ (1), un) + d(tn, v) =30, also v € w(u).
—_———  ——
<

—0

S|=

w(u) ist kompakt: w(u) = w(u) ist als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge
v+ (u) selbst kompakt.

w(u) ist invariant: Sei v € w(u), dann existiert eine Folge t, — oo mit ¢ (u) =3 v.
Fiir festes 0 <t € T folgt aus der separaten Stetigkeit

e (u) = o (" (1) — ' (v).
——

—v
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Wegen ¢+ t, — oo gilt also ¢'(v) € w(u). Damit ist ¢'(w(u)) C w(u) gezeigt. Sei jetzt
wie oben v € w(u) gegeben und die Folge ¢, wie oben gewé#hlt. Zu festem 0 <t € T
konstruieren wir jetzt ein w € w(u) mit ¢'(w) = v, womit dann auch w(u) C ¢'(u)
gezeigt ist. Wegen ¢, — oo existiert ein N € N mit ¢, >t fir n > N . Ferner gibt es
wie in (i) zu @'~ (u),n > N eine konvergente Teilfolge, etwa o' (u) — w € w(u) fiir
n € N’ C N,n — oo. Mit der separaten Stetigkeit erhalten wir
Pw) = Jim (" (w) = lim o™ (u) =v.
Sn—»00 N’'>n—o00
Beweis von (2.1): Wenn (2.1) falsch ist, dann existiert ein € > 0 und eine Folge t,, — o0
mit
dist (" (u),w(u)) > ¢, also d(p™(u),y) >e Vy € w(u).
Andererseits existiert eine Teilfolge ¢,, — 0o mit @' (u) — v € w(u) im Widerspruch
zu d(e(u),v) > €.
w(u) ist zusammenhingend: Sei T = R, R, . Falls w(u) nicht zusammenhéngend ist,
dann existieren nichtleere abgeschlossene Mengen wy, ws mit w(u) = wyUwy, wiNwy = 0.
Sie sind kompakt wegen w(u) C v+ (u). Also existieren auch offene Umgebungen U; D
wi, Uy D wy mit Uy NUy; =0. Uy UU, ist daher eine offene Umgebung von w(u), und
nach (2.1) existiert ein 7' > 0 mit ¢'(u) € Uy UU; Vit > T'; denn andernfalls gibt es eine
Folge t,, — oo, fiir die ¢ (u) gegen ein v € v+ (u)\ (U;UU,) konvergiert im Widerspruch
zu v € w(u). Somit liegt die Kurve T' := {¢'(u) : t > T} in Uy UU,. Sie selbst ist nicht
zusammenhéngend; denn die Mengen I'; = I'NUj, 7 = 1,2 sind in der Relativtopologie
von I' offen, sie erfiillen I"' = I';UI'y, und sie sind beide nichtleer, da sowohl w; # ) als
auch wy # (). Andererseits ist T' als stetiges Bild der zusammenhéngenden Menge [T, 00)
zusammenhéngend (allgemeiner Satz aus der Topologie). Dies ist ein Widerspruch. W

Bemerkung 2.12. 1) Fir ein diskretes DS ist w(u) i.A. nicht zusammenhéngend.
Wihle z.B. X = R und die Abbildung ¢'(u) = —u , dann ist w(u) = {u, —u}

nicht zusammenhéngend! Es gilt aber im diskreten, invertierbaren Fall, dass w(u)

‘invariant zusammenhéngend’ ist. Das heifit, w(u) ldsst sich nicht als disjunkte
Vereinigung zweier nichtleerer, abgeschlossener und invarianter Mengen schreiben.

2) Falls 4" nicht relativ kompakt ist, so muss w(u) nicht zusammenhéngend sein. Als
Beispiel diene folgende Skizze eines zweidimensionalen Flusses:
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o

2.4 Asymptotische Stabilitiat

Definition 2.13. Sei (X, T, {¢'}eT) ein separat stetiges DS. Fine abgeschlossene Menge
M C X heifst

stabil (Liapunow stabil), wenn es zu jeder Umgebung U von M eine Umgebung V' von
M gibt mit

(2.2) P(V)cUVt>0,teT,

anziehend, falls eine Umgebung V O M existiert mit

t—o00

(2.3) dist(¢"(u), M) == 0Vu eV,

asymptotisch stabil, falls M stabil und anziehend ist,

gleichmiflig anziehend, falls eine Umgebung VO M existiert mit

t—o00

(2.4) dist(¢"(V), M) = sup dist (' (v), M) — 0.
veV
U
4 %
stabil anziehend

Beispiel 2.14. (Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten)
= Au, A€ R™™, o'(u) =eu, M ={0}, 0 ist Fizpunkt.
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Im Folgenden bezeichnen wir das Spektrum von A mit
0(A) ={X € C : XEigenwert von A}.
Ein Eigenwert A\ € 0(A) heifit halbeinfach, falls
dimker(A — M) = dim ker(A — \I)%.
D.h. in der Jordan-Normalform haben alle zu A gehorigen Késtchen die Dimension 1.

Satz 2.15. Fir das dynamische System ot (u) = eu,t € R,u € R™ gelten die folgenden
Aquivalenzen:

(i) {0} ist anziehend < {0} ist asymptotisch stabil < ReA <0V € o(A).

(ii) {0} ist stabil < fir alle A € o(A) ist ReA <0 und X halbeinfach, falls Re A = 0.

Beweis: Betrachte die Jordan-Normalform A = SJS~!, S € C™™ invertierbar,

A 1 0
Ji ’ A
J= T = S e k=1 K
S
J
. 0 A

Aus der Reihendarstellung der Exponentialfunktion folgt e = Se*/ S~ wobei

etJl
ol — ’ olIk — et()\kl-i—Ek)’ E, = (0 1 : 1) € Rmemk
etJK 0
t t2 tmk71
L5 (mp—1)!
tEy)”
t( A I+Eg) _ t\il L otEr tA\k ( k _tg 2
e =e et =e Z T e %
v=0
1
1!
1
Bekanntlich gilt
(2.5) e 2X () o Re g <0,
(2.6) e < CVt>0 < Re), <0.

(i) {0} ist anziehend genau dann, wenn ¢'(v) = ¢ =F 0 Vo € R™ gilt. Aquivalent
dazu ist ¢’v =5 0Vv € C™ und wegen (2.5) auch Re, < 0Vk.
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(i) {0} ist stabil genau dann, wenn es ein C' > 0 gibt mit |[e!tv]| < CVt > 0,0 € R™.
Wegen (2.6) ist dies dquivalent dazu, dass fir alle Eigenwerte A von A entweder
ReA < 0 oder (ReA =0, A halbeinfach) gilt.

Satz 2.16 (Liapunow). Sei ug Fizpunkt des durch u = f(u), f € CYR™,R™) erzeugten
(lokalen) dynamischen Systems (R™, R, {p' er) . Dann gelten

(i) {uo} ist asymptotisch stabil, falls ReA < OV A € (D f(up)),
(ii) {uo} istinstabil (d.h. nicht stabil), falls ein X € o(D f(ug)) existiert mit Re XA > 0.
Motivation: u = f(u), u(0) = vy & ug, v(t) = u(t) — ug, f(ug) =0,
o(t) = u(t) = f(u(t)) = f(uo) = Df(uo) (u(t) —uo) +o([lu(t) — uol]) (Taylor)
S——
A v(t)
Wir beweisen den Satz 2.16 durch Reduktion auf den zeitdiskreten Fall.

Lemma 2.17. ug ist (asymptotisch) stabiler Fizpunkt des Flusses ©', t > 0 aus Satz
2.16 genau dann, wenn ug (asymptotisch) stabiler Fizpunkt des durch ¢ = o' erzeugten
diskreten DS ist

Beweis: ,, = “: Diese Richtung ist offensichtlich.

, <= Sei wg stabil fiir {¢"},en. Es gentigt fiir beliebiges € > 0 und die Umgebung
U = K.(ug) die Stabilitédtsaussage zu zeigen. Da die Abbildung (¢,u) — ¢'(u) stetig ist,
existiert ein 6 > 0 mit

||<pt(u) — gpt(uo) | <e, falls ||u —ug|| <6, 0<t <1,

=ug

(2.7) ©"(Ks(up)) C Ko(ug) VO <t <1.

Da wg fiir {¢"},en stabil ist, existiert ein Ky, (ug) mit ¢"(Ks, (ug)) C Ks(up) Vn € N.
Mit (2.7) folgt fir alle 0 <t <1,neN

P (Ks) = ¢'(¢"(Ks,)) € @' (Ks(uo)) © Ke(ug).

Damit ist ¢*(Kjs,) C K. fiir alle s > 0 gezeigt und somit die Stabilitdt des Ursprungs
fiir das kontinuierliche dynamische System.

Ist wy zusétzlich anziehend fiir {¢"},en, so existiert eine Umgebung V' von wug mit
©"(v) =5 ug Vv € V. Gegeben & > 0, withle § > 0 mit (2.7) und dann zu v € V' ein
N = N(v) € N mit ¢"(v) € Ks(ug) Vn > N(v). Damit folgt ¢ (v) = ¢'(¢"(v)) €
K.(ug) VO <t <1,n>N,d h ¢*v) € K.(ug) Vs > N(v,e). Insgesamt ist daher
limg . [|©°(v) — upl| = 0 Vv € V' gezeigt. [
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Wir erinnern an den Spektralradius einer Matrix A € C™™
r(A) :=sup{|A| : A € a(A)}.

Satz 2.18. Sei ug € R™ ein Fizpunkt des von o' = ¢ € CHR™,R™) erzeugten DS
(R™, N, {¢"}nen) . Dann gelten:

(i) r(Dp(ug)) < 1 = uy asymptotisch stabil,

(ii) r(De(ug)) > 1= ug instabil .

Bemerkung: Aussage (ii) kénnen wir auch formulieren als: ug stabil = r(Dg(ug)) < 1.
Es gilt also keine vollstdndige Umkehrung der Aussage (i).

Beweis: (i) Siehe Numerik I, (Satz von Ostrowski).

(ii) Aus Numerik I'ist r(A) = inf{|| A : || - || Vektornorm im R™} bekannt, wobei ||A|| =
SUD||y =1 [[A 2] die der Vektornorm zugeordnete Matrixnorm ist.

Wihle p > 1 mit p < Min{|A| : A € a(Df(up)), |A| > 1}. O.B.d.A. kénnen wir uy = 0

/an
\uP

annehmen, andernfalls betrachte sonst v — @(v 4+ uy) — up. AuBerdem sei die Matrix
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Dy(0) wie folgt geblockt

mit
‘)\| <1 VXe J(As) 7As c Rms,ms’
A >p YAeo(d,) ,A, e Rmome

Diese Form erreicht man durch eine reelle Ahnlichkeitstransformation, vgl. die reelle
Jordansche Normalform in Numerik I. Man betrachte dann v — S™'p(Sv) = @(v),
wobei S die Matrix D¢(0) auf die reelle Jordansche Normalform transformiert.

Es gilt 7(Ay) <1< p, r(A1) < %, und somit existieren Normen

o mm . m . _ 1
I lls mR™, [l nR™ mit Al <p, Al < o
Fir v = (vs,v,) € R™ x R™ setze man die Normen auf R™ fort durch |[[v| =
max([|vs|ls, [[vullu) -
R™s
= s
R™u
"diskreter Sattel’
Dynamik von (‘%S fu)
Betrachte jetzt fiir festes 5 > 0 den Kegel
Cp = {(vs, vu)  [|vsls < Bllvullu}-
Zeige, dass zu >0 ein § = 6(f) existiert mit
(2.8) v = (s, vu) € Cg N K5(0) = [lo(0)ullu = pllvullu, (v) € Cp.

Fir v € O3 gilt
o]l = max({[vslls; [[ou]la) < max(1, 5)[lva]lu-
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R™s

K5(0)

Wahle € > 0 mit

€ 1
||As||s + B max(l,ﬁ) < 1% < W — Emax(l,ﬁ).

und 6 > 0 mit ||¢(v) — p(0) — Dp(0)v|| < eljv|| Vv € Ks5(0). Fir v € Cgn K;(0) folgt

Il = 11((0) + Do(O)v)ull = [[e(v) — £(0) — De(O)v)ul]

0 Auou <ellvll<e max(L,B)llvu
> |JAwully — e max(1, B)||vyl]y
1
> WHUUHU - 5maX(1>B)Hvunu > pHUuHu
le()sll < [I(@(0) + Dp(0)v)s]| + [I(p(v) — »(0) = Dp(0)v)|]
< [Asllsllvslls +ellv]]
< ([[As][sB + e max(1, B8))][vul

Damit ist (2.8) gezeigt. Angenommen, uy = 0 ist stabil, dann existiert zu § = §(3) > 0
ein 0 > 0 mit ¢"(K;(0)) C Ks5(0)¥n > 0. Fir v € C3 N K;(0) mit v, # 0 folgt aus
(2.8) induktiv

n—oo
" u >p" u u> e — ;
I @)l 2 " ol > " ol oo
>0
im Widerspruch zur Stabilitét. [ |

Beweis von Satz 2.16: Im zeitkontinuierlichen Fall @ = f(u) mit f € C'(R™ R™)
bezeichne ' den t-Fluss. Fiir einen Fixpunkt uy von ¢! folgt f(ug) =0.

Gezeigt ist bereits nach Lemma 2.17 die Aquivalenz der (asymptotischen) Stabilitiit von
ug fiir ', t € R mit der fiir ", n € Z.

Wir miissen also D, ' (1) bestimmen. Wir benutzen jetzt, dass D, " (uo) = Y (t) € R™™
die Variationsgleichung

Y = Df(¢'(u))Y,

(2:9) Y(0) = 1.
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lost. Man erhilt dies aus

St ) = W), P =u

durch partielles Differenzieren nach wu

d

ZY(0) = DI @)Y (1), Dugp’u) = 1.

In dem speziellen Fall eines Fixpunktes wug, also ¢'(ug) = ug Vt € R, lautet (2.9)
Y =Df(u)Y, Y(0)=1I.

mit der Losung Y (t) = e!P/(0)  Insbesondere gilt Y (1) = D, o' (up) = eP7®0) . Aus dem
Beweis von Satz 2.15 erhélt man fir A € C™™ die folgende Aussage iiber die Spektren

ole?)={e* : e o(A)} =W,
Insbesondere gilt
0(Dup' (ug)) = e”PT10) = {e* - X € a(Df(uo))}.
Wegen
le?| = efer {E} 1 & Rel {E} 0,

folgt also
(Do (up)) <1< Red <0V € a(Df(ug)).

Damit ist der Satz 2.16(i) gezeigt. Schlielich folgt auch die Behauptung (ii) mit Hilfe von
Satz 2.18 auf dem folgenden Wege:

ug stabil fiir ¢, t € R = wg stabil fir ¢", n € Z

!

ReA <O0VAe€a(Df(uy) < r(Dp(ug)) <1

2.5 Attraktoren

Die Definition eines Attraktors variiert in der Literatur. Wir verwenden folgende (siehe
etwa SELL & You [23, Kap. 2.3]).

Definition 2.19 ([23, Kap. 2.3]). Sei (X, T, {¢'}her) ein stetiges DS. Eine Menge M C
X heifst Attraktor, falls gilt:

(A1) M ist kompakt und invariant, d. h. o'(M) =MVt e T,

(A2) es existiert eine Umgebung U D M, so dass M jede beschrinkte Menge
B C U anzieht, d.h. dist(¢"(B), M) == 0.
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Ein Attraktor heiffit unzerlegbar, falls es einen dichten Halborbit gibt, d.h. ein uw € M
mat

vH(u) = {et(u) : t>0,t €T} =M.

Ein Attraktor heifst global, wenn er jede beschrinkte Menge B C X anzieht.

U
M
B
dist(A, B) =0
dist(B, A) > 0

dist(A, B) = supdist(x, B) = sup inf (z,y) # dist(B, A)

f
zEA z€A YEB -

Beispiel 2.20. Betrachte ein zweidimensionales System @ = f(u), T = R,, X = R?,
dessen Phasenportrait im folgenden Bild skizziert wird. Dann gilt:

M = [-1,1] x {0} st Attraktor, aber nicht unzerlegbar,
My, ={(£1,0)}  sind unzerlegbare Attraktoren.

Alternativ 148t sich (A2) wie folgt formulieren:
Ve>03T(e) >0 : dist(p'(u), M) <eVt>T(e), Vu e B.
Insbesondere folgt: M ist anziehend. Es gilt sogar:

Satz 2.21 ([23, Lemma 23.7]). Ein Attraktor ist asymptotisch stabil.
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instabiler Punkt innerhalb eines Attraktors

Bild zu Beuwspiel 2.20.

Beweis: M ist anziehend: Dies ist klar.

M ist Liapunow stabil D.h. zu jeder Umgebung U von M existiert eine Umgebung
V von M mit ¢'(V)C UVYt>0.Da M kompakt ist, geniigt es sowohl fiir U als auch
fir V' e-Umgebungen von M zu betrachten, d.h. Mengen der Form

N(M) :={ue X : dist(u, M) < e} fir e > 0.

Angenommen, die Menge M ist nicht stabil, d.h. es existiert ein € > 0 mit N, (M) C U

und zu jedem 6, = £, n=1,2,... existieren
(2.10) U, € N5, (M) und t, >0 mit ¢"(u,) ¢ N.(M).

Dann gibt es eine Folge v, € M mit d(u,,v,) < 26, Vn € N. Wegen der Kompaktheit
von M koénnen wir annehmen v, — v € M , und damit konvergiert auch w, — u € M
fir n — oco. Die Menge B :={u,, : n € N} U{u} ist wegen w,, — u kompakt, daher
existiert nach (A2) ein T'(¢) mit dist(¢*(B), M) < eVt > T(e). Es gilt also insbesondere

(2.11) dist (¢ (u,), M) <e Vt>T(g), n € N.
Die Abbildung

0,7] x B—X
(t,v)  —'(v)
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ist stetig auf einer kompakten Menge und somit gleichméfig stetig. Also existiert ein N (g)
mit
(2.12) d(¢"(un), p'(u)) <e V0<t<T(e), n> N(e).

~——
eM

Aus (2.11),(2.12) folgt dist(¢'(u,), M) < e Vt > 0,n > N(g) im Widerspruch zu

(2.10). |

Beispiel 2.22. T =7, X =R/y =8",p(z) =z, [0] = [1] ist anziehender Fizpunkt,
aber kein Attraktor. Dasselbe gilt fiir p='(z) = z*.

uQ 1

Grafische Iteration zu Beispiel 2.22

Definition 2.23. Fir B C X definieren wir die verallgemeinerte w-Limesmenge
durch

w(B) = {v € X : Htntnenw — 00, {tn}nen C€ B mit @' (u,) =3 v}.
Warnung! Im Allgemeinen ist

ueB
Dieses veranschaulicht das folgende Beispiel.

Beispiel 2.24. In der Situation aus Beispiel 2.20 gilt

w(B) =[-1,1] x {0}, aber | J w(u) = {(£1,0),(0,0)}.

ueB

Satz 2.25. Sei (X, T,{p'}er) ein stetiges dynamisches System und U C X offen mit

(i) (U)CcUVt>0,teT,
(i) ' (U), t > 0 ist relativ kompakt.

Dann ist

M = ()¢'(U)

>0

ein Attraktor, der U anzieht und es gilt M = w(U).
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Abbildung 2.1: zu Beispiel 2.24

Beweis: Betrachte beliebige Folgen t; — oo und wu, € U (k € N). Dann hat ¢ (uy)
stets eine konvergente Teilfolge. Dies folgt aus (ii), wenn man K € N mit ¢, > 1 fiir alle
k > K wihlt und dann fiir & > K schliefit

O (u) = @' (" 1wy ) € p'(U) relativ kompakt.
eU

—_——
eU

Wir zeigen die Invarianz von w(U), d. h. w(U) = @' (w(U))Vt > 0.

, D% Zu v ew(U) existieren Folgen t — oo, u, € U mit o™ (uy) — v. Fiir ¢ >0 gilt
wegen der Stetigkeit

P (! () = @' (™ (ur) — ¢'(v),
cU —v

also ¢'(v) € w(U). Damit ist ' (w(U)) C w(U) gezeigt.

, C“: Sel wie eben v € w(U), tx — 00, up, € U mit p™*(ug) — v gewihlt und sei ¢ > 0
vorgegeben. Wihle dann K mit ¢, > ¢ fiir k& > K und erhalte ¢ “(u;) — @
fiir eine Teilfolge &k € N; C N und ein @ € X . Nach der Definition von w(U) ist
@€ w(U), und es gilt

O () — oH(@) fiir k — oo.
———
—ucw(U)

Also ist v = '(a) € ' (w(U)), und die Invarianz gezeigt.
Zeige jetzt die allgemein giiltige Darstellung

(2.13) w(U) = ().

s>0t>s
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Hieraus folgt w(U) ist abgeschlossen. Aus der Invarianz von w(U) C U zusammen mit
den Voraussetzungen (i), (ii) ergibt sich aulerdem

w(U) = o' (w(U)) C ' (U) ="' (U)) C 1 (U) fiir t>1,

so dass w(U) sogar kompakt ist.

, C“ Sei v € w(U) und wie oben t;, — oo und ux € U mit ¢ (up) — v gewihlt. Sei
s > 0 gegeben. Dann ist ¢, > s fiir £ > K(s) und dann auch o™ (u;) € J ¢(U).

t>s

Hieraus folgt v € |J ¢*(U).

t>s

,D% Sel v e N Uet(U), zu jedem s = s, = k existieren t; > k und uy € U mit

d(v, ¢ (uy)) < ¢ . Hieraus folgt v € w(U).

Wir zeigen, dass M := w(U) jede beschriankte Menge B C U anzieht, d.h. es gilt
limy o dist(¢*(B), M) = 0. Falls nicht, dann existiert ein beschrinktes B C U, ein
e > 0 sowie Folgen t;, — oo und uy € B mit dist(¢" (uy), M) > ¢ fiir alle k € N. Wie
oben gilt fiir eine Teilfolge @' (uy) — v, k — 00, also v € w(U) . Dies ist ein Widerspruch
zu dist(v, M) = khﬁrrolo dist (@™ (ug), M) > e > 0. Damit ist w(U) als Attraktor erkannt.

SchlieBlich zeigen wir w(U) = () ¢'(U).

t>0

Fiir ¢t > 0 ist w(U) = p*(w(U)) C o*(U) = (go (U)) c ' (U) C U, so dass

w(U) C o O (U) gezeigt ist. Sei jetzt v € ﬂ o'(U), dann gibt es zu jedem t, = k € N
> £0

ein u, € U mit v = ¢’ (uy), und es folgt v € w(U). [ |

Bemerkung 2.26. Betrachte noch einmal das Lorenz-System aus Beispiel 2.9

/

uy = o(ug —uy),
/

Uy = TUp — U2 — ULUS,
/

us; = —bug+ ujus.

Die offenen Ellipsoide
M, = {(u1,uz,u3) : rui +ous + o(uz —2r)* < c}

erfiillen ¢!(M,) C M, fiir ¢ > ¢*. Also ist der Satz anwendbar!
Das System besitzt also den maximalen Attraktor M = [ ¢'(M,.). Mit Hilfe der Funk-

>0
tion V(u) aus Beispiel 2.9 kann man zeigen, dass dieser Attraktor global und von ¢ > ¢*
unabhéngig ist (Ubungsaufgabe).
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3 Numerische Fragestellungen

3.1 Asymptotisches Verhalten von Einschrittverfahren
Sei (R™, Ry, {¢'}i>0) ein dynamisches System, erzeugt von @ = f(u), f € C*(R™,R™),
und es sei u(0) = ug .

Ein Einschrittverfahren hat die Form
Unr1 = Par(uy), n=0,1,2,...

mit vom Parameter At > 0 abhiingigen Abbildungen ®A; € C*(R™, R™).
Somit wird ein diskretes DS

(]Rm> N, {(I)Zt}nelN) ((bZt ~ QOnAt)

erzeugt. Zum Beispiel ®x; aus einem Runge-Kutta-Verfahren

Bau(u) = u+ ALY yiki(u, At)

i=1

wobei k; = k;(u,At), i = 1,...,s (s =Stufe) das folgende ms-dimensionale System
16sen

]{?Z:f(U+AtZBUkJ),Z:1,,S
j=1

Frage 1: Wann und fiir welche u € R kann man globale Konvergenz geméf

sup 0" (u) — @, (u)]| = O(AL)

neN
garantieren?

Erinnerung: Aus Numerik II kennen wir Abschétzungen der Form

sup 0" (u) — @R, (u)]| < Cet (AL,
0<nAL<T
dabeiist L eine Lipschitz-Konstante von f . Offensichtlich ist eine derartige Abschét—
zung wegen des Faktors e” nicht geeignet, um die Frage nach der globalen Kon-
vergenz zu beantworten. Eine positive Antwort auf Frage 1 gibt es im Wesentlichen
nur, falls ¢'(u) =3 v, f(v) =0, v ein asymptotisch stabiles Gleichgewicht. Diesen
Fall werden wir in Kapitel II, § 2.2 untersuchen.

Dass man globale Konvergenz im Allgemeinen nicht erwarten kann, soll das folgende
Beispiel motivieren.

Beispiel 3.1. ¢'(u) periodisch, also 1 (u) = o' (u) V.

Die numerische Lisung ist dann im Allgemeinen ’phasenverschoben’. Die Phasen-
verschiebung summiert sich in jeder Periode auf, so dass man keine Konvergenz auf
der ganzen Zeitachse erwarten kann, siehe Abbildung 3.1.
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Abbildung 3.1: Phasenverschiebung einer numerischen Losung

Frage 2: Kann man zu jedem u € U ein @ = u(At,u) konstruieren mit

(3.1) ilelﬂl\)f ”‘an(u) — %, (@) {:—(;?Atp)

U

Abbildung 3.2: Schattierung eines Orbits

und umgekehrt (zu jedem @ € U Ju = u(At, @) mit (3.1))?
Wenn dies moglich ist, spricht man davon, dass ein ‘shadowing’ Prinzip gilt. Ein

solches Resultat gilt z. B. in der Umgebung eines Sattels, dieses werden wir in
Kapitel II, § 2.3 untersuchen.

Wir erinnern noch einmal an die Abstandsbegriffe fiir Mengen A, B C X in einem me-
trischen Raum (X, d).

dist(z, B) := inf d(z,y),

yeDB

dist(A, B) := sup dist(z, B) (unsymmetrischer Hausdorff-Abstand),
x€A

disty (A, B) := max(dist(A, B), dist(B, A)) (Hausdorff-Abstand).
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Abbildung 3.3: Dynamik einer numerischen Approximation in der Nidhe eines Sattels

Frage 3: Ist es moglich, die w-Limesmengen zu vergleichen?
wu) = {veR™ : Ity — oo, p*(u) = v}
war(u) = {veR™ : Inp € N, np — 0o, PR(u) — v}

dist g (wae(u), w(u)) ’ :—()’)O(Atp)

Frage 4: Kann unter den Voraussetzungen des Satzes 2.25 die Existenz und Konvergenz
von Attraktoren gezeigt werden?

Sei also ' (U) C U, ¢'(U) kompakt , existiert dann ein numerischer Attraktor
Mai = N0 PA,(U) und gilt

— 0

Mat

Abbildung 3.4: ’Oberhalb-Stetigkeit” von Attraktoren

Im Allgemeinen gilt hier nur’Oberhalb-Stetigkeit der Attraktoren’ (siche Kapitel II,
§3), d. h.
dist(May, M) — 0 fur At — 0.
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3.2 Numerische Berechnung von invarianten Mengen
Diskreter Fall

Sei (X,N,{¢'}ien) ein dynamisches System und ¢ = ¢'. Eine Menge M C X heifit
invariant, falls gilt: '(M) = MVt > 0. (im diskreten Fall: ¢(M) = M ). Wir haben drei
Kategorien von invarianten Mengen (siehe Satz 2.4):

(i) Fixpunkte: ug € X mit ¢(ug) = ug. Das so entstandene Gleichungssystem lasst
sich z.B. mit dem Newton-Verfahren 16sen. In diesem Fall ist M = {ug} .

(ii) periodische Orbits: bestimme N € N und wg, - ,uy_1 € X mit
SO(Uz' modN) = U(i+1)modN.

1. Moglichkeit: 16se ug = o™ (ug)

©
/—% . Ul
ug*
©
Lp .
<_/ N
u3 Y

2. Moglichkeit: Lose das folgende Gleichungssystem nach (ug, ..., uy_1) =v € X~

auf
up —  p(uo)
0=F)=| plw)
uy — @(un-1)

(iii) Aperiodisches Verhalten: Fiir Attraktoren (in Phasenrdumen X nicht zu hoher
Dimension) sind Methoden entwickelt worden, um sie durch sich verfeinernde Uber-
deckungen mit Boxen zu approximieren. Spezielle Methoden gibt es fiir invariante
Mengen M , die Untermannigfaltigkeiten eines R* sind.

w{([1)

Von besonderem Interesse sind invariante Mannigfaltigkeiten, die aus sog. stabilen bzw.
instabilen Mengen von Fixpunkten oder periodischen Orbits entstehen.
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A WS(ul)

WU (ur)

Abbildung 3.5: Stabile und instabile Mengen

Allgemein nennt man fiir vy € X
W3 (ue) = {veX :d'(v), ¢ (u)) — 0 fiir t — oo}
die stabile Menge,
WY(we) = {veX :de'w),e(u)) — 0 fiir t — —oo}
die instabile Menge

von Uug.

Unter gewissen Voraussetzungen kann man zeigen, dass die stabilen/instabilen Mengen
eines Fixpunktes bzw. eines periodischen Punktes u in der Tat glatte Mannigfaltigkeiten
sind.

Kennzahlen: Dimension der invarianten Mannigfaltigkeiten dim (M), oder
Liapunow Exponenten. Falls fiir ein u € R™ der Grenzwert

1
(3.2) lim —In || D' (u) || =: A\ (u),
t—oo { N——
eRmm

existiert, so heifit A;(u) der erste Liapunow Exponent bez. u. Im Spezialfall ¢'(u) =
Alu mit A € R™™ gilt

1 1 00
(3.3) S| A°] = In AT = nr(A),
nach der bekannten Gelfand Formel fiir den Spektralradius von Matrizen:

(3.4) r(A) =max{|A| : A€ o(A)} = 11113010 ||A"||%

Invariante Mafle: Ein Mafl p: F — R mit einer o-Algebra F in X heifit invariant
beziiglich des dynamischen Systems, falls

w(p'(A) =u(A)vVAe F C P(X)Vt>D0.
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@' (A)

Kontinuierlicher Fall

Sei (X, R,{¢'}er) ein kontinuierliches Dynamisches System.

(i) Fixpunkte: Es gilt ' (ug) = up V¢, oder dquivalent f(ug) = 0, falls f infinitesi-
maler Erzeuger ist.

(i) periodische Orbits: Fiir die Differentialgleichung @ = f(u), f € C'(R™ R™)
suchen wir 7" > 0 und eine Losung u(t), t € R mit u(0) = w(7T), v(u(0))
{u(t) : t € R} heifit dann periodischer Orbit. Man kann einen periodischen Orbit
berechnen, indem man folgendes Randwertproblem 16st:

i = f(u),
u(0) = u(7T).

(3.5)

Bei dieser Randwertaufgabe muss die Unbekannte 7" mitbestimmt werden. Man
kann die Gleichung auf ein Einheitsintervall transformieren und dabei die Unbe-
kannte T aus den Randbedingungen direkt in die Differentialgleichung bringen.
Setze dazu v(t) = u(tT), t € [0,1]. Dann ist (3.5) dquivalent zu der Aufgabe

Lo o = TaltT) = TH(u(tT)) = TH(u(1)),
(3:6) v(0) = v(1).

Anstelle des unbekannten Parameters 7' kann man auch die Differentialgleichung
T = 0 schreiben. Hieraus erkennt man, dass (3.6) ein System von m + 1 Diffe-
rentialgleichungen fiir vy(¢), ..., v, (t), T(t) darstellt mit nur m Randbedingungen
v;(0) = v;(1), ¢ = 1,...,m. Dies ist noch keine korrekt gestellte Randwertauf-
gabe. Dies spiegelt sich auch darin wieder, dass mit jeder 1-periodischen Lésung
v(t), t € R auch v(t+ s) fiir jedes s € R eine 1-periodische Losung von (3.6) ist.
Man hat also ein Kontinuum von Losungen, und es geniigt durch eine Zusatzbedin-
gung eine davon auszuwéhlen.

Zum Beispiel kann man eine Hyperebene

H={rcR":a'z=p} fiir geeignete o € R™, f € R
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wihlen und u(0) = v(0) € H verlangen. Diese (m+ 1)te Randbedingung a®v(0)—
£ = 0 heifit auch eine Phasenbedingung, da sie die Phasenverschiebung der peri-
odischen Losung festlegt.

Suche also (v,T)(t) € R™™ 0 <t <1, mit

(3.7) m+1 { v =Tf(v), v(0) =wo(1) }m Gleichungen .

Gleichungen | 7' =0, aTv(0)—pB =0

(iii) Aperiodisches Verhalten: Wir erwarten Attraktoren, invariante Mannigfaltig-
keiten wie im diskreten Fall. Von besonderem Interesse sind z. B. invariante Tori,
die durch Destabilisierung periodischer Orbits entstehen kénnen und zu St x S?
diffeomorph sind.

Abbildung 3.6: Invarianter Torus

Kennzahlen: Wie im diskreten Fall treten Dimensionszahlen und Liapunow Exponenten
auf.

Wir diskutieren genauer invariante Mafle im kontinuierlichen Fall (R™ R, {¢'}er)
und den Zusammenhang mit dem infinitesimalen Erzeuger f. Betrachte ein Mafl mit
Lebesgue Dichte o : R™ — Ry

p(@) = [ olwdu
Q
Dann folgt fiir offene beschriankte Mengen 2 aus dem Transformationssatz
@) = [ otwdu= [ ol )] det D]
ot

Die Funktion Y'(t) = D,¢"(u) ist Losung der Variationsgleichung (siehe (2.9)):

V)= AOY@). it AW = DF(0) = (G ()

Zur Bestimmung der Determinante benutzen wir den folgenden Satz.
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Abbildung 3.7: Zeitliche Entwicklung einer Menge € unter dem Fluss

Satz 3.2. (LIOUVILLE) d(t) = det Y (t) lost d(t) = (Spur A(t))d(t), d(0) = 1.

Beweis: Wir schreiben Y (¢) in Zeilenform

Y1 (t)
Y (t) = : , d(t) = det (Y (1)),
ym(t)
und erhalten
. [ yi(t+h) i ()
d(t) = Jim, o= | det : — det :
I Ym(t + 1) Ym (1)
| yi(t+ 1) yi(t)
: Yot + h)
= ]lg% 7 det E — det 5
i Ym(t + R) Ym(t + h)
Y1 (t) yi (1)
Ym (t + h) :

Mit den Determinantenregeln und der Differentialgleichung folgt
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i (t) yi ()

(1) = Y det s | = D det | S Ay (1)

() i)
yi(t)
= Zdet A“yz(t) = (Z Aii(t)> d(t).
ym.(t) Spur A(t)

d(t) = exp ( /O t Spur(A(s))ds) >0,

fithren wir die obige Rechnung fort und erhalten durch Riicktransformation

( t(u)) Spur(A(t))d(t)
= / [Do(! (1)) £ (' (1)) + o () div f (¢*(w)] - det (D' (u)) du
— [ a0 + el div f0) o= [ dives)(w)de

D) ¢ ()

Fiir die letzte Zeile beachte die Identitat

0 af;
div(ef) = Za (0 fi) = a—ifﬁ@ iy

61)2‘

Unter obigen Voraussetzungen haben wir also den folgenden Satz bewiesen.

Satz 3.3 (Transporttheorem von Reynolds). Unter Glattheitsvoraussetzungen an o, S, f
qgilt

d

(3.8)
dt J

ou) du — / o (o)) do

Beispiele. 1.) p invariant < div(o f) = 0. Wenn o die physikalische Dichte einer
stromenden Fliissigkeit bezeichnet, so sollte die Gesamtmasse p(p'()) fir jedes
von t unabhingig und konstant sein. Man bezeichnet dann div (pf) = 0 auch als
Kontinuititsgleichung (vgl. Abschnitt 4.4).
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2.) Anwendung auf das Lorenz—System 2.9: Setze
Q= M, = {(uy,uz,u3) : ru?+oui + o(us — 2r)* < cl,
W) cQ o=1,divf=-0-1-b<0, bo>0,
A0 = (@) = [ du,
()

wobei p das Lebesguemaf bezeichne. Mit Hilfe des Transporttheorems 3.3 folgt

%A(t) — _Lt(ﬂ)(a+ L+b)du=—(0+1+Db)A(1)

und damit
At) = e THFIN0) = 0,  fir t— oo.

Fiir den Attraktor M gilt wegen Satz 2.25

M C $'(Q), YVt >0,

und damit
(M) < A(t) = e T (Q), also u(M) = 0.

Damit ist der Attraktor M eine Lebesque-Nullmenge im R .
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4 Partielle Differentialgleichungen als dynamische Sys-
teme

Wir zeigen in diesem Paragraphen exemplarisch, dass sich 'zeitabhéngige’ partielle Diffe-
rentialgleichungen als dynamische Systeme in einem Banachraum schreiben lassen.

4.1 Einige Funktionenriume
Fiir @ c R? ist
Co(Q,R) = {u e R : u stetig und beschriinkt}

zusammen mit der Supremumsnorm ||u||e = sup{|u(z)| : = € Q} ein Banachraum. Fiir
Q C R? offen gilt dies auch fiir

CEQR) = {uecCUR) : DucC(QR)V]a| <k}

mit der Norm
[ullk,00 = sup{[Du(x)| : = € Q, |af <k}

Vielfach sind Rdume p-fach integrierbarer Funktionen wichtig. Fiir 2 € R? Lebesgue-
messbar ist

L£P(Q) = {u € R? : u Lebesgue-messbar, |u|P integrierbar}, 1< p < oo,

ein Banachraum bez. der Norm

= { [ Iu(x)\pd:c}%.

Fiir p =2 hat man einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u,v)y = / u(z)v(z) d.
Q
Die entsprechenden Raume mit verallgemeinerten Ableitungen sind die Sobolew-Riume

WkP(Q) = {u € LP(Q) : fiir || < k besitzt u schwache Ableitungen D“u € £P(Q)}
mit

lullip = {D 1D},

o<k

Die Definition der schwachen Ableitung D®u geht dabei vom GauBschen Integralsatz aus:

fiir u e CH), ¢ € C(Q), Q2 C R offen, gilt

(4.1) O (oyo(w)da — —/Qu(x)a—‘p(x)dx S

Q 8—% (’lrj
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Dabei ist C5°(€2) der Raum der C* -Funktionen mit kompaktem Tréger in

supp(p) ={z € 2 : (x) # 0}

Co° () = {p € C(Q) : supp(p) C ©, supp(p) kompakt}.
Falls es zu v € LP(2) und zu jedem j € {1,...,d} ein v; € LP(Q2) gibt, mit
O
(4.2) vi(x)p(x)de = — | u(r)=—(x)dx ¥y € C(Q),
Q Q 8.’,13']‘

so sagt man, u besitzt verallgemeinerte Ableitungen v; nach z; und setzt

ou
— =0, =1,....d).
8.’,13']‘ U] (J I I )

Man kann leicht zeigen, dass v; € £P(€2) durch die Forderung (4.2) eindeutig bestimmt
ist. Entsprechend sagt man, dass u € LP(2) die verallgemeinerten Ableitungen
Du € LP(Q), |a| < k besitzt, falls es Funktionen v, € £P(2) gibt mit

/va(x)cp(x) dr = (—1)°‘|/u(x)Dacp(x) dx Yy eC(Q).
Q Q

Wie oben ist es moglich zu zeigen, dass v, durch diese Relation eindeutig bestimmt ist.
Man setzt dann

D% = v,.
Beispiel 4.1. u(x) = |z| erfillt v e W'?(—=1,1)Vp >1 mit v =sgn;
(z) -1 ,x<0,
sen(x) =
& 1 ;x> 0,

sgn € LP(—1,1)Vp > 1.

Beweis: Fiir alle ¢ € C°(—1,1) folgt mit partieller Integration

[ smwetwar = - [ pwins [ ot

~ [ afwdn- apla)
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Stiickweise glatte Funktionen dieser Art werden wir bei der Methode der Finiten Ele-
mente wieder antreffen.

Im Fall p =2 wird H* := W"2(Q) ein Hilbertraum mit dem inneren Produkt

(u, v)gr = Z (D%, D)y, u,v € HF.

lal<k

Schliellich erwihnen wir noch den Teilraum HEF(2) von H¥(Q), der durch Abschluss von
Ce°(Q) beziiglich || ||z entsteht. Man kann zeigen, dass HY()) auBer im Fall ) = R¢
ein echter Teilraum von H*(Q) ist. Es handelt sich um die Funktionen, die in einem
verallgemeinerten Sinne auf 0f) verschwinden.

4.2 Wellengleichungen und stetige Halbgruppen

Betrachte fiir u(z,t) die sogenannte Advektionsgleichung
u =au,, ve€R,teR,
unter der Anfangsbedingung
u(z,0) = up(x), z€R.
Die Losung ist offenbar gegeben durch
u(z,t) = up(z + at),

falls up € CL(R). Dies ist eine sich mit der Geschwindigkeit —a fortpflanzende Welle.
Die zugehorige Halbgruppe auf X = C,(R,R) ist

¢ (uo) () = uo(x + at).

Man sieht leicht, dass (DO) (¢%(ug) = up) und (D1) (¢! o ¢* = ') erfiillt sind. Auch
ist ¢’ linear und stetig in u, da

" () lloo = sup [u(z + at)| = sup [u(y)| = [|ull

reR yeR



PDEs als dynamische Systeme 53

Aber t — ¢'(u) ist im Allgemeinen nicht stetig:
lo"(u) — " (W)llos = sup [u(z + at) — u(z + ato)|
TE
= sup [ulyo) — u(y1)l,
yo,y1€R
lyo—y1|=lal|t—to|
denn eine Funktion u € Cy(R,R) ist nicht notwendig gleichméfig stetig. Ein Ausweg ist
der Raum

X =Cumit(R,R) = {u € C,(R,R) : u gleichméBig stetig in R },

der mit || - ||oc ein Banachraum wird, da Cyye(R) ein beziiglich || - ||o abgeschlossener
Unterraum von G, ist. Betrachte dazu eine Folge u, € Cyme(R) mit ||u, — u|loc — 0
fiir ein u € Cp. Gegeben ¢ > 0, wihle N = N(g) mit [lu, — ulloec < 5 Vn > N(e).
Da uy € Cuir(R) erfiillt ist, existiert ein § > 0, so dass fiir alle |t —s| < § gilt
lun(t) —un(s)] < 5, und somit

[ut) = u(s)| < Ju(t) = un (O] + fux(t) = un(s)| + fun(s) —uls) < S+ 2+ =<

Also ist u € Cypir(R) .
Fiir festes u € Cypie(R) ist dann auch die Abbildung
R — Cunif
t — ©'(u)
stetig.
Allgemein definiert man

Definition 4.2. Sei X ein Banachraum und (X, Ry, {¢'}i>0) ein dynamisches System
mit linearen stetigen Operatoren ' € L[X]|, t > 0, so dass ¢'(u) fir jedes u € X
bei t = 0 stetig ist. Dann heifit {p'}i>o eine C°-Halbgruppe (oder stark stetige
Halbgruppe) auf X .

Wir benutzen im Folgenden aus der Funktionalanalysis bekannte Tatsachen:

Eine lineare Abbildung A : X — X auf einem Banachraum X ist genau dann stetig,
wenn sie beschrénkt ist, d. h. wenn ein C' > 0 existiert mit

| Aull < Cllul| Vu € X.

Der Raum L[X] der linearen stetigen Abbildungen A : X — X ist selbst ein Banachraum
bez. der Operatornorm

A
1A| = sup{% ue X,u o} — sup{||Au : u € X, [Ju| <1}.
Schliefllich gilt fiir Teilmengen M C L[X] das Prinzip der gleichmifligen Beschrinkt-
heit, d. h. wenn es fiir jedes u € X ein C(u) > 0 gibt mit ||Au|| < C(u) furalle A e M,

so existiert auch ein C* > 0 mit ||A|| < C* firalle A€ M.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine C°-Halbgruppe stets ein stetiges dynamisches Sys-
tem erzeugt.
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Lemma 4.3. Sei {¢'}i>0 eine C°-Halbgruppe auf X . Dann ist (X, Ry, {¢'}>0) ein

In [|ot]]

L, und fir jedes v >

stetiges dynamisches System. Ferner ewistiert ~y = tlim
—00
existiert M., > 0 mit

(4.3) ot < M,e™ Vi > 0.

Beweis: (i): Wir zeigen zunéchst, dass ein 7 > 0 und ein C' > 0 existieren mit ||¢*]| < C
fir 0 <t < 7. Wenn dies nicht der Fall ist, so gibt es eine Nullfolge ¢, > 0 mit
||| — oo . Fiir jedes u € X ist aber {||¢" (u)|| : n € N} wegen der Stetigkeit von ¢! (u)
bei ¢ = 0 beschrinkt. Mit M = {©' : n € N} liefert also das Prinzip der gleichméBigen
Beschrénktheit einen Widerspruch. Zu einem beliebigen 7" > 0 wéhlen wir nun N € N
mit N7 > T und erhalten [|¢!|| < CV fiir 0 <t < T aus der Halbgruppeneigenschaft.
Also existiert

Kr = sup ||g0t|| < 00.
0<t<T

Aus der Stetigkeit von ¢'(u) bei t = 0 folgt die rechtsseitige Stetigkeit von ¢'(u) an
jeder Stelle ty > 0 (vgl. Abschnitt 2.1). Es gilt aber auch die linksseitige Stetigkeit bei
to. Zu gegebenem € > 0 wahle 6 > 0 mit ||p®(ug) — uol| < KLﬁo fir 0 <s <. Dann
folgt fiir to — 6 < ¢ < g

€

() = o) = 19" (0 = ¢~ (wo)) | < Koy - 7 =
0

€.

SchlieBlich ist auch (¢,u) — ¢'(u) stetig; denn fiir gegebene Folgen ¢, — t, u, — u
erhédlt man

lo™ (n) = " ()| < o™ (un — W) + [l™ (u) — u
< K|l — ull + |l (u) —ul| = 0 fiir n— oco.

(ii): Fiir w(t) =In ||| gilt
w(ts +t2) =In " 0 || <In([e" [[[l"]]) = In [le" | +In " = w(t1) + w(ta)-

Setze o = Iifng # < 00, betrachte ein beliebiges 7 > 79 und wéhle ¢4 > 0, so dass
>

Zerlege t € R, geméfl t = ntg+r, n € N, 0 <r <ty und erhalte mit der Subadditivitét
von w fiir ¢t — oo (und damit n — o)

w(t) - nw(to) + w(r) - w(to) N In Ky, . w(to)
t — nty +r T lo+ T t Lo

Damit folgt # <~ fiir t grofl und somit

t
lim sup & <.
t—o0 t
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Da dies fiir jedes v > 7 gilt, folgt lim sup # < 7. Daher existiert lim; .., @ und
t—00
es gilt
1 t 1 t
P R Y =]
t>0 ¢ t—oo 1t
Ferner gibt es zu jedem v > 7y ein ¢, > 0 mit
In [|¢'|
f <~ Vit> Ly,
also [|¢']| < e fir ¢ > t,. Also gilt die behauptete Abschiitzung (4.3) mit
M., = max <1, sup e'ytHgotH> .
0<t<t,,
[ |

Folgerung 4.4. Die Operatoren o'u(z) =u(zx+at), z € R, t € R, a € R bilden sowohl
auf X = Cunit(R) mit || ||eo als auch auf L2*(R) mit || |2 ein stetiges DS.

Beweis: Wegen Lemma 4.3 reicht es, die Beschrinktheit von ¢! und die Stetigkeit von
©'(u) bei t =0 zu zeigen. Fiir X = Cupit(R) wurde dies bereits gezeigt. Fiir X = £L*(R)
beachte

It (u)]2 = /}R ju(z + at)|? de = /R () ? d = fJul2

sowie
" (u) — ul} = / e+ ah) — ()P dz "2 0.
R

Die zuletzt genannte Stetigkeit der Verschiebung bzgl. der £2-Norm ist aus der Maf}-
und Integrationstheorie bekannt. Man kann sie auch leicht einsehen, wenn man weif; dass
C5°(R) dicht in £*(R) liegt. Zunéichst ist fiir v € C5°(R) die Behauptung offensichtlich,
da u gleichmiBig stetig ist. Dann gibt es zu jedem w € L£%(R) und jedem & > 0 ein
ue € C°(R) mit

€
Ju =l < 5
Wihlt man dann § > 0 mit

9" (ue) = ucll2 < % fiir |h| < 6,
so folgt

lo"(u) —ull < lle"(u) =" (ue)lla + lle"(ue) —uella + flue —ull5
€
< 2||u—u€||2+§§5.
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In der Tat ist fiir diesen Fluss sowohl im Fall X = C,,;¢(R) wie im Fall X = £*(R) der
infinitesimale Erzeuger (vgl. Abschnitt 1.2) durch den Operator a2 gegeben (Beweis als
Ubungsaufgabe):

Folgerung 4.5. Der Grenzwert
Aug = lim 1 o — = lim 1 + ha) —
Uo hl : h< (U()) UQ) hl 0 h(uo( a) U0(>>

existiert in (Cunit, || * [|oo) bzw. (L2(R),|| - |l2) genau dann, wenn uy € Cl (R) bzw.
ug € HY(R) gilt. In beiden Fillen gilt Aug = auy .

In der Theorie der C°-Halbgruppen zeigt man allgemein, dass der Limes fiir ug € D(A)
existiert, wobei D(A) ein dichter Teilraum von X ist.

Die Wellengleichung (Ausbreitung von Schall in Luft, Wasser, schwingende Saite, Wel-
len in Festkorpern)

Uy = gy, T €R, >0,
u(z,0) = up(x), z € R
u(z,0) = vo(x), z € R.

Eine Moglichkeit, die Losung zu bestimmen, ist der Ubergang zu den Funktionen

V1 = ClUy — Uy,

Vo = Cly + Uy.
Sie erfiillen

(vl)t = CUgt — Uyt = CUgt — CQUxx - _C(Cum - ut)x - _C(vl)ma

(V2)1 = Clay + Uy = CUy + Py = ¢(3)-
Mit den Anfangsdaten
v1(z,0) = cuy — v , va(x,0) = cuy + vo
und unseren obigen Uberlegungen zur Advektionsgleichung erhalten wir
vi(z,t) = cup(x — ct) —vo(x — ct) , volw, t) = cug(z + ct) + vo(x + ct).

Durch Subtraktion folgt
1 1 , ,
uy(z,t) = 3 (va — 1) (w,t) = 3 [c(uo(:c + ct) — up(x — ct)) + vo(x + ct) + vo(x — ct)|,
und schliefflich liefert Integration bez. ¢ die d’Alembertsche Losungsdarstellung

z+ct

(4.4) u(z,t) = %(uo(x + ct) + up(x — ct)) + 2—0/ vo (&) dE.

r—ct
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Man kann die Wellengleichung auch als ein System 1. Ordnung schreiben, indem man
v = u; setzt. Man erhélt dann

uw\ [ v : w(0)\  [uo
(U>t = <02Um) , mit den Anfangsdaten (v(())) = (%) :

Hierfiir wird dann im Raum X = H! x L, ein invertierbares dynamisches System definiert

durch
)@= (unD).

wobei wu,u; durch die rechte Seite der d’Alembertschen Losung gegeben sind.

4.3 Parabolische Anfangswertaufgaben

Wir beginnen mit der schon aus Numerik II bekannten Warmeleitungsgleichung

Up = Ugy, fir x € (0,1),t >0,
(45) uw,0) = ule),  we1]
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0.

Mit dem Operator

e
"

uo ()

Abbildung 4.1: Anfangs- und Randdaten fiir die Warmeleitungsgleichung

D(A) == H2(0,1)NHL(0,1) — X = L£2(0,1),

(4.6) A
u — U

konnen wir dies als
up=Au, u € X, u(0) = up,

schreiben. Bei der Definition der Halbgruppe ¢' = e'* bedienen wir uns der von den
Matrizen bekannten Diagonalisierungtechnik: Bestimme also die Eigenwerte A\, und Ei-
genvektoren v, des Operators A

Avp = Mo, ol = 1,
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und setze

o, = ey, bzw. et <E ckvk> = E cpe ™My
k

k

Wir bestimmen v, A, aus der Eigenwertaufgabe
vV =X, v0)=v(1)=0
und finden die Losungen
A = —(km)?, vp(x) = V2sin(krz), k> 1, k € N.
Die Eigenfunktionen sind orthogonal beziiglich des £*-Inneren Produktes (-, )q
(Vg v)2 =0y, Kk, I>1.

Satz 4.6. Jede Funktion uy € L£%(0,1) lisst sich mit einer in L? konvergenten Reihe
darstellen als

(4.7) Ug = Z cpvr mit cg = (ug, Vg)a,
k=1
und es gilt
(4.8) l|uol|3 = Z c (Parsevalsche Gleichung).
k=1

Beweis: Aus der Analysis (siche z.B. KONIGSBERGER Analysis I [13]) wissen wir, dass
sich jede Funktion v € L2*[—1,1] in eine beziiglich || || konvergente Fourier Reihe
entwickeln lasst:

c 1
(4.9) ; ag sin(kmz) + by, cos(kmx)] + §b0
mit

1 1
ay :/ v(z) sin(krz) dz , by :/ v(z) cos(kmz)dr k > 1,

1 1

Wendet man dies auf

an, so folgt by =0Vk >0 und

ap = / 1 v(z) sin(krz) de = 2 /O 1 uo(z) sin(krz) dz = v/2(ug, vy )s.

1
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Eingesetzt in (4.9) ergibt sich also die behauptete Gleichung (4.7):

o o
g (ug, V)2 251n km-) E (ug, Vg )2V
k=1 k=1

Die Parsevalsche Gleichung (4.8) erhdlt man mit dem folgenden Lemma. |

Lemma 4.7. Sei (X,(, )) ein Hilbertraum und {v}ren ein Orthonormalsystem in X .
Dann gilt fir ¢, € R :

[ee] [ee]
E ¢V konvergiert < E c; konvergiert,
k=0 k=0

und in diesem Fuall ist )
3
I chvkﬂ = <Zc ) .
k=0

Beweis: Fiir den Cauchy-Rest finden wir

m m m m m
1> cunnll® = (Z %%Z%) = 2 aafve ) = .
k=n k=n l=n k,l=n o k=n

Hieraus ergibt sich "< . Schlieflich folgt die letzte Formel fiir n — oo aus

n n %
1S el - (z )
k=0 k=0
[ |

Wir kénnen also im Fall der Warmeleitungsgleichung die Anfangsfunktion wug zerlegen

geméf

Uy = chvk ) cx = (o, Vk)2
k=1
und setzen
o o
"(uo) = Z ey = Z(uo, k)2 2 sin (k).
k=1 k=1

Nach Satz 4.6 und Lemma 4.7 konvergiert diese Reihe in £? fiir jedes ¢t > 0 und
' (o) I3 =D cie® < 1y " < e fuqf3.
k=1 k=1

Insbesondere ist damit ! ein linearer stetiger Operator in £2 und es gilt sogar (vgl.
Lemma 4.3 iiber die C°-Halbgruppe)

o'l < eVt =et Ve > 0.

SchlieBllich erhalten wir
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Satz 4.8. Durch

[ee] [e.e]
¢ (ug) = Z creMuy, = Z(uo, op)2e” ™ N2 sin (k)
k=1 k=1

wird ein stetiges dynamisches System auf L£2(0,1) definiert.

Beweis: Nach dem Lemma 4.3 iiber die C°-Halbgruppe bleibt die Stetigkeit von ¢! (ug)
bei t =0 zu zeigen.

Aus Lemma 4.7 folgt

1" (wo) = uoll3 =D (e —1)%.
k=1
Zu gegebenem € > 0 existiert ein K = K(e) mit >, ¢ < §. AnschlieBend wiihlen
k=K+1

wir ein h(e) > 0 mit

2|uo|[3(eM" —1)* < € fiir k=1,...,K, h < he).

Durch Zusammensetzen folgt fiir h < h(e)
K o)
le"(uo) = uoll3 < D (M =1+ Y (e —1)?
k=1 k=K+1
K c 00
S - S 4
2%) et 2
<ELE_
<gtg=e
|
Wir bemerken noch abschlieffend, dass die Funktion
(4.10) o' (ug) = Z creuy, = Z(uo, vp)e” T /2 sin (k)
k=1 k=1

die Warmeleitungsgleichung
Up = Uy, fir x € (0,1), t >0,

in einem schwachen Sinne 16st (vgl. [6]). AuBerdem kann man zeigen, dass der Operator A
aus (4.6) der infinitesimale Erzeuger der Halbgruppe ¢*,¢ > 0 mit dem dort angegebenen
Definitionsbereich ist.
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4.4 Allgemeinere Aufgabenstellungen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir jeweils die einfachsten Gleichungen aus
dem Bereich der parabolischen, bzw. hyperbolischen Differentialgleichungen angegeben.
Aus Numerik IT kennen wir bereits allgemeinere Anfangsrandwertaufgaben:

Betrachte die Reaktions-Diffusionsgleichung:

Up = Ugy + f(u,z,t), a<x<b 0<H,
(4.11) u(z,0) = up(x), x € (a,b),
u(a,t) = u(b,t) =0, t>0,

mit einer gegebenen Funktion f: R X (a,b) x Ry — R. Wir konnen dies formal als
(4.12) U= Au+ F(u,t), u(0) = uy,
schreiben, wenn wir wieder A auf D(A) wie oben definieren und

[F(u,t)] (x) = f(u(x),z,t) firu e X

setzen. Damit F(u,t) wieder in X liegt, bendtigt man z.B. im Fall X = £2(0,1) ein-
schrinkende Voraussetzungen an f:

f€CR x [a,b] x Ry),

‘f(’U,SL’,t)‘ < Cl<t)‘v| + C?<t> Vo e Rv x e [CL, b]7 t>0

mit gewissen nur von ¢ abhéngigen Konstanten C(t), Cy(t).

(Man kann dann F(u,t) € L£5(0,1) fir u € £5(0,1) garantieren). Die Aufgabe (4.12)
fithrt dann zu einem i.a. nichtlinearen und nicht autonomen dynamischen System

(L2, Ry, {¢"}+.s50) - Den Nachweis fiithrt man, indem man auf die Variation der Konstan-
ten Formel

t
u(t) = e*ug + / eI F(u(s), s) ds
0

die aus den gewohnlichen Differentialgleichungen bekannten Existenz- und Eindeutigkeits-
techniken anwendet.

Allgemeiner als die bereits angegebenen Randbedingungen sind Flussrandbedingungen
(vgl. Numerik IT)

agu(a,t) — Baug(a,t) = 7.(t), t >0,
apu(b,t) — Byus(byt) = ().

Lasst man in unseren Diffusionsbeispielen mehrdimensionale Gebiete 0 C R?
(d=2,3,...) zu, so erhélt die Reaktions-Diffusionsgleichung die Form

(4.13) u = Au+ f(u,z,t), € Q, t >0,
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mit dem Laplaceoperator

Geeignete Anfangsrandbedingungen lauten jetzt

u(2,0) = uglz), wEQ,
u(z,t) =0 firz € 002, t > 0.

Allgemeine Flussrandbedingungen haben dann die Form

<>

002 x R
Ti
1

Abbildung 4.2: Gebiet fiir eine 3-dimensionale Reaktions-Diffusionsgleichung.

a(x)u(z,t) + B(:U)?—Z(Jj, t) =~(x,t), x €0, t >0,

mit der Ableitung in Richtung der dufleren Normalen

g—Z(x) = Vu(z)'n(z), v € 0.
Auch diese fithren auf dem Weg iiber die Operator-Schreibweise mit

Au= Au, u e D(A) = Hj(Q) N H*(Q)

zu dynamischen Systemen in L5(2). Entsprechend dieser Sicht werden dann stationére
Zusténde, periodische Orbits, Attraktoren etc. definiert. Ein stationdrer Zustand u(x)
von

uy = Au+ f(u,z,t), z€Q,t>0,

u(z,t) =0 firz e 02, t > 0,

z. B. im autonomen (also ¢-unabhéngigen) Fall ist eine Losung der Dirichletschen Rand-
wertaufgabe

0=Au+ f(u,z), z € Q,
u =0 in 0S2.
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In den vorangegangenen Beispielen konnen wir w(z,t) ohne weiteres als vektorwertig
auffassen, wie es z.B. in der Reaktionskinetik mit mehreren beteiligten Substraten typi-
scherweise auftritt (Numerik II). In diesem Fall sind dann in den Flussrandbedingungen
die Koeffizienten «,  als quadratische Matrizen zu lesen.

Schliefilich nennen wir eines der bekanntesten Systeme partieller Differentialgleichungen,
das fiir die gesamte Fluid- bzw. Aerodynamik fundamental ist, die Navier-Stokes-
Gleichungen. Eine sehr gute, mathematisch gehaltene Einfiihrung in diese Gleichungen
findet man in [5]. Die gesuchten Grofen sind fiir z € 2, ¢ >0

o(z,t) e R Dichte
v(z,t) € R*  Geschwindigkeit
p(z,t) € R Druck

Ohne innere Reibung (Viskositdt) und ohne Haften an den Oberflachen erhdlt man die
Eulerschen Gleichungen

o + div(ov) =0, Kontinuitdtsgleichung

4.14 1
(4.14) vy + (vV'V)v+ =Vp =10, Impulserhaltung.
0

Dabei ist folgende Notation benutzt worden

die GroBe b(z,t) ist die auBlere Beschleunigung (z.B. Erdbeschleunigung). Die Konti-

nuitétsgleichung ergibt sich aus dem Transporttheorem Satz 3.3, wenn man dort eine

zeitabhéngige Dichte p(t,u) zuldsst und [ p(¢,u)du nach ¢ differenziert. Abgeschlos-
¢t(92)

sen wird das System z.B. durch eine Druck-Dichte Beziehung (isentropischer Fall):

p=pl0),z B.p(o) = co".
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Im inkompressiblen Fall ist ¢ = const, und die Kontinuitétsgleichung ist von der Form
dive = 0.
Zusétzliche Randbedingungen haben die Gestalt
(v—v)"n(z) =0, v € 09,

wobei vIn(z) eine vorgegebene Stromung in Normalenrichtung ist.

v =0

Vi Vo

Abbildung 4.3: Gebiet und vorgegebene Stromung in Normalenrichtung auf dem Rand fiir
die Euler-Gleichungen

Bei viskose Stromungen tritt ein Differentialoperator zweiter Ordnung in der Impul-
serhaltung zusétzlich auf. Die Fliissigkeit besitzt jetzt innere Reibung und haftet auch an
den Oberflachen. Die Kontinuitatsgleichung bleibt unverédndert und die Impulserhaltung
wird ersetzt durch

(4.15) v+ (VI V)v = é(—Vp + (A= p) V(dive) + pAv) + b

mit den Viskositéitskoeffizienten A, > 0. Auch jetzt kann man das System im inkom-
pressiblen bzw. isentropischen Fall direkt abschlieen. Im inkompressiblen Fall lauten die
Navier-Stokes Gleichungen

1
(4.16) vy + (VTV)u + EVp =vAv+b,dive =0,

mit der kinematischen Viskositat v = % )

Dieses System ist im kompressiblen Fall vom gemischt hyperbolisch-parabolischen Typ.
Im inkompressiblen Fall ist es vom parabolischen Typ mit einer nur die Ortsvariable
betreffenden Nebenbedingung (der Divergenzfreiheit).

An den Réndern nimmt man jetzt in der Regel Dirichletsche Randbedingungen an

v(z,t) =v.(x), 2€0Q, t>0.

Dabei ist v, = 0 an Korperoberflichen (die Fliissigkeit haftet, 'no slip condition’) und v,
an freien Randteilen durch die Einstromung, die Ausstréomung oder freie Stromung weit
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entfernt vom umstromten Objekt gegeben. In zwei Raumdimensionen kennt man sehr all-
gemeine Satze, die garantieren, dass die Navier-Stokes Gleichungen zu einem dynamischen
System in einem geeigneten Funktionenraum fiihren.

In drei Dimensionen ist dieses Problem nach wie vor weitgehend ungelost (siehe [14], [21],
[23]).

——————————————— |
—
| Q !
— |
| vr =0 |
Anstromung | |
vo ™, 7
W |
—! \
|
I
! |
|
U,
— | ° !
L freie Strémung |

Abbildung 4.4: Das Navier-Stokes Problem fiir einen umstrémten Fliigel im zweidimen-
sionalen Schnitt



Kapitel 11

Langzeitverhalten numerischer
Integrationsverfahren

In diesem Kapitel wollen wir einige der Fragen aus Kap. I, § 3 untersuchen, genauer
wollen wir feststellen, ob und wie sich das Langzeitverhalten kontinuierlicher (endlich
dimensionaler) Systeme auf ihre numerische Approximation iibertrégt.

1 Steife Differentialgleichungen und Stabilititsgebie-
te

1.1 Beispiele

Unser Ziel ist es, das globale Losungsverhalten eines kontinuierlichen dynamischen Sys-
tems moglichst unabhéngig vom Anfangswert und von der Schrittweite des gewéhlten
Verfahrens numerisch abbilden zu konnen.

Beispiele 1.1.  1.) Betrachte

(1.1) uy = —u®, u(0) = ug.

mit der exakten Ldsung

NI

—(ug? +2t)72, wuy <0,

u(t) = <0, up =0,
(u62+2t)_%, up > 0.
Man sieht:
(1.2) lim u(t) =0 VYuy€R,

t—o00

66
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mit anderen Worten: Fir das von (1.1) erzeugte dynamische System gilt

w(ug) = {0} fir alle ug € R und 0 ist global asymptotisch stabiler Fizpunkt von
(1.1). Die Diskretisierung mit dem explizitem FEulerverfahren liefert das diskrete
dynamische System

UO = U,

"t =" 4+ At(—(u")?) = u"(1 — At(u™)?), n € N.

Fiir At >0 erhdlt man (Beweis als Ubungsaufgabe)

o —— 0 fir 0 <At ug <2,
n—o0

(1.3) u™tt = —u™ fiir At ud =2,
lu"| —— oo fiir At ud>2.

n—oo

Also ist 0 ein asymptotisch stabiler Fizpunkt, der U = (—,/A%, ,/A%) anzieht,
und =+ @/Al st ein instabiler 2 —periodischer Orbit.

t

Die Diskretisierung mit dem implizitem Eulerverfahren liefert

UOZUO

1.4
(14) u" ="+ A= e u" T+ At(uTH?) =

Da die Funktion G(u) :=u(1+ At u?), u € R glatt und streng monoton ist, ist sie
ein Diffeomorphismus, und damit ldsst sich auch das implizite Eulerverfahren als
diskretes dynamisches System schreiben

u’ = uy, v = dp(u") = G ("), n €N.
Aus (1.4) folgt die Implikation (u™ = 0= u"=0) und somit

|u”]

n+l| __ n
\u |_ 14+ At |un+1|2 < \u ‘
Ein Widerspruchsbeweis liefert weiter
(1.5) lim u" =0 Vu=uy€eR.
n—o0
2.) Betrachte
(1.6) uy = Au, u(0) =ug €RY, N>1 mit

A=(N+1* |11 -2 1 e RMY,
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Dieses kann man als Diskretisierung der Wirmeleitungsgleichung
Up = Uy, (x,1) € (0,1) x Ry

mit Dirichlet-Randbedingungen u(0,t) = u(1,t) =0 VYV t > 0 und Anfangsbedin-
gung

U<SL’7O) = U(](ZL’), LS (07 1)7
auffassen, wobei die Raumschrittweite als Ax = N+r1 gegeben ist.

Die Matriz A ist symmetrisch, und es gilt:
Fiir die Vektoren w* = (wf,... wk)T € RN mit

k
wf:\/ésin(i ﬂ),izl,...,N,l{:zl,...,N,
N+1

folgt aus den Additionstheoremen

(Awk); = V2 (sin((i —1) Nk:j: 1) — 23111( Nk+ 1) —i—sm((z+ 1) Nk: 1)>(N+ 1)

) (2 2o y)) @

k
:(N+1)2<—2+2cos(Nil>>wf, i=1,...N, k=1,...,N.

2 sin (z

Beachte, dass dies auch fir i =1 und i = N gilt, da sin((l —1) &
sin((N +1) N+1> =0.

Da w¥ # 0 fiir alle k und die Abbildung k > cos (;L) in (0, N+1) streng mo-
k

eine orthogonale Basis des RN aus Figenvektoren

>:0 und

N+1

noton fallend ist, bilden die w
zu den Eigenwerten

A = <—2+2(:os< )) (N+1)2<0 V.

km
N +1
Man erhdlt durch Taylorentwicklung

M o~ —7% fir N> 1 und
Ay ~ —4(N + 1) fir N> 1.

Durch eine Koordinatentransformation kann man daher (1.6) als N entkoppelte
skalare Gleichungen schreiben (vgl. Kap. I, Satz 2.15)

(17) U]/€ = )\kvk, k= 1, .. .,N, Uk(O) = Uk,0,

wobei ug =Y, v W gilt.
k
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Wendet man das explizite Eulerverfahren auf (1.7) an, so ergibt sich
(1.8) vt = (14 A, Aoy, vp) = vk

Obwohl N\, < 0 fiir alle k gilt, damit also die kontinuierlichen Lisungen |vg(t)| —

| t—o00

0 fiir alle Anfangsdaten vy erfillen, ist dies fir (1.8) nur richtig, falls
|1+ MAt| < 1V k, insbesondere also nur, falls At die Ungleichung

|1+ At (—2+2005(N]il 7T>> (N+1)?]|<1

N J/

~—4(N+1)2

erfiillt. Dies erfordert (im Wesentlichen) die Bedingung 0 < At < s~—5 an At.

2(N+1)2
Im Gegensatz dazu fiihrt die Diskretisierung mit dem impliziten Eulerverfahren auf
1
1.9 Pl
(1.9) Yk 1=\ AL R
woraus sich fir alle At >0 die Konvergenz
(1.10) il = 0
erqgibt.

Beobachtungen: Die Diskretisierung mit dem expliziten Eulerverfahren liefert in beiden
Beispielen eine Einschriankung an die maximale Schrittweite. Beim impliziten Eulerver-
fahren fithren beliebige Schrittweiten auf ein korrektes asymptotisches Verhalten (hier:
Konvergenz gegen den asymptotisch stabilen Fixpunkt 0), (1.5), (1.10).

Nach Beispiel 1.1 ist es von Interesse, das Verhalten numerischer Verfahren schon fiir die
einfache Dahlquistsche Testgleichung

(1.11) up = Au, u(0)=uy€C, AeC
zu untersuchen.

Bekanntlich ist die exakte Losung von (1.11) gegeben durch
u(t) = eM ug
und Re A < 0 impliziert lim; o, u(t) = 0. Wenden wir auf (1.11) ein k-Schrittverfahren
mit Schrittweite At an, so fiihrt dies auf eine Rekursion
(1.12) u" = P (™ u RN, n=kk+1,...
Definition 1.2.  Fiir ein numerisches k —Schrittverfahren heif$t

S:={NAt e C:3C >0, so dass die numerischen Werte (u")nen, aus (1.12)

k—1

fiir alle Anfangsdaten u°, ... u die Abschdtzung
(1.13)

"< C 7| erfill
sup [[u”)] < € max | [[']] - erfillen }

das Gebiet absoluter Stabilitat.
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Definition 1.3. FEin k -Schrittverfahren heifit A —stabil genau dann, wenn
(1.14) C :={2z€C:Re 2<0} CS.

Beispiel 1.4. An Gleichung (1.9) erkennt man, dass das implizite Eulerverfahren A-
stabil ist.

1.2 Stabilitdtsfunktion fiir Runge—-Kutta—Verfahren

Um RK—Verfahren formal einfacher schreiben und mit ihnen leichter rechnen zu kénnen,
fithren wir das Kronecker—Produkt von Matrizen ein:

Definition 1.5. Fir A = (aij)ij € K", B= (bZ])U c Kk’z, K e {R,C} definiere

a1 B ... A1g B
A® B= : g e Krkst,
Qr1 B Qg B

Lemma 1.6. Seien A € K, B € KPP | dann gelten
(i) (A® B)T = AT BT
(1) (A B)™' =A@ B~ sofern A™' und B™! existieren,

(iii) N, i =1,...,s Figenwerte von A, u;, i =1,...,p Figenwerte von B =
A® B hat die Eigenwerte \ipj, i=1,...,s, j=1,...,p.

()AGK” C e Kt
Be Kk De K™

)

= (A® B) (C® D)= AC ® BD..

Beweis: Als Ubungsaufgabe. |

Betrachte jetzt ein allgemeines s-stufiges RK—Verfahren mit dem Butcher-Tableaux

ﬂ%
=

Angewandt auf die Differentialgleichung

(1.15) u = f(u), u € R™, feCHR™R™),
liefert es
unJrl —un
1.16 Vu", At
(1.16) - (u", &)

mit der Verfahrensfunktion

(1.17) V(v, At) Z Yi ki(v, At) = (v® I,,)TK,
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wobei K := (k1 e k:S)T. Dabei erhidlt man K als die Losung des Gleichungssystems
(118) /{?Z:f(’U—i-At Z 61']' ]ifj), ’izl,...,S.
j=1

Um dies kompakt zu schreiben, fithren wir das Blockdiagonalfeld F' = I, ® f ein durch

U1 f(v1) U1

o= : =(L®f)]:

Vs f(vs) Us

Definieren wir noch 1, = (1,...,1)7 € R®, so ldsst sich (1.18) mit dem Kronecker—

Produkt schreiben als

flo+ At 370 Bijks)

(1.19) K= —(L,®f) (L, ®v+ At(B® I,)K).

flo+ At 375 Bjky)
Fiir eine lineare DGL

(1.20) up = Au, A e C™™
vereinfacht sich (1.19) zu

K= (oAl ®v+ AL I,)K)

(1.21) S K = (Ins — AHB® A) (1, @ A

und zusammen mit (1.16), (1.17) lautet die Iteration
(1.22) 't = (L, + At(y @ L) (Ins — AHB @ A)) (1, @ A))u™,
Sei jetzt P € GL(C™) mit
J =P ' AP, Jordan -Normalform .
Die Transformation v = P~'u iiberfiihrt (1.20) in
(1.23) vy =P uy = P 'Au= P 'A PP 'u= Ju.

Wir untersuchen nun, wie (1.22) sich unter P transformiert. Setze v™ = P~'u", n € N,
dann ergibt sich mit Lemma 1.6
vn—l—l — P—l un—i—l
= P ML, + At(y @ 1) (I — AL(B® A)) 11, @ A)] Po™
=L+ At P Uy ®1) " (Ins — AHB® A))7' (1, ® AP) Jo"
——— ———

(124) =(v®Im)T I,@P~-1 =(L:s0P)(1s®J)

= L + At(y @ In)" (L@ P)" Iy — At (B® A))7! (I, @ P)(1, @ J)l"

(.

:(Ims_&; ﬁ@J)71
= Iy + At (Y@ 1) (Ins — At B J) (1, @ J)]o™
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Dies bedeutet, dass Ahnlichkeitstransformation und Runge Kutta Diskretisierung von
(1.20) kommuntieren

u=Pv
u;y = Au e v = Ju
J=P~1AP

lRK J{RK
un+1 — (I)At(un) u=Py" UnJrl _ (5At(vn)

J=P-1AP

Damit ist insbesondere fiir diagonalisierbare Systeme gerechtfertigt, dass es geniigt das
Losungsverhalten fiir die skalare Gleichung (1.11) zu untersuchen. Im Spezialfall der ska-
laren Gleichung (1.11) lautet ein allgemeines RK—Verfahren nach (1.24):

0

Uu” = U,
(1.25) utt = (14+ At A y7 (1, — At AB) M )u”
=: R(AAt)u".

Definition 1.7. Die Funktion
(1.26) R(z) =1+ 2~"(I, — 28)7'1,

heifst Stabilitdtsfunktion des RK-Verfahrens zum Tableaux

g@

.

Satz 1.8 (Stabilitdtsgebiet fiir Runge-Kutta Verfahren). Fir RK-Verfahren gilt
(1.27) S={z:|R(2)| <1}.

Beweis: Dies folgt direkt aus Definition 1.2 und der Rekursion (1.25). [

Bemerkung: In der Literatur wird oft (1.27) zur Definition des Gebietes absoluter Sta-
bilitdt benutzt.

Lemma 1.9. R(z) ist eine rationale Funktion und ldsst sich fir z € C, fir die die
RK-Gleichungen eindeutig l6sbar sind, schreiben als

det (Iy — zB + 214 4T)
det (I, — z3) '

(1.28) R(z) =

Beweis: Wegen R(z) — 2z 47 (I, — 28)7'1, = 1 gilt die folgende Block LR-Zerlegung

I ) R G [ )]

Bildet man auf beiden Seiten die Determinante, so folgt

R(z) det (I; — 2zf3) = det (Is_;szﬁ 1;) :
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Elimination der Einsen in 1, mittels der letzten Zeile ergibt

zﬁ I\ I, — 28+ 2147 0\ T
det < T 1) = det < T 1) = det(Is — 20 + z1s7")

und damit die Behauptung. |

Bemerkung: Als rationale Funktion hat R(z) eine Darstellung
R(z) = —= mit Grad (p), Grad (¢) <s

Die Nullstellen von ¢(z) sind gerade {z € C: 1 € ¢(8)}. Fiir eine Matrix Z € C™™
mit o(Z~') No(B) = 0 definiert man R(Z) = p(Z)q(Z)~" € C™™. Man kann zeigen
(Ubungsaufgabe), dass dann analog zu (1.26) gilt
R(Z)=1In+(y® IM)T(Ims —-B® Z)il(ﬂs ® Z).
Die Rekursion (1.22) schreibt sich jetzt als
u" = R(AtAW", n=0,1,...,

was eine direkte Ubertragung von (1.25) auf den Fall linearer Systeme (1.20) darstellt.

Folgerung 1.10. Kein explizites RK—Verfahren ist A —stabil.

Beweis: Da fiir explizite RK-Verfahren 3;; =0 Vj > ¢, folgt
det(ly —z8) =1 VzeC.

Ferner liefert die Konsistenz des RK—Verfahrens fiir die Gleichung u; = u, u(0) = 1:

eA —1 R(At)—l‘_ 1

B N

At _ ,
A7 AL ‘e R(At)‘ — 0 fir At — 0,

so dass R(z) nicht konstant sein kann. Also ist R(z) ein nichtkonstantes Polynom und
erfiillt lim |R(z)| = oco. Also ist |R(z)] < 1 V Re z < 0 nicht méglich und somit
Z—00

C¢S. [ |
Beispiele 1.11.  1.) Euxplizites Eulerverfahren:
-
1
R(z) =1+ z,
S={z:]1+2] <1}
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2.) Verfahren von Heun:

D=
DO [

R(z) = det([z - <2 8) + (

1
S:{z:|1+z+§ 2 <1}

DO [ [—
BN [ [—

1 1 1
z)> =1+4+z+>22+>22=1+z2+ 2 22

z
z 4 4 2

3.) Implizites Eulerverfahren:

1

S={z: T

<1}={z:]1—2| >1}

4.) Crank—Nicholson Verfahren (Trapezmethode):

111
2|2
1
1412
R(z) = 2=,
2
S=C"

Satz 1.12. Sei § das Gebiet absoluter Stabilitat eines RK—Verfahrens und
z=MAteS.

Dann gilt fiir zwei numerische Lisungen u™ = ®%,u’ und v™ = ®3,0° zur Schrittweite
At der Aufgabe u' = \u, mit den Anfangswerten u® bzw. v°, die Abschitzung

(1.30) "t — " < Ju — 0"
Ist NAt € S, so folgt sogar eine strikte Ungleichung.

Bevor wir den Satz beweisen, erinnern wir an das aus der Funktionentheorie bekannte
Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen.

Satz 1.13 (Maximumprinzip). Fine nichtkonstante holomorphe Funktion f auf einem

(offenen) Gebiet G C C erfillt

[f () <sup [f(y)] VzeG.

yelG
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Stabilitatsgebiet Euler Stabilitatsgebiet Heun

Stabilitatsgebiet impl. Euler Stabilitatsgebiet Crank—Nicholson
20 s
1
E O
-1
_22:: —I::::::::O 1 2

Abbildung 1.1: Stabilitéitsgebiete (gepunktete Fliche) in der komplexen Ebene fiir das
explizite Eulerverfahren (links oben), das Heunverfahren (rechts oben), das implizite Eu-
lerverfahren (unten links) und das Crank-Nicholson-Verfahren (unten rechts)

Beweis: In jedem Buch iiber Funktionentheorie (z. B. siehe [20]). |

Beweis von Satz 1.12: Klar ist
[u"tt — "t = |R(2)| u" — "] < Ju" =" Vz €S,

Als rationale Funktion R(z) = Z% (p,q teilerfremd) mit |R(z)| <1 fiir z € S hat R

keine Pole in S. Wegen Satz 1.8 ist daher S abgeschlossen. Fiir zy € S C S folgt dann
aus dem Maximumprinzip, Satz 1.13, entweder ist |R(zo)| < 1 oder R ist konstant. Wie
im Beweis von Folgerung 1.10 kann R aus Konsistenzgriinden nicht konstant sein. W
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1.3 Stabilitdtsgebiete linearer Mehrschrittverfahren

Die allgemeine Form eines linearen k—Schrittverfahrens fiir die Aufgabe

ur = f(u)
lautet
L k
(1.31) ~ > aw=>" b fW), j=01,...
v=0 v=0
mit Anfangsdaten
ul, . bt

Man sieht leicht, dass die Diskretisierung (1.31) mit einer linearen Koordinatentransfor-
mation vertauscht:

v=Plu
= P 'f(Pv) und
v/ =P !, jEN

At Z a,,vﬁ”—z b, P f(u ) = Z b, P~ f(PvItY).

Daher betrachten wir wieder die Dahlquistsche Testgleichung (1.11) und erhalten die
lineare homogene Differenzengleichung

At Zayu”” Z A b, jEN,
v=0

oder adquivalent

k

(1.32) > (ay = At Ab)u™ =0, jEN,
v=0

mit Anfangsdaten u°,... uF~!

Setze

v=0 v=0
mit
k k
p&) =Y @&, (&)= b &, q(z)=a —2b
v=0 v=0
Mit dem Shiftoperator
cN - N
.

' (Uj)jeN — (Uj+1)jeN
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kann man (1.32) auch schreiben als

(p(1) — AtAo(7))u = 0.

Es ist sinnvoll p und o als teilerfremd anzunehmen, da sonst & und Polynome p, o
existieren mit

p(&) = (€ = &)p(E), o(&) = (£ = &)a(E)

Jede Losung (u;);en der Differenzengleichung

(B(r) — AAL G(r))a); = 0, j =0,1,2,...

ist dann auch eine Losung der urspriinglichen Differenzengleichung.

Definition 1.14. FEin lineares Mehrschrittverfahren, fir das die Polynome p und o
teilerfremd sind, heifst irreduzibel.

Satz 1.15. Fiir ein lineares Mehrschrittverfahren ist das Gebiet absoluter Stabilitdt
gegeben durch
S={2€C:q(z¢) =0=[ <1, oder
€l =1 und & st einfache Nullstelle von q(z,-)}.

Beweis: Dies folgt aus der Theorie der Differenzengleichungen in Numerik II, Kapitel
III, Lemma 3.1.1:

O.B.d.A. kénnen wir z € C mit gx(z) = ap — zb; # 0 betrachten. Im Fall a; — zb, = 0
ist namlich (1.32) eine Differenzengleichung der Ordnung k£ < k, und wir kénnen die
folgenden Uberlegungen mit % anstelle von & durchfithren.

Seien &;, ¢ = 1,...,¢ die verschiedenen Nullstellen von ¢(z,-) mit Vielfachheiten K.
Dann ist ein Fundamentalsystem der Differenzengleichung (1.32) gegeben durch

(1.33) z&”:jn”~0—y+mffﬂi:LnW&u:O,”JQ—LjEN,

und alle Losungen von (1.32) sind von der Form
w = Z Civ vﬁi’y), 7 €N.
Da die ¢;, sich als Losung des linarer; Systems
Z Ci vj(»i’y) =, j=0,... k—1,
ergeben, ist (1.13) dquivalent dazu, dass die Fundamentallosungen v](i’y) gleichméfig in

J beschriankt sind. Lemma 3.1.2 aus Numerik II, Kapitel III sagt aber, dass dies genau
dann der Fall ist, wenn die Wurzelbedingung fiir ¢(z,-) erfiillt ist, d. h. wenn gilt

€] < 1, oder
|€] = 1 und ¢ ist einfache Nullstelle von ¢(z,-)).

q(z,§) =0= {
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Lemma 1.16. Fin irreduzibles, A —stabiles lineares k —Schrittverfahren angewandt auf
die Testgleichung (1.11) mit Re A < 0 erfillt

lim v’ =0
Jj—00

fiir alle Anfangswerte uq, ..., up_1 .

Beweis: Sei At > 0, Re A < 0, 2 = AAt. Wir zeigen, dass alle Nullstellen { von
q(z,€) = 0 bereits [£] < 1 erfiillen. Aus (1.33) folgt dann |v](~z’y)| < 3V &P — 0 fiir
j — oo und damit die Konvergenz «/ — 0 fiir j — oo.

Angenommen, 3¢, € C, £ =1 mit ¢(z0,&) =0, so folgt

0

%€ q(20,&0) # 0,

weil & nach Satz 1.15 eine einfache Nullstelle ist.

Der Satz iiber implizite Funktionen fiir holomorphe Abbildungen zeigt:

Es gibt eine Umgebung U von &, eine Umgebung V' C C~ von zp, sowie g : V — U
holomorph mit ¢(zg) = &, und

(q(z,ﬁ)zO, zeV, §EU)(:)(ZEV, fzg(z)).

Nun kann ¢ aber nicht konstant sein, denn wére g(z) =§, Vz €V, so folgt

0=p(&) +20(&) VzeV =0(&)=p()=0

im Widerspruch zur Irreduzibilitét.

Wir wenden das Maximumprinzip aus Satz 1.13 auf ¢ und G = V' und erhalten 1 =
|9(20)| < sup,ey |9(2)|. Es gibt also Punkte z € V. C C~ mit |g(2)] > 1, ¢(2,9(2)) =0,
im Widerspruch zu Satz 1.15. |

Satz 1.15 und Lemma 1.16 legen nahe, nach A —stabilen linearen Mehrschrittverfahren zu
suchen und dabei eine moglichst hohe Konsistenzordnung zu verlangen. Diese Suche ist
leider nicht sehr erfolgreich, wie das folgende beriihmte negative Resultat von Dahlquist
zeigt.

Satz 1.17. Zweite Dahlquist—Schranke Ein A —stabiles lineares Mehrschrittverfah-
ren hat mazimal die Konsistenzordnung 2.

Beweis: Siehe [11]. [ |
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2 Dynamik in der Ndhe von Gleichgewichten

Wir wollen nun globale Konvergenzaussagen numerischer Verfahren fiir Aufgaben
der Form «' = f(u) herleiten. In Numerik IT haben wir stets Konvergenz auf endlichen
Intervallen untersucht und im allgemeinen Konvergenzaussagen mit sehr schlechten Kon-
stanten fiir groffe Intervalllingen erhalten. Typischerweise sind die Abschétzungen des
Konvergenzfehlers von der Form

la — unlloe < CePem) ]|,

wobei |||l den maximalen Konsistenzfehler auf einem Intervall [tg,t.] und L eine
Lipschitzkonstante von f bezeichnet.

2.1 Gleichgewichte und Konsistenzfehler

Die Differentialgleichung
(2.1) v = f(u), f:R™ = R™ glatt,

erzeugt ein kontinuierliches dynamisches System (R™, R, {¢'};>0). Ebenso kénnen wir
die Losung von (2.1) mit numerischen Einschrittverfahren (z. B. Runge-Kutta Verfahren)

(2.2) — = V(u",AY)
Verfahrensfunktion

als ein diskretes DS (R™, N, (®X,)nen) schreiben, wobei

(2.3) "t = (u") = u + ALV (U, At).

Der Konsistenzfehler an einer Losung @ zum Zeitpunkt ¢ ist

A
=5 WM@m) —at) - < (Para(t)) —a(t)
_ é (™ (a(t)) — Dar(a(t))).

Konsistenz der Ordnung p an der Losung u bedeutet

Tae(t) = = (u(t + At) —u(t)) — V(u(t), At)
1

(2.4) ™ (a(t) — Pas(a(t))]| < C AT Vi
Wir werden (2.4) gleichméBig in jedem Kompaktum voraussetzen.

Generalvoraussetzung: Zu jedem Kompaktum K C R™ gibt es positive Konstanten
C=C(K) und hy = ho(K) mit

(K) |2 (V) — Pps(v)]] < C AP Yo € K, —hg < At < hy.
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Bemerkung 2.1. Falls f eine geniigend glatte Funktion ist, so ist die Voraussetzung
(K) fiir RK—Verfahren der Konsistenzordnung p erfiillt.

Folgerung 2.2. Sei k> p+2, f € CK(R™ R™), hy >0 mit
p =@ (-) € C*((—ho, ho) x R™, R™)
zugehdriger FEvolutionsoperator, und sei
d = () € C*((—hg, ho) x R™ R™)

ein Einschrittverfahren, das (K) erfillt.

Dann gibt es fir alle kompakten K CR™ ein 0 < h < hy und Cy = C1(K,h) mit
(2.5) Dy (v) — Dy®ps(v)]| < Ch|ALPTL, YV —h < At < h, vEK

(2.6) | DDy (v) — Dy D@y (v)|| < CL|AP, YV —h<At<h, veEK.

Beweis: Sei K kompakt. Setze
V(AL ) = (V) — Dpay(v) € C*((=ho, ho) x R™ R™).

Taylorentwicklung nach ¢ liefert:

(2.7) (At v) Z Dl 4 j— - o (1 —s)? DPFyp(sAt,v)ds AP
Aus (K) folgt

Differenziere (2.7) nach v

1
Dyp(At,v) = — / s)P DPTI D, h(sAL, v)ds AP
p!
0

damit folgt fiir h < hy aus der Stetigkeit von DP*'D, ¢ auf [—h, h] x K

[|Dy (AL, v)|| < CLAPT Yo € K, —h < At < h.

Analog folgt (2.6), indem man die Taylorentwicklung

_,_/ 7!
=0

J
(2.8) Dyup(At,v) Z D g At +( ! I /(1—3)1’1 D yp(sAt,v) ds AtP
p—1)!
0

nach v differenziert. [ |
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Bemerkung 2.3. Glattheit von ¢ folgt aus dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz sowie
aus der glatten Abhéngigkeit von Anfangsdaten, falls f glatt und global Lipschitz ist.
Fiir allgemeine f € C* ist ¢ noch in C*((—hg, hg) x U, R™), wobei U beschrinkte
offene Menge ist und hg von U abhéngt. Ebenso verhilt es sich mit den Glattheiten von
¢ . Fiir RK-Verfahren wurde dies zum Beispiel in Numerik II, Kapitel 2.5 und Kapitel
2.6 gezeigt.

Nun sei u ein Gleichgewicht von (2.1), d. h.

(2.9) f(@) =o.

Zunéachst betrachten wir das Verhalten stationdrer Punkte unter Diskretisierung (noch
nicht die Dynamik!).

Satz 2.4. Die Voraussetzungen seien wie in Folgerung 2.2, u sei ein Gleichgewicht von
Satz (2.1) und Df(u) sei invertierbar.

Dann gibt es eine offene Umgebung U wvon u und ein h > 0 mit der Eigenschaft, dass
bpy fiir 0 < |At| < h genau einen Fizpunkt ua, € U besitzt, und es gilt

(2.10) 1@ — und|| = O(AP).

Beweis: u = ®p(u) & V(u,At) = 35 (Par(u) —u) =0 fir 0<|At] < hg. Aus dem
Mittelwertsatz folgt

1
V(u, At) :/ Dy ®opni(u) ds.
0

Diese Darstellung ldsst sich p+ 1 = k — 1 mal stetig differenzierbar auf R™ x (—hg, ho)
fortsetzen.

Weil das Verfahren konsistent ist, gilt
(2.11) V(u,0) = f(u).

Idee: Wende bei (u,0) auf V' den impliziten Funktionensatz an, um nach u aufzulésen.
Aus (2.11) folgt durch Differentiation
D,V (u,0) = Df(u) € GL(R™).
Der Satz iiber implizite Funktionen ergibt:
Es gibt eine offene Umgebung U von @, h >0, u € C*1((=h,h),U) mit

((v,At) € U x (=h,h), V(v,At) =0) < (At € (=h,h), v=u(At)).

Die Vektoren u(At), |At| < h sind die gesuchten Fixpunkte von ®a;.
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Da D, V(-,At) gleichméBig invers Lipschitz ist erhalten wir aus dem Konsistenzfehler
fiir die konstante Losung @

[u(Al) —ull < C |V (u(At), At) = V(u, At)|| = Cllrar(0)]| = O(ALP).

=0
|

Bemerkung 2.5. In Satz 2.4 wurde ausschliefilich eine Annahme an die Konsistenz des
numerischen Verfahrens gemacht, um Aussagen iiber die Fixpunkte des numerischen Ver-
fahrens machen zu konnen. Fiir Runge-Kutta Verfahren ist der Fixpunkt « unverédndert.
Beachte dazu

V(u, At) Z% u, At),

wobei die k; das System
ki = flu+ At Y By k) Vi,
J

l16sen. Wegen f(u) =0 sind die Losungen k; = 0, und somit gilt V' (u, At) =0.
Beispiel 2.6.  Betrachte das System
v =u(l—u)=: f(u),

welches den instabilen Fixpunkt 0 und den stabilen Fixpunkt 1 besitzt. Das RK-Verfahren
zu dem Tableauz )
2

O\ ol
—_

st konsistent der Ordnung 2 und fihrt auf
1 1 1
Dpp(u) =u+ At f(u—i-é At u(l—u)) = u+At(u+§ At u(l—u))(l—u—§ At u(1—u)).
Nun gilt:
- 1 1
w st Fizpunkt von ®ay < u(l + 5 At(1 —u)) =0 oder (1 —u)(1 — 5 At u) = 0.

Also hat ®ay die vier Fizpunkte 0, 1, A%, 1+ A% )

Das diskrete System besitzt also die beiden zusdtzlichen Fixpunkte % und 1+ % , die
2u keinem der kontinuierlichen Fixpunkte in dem Sinne gehdren, dass sie fir At — 0
gegen thn konvergieren. Solche Fixpunkte heiffen auch 'Phantom Lédsungen’ oder ‘spurious

solutions’.

Diese zusitzlichen Lisungen verlassen aber fiir At — 0 jede beschrdnkte Menge, wie wir
gleich allgemein zeigen werden.
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Lemma 2.7.  Die Voraussetzungen seien wie in Folgerung 2.2. Zusdtzlich sei K C R™
kompakt und f besitze keine Nullstellen in K .

Dann gibt es h >0 mit

Dpr(u) £u Yue K, 0<|At] < h.

Beweis: Falls die Behauptung nicht gilt, so existieren Folgen At, —— 0, At, # 0 und
n—oo
(Un)nen € K mit ®py, (uy) = uy,, so dass V(u,, At,) =0 Vn.

Ohne Einschrankung gelte u,, — u € K(n € N) (sonst wihle eine konvergente Teilfolge).
Dann folgt

At At
e (u) — u = (u) —u

_ _ A
' At ' Al Y {th Afn)

Aty _
< ’(p g) SV A |+ V(AL — V(AL
| n 2 <Clun—ul
<C|Atalr

wobei die Lipschitzbeschranktheit von V' in K x [—h, h| verwendet wurde. Daher ergibt

sich

At (0 _
%H =0, ein Widerspruch .

I}l = Jim |

Folgerung 2.8.  Die Voraussetzungen seien wie in Folgerung 2.2. Sei K C R™ kom-
pakt, alle Nullstellen von f in K seien requlir und liegen im Innern von K .

Dann gibt es h >0, so dass fir alle 0 < |At] < h gilt:

(i) # (KN f7H0)) = # {u € K : Par(u) = u}
(1) distyg(K N f710), {u € K : ®ar(u) = u}) = O(|At|P), wobei disty den Hausdorff

Abstand von Mengen bezeichnet.

Beweis: Aus der Kompaktheit von K und der Annahme, dass alle Nullstellen regulér
sind, erhélt man K N f~1(0) = {uy,...,u,} ist eine endliche Menge. Mit Satz 2.4 folgt
dann: Es existieren positive Konstanten hj,e und C, und zu jedem 0 < |At| < h; und
j=1,...,0 gibt es genau ein u;(At) € K.(u;) mit ®a(u;(At)) = u;(At). Diese erfiillen

(2.12) lu; — u;(AD)|| < CIAHP Wj=1,... L

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien hy und e so klein, dass K (u;) N K (u;) =0
fiir @ # j gilt. Wendet man auf K := K \ U’_ K.(u;) Lemma 2.7 an, erhélt man ein
hy > 0, so dass Pp; in K keine Fixpunkte fiir 0 < |At] < hy besitzt.

Mit A := min (hq, hy) folgt (i), und (ii) ergibt sich aus (2.12). |
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2.2 Der asymptotische stabile Fall

In diesem Abschnitt soll unter den Voraussetzungen des Satzes von Liapunov, Kap. I,
Satz 2.16, also

(LV) f(w)=0und ReA <0 VAea(Df(u))

das Verhalten der numerischen Approximation in der Ndhe von @ untersucht werden.

Da wir im Laufe der Untersuchungen Lésungen von (2.1) zu verschiedenen Anfangs-
werten vergleichen miissen, folgt zunéchst ein Lemma, das im wesentlichen quantitative
Abschitzungen der Variationsgleichung zu (2.1) zeigt.

Lemma 2.9. Sei f € CYR™ R™), f(0) =0, p € CYR, x R™ R™) Ldsungsoperator
zu (2.1).

Dann gibt es zu hy >0 und R >0 ein C >0, so dass fir alle||ul],||v|| < R, 0 <t < hg
gelten:

(i) le*(w) = u = @' (v) + v < Ctllu — v,

(i) IDue" (v) — Duip'(0)]| < Ct [Jv]].

Beweis: Y = D,¢"(u) lost die Variationsgleichung
(2.13) Y' = Df(o'(u)Y, Y(0)=1.

Damit folgt aus dem Mittelwertsatz und (2.13)
1
o'(u) —u—¢'(v)+v= / (Dyp' (v + s(u—v)) —1I) ds (u—v)

0
1 1

- // Df(¢" (v + s(u—v)))Dyp™ (v + s(u —v)) dr ds t(u —v).
0 0
Weil f und ¢ in C! sind, ergibt sich hieraus die Abschiitzung (i).

Setze
§(t,v) := Dyp'(v) — Dy (0).

Wegen (2.13) gilt:
Did(t, v) = Df(£(0)) 3(t v) + (DF(¢'(v)) = DF(£"(0)) Do (v)
=0
0(0,v) = 0.
Die Variation der Konstanten Formel zeigt

t

5(t,v) = / IS0 (D f(p*(v) — DF(¢°(0))) Do (v) ds,
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so dass man mit der lokalen Lipschitzbeschranktheit von Df und ¢° die behauptete
Ungleichung
16(2, )] < C tjvl]

erhalt. [ |

Das Hauptergebnis dieses Abschnittes ist der folgende globale Konvergenzsatz.

Satz 2.10. Seien die Voraussetzungen wie in Folgerung 2.2 und es gelte (LV).

Dann gibt es eine offene Umgebung U wvon w und hy > 0, so dass fiir alle Startwerte
v € U und alle Schrittweiten 0 < At < hy gelten

(i) A(v)eU VneN

(ii) lim ®R,(v) = uay, wobei upy Fizpunkt von ®ay in U ist.
n—oo

(iii) " (v) — %, (v)|| < CAP ¥V neN.

Beweis: Schritt 0: Es geniigt © = ua; = 0 zu betrachten. Sonst betrachte
Dpi(0) = Qs (v + unr) — uar, $ (V) = @™ (v +1u) — 1.
Nach Satz 2.4 und Lemma 2.9 gilt
1ac(v +uar) = uac — (™' (v + @) — @)

<[ @ar(v +uar) — (v +uad | + 19 (v +uar) — uar — 9™ (v + @) +all
< CAPT 4 CAt|ua; — 1l = O(APH),

so dass auch ® und ¢ die Voraussetzungen von Folgerung 2.2 erfiillen.
Sei A:=Df(0).
Schritt 1: Zeige: Zu a > 0 mit

(2.14) Re A\ +a<0 VAeo(A)

existiert eine Norm || - ||, im R™ mit

(N1) e, < e V¥ s>0und

(N2) les4], <1 — %s, V0 < s < hy, h; klein genug .

Beweis: |[e*®esd|| < C Vs> 0 folgt aus (2.14). Daher gilt

loll < o]l = sup Jle**e*4o]| < Cflv]]

s>0

und || - || ist dquivalent zu || - ||..
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Gleichung (N1) folgt aus

HetAvH* = sup ”esae(ert)Av” — eftasup He(ert)ae(ert)AUH < efta HU”*
s>0 s>0

Wegen e <1— ¢ s fiir 0 < s < hy, hy klein folgt auch (N2).
Schritt 2: Es gibt hg,€, 5 > 0 mit

(N3) | D, ®@s(v)|l« <1—06s V0<s<hy, ||v| <e

Beweis: Nach Folgerung 2.2 und Lemma 2.9 gilt

Dy @5 (v)]]«
< [[Dy®s(v) = Do®(v)|[ + | Dup®(v) = Dup®(0) [« + | Dotp®(0) |«
< Oyt 4+ Cyslv] +1 —% s<1— %s —:1— Bs,

wenn man hg und € hinreichend klein wahlt.
Schritt 3: Beweis von (i) und (ii):
Sei K.(0):={v e R":||v|l. <e}. Fiir At < hy gilt nach dem Mittelwertsatz

[@a: ()]« = 1Par(v) = Par(0) ]|« < (1 = BAL) fJulle < [Jv]ls = ().

Induktiv erhélt man
3,0l < (1= BAYoll. = 0, also (i)
Schritt 4: Beweis von (iii):
Sei 0 < At < hg. Sei v e K. (0), e, <e,so0dass p'(v) € K(0) VwveK,(0).
en 1= [l (v) = PRy(v)l|s, €0 = 0.

Dann gilt:

enr1 = [l (0) — SR} (0]

< [lp™ (" (0)) = Parl" M (@)l + [1Par(p" (v) — Par( @R, ()]s
< (1 - BAb)e, + CAT

Durch Induktion folgt

I
—

n

A 1 C
< 1 —BAY CAPTL < C AP —————— = — AP,
o= 2 U PR EATE S O TR T G

N
Il
o
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Folgerung 2.11 (Numerik II, Kapitel 2.5). Seien die Voraussetzungen wie in Satz 2.10.

Dann gibt es zu jedem vy € R™ mit ¢ (ug) — u Konstanten hg >0 , C >0, so
—00

dass fir 0 < At < hgy gilt

(i) l¢" % (uo) — @Ry (uo)| < CAP ¥ m >0,

(i) Tim @, (ug) =

Konvergenz auf endl. Intervall

B, (o) | mm— e

Ug

— Konvergenz auf [0, c0)

nahe w

P (0" (uo)) — PRy (uo)
Abbildung 2.1: Idee des Konvergenzbeweises

Beweis: Wihle ¢ > 0, so dass Satz 2.10 fiir B, (u) = {u: ||u—ul| < e} erfullt ist.
Wihle ¢y > 0, so dass ¢'(B.,(u)) C B, (u) Vt>0 (Stabilitit!).
Waihle schlieBlich 7' > 0, so dass ¢'(ug) € Be(u) Vt= z.

Schritt 1: Konvergenz auf endlichen Intervallen.

Nach Numerik IT gibt es hg > 0, C' > 0 mit
1" (ug) — L, (uo)|| < CAP YO < At < hg, 0 < nAt< T
und C hf < £.Fir £ < NAt <T < (N +1)At gilt dann

PR (o), 9" (uo) € Bey (a).

Schritt 2: Konvergenz fiir n > N :



88 Dynamik in der Nidhe von Gleichgewichten

Fiir n > N gilt nach Satz 2.10

" (o) — PRy (o)
< [l 3N (o)) — PN (0 (wo)) [l + PR (97 (1)) — R (PR, (wo)) -
< CAP A+ [ (0™ (uo)) — PR (DX, (o)) |-

Abschétzung des zweiten Summanden:

197%™ (™2 (o)) — @R,V (@R, (wo)) Il < (1= BAE" N[N (ug) — PR, (wo) [
< OAP,

damit haben wir die Behauptung gezeigt, und insbesondere folgt (i) durch Anwenden von
Satz 2.10 (ii) auf &%, (PR, (up)). [

2.3 Der Fall der Sattelpunkte

Wieder sei u Fixpunkt von @ = f(u).

Jetzt aber nehmen wir an

(2.15) o(Df(w) NiR = 0.

@ ist also ein hyperbolischer Fixpunkt.

T e

Abbildung 2.2: Spektrum und Phasenbild eines hyperbolischen Fixpunkts

Das Hauptergebnis wird sein:

Satz 2.12. Sei u hyperbolischer Fizpunkt von @ = f(u), @' zugehiriger Fluss, ®aq(-)
glattes Finschrittverfahren der Konsistenzordnung p, insbesondere gelte die Vorausset-
zung (K) und es seien die Voraussetzungen von Folgerung 2.2 erfillt.

Dann existieren Umgebungen U,V wvon u und C,hg >0 mit

(i) Y uy €U, 0<At <hy3vg=w9(At,ug) €V, so dass
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(2.16) sup " (o) = Pay(vo)|| < C AEP

{n>0:¢! (ug)€U,0<t<nAt}

(i) ¥ vy €U, 0 <At <hy3uy=ug(At,vy) €V, so dass

(2.17) sup "2 (uo) — PRy (wo)l| < C AP
{n:®k , (v0)€U,0<k<n}

Bemerkung. 1. Die Bedeutung des Satzes ist nicht, dass das kontinuierliche und das
diskrete Dynamische System sich fiir jeden Startwert gleich verhalten, sondern dass
es zu jedem Startwert eines Systems einen Startwert des anderen gibt, so dass die
beiden Orbits fiir alle (relevanten) Zeiten nahe beieinander sind.

2. Es gilt sogar (Garay 1993): Es gibt Ha; : U — V' Homoomorphismus mit
(1) [[Har(u) —u|| < CAt? Yu e U, At < hy
(11) HAt OQOAt = (I)At OHAt in U
QOAt
U —— ¢™(U)
le le
V. —— Dp(V)
LN
3. Man nennt (vgl. I 3.2)

a) Wi ={ug € U: ¢'(ug) € U Vt >0, p'(ug) — u fiir ¢ — oo} die lokal
stabile Menge von u bzgl. ¢ und

b) Wiar=A{vo € U:®X,(vo) €U Vn >0, O, (vo) — u(At) fiir n — oo} die
lokal stabile Menge von u(At) bzgl. ®a;.

Fiir f € C* kann man zeigen, dass dieses C* -Mannigfaltigkeiten sind.

Der Satz 2.12 liefert dann insbesondere
A (W3, Wi a,) = O(AP),
Analoges gilt fiir die instabilen Mannigfaltigkeiten
WH={u €U :p (ug) €U VYVt >0, ¢ "(ug) = u fiir t— oo}
Wiiar={vo €U : @4} (vg) €U Vn >0, &) (vo) — u(At) fiir n— oo},

Beweis von Satz 2.12: O. B. d. A. sei u = u(At) =0 (siche Beweis von Satz 2.10).

Sei X, @ X, = R™ die Zerlegung in invariante Unterrdume von

Df(0)=:A= (1?)8 ;1)) X, 0 X, = X,.0 X,
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(reelle Jordansche Normalform), wobei

Re A< —a <0 VAeoa(As),

Re A>a>0 VAeo(A,).
Dann gibt es Normen || - |5, || - [J. auf X, X, mit (vgl. (2.18))

”etAS s S efat’ tZ 0

e ], < e, t > 0.
Auflerdem existieren hy, 5 > 0, so dass fir 0 < At < hy gilt (vgl. (N2))
(2.18) 11+ AtA|s = || + O(A?)||, < 1 — BAEL

und
12+ AtA) YW = (€2 + O(A2) ™|,

2.19
(2.19) = |le" 2 + O(A#?)]|, < 1 — BAE

Mit [v], [v], bezeichnen wir die Projektionen von v € R™ = X, & X,, auf X, bzw. X, .

Beweis von Teil (i):

~

Abbildung 2.3: Endlicher Schattenorbit (gestrichelt)

Idee des Beweises: Finde Umgebung U, in der das RWP

1

57 (1 = @au(v)) =0, n e T, ul, = [u(0)],
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und, falls u(t) die Umgebung U bei t =T verlasst, auch
[UN]U = [U(T)]u

eindeutig losbar ist.

Die Nihe der Orbits wird aus (K) gefolgert werden.

Zuvor zwei Hilfsaussagen.

Lemma 2.13. (Satz dber Lipschitz Inverse von Funktionen)

Seien (X, |- ||x), (Y;| -|ly) Banachriume, L € L(X,Y) linearer Homdéomorphismus,
Xo € X.

Ferner gebe es Konstanten 6,qg,q1 > 0 und

F:Ks(zg) ={r e X : ||z —al|x <6} =Y mit

(i) |F(x1) — F(22)|ly < qollzy — 22||x Vo, 20 € Ks(0)

D S
L=y —x

(1) || Lwo + F(wo)lly < 0(q1 — qo) -

(11) qo < q <

Dann ezistiert eine eindeutige Losung T € Ks(zg) von

(2.20) (L+F)(x)=0 in Ks(zo).

Auferdem gilt die Stabilitdtsabschditzung

1

(221) |l —aflx <
q1 — 4o

1L+ F) (1) = (L + F)(w2)|ly Yy, 22 € Ks(o)-

Beweis: Lz + F(z)=0& 2= —L"'F(z) =: T(x). Wegen

IT (1) = T(x2) | < NL7H NF (1) — Fzs)] < % l1 = 2|l Yy, 2y € Ks(wo)
<1

und
1T (z) — @ol| < |T'(x) — T'(2o)l| + [T (x0) — ol

q _

Sq—? |z — ol + |IL7H|| 1 F (o) + Lao|
o 1

<=0+—06(g1—q) =9 Voe Ks(xg)

1 01
ist T' eine Kontraktion auf Ks(zo) .

Der Kontraktionssatz liefert dann die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung.
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Die Abschitzung (2.21) folgt aus
[z =@l < [|(I =Ty = (I = T)s|[ + [[T1 — Ts||
< ILTHEINL + F)ay = (L + Fas|| + % [1 = |
1

q1 i ||

= [|v1 — 2o <
QL — Qo ¢1

(L + F)zy — (L + F)as|.
N

Bevor wir die zweite Hilfsaussage formulieren, fithren wir einige Notationen und Annah-
men ein.

B € R™™ sei invertierbare, hyperbolische Matrix, X,® X, = R™ Zerlegung in invariante

Unterrdume, | -||s, || - ||« Normen auf X, bzw. X, mit

B, =B, |BJl, <1-8, By=Bl.., |B;'l. <18 firein 8> 0.

Fiir v = [v]s + [v], € X5 ® X, verwenden wir die Norm
[0l := max ([[[o]lls, [[[o}ullu)-
Sei J=14{0,1,2,...,N} oder J =N,
J = {0,1,2,,...,N — 1} falls |J| < oo, sonst J=N.
SchliefSlich bendtigen wir noch die Banachrdume

(37 = {(vp)nes : sup [Jon| = ||vsllec < 00}
neJ

Lemma 2.14. Mit den Voraussetzungen wie oben gelten:

Fir J={0,1,...,N} st fir alle v € E;" , ns € X, ny € Xy, das Randwertproblem
Ups1 — Bu, =1, n € J

[UO]S =1s
[uN]u = Ny
in L7 eindeutig losbar, und die Losung wy erfillt
1
(2.22) [tglloe < max {{[nullu, llnslls} + 3 177 o-

Beweis: Eine Losung u; ist gegeben durch

Up = [un]s + [un]ua neJ
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mit
n—1
= Z B" ")+ B" s, n € J,
=0
N—n
[Un]u = — Bij [Tj—l-l—n]u + anN M, TV - J,
j=1
denn
Up+1 Bun - [unJrl]s B[un]s + [unJrl]u B[un]u
n n—1
_ Z Bn_J[T‘] +Bn+1 s — Z B ][ ] Bn+1 N
Jj=0 7=0
N-—-n—1 N—n
- Z Bij[TjJrn]u + BnJrl UM + Z Bl J TJ 1+n]u — BnJrl N T
j=1 j=1
= [Tn s T [Tn]u =Tn
und
[UO]S =1s
[uN]u um
Fiir (2.22) beachte:
n—1
[[unlslls < Z HB?_l_sz 1[rilslls + 1B s {nslls
=0
<Y (=B Irslloe + Inslls = = 7 slloo + [Ims]ls
j=0 6
und
N—n
H[un]unu < B, JHu ||[T] 1+n]||u + By~ NHu 7]
7j=1
1
= NTJloo + Nullu
ﬁ [[77lloo + 170l
1
= [Jusllo = Sup max (Menlslls, MMun)ulle) < 3 177l +max (|75 s, [[7ullw)-

Zum Beweis der Injektivitit geniigt es zeigen:
7N,y =0 = uy = 0.
Aus u,,1 = Bu, folgt

~

[Uni1]s = Bslun]s = B?“[uo]s =0 VYnelJ.
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Ebenso
1
un — B un+17

also

[tnlu = By [tni1)u = By Nunlu =0 Vn e J.

u

Zusatz: Im Fall J =N muss man in diesem Beweis lediglich die folgenden Modifikatio-
nen vornehmen. Die Bedingung [uy], = 7, entfillt und ebenso 7, in (2.22). Man erhilt
jetzt

[un]u = Z Bij['f’j,prn]u, n e N,

j=1
wobei die Reihe absolut konvergiert und die folgende Abschétzung gilt:

1

Beim Nachweis der Injektivitat folgt fiir jedes ng € J aus

H[uno]unu = HB;m[uno—i—m]uH < IB,"|lu H[uno—I—m]unu

< (1 =8)"JJujl|loo = 0 fir m — oo
die Behauptung [un,], =0.
Wir setzen den Beweis von Satz 2.12 fort. Dazu definieren wir
(2.23) Xy=L7, Yy =13 x Xy x X,

1775 15, ) lly = [I7lloo + max (|[nsl[s, [|7ullw)

wie in Lemma 2.14. Wir lassen J endlich und unendlich zu, wobei im Fall J =N jeweils
die 7, —Terme entfallen.

Sei
X; =Y,
Gy 27 (Vg1 — Pag(vn)), n€J
UJ — [UO]S - 773
[UN]U — Nu-
Schreibe
GJ - LJ + FJ
A7 (Uns1 — (I + At A)v,), ne J
LJ(UJ) - [UO]S
(2.24) [vnlu

Ait(([ + At Ay, — Pay(vy)), neJ
Fy(vy) = —1)s
_?7U
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Auf L; ist Lemma 2.14 anwendbar (mit Atf anstelle § und Atr, anstelle r,) und
zeigt Ly : X; — Y ist linearer Homdomorphismus. Wegen (2.22) gilt:

_ 1
||LJ1||YJ—>XJ < max (17 _)7

wobei die Konstante unabhéngig von J ist.

Setze

1

2.25 —min (1,f) < —
( ) q1 ( 6) HLilHYﬁX

Sei K5(0) :={v; € X : ||vj]|ec < 0}
Fiir vy, wy € Ks(0) folgt mit Lemma 2.9 und Folgerung 2.2

(2.26)
1
[ Es(vs) = Fy(wi)lly =sup || — (I +ALA) (vp—wn) = (Pac(vn) — Par(wn)))||
neg Al e —
— DA (0)+O0(AL2)
1
1

< CoAt ||Jvg —wyllee + A sup || DgpAt(O) — DO py(wy, + s(v, —wy)) ds(v, — wy)||

nEJ
< CodMt oy~ wiloo + 57 s / [DE24(0) — D (1, + 5(v, — w,))]

neJ

<C10At

n ||p¢At(w" + 5(vy — v3)) = DPay(wy + s(vn — wy))| dsllvn — wn||)

<CyAtrtl

S (C()At —+ 015 —+ CQAtp) ”UJ — wJHoo

<qo |[v;y —wslle VO <At < hy, wobei hy,0 <9 und qo:= %

Ferner gilt, falls max ([[ns[[s, [[7ullu) < 6 4 =:do, die Abschétzung

q
(2.27) IGO0y = [1(0, =ns, =) ly < 6 51 = 0(q1 — qo)-

Nach Lemma 2.13 gibt es also eine eindeutige Losung v; von G (vy) =0 in Ks(0).
Fiir wy € K4(0) gilt dann

2 2
(2.28) vy —wylx < o |G s(vs) = Gr(wy)lly = o |G s(wy)ly-

Sei jetzt ug € IO((;O(O), T := inf {t > 0: p'(ug) ¢ Ks5,(0)} >0.
1. Fall: T < oco.



96 Dynamik in der Nidhe von Gleichgewichten

Setze s := [w(0)]s, My := [u(T)]. .
Zu At < hy wihle N € N mit NAt < T < (N + 1)At und setze J = {0,1,...,N}.
Dann gibt es eine eindeutige Losung v; € K4(0) von

GJ(UJ) = 0.
Setze uy = (Up)nes, Un = " (ug) € K;(0).
Aus (2.28) und der Konsistenzbedingung (K) folgt

2 2 1
sup [[u, — vn|| < = |Gu))lly = = sup [ (9™ (un) = Pac(un))|| < CAL,
neJ 1 G nes At

2. Fall: T=c.
Setze ns = [u(0)]s, J =N.

Wie oben gibt es eine eindeutige Losung vy € Ks(0) von
G(UN) =0.
Mit uy = (Up)nen, Un = "> (ug) € K5(0) folgt ebenso

sup [Ju, — v,|| < CAL.
neN

Dieses beendet den Beweis von Teil (i).

Bemerkung 2.15. In dem 2. Fall des Beweises erhélt man mit der Abbildung II : vy — vy
(Projektion der Folge vy auf ihr erstes Folgenglied) aus

vy — o G0y, vs)

eine Parametrisierung der stabilen Mannigfaltigkeit des diskreten Dynamischen Systems
als Graph iiber dem stabilen Unterraum.

Beweis von Teil (ii): Jetzt werden im Wesentlichen die Rollen von ¢2! und ®,, ver-
tauscht. Seien X,Y wie oben in (2.23) gewéhlt und

X =Y
G ap(tnpr — 9% (ug)),n € J
Uy — [UO]S —Ns
[UN]u — Ny
Zerlege B B
G=L+F

mit L wie in (2.24) und

Ait (I + AtA)u, — ™ (uy,)), n € J
F<uJ) = s
_?7U
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AN

X

~

Abbildung 2.4: Unendlicher Schattenorbit (gestrichelt) und numerischer Orbit mit dem
Startwert uo (punktiert)

Fiir 0 <4y, 0 < At < hy folgt fiir uy,w; € Ks(0) genau wie in (2.26)
(2.29) 1F(us) = Flw,)lly < (CoAt +C18) [Juy = wylloo < qolls = wyloo,
ebenso gilt fiir max (||7s|s, ([|[7ulle)) < 6o das Analogon zu (2.27)

(2.30) 1G(O)[ly < d(q1 — go)-

Und es folgt aus Lemma 2.13 die eindeutige Losbarkeit von

G(UJ) =0
in K5(0), sowie die analoge Stabilitdtsungleichung zu (2.28):
2~ ~ 2~
(2.31) luy —willx < = [1G(us) = Glwy)l| = = [[G(ws)l.
Uil 01
Sei ug das erste Element der Folge u; = (uy)ney -
Setze u(t) = ¢'(up) . Nach der Konstruktion von G ist klar, dass gilt
u(nAt) = " (ug) = u,, Vn € .J.
Es sei jetzt At < h;.

Nun sei vy € IO((;O(O) und N := min {n > 0: &% (vy) ¢ IO((;O(O)} >0.



98 Dynamik in der Nidhe von Gleichgewichten

1. Fall: N < o0

Setze 1 := [vols, Nu = [UN]u -

Dazu gibt es eine eindeutige Losung u; € K5(0) von

i (U1 — % (uy)) n € J

G<uJ) = [UO]S — Ts = 0.
[UN]u —
(2.31) liefert dann
sup [n — PR, (w0
{n:®k ,(v0)€K 5,(0), 0<k<n}
2 ~ 2 1 At p
< = G)lly = — sup [ (Par(vn) — 9™ (va))[| < CAL.
¢ @ nes At

2. Fall: N =o0.
Setze 7, := [ug], , und es gibt eine eindeutige Losung von G(uy) = 0.
(2.31) ergibt genau wie im 1. Fall die Behauptung (2.17).

Dieses beendet den Beweis von Teil (ii). [
Bemerkungen:

1. In den beiden 2. Fillen des Beweises erhélt man mit der Projektion auf das erste
Folgenglied
II: oy — v

mit den Abbildungen
X, 3 v, — o G0y, vs) = vg

bzw. N
X, 3 v, — o G0y, vs) = vg

eine Parametrisierung der stabilen Mannigfaltigkeit des diskreten (bzw. kontinuier-
lichen) dynamischen Systems als Graph iiber dem stabilen Unterraum.

Aus dem obigen Beweis folgt dann, dass diese Mannigfaltigkeiten einen Abstand der
GroBenordnung O(A#?) haben.

2. Um die Approximation fiir den instabilen Unterraum zu zeigen, wendet man Satz
2.12 auf das zeitumgekehrte System

i = —f(u)

an.
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3 Die Approximation von Attraktoren

Wir betrachten das von @ = f(u) erzeugte dynamische System (R™ R, ,{¢'};>0) und ein
konsistentes Einschrittverfahren der Ordnung p (also gilt wieder (K)) mit zugehorigem
diskreten DS (R™ N, {®,}nen) - AuBerdem sei f gentigend glatt.

In Kapitel I, Satz 2.25 wurde gezeigt, dass unter den Voraussetzungen

(3.1) JU C R™ offen und beschriankt mit ¢'(U) C UVt > 0,

(U beschrinkt = ¢'(U),t > 0 ist beschrinkt, also relativ kompakt) das kontinuierliche
DS die Menge

(3.2) M=w(U)= ﬂ OU)={ueR":3t, — o0, up € U mit klggo O™ (uy) = u}
>0
als einen Attraktor besitzt, der U anzieht.

Das heifit

(3.3) Ve > 03t =t"(e) mit dist (o' (U),w(U)) <e Vit>t-

Es soll jetzt untersucht werden, ob auch das Einschrittverfahren einen Attraktor Ma,
besitzt und wie M und Ma; zusammenhéngen.

3.1 Existenz positiv invarianter Mengen
Der Kern des Beweises von Kap. I Satz 2.25 sind Kompaktheitsargumente, die auf der
positiven Invarianz der Menge U beruhen.

Da wir dhnliche Argumente fiir die Existenz eines diskreten Attraktors benutzen werden,
ist im ersten Schritt zu zeigen, dass es eine positiv invariante Umgebung von U fiir $a,
iiberhaupt gibt.

Satz 3.1.  Unter obigen Voraussetzungen gilt:

Es gibt ein €y > 0, so dass man fir jedes 0 < € < ey ein hg = ho(€) > 0 findet und fiir
alle 0 < At < hg ein ng = ng(At) € N mit den folgenden FEigenschaften

(3.4) Un = @2,(U)

18t positiv invariant unter ®a; und

(3.5) dist (u, M) <2e=u €U,

(3.6) dist (u,U) < =V u € Uns.

NSNS
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Abbildung 3.1: Konstruktion einer positiv invarianten Menge Ua,

Beweis: Weil M C U kompakt ist, existiert ey > 0 mit
(3.7) N(M,2¢) :={u:dist (u,M) <2} CU Ve<e.

Damit ist (3.5) gezeigt. Wegen (3.3) gibt es t* > 0 mit

€

(3.8) ©'(U) C N(M, 5) V>t

Setze T :=3t*, K := N(U,¢€) kompakt.

Wegen der Voraussetzung (K) konvergiert das Verfahren gleichméfig fiir alle w € U auf
dem Intervall [0,77], das heiBt zu ¢ >0 3 hg > 0 mit

(3.9) 0%, (1) — " (u)]] < VO<At<hy, nAt<T, uecU.

[NSNINe

Zu 0 < At < hy wiahle ng mit
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und setze

Wegen (3.9) folgt (3.6) aus (3.1), denn
vEUx=3uel, 0<k<ng mit v=>k,(u)

und daher

dist (v, U) < [|®3,(u) — 9" (u)]|
U
S

IN
M'I m

Die positive Invarianz von Upx; folgt indirekt:

Angenommen 3 v € Upy mit Ppy(v) ¢ Uny = Ju e U, 0 <k <ny
mit v = Ok, (u). Wegen 5 (u) = dpy(v) ¢ Uny folgt k=mng—1.

Es gilt aber wegen (3.8), (3.9), (3.10)

dist (Pa¢(v), M) =dist (P} (u), M)

< PR () — " (w)]] + dist (9" (w), M)

<e+e
-2 2

Mit (3.5) folgt ®a¢(v) € U C Uay, ein Widerspruch. |

Die nachgewiesene positive Invarianz motiviert nun, dass wa;(Ua;) ein Attraktor fir ®a,
ist, der Up; anzieht. Dieses wird im néchsten Abschnitt gezeigt.

3.2 Oberhalbstetigkeit von Attraktoren

Satz 3.2.  Unter den Voraussetzungen des Satzes 3.1 gibt es hg > 0, so dass fiir
At < ho

(3.11) Ma, :=wn(U) CU

ein Attraktor von ®a(+) ist, der U anzieht. Auflerdem gilt:

(3.12) dist (Mag, M) o 0.

Beweis: Seien ¢, T, ho, At und ng(At) wie im Beweis von Satz 3.1. Es gilt:
N(M,2¢) CU C Ua, € N(U, %) V0 < At < ho.

1. Schritt: N(M,e) absorbiert Ua; unter ®a.
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Wegen (3.8) gilt fir alle w e U

(3.13) dist (@™ (u), M) < vV nAt > t*.

€
2
Sei v € Up, t* <nAt < 2t*, dann Ju e U, 0 <k < ng mit
v =®k, (u) und es folgt aus (3.9) (mit 7' = 3t*) und (3.13)
dist (®%,(v), M) = dist (®x*(u), M)
<R (u) — "I ()] + dist (0P (u), M)
<e da t" < (n+k)At < 3t".

Also erhalten wir
dist (Px,(Uat), M) < e V" <nAt < 2t".

Fir N € N, NAt > t* beliebig, wihle n mit t* < nAt < 2t* und N —n > 0.
Es folgt
dist (PR, (Uar), M) = dist (PR, (PR, "(Uar) ), M)
————
(314) CUa¢ nach Satz3.1
< dist (PR,(Uny), M) <€

aus der positiven Invarianz von Un; .

2. Schritt: wAt<UAt) = wAt<U) .
Mit der im Beweis von Kap. I Satz 2.25 gezeigten Identitét (2.13)

war(U)= N U Oo,(U) folgt wegen F(AUB) = F(A)UF(B) die Gleichheit

n>0 m>n

war(Uag) = N U (I)Kt<UAt) = Ny U @Z%(‘I)'Zt(U))

n>0 m>n n>0 m>n 0<k<ng

(3.15)

=N U U o) = nou dRU) = walU).

n>0 0<k<ng m>n n>0 m>n

3. Schritt: wa(U) ist ein Attraktor, der U anzieht.

Aus Schritt 1 folgt:
war(U) C N(M,e) C U,

also ist wa¢(U) beschrankt und wegen (3.15) auch abgeschlossen, also kompakt.

Mit denselben Schliissen wie im Beweis von Kap. I Satz 2.25 folgt, dass Ma; = wai(U)
invariant unter ®,; ist und Ua; anzieht. Hieraus ergibt sich schliellich, dass Ma; ein
Attraktor ist, der auch U anzieht.

4. Schritt: Die Oberhalbstetigkeit (3.12) folgt, indem man At < hg(e) wihlt, denn
dann gilt nach Schritt 1

Ma, € N(M,e€), also dist (May, M) <e.
Da 0 < € < ¢y beliebig war, folgt die Behauptung. [ |
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Bemerkung. 1. Die Annahme ¢'(U) C U aus Kap. I Satz 2.25 wurde dort im Beweis
benutzt, um relative Kompaktheit von w(U) zu erhalten.

Hier war dies nicht noétig, da wir im endlich—dimensionalen Fall mit beschrank-
ten Mengen (= relativ kompakt) diese Voraussetzung automatisch erhalten. Dafiir
wurde die positive Invarianz von Ua; benutzt.

2. Wir haben nur
dist (Mag, M) — 0 fiir At — 0 ”Oberhalbstetigkeit”

gezeigt.
Die Unterhalbstetigkeit

dist (M, May) — 0 fir At — 0 ist im Allgemeinen falsch.

Beispiel 3.3.  (Kollabieren des numerischen Attraktors)

Betrachte das DS erzeugt von (in Polarkoordinaten)

= =gl = 1, (r) = {2 o
po=1
In kartesischen Koordinaten wu; = rcos @, us = rsin ¢ gilt
U =7 cosp —r sin p=—g(r)(r—1)%u; —us
gy = —g(r)(r — 1)uy +uy, 7% = ul + ul.

Diskretisierung mit dem impliziten Euler liefert u = ®ai(v), d.h. ausgeschrieben

(Ul) A+ (_9(7 )(T — 1) Uy — UQ) <U1)
Fiir die Quadratnorm erhdlt man

v 02 = ud + AP g(r) (r — 1) 4+ A2 ud + 208 g(r)(r — 1) u? + 2A¢ ujuy

+ 2A82g(r) (r — 1)?ugug +ui + At? g(r)?(r — 1)* u?

+ At uf — 2At uyug + 24t g(r)(r — 1)%u3 — 2A8% g(r)(r — 1) uyusy

= (L+ AL g(r)*(r = 1)* + 24t g(r)(r — 1)* + At*)(uf + u3)

= (14 Atg(r)(r — 1)*)* + At*)r?,
wobei der Faktor vor r? stetig und streng monoton in r ist.
Es folgt

2l = = vi + v3 < v%+v§.
(1+ At g(r)(r—1)%)2 + At? 14+ A2

Also konvergiert hier jede Folge gegen den Nullpunkt, und der einzige Attraktor ist nur
der stabile Fizpunkt. Aber der Attraktor des kontinuierlichen Systems ist die Einheitskreis-

scheibe (Beweis als Ubungsaufgabe). Das kontinuierliche und das diskrete Phasenportrait
wird in den Abbildungen 3.2 und 3.3 gezeigt.
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Abbildung 3.2: Phasenbild und Attraktor des kontinuierlichen Systems

Aber es gilt zum Beispiel fiir Gradientensysteme, d. h.
i = fu) mit f(u) = -V F(u),

unter gewissen Voraussetzungen die Unterhalbstetigkeit von Attraktoren, siehe [24, Kap7.7].

Eine weitere Klasse, fiir die auch die Unterhalbstetigkeit gilt, sind die exponentiell anzie-
henden Attraktoren.

Satz 3.4.  Seien die Voraussetzungen wie in Satz 3.1.

Dann gibt es hg > 0, so dass fiir alle 0 < At < hg
MAt = CUAt(U> C U

ein Attraktor des diskreten DS ®au(-) ist.

Zusdtzlich sei vorausgesetzt:

(i) es existieren Konstanten Cy,a > 0, unabhingig von At, mit

(3.16) dist (o' (U), M) < Cre™™ Vt>0
und

(3.17) dist (®%,(U), Ma,) < Cre ™A Wn > 0.
Dann gilt:

(3.18) lim dy(May, M) = 0.

At—0



Die Approximation von Attraktoren 105

Startwert u® = (0,15);At=1/40
1.5 T =T T T
_ - — — — Orbit impl. Euler
. Einheitskreis

0.5

-15 I I I I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Abbildung 3.3: Orbit des impliziten Euler-Verfahren zum Startwert (0,1.5)

Bemerkung. Setzt man zusitzlich die positive Invarianz von U bez. ®5; voraus, so
folgt dp(May, M) < CAt? fiir ein 8> 0.

Beweis: Wegen Satz 3.2 geniigt es
dist (M, Ma¢) — 0 fir At —0

7ZU zeigen.

1. Schritt: Betrachte das von At-Schritten des kontinuierlichen DS pa, = ©?! er-
zeugte diskrete DS und zeige

wU) ={ueR™: 3, = oo,u, € U mit u= lim @™ (uy)}

(3.19) oo
=wyn, (U) ={ueR":3n, = oco,up, €U mit u = klim O (ug) }-
—00

Offensichtlich gilt
wW(U) D wy,, (U).

Sei also u € w(U). Dann 3ty — oo, u, € U mit

w=lim "% (uy).
k—ro00
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Setze ny, =[], U = @A (uy) € U

Es folgt
u = lim g (ug) € we, (U).

Wegen Kap. I Satz 2.25 und (3.19) gilt
M = w(U) = we,, (U)
und es geniigt wegen Satz 3.1 den folgenden Schritt zu zeigen.

2. Schritt: dist (wy,, (U),wa(U)) — 0. Nach Numerik II und der Voraussetzung (K)
gibt es C5, L, hg > 0, so dass fiir alle 0 < At < hy gilt

"2 (1) — D%, (u)|| < Cy 2 TAP Vu € U, nAt < 2T.
Damit gilt fiir n € N mit T < nAt < 27T, wobei T' noch gewéhlt wird:

dist (p,(U),wae(U)) < dist (¢"2(U), PR,(U)) + dist (P3,(U), war(U))

< sup 0" (u) = PR (w)][ + Cy e e
ue

S CQ 62KTAtp + Cl e_O‘T.

Setze

_ In(AtP) Agp — o-lat2B)T
a+2K
und es folgt
(3.20) dist (¢k,(U), wa(U)) < (Cy + Ca)e™ " = (Cy + Cg)At%.

Sei jetzt m € N beliebig mit mAt > T, sei n € N mit m —n >0 und T < nAt < 2T,
dann folgt aus (3.20) und der positiven Invarianz von U unter ¢:

dist (oR:(U), war(U)) = dist (@a,(oR, "(U)), war(U))

3.21 o
2 < dist (A, (U), wae(U)) < (Cr + Co)Ateiar.
Wegen

(3.22) wonU) = N U &, 0) € U gh(0), VAL>0,

m>0 n>m T
== nZx;

der Stetigkeit der Distanz von einer kompakten Menge und (3.21) folgt

dist (W, (U),war(U)) < (C1 + Cs) Atatan — 0.
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