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1 Einleitung

1.1 Numerische Konzepte fiir stochastische

Differentialgleichungen

Die Analyse numerischer Verfahren fiir stochastische Differentialgleichungen erfordert,
die Begriffe Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz mathematisch préziser zu formulieren
und auf konkrete Beispiele anzuwenden. Bekannte Ergebnisse zur starken und schwachen
Konvergenz fiir Verfahren hoherer Ordnung findet man in dem Buch von Kloeden und
Platen (siehe [10]). Als Erweiterung des Stabilitatsbegriffes hat R. Kruse in seiner Arbeit
[12] die Bistabilitét eingefithrt und fiir Mehrschrittverfahren, insbesondere fiir die sto-
chastische Theta-Methode, das It6-Taylor-Verfahren und die BDF2-Maruyama-Methode
bewiesen. Dabei hat er fiir die lokale Fehlerabschétzung die stochastische Version der Spi-
jkernorm verwendet, die eine schérfere Abschétzung ergibt. Diese Resultate bilden die
Motivation dafiir, weitere Verfahren darauthin zu untersuchen, ob auf sie die Konvergenz-
und Stabilitatstheorie aus [12] anwendbar ist. In vorliegender Arbeit wird dies fiir die
sogenannten balancierten Milstein-Verfahren durchgefiihrt, die in [9] und [15] vorgeschla-
gen wurden und die im Folgendem definiert und motiviert werden.

Wir werden eine stochastische gew6hnliche Differentialgleichung, kurz SODE genannt, in

der folgenden Form betrachten

dX(t) = b°(t, X (t))dt + i b (t, X (t))dW"(t),t € [0,T], 11)
r=1 .

Dabei sind b" : [0,7] x R? — R% r = 0,...,m messbare Drift- und Diffusionskoeffizien-
tenfunktionen, W7 : [0, 7] x  — R sind reelle, unabhéngige Standard-Wiener-Prozesse,
adaptiert an eine Filtration (F);c(o,7] auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P), und
(X (t))tefo,r) ist ein reellwertiger stochastischer Prozess, der eine Losung der SODE (1.1)
darstellt. Der Prozess X (t) wird auch It6-Prozess genannt.

Im Weiteren werden wir in dieser Arbeit die It6-Taylor-Entwicklung verwenden, die mehr-

fache stochastische Integrale besitzt. Um diese Integrale zu beschreiben, bendtigen wir
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die Notation der Multi-Indizes (siehe [10, Chap.5]). Demnach haben wir fiir alle 0 < s < ¢
7t p—
Iio) - (t - 8)7

1) = (W) = W)) e N(0,t - s),

t z
r = / / AW™ ()™ (2).

Wir betrachten ein implizites Einschrittferfahren zur Approximation der Losung X (t),
das als balanciertes Milstein-Verfahren (Balanced Milstein Method (BMM)) bekannt ist

(vel. [9]):

m m
Y,=Yia+). br(ti—hY;—l)If:,)_hti + > LTt Yi—l)ff;frs
r=0 r1,ro=1

m
+ [, Vi) [ 4+ Y d (i, Vi) I ) (Vi = Vi), i = 1,0, N
r=1

(1.2)

d
fiir alle 0 < ¢t < T mit Differentialoperatoren L" = 3 br’ka%k. Die Funktionen d°, d!, ..., d™
k=1
sind d x d-matrix-wertige Gewichtsfunktionen . In folgenden Kapiteln werden wir dieses

Verfahren im Einzelnen betrachten und bestimmte Voraussetzungen annehmen, um die
Konsistenz, Bistabilitdt und Konvergenz zu beweisen. Dabei werden wir die Bezeichnun-
gen balanciertes Milstein-Verfahren und Balanced-Milstein-Verfahren (BMM) nebenein-

ander benutzen.

1.2 Motivation balancierter Verfahren

Als Néchstes wollen wir die Motivation der ausbalancierten Methoden aus [15] vorstellen.
Es ist bekannt, dass explizite numerische Verfahren fiir deterministische Differentialglei-
chungen mit steifen Anfangswertproblemen unbefriedigend sind (siehe [7]). Einerseits
wird die Anzahl der numerischen Berechnungen zunehmen, wenn wir sehr kleine Schritt-
weiten wahlen. Andererseits, wenn die Schrittweite nicht hinreichend klein ist, wird der
starke Fehler deutlich grofler sein. Fiir solche Differentialgleichungen ergeben implizite
numerische Verfahren bessere Resultate.

So wie im deterministischen Fall erwarten wir durch implizite numerische Verfahren auch
fiir stochastische Differentialgleichungen bessere Ergebnisse zu bekommen. Wir nennen
ein Verfahren deterministisch implizit, falls die Drift-Terme implizit sind, sonst sto-
chastisch implizit. Ein Beispiel von einem impliziten Drift-Term in (1.2) ist der Term

do(tifl,Y;-,l)I(té;l’tiE. Die deterministisch impliziten Verfahren (oder Drift-Impliziten-
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Verfahren) sind gut fiir steife Anfangswertprobleme mit kleinem stochastischen Rauschen
geeignet (vgl. [10, Chap.12|). Aber in den Féllen, in denen der stochastische Anteil ei-
ne wesentliche Rolle spielt, wie zum Beispiel bei multiplikativen Rauschen mit grofer
Rauschamplitude, muss man auch bei Drift-Impliziten-Verfahren eine kleine Zeitschritt-
weite wihlen. Man erwartet daher, dass in diesen Féllen stochastisch implizite Verfahren
einen Vorteil bieten.

Wir betrachten eine It6-Gleichung mit multiplikativem Rauschen:

AX(t) = o X (£)dW (), t >0 (1.3)

und mit dem Anfangswert X = z¢. Das einfachste numerische Verfahren zur Approxi-

mation der Losung der Gleichung (1.3) ist das Euler-Maruyama-Verfahren der Form
Y,=Y,1+ oY, 1AW (t;—1), (1.4)

Dabei ist AW (t;_1) = W (t;) =W (t;_1), i = 1,..., N ein Wiener-Inkrement und Yy = Xj.
Dieses Verfahren ist ein explizites Verfahren. Ein einfaches Gegenstiick zum expliziten

ist das implizite Euler-Maruyama-Verfahren der Form
Yi =Y 1 +oY; AW (t—1)

liefert jedoch explodierende Werte, da Y; = (1 — c AW (¢t;_1))"1Y;_1 und

E|(1 — AW (t;—1)) | = +00. Dennoch kann man implizite numerische Methoden fiir
spezielle Gleichungen erzeugen, wenn man sich den expliziten Verfahren héherer Ordnung
zuwendet. In diesem Sinne betrachten wir ein numerisches Verfahren der starken Ordnung
1, das als Milstein-Verfahren bekannt ist (sieche [10, Chap.10]). Es lautet fiir die spezielle
Gleichung (1.3):

1
Yi=Yi1 +oYi AW (ti1) + iazﬁ—l((AW(ti—l))Q —h), i=1,..,N,

mit Yy = X,. Hier ist h = %, N = 1,2, ..., die Schrittweite. Wir formen den stochasti-

schen Term um
1 1 1
50232-_1((AW(Q_1))2 —h) = 502E_1(AW(ti_1))2 — 5021@_1h

und erzeugen ein partiell implizites Verfahren, indem im letzten Term Y;_; durch Y;

ersetzt wird:

0_2 0—2
Y=Y 1+ (UAW(tifl) + ?(Aw(tifl))Q)Yifl - ?Yih, i=1,...,N.
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Dann erhalten wir

2 2
(1+ %h)Yi =Yi1+oYi 1AW (tio1) + %E—I(Aw(ti—l))2a i=1..,N (L5

und jetzt gilt E|(1+ %Qh)_l\ < 00. Dieses Verfahren ist identisch mit dem Verfahren, das
in [10, Sec.10.7]angegeben und durch Anwendung auf die Stratonovichschen Gleichung
abgeleitet wird. Die numerische Approximation, die durch dieses Verfahren beschrieben
ist, konvergiert zur exakten Losung mit starker Ordnung v = 1 (vgl. [15, Th.2]). Wir
beachten, dass kein Zufallsterm dieses Verfahrens implizit ist.

Wir interessieren uns fiir die ganz implizite Verfahren, die stark konvergieren und im-
plizite Zufallsterme erlauben. Einer solchen Methoden wurde in [15] vorgeschlagen und
als “ balancierte Methode ” bezeichnet. Fiir die Gleichung (1.3) nimmt das einfachste

balancierte Verfahren, das auch als BIM genannt wird, die folgende Form an (vgl. [15,
Sec.2]):

Yi=Yi 1 +oY, 1AW (i) +o(Yion = Y)|[AW (ti1)], i=1,...,N (1.6)

mit Yy = Xo und AW (t;_1) ist wie in (1.4).

Die numerische Positivitat eines stochastischen Prozesses wird zum Beispiel in der Fi-
nanzmathematik sehr geschétzt. Durch die Einfiihrung zusétzlicher Kontrollterme in die
Verfahrensfunktion des Euler-Maruyama-Verfahrens kann der Effekt der Brownschen Be-

wegung in die falsche Richtung (negative Richtung) ausbalanciert werden(vgl. [8]).

sigma=4, h=0.1
T T T

T
exakt
— + — Euler
— 6 -BIM ||
BMM

X(®)

. . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abbildung 1.1: Exakte Losung und numerische Resultate fiir (1.3).

In den Abbildungen 1.1 und 1.2 sieht man das Verhalten des expliziten Euler-Maruyama-
Verfahrens (1.4), BIM (1.6) und BMM (1.2) zur exakten Losung der Gleichung (1.3) mit
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sigma=4, h=0.01
3 T T

exakt
— + — Euler
— © —BIM

BMM [1

X(®

Abbildung 1.2: Exakte Losung und numerische Resultate fiir (1.3).

zweil verschiedenen Schrittweiten und dem Parameter o = 4. Es ist offensichtlich, dass
fiir grofe o das Euler-Maruyama-Verfahren, im Gegensatz zum BIM und BMM, bei der
groben Schrittweite h = 0.1 grofe Fehler aufweist.

Einerseits vermeidet das balancierte implizite Verfahren die groften Fehler fiir grofe Wer-
te von h. Andererseits fiir h — 0 hat dieses Verfahren nur die Konvergenzordnung % (vgl.
[15, Th.1]). Unser Ziel in dieser Arbeit ist zu beweisen, dass das balancierte Milstein-

Verfahren eine hohere Konvergenzordnung besitzt.

1.3 Zu den Inhalten dieser Arbeit

In dieser Arbeit werden wir, basierend auf den Verdffentlichungen [12] von R. Kruse, [9]
von C. Kahl, H. Schurz und [15] von G. Milstein, E. Platen, H. Schurz, das It6-Taylor-
Verfahren und das Balanced-Milstein-Verfahren (BMM) auf Konvergenz untersuchen.
Im Kapitel 2 stellen wir eine allgemeine Form eines k-Schrittverfahrens dar und definieren
fiir Gitterfunktionen mit Werten in L?(2, R) die Maximumnorm || - ||o 5, und die stochas-
tische Version || - |1, der Spijkernorm (siehe [12]). Hier werden die Begriffe Konsistenz,
Bistabilitdt und Konvergenz eingefiihrt. Zum Schluss beweisen wir einen Aquivalenzsatz,
mit dem wir die Konvergenz beweisen.

Kapitel 3 befasst sich mit den numerischen Verfahren fiir stochastische Differentialglei-
chungen und deren Konsistenz. Hier werden wir zwei numerische Verfahren betrachten:

das Ité-Taylor-Verfahren und das balancierte Milstein-Verfahren. Wir diskutieren die
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Lipschitz-Bedingungen an die Koeffizientenfunktionen, die wir spéter fiir den Beweis der
Konsistenz und der Bistabilitdt brauchen (vgl. [12]). Das Balanced-Milstein-Verfahren
werden wir in eine explizite Form umschreiben (vgl. [9]). In der lokalen Konsistenzfehler-
abschitzung wird die stochastische Spijkernorm angewendet. Durch diese Abschétzung
bekommen wir fiir das Balanced-Milstein-Verfahren die Konsistenzordnung mindestens
1.

Im Kapitel 4 werden wir uns mit der Bistabilitiat der beiden Verfahren beschéaftigen. Wir
fiihren eine Lipschitz-Typ-Bedingung fiir die Inkrementfunktion ein und zeigen, dass das
It6-Taylor-Verfahren und BMM diese Bedingung erfiillen. Wir beweisen einen Satz mit
beidseitigen Fehlerabschatzungen bei der Konvergenz.

Im Kapitel 5 werden wir einige numerische Beispiele fiir stochastische Differentialglei-
chungen untersuchen. Hier betrachten wir nichtlineare SODE. Wir werden das Verhalten
der numerischen Verfahren fiir verschiedene grofse Werte von o betrachten, und den Kon-
vergenzfehler testen.

Der Appendix enthélt einige Aussagen und Sétze aus der stochastischen Analysis, die in

dieser Arbeit benutzt werden.

Diese Masterarbeit wurde nach Abgabe redaktionell tiberarbeitet.
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2 Einfihrung

2.1 Allgemeine Form eines k-Schrittverfahrens

Beginnen méchten wir mit der Betrachtung einer stochastischen gewdhnlichen Differen-
tialgleichung (SODE) der Form

dX(t) = b2(t, X (t))dt + Zm:b’”(t,X(t))dWT(t), t € [0,T), )
r=1 1

X(0) = Xo,

wobei b : [0,T] x R? — R% 7 = 0,...,m messhare Drift- und Diffusionskoeffizien-
tenfunktionen sind, W" : [0,7] x € — R sind reelle, unabhéingige standard Wiener-
Prozesse, adaptiert zur Filtration (F;);c[o,7) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
und (X (t));c(0,m) bezeichnet eine Losung der SODE (2.1). Insbesondere nehmen wir an,
dass die folgende Bedingungen gelten

(A1) Xo: Q — R? ist eine Fo-messbare und R%-wertige Zufallsvariable, die

E(|X0|?) < oo erfiillt.

(A2) Es existiert eine Konstante K > 0 so, dass

0" (t, )| < K(1 + |z]),
’br(t7l‘) - br(t7y)’ < K’H} - y’

fiir alle z,y € R% ¢ € [0,T] und r = 0, ..., m gilt. Hier bezeichnen wir mit E den Erwar-
tungswert beziiglich P und mit |- | die Euklidische Norm in R?. Aus (A1) und (A2) folgt
die eindeutige Existenz der starken Losung X () von (2.1) (vgl. [4, Th. 7.4]), das heifst, es

existiert ein eindeutiger, P-f.s.-stetiger und (F3),c(o,r-adaptierter Prozess X, der erfiillt

X(t) :Xo+/0 bo(s,X(s))ds+Z/0 b (s, X (s))dW" (s) (2.2)
r=1
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P-f.s. fiir alle t € [0, 7] und

T
E(/O | X (5)|2ds) < o0.

Im Folgenden fiihren wir eine allgemeine Form eines numerischen k-Schrittverfahrens
zu (2.1) ein.
Sei h = % die Schrittweite des dquidistanten Zeitgitters 7, = {t; = ih|i = 0,..., N}. Uns

interessiert ein lineares stochastisches k-Schrittverfahren in folgender Form:

Vi=Xii=0,.. k-1,
k

v .
E aj}/i-i-j—k :q)h(th}/i—kr”)}/;a(-[a-” k)aG.AJ.] = 17"‘7k)7
Jj=0

wobei ai,...,a; € R,a; # 0 und die Anfangswerte X;,4 = 0,....k — 1, Fi,-messbare,
quadrat-integrierbare Zufallsvariablen sind. Die Funktion ®;, : [0, 7] x R*+Dd 5 REAL
R? ist eine Inkrementfunktion und I’ - ein I-faches iteriertes stochastisches Integral. Ein

einfaches Beispiel fiir ein k-Schrittverfahren ist das Fuler-Maruyama-Verfahren: k = 1,

YE) :X07
m
Yi— Y =000, Yio)h+ > b (61, Vi), i =1, N,

r=1

mit stochastischen Inkrementen Iéi) = W"(t;) — W"(ti—1). Es ist bekannt, dass dieses

Verfahren die starke Konvergenzordnung v = % hat (vgl. [10, Th. 10.2.2]).

Wir definieren durch G, := G(73,, L*(Q, F, P,R%)) die Menge aller adaptierten Gitter-
funktionen mit Werten in L?(Q) := L?(Q, F, P,R%). Das heifit, fiir ¥}, € G, folgt, dass
Y}, (ti) quadrat-integrierbare und F;,-messbare Zufallsvariablen sind (i = 1, ..., N},). Dabei
haben wir die Verkniipfung G, mit den Normen (vgl. [12, Sec.1]):

1
[¥allo = [E( max, |V (t:) )], (23)
k—1 A .
¥l -1 = 37 Vi)l + [ECmax |50 Vi) ). (24)
=0 == =k

Hier ist (2.4) die stochastische Version der Spijkernorm. Wir bezeichnen die Banachréu-

me (G, || - [lo,n), (Gn, || - [|-1,p) mit Ep und Fj,.
Sei Ay, : By, — Fj, gegeben durch
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Yi(ti) — X5i=0,...,k—1,

[ApYR](ti) = ¢ & . .
ajYn(tipj—k) — @n(ts, Ya(tizk), -, Yn(ti), Ia™ " " )ay)ii =k, ..., N.

Jj=0

Falls X} die Gitterfunktion ist, die durch das k-Schrittverfahren erzeugt wurde, dann
folgt (vgl. Sec. 2 in [12])

Ap X, =0¢€ Gy
Ay, ist wohldefiniert, falls
(Dh(th Yh(ti—k)u ceey Yh(tl)a (I(il)aEA) € LQ(Qv ftiv P) Rd)

gilt.

Definition 2.1.1. Das k-Schrittverfahren (Ap)nso ist konsistent der Ordnung v > 0,
falls eine Konstante C > 0 und eine obere Schrittweitenschranke h > 0 existieren, so

dass

|Apryy X[ -1n < CRY (2.5)
fiir alle Zeitgitter 7, mit h < h gilt.

Dabei bezeichnet TEX die Restriktion der exakten Losung X auf das Zeitgitter 7y,
also [rPX](t;) = X(t;). Die linke Seite von (2.5) heilt Konsistenzfehler, wo die sto-
chastische Version der Spijkernorm (2.4) verwendet wird. Als Néchstes definieren wir
Bistabilitat.

Definition 2.1.2. Das k-Schrittverfahren (Ap)p>o heifit bistabil beziiglich der Normen
I llons I | =1,n, wenn Konstanten Cy1, Cy > 0 und eine obere Schrittweitenschranke h > 0
existieren, so dass die Operatoren Ay, : By, — Fy, bijektiv sind und

Cil|ARYn — AnZp|| =10 < |Yn — Zhllon < Col|AnYn — AnZp||-1n (2.6)

fiir alle Yy,,Z), € Ey, und fir alle Zeitgitter T, mit h < h gilt.

Wenn nur die rechte Seite der Ungleichung (2.6) gilt, dann sagt man, dass das k-

Schrittverfahren stabil ist. Spater werden wir sehen, dass Konsistenz und Stabilitat hin-
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reichend sind, damit das k-Schrittverfahren (Ap)n~o konvergiert.

Definition 2.1.3. Das k-Schrittverfahren (Ap)n=o heifit konvergent der Ordnung v > 0,
falls eine Konstante C > 0 und eine obere Schrittweitenschranke h > 0 existieren, so

dass die Operatoren Ay, : Ep — Fy, bijektiv sind und

|Xn =8 X o < Ch (2.7)

fiir alle Zeitgitter m, mit h < h gilt.

Hier bezeichnen wir mit X}, die Losung der Gleichung A, X}, = 0. Zum Schluss dieses

Abschnittes fiihren wir noch eine Bedingung ein.

(C1) Die Anfangswerte sind konsistent der Ordnung +, d. h., es existieren Konstanten
C > 0und h > 0, so dass fiir alle h < h

N _ X, < Y
s [1X(0) ~ il < OB

wobei )NQ Q0 — Rd,fti—messbar sind.

Satz 2.1.4. Wir nehmen an, dass das k-Schrittverfahren (Ap)p>o bistabil ist. Dann fiir
v >0 st (Ap)n>o genau dann konsistent der Ordnung -y, wenn (Ap)pso konvergent der
Ordnung ~y ist. Auflerdem existieren Konstanten C1,Co > 0 und eine obere Schrittwei-

tenschranke h > 0, so dass

CullApry X\ —1n < 1Xn = rF Xlon < CallAprf X || =1, (2.8)

fiir alle h < h gilt, wobei X, € Ej die Gleichung Ap Xy, = 0 erfillt, und er die
Restriktion der exakten Losung X auf das Zeitgitter T, ist.

Beweis: Da (A},),>0 bistabil ist, existiert eine obere Schrittweitenschranke A > 0, so
dass fiir alle h < h die Operatoren Ay, : Ej, — F}, bijektiv sind. Damit existiert eine ein-
deutige Gitterfunktion X;, € Ej, so dass ApX;, = 0 gilt. Wir wenden (2.6) mit Y, = X},

und Zp, = rf X an. Somit erhalten wir

Crl|lAnXn — Aprf X || —ip < 1 Xn — 1 Xlop < C1l|AnXn — Aprg X || —1n-
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Da X}, die Gleichung Ay, X}, = 0 erfiillt, bekommen wir (2.8).






3 Numerische Verfahren fur SODE

3.1 Das It6-Taylor-Verfahren

In diesem Kapitel werden wir die numerischen Verfahren hoherer Ordnung anschauen
und die Konsistenz dieser Verfahren beweisen. So wie in [10, Chap.5| betrachten wir

zuerst die endliche Menge von Multi-Indizes fiir v € {§|n € N}

A, = {a = (J1, )| 1 <l(a) + n(a) < 27y oder I(a) = n(a) =7+ %} (3.1)

Hier bezeichnen wir mit n(a) € N die Anzahl der Indizes mit ; = 0. Dann ist das

Ito-Taylor-Verfahren der Ordnung ~ durch

Yo = Xo,
Y, Y= faltion,Yi)Ii, 1<i< N
a€Ay

gegeben. Dabei sind die Koeffizientenfunktionen f, : [0, 7] x R? — R durch

fa<t; .%') = (le o -lef)(t,.%')

definiert. Die Differentialoperatoren L™ haben die Form
1 d m
0 K 7‘1 T
- pri 2
. 0
:me ,r=1..m
; Oz;
=1

wobei ™ die i-te Komponente der Koeffizientenfunktionen b" bezeichnet. Hier betrach-
ten wir ein explizites Einschrittverfahren.

Das It6-Taylor-Verfahren wird durch die It6-Taylor-Entwicklung konstruiert, die folgende
Form hat (vgl. [10, Sec.5.5])
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X(t) =X(tic)+ > faltict, X(t)IE+ Y Talfal X()IE L i=1,., N,

acA, a€B(A,)
(3.2)

mit den Multi-Indizes o = (ju, ..., ji), hierarchischer Menge A, und entsprechender Rest-
menge B(A,). Fiir « € A, ist der stochastische Zuwachs I durch ein [-faches iteriertes

stochastisches Ito-Integral gegeben:
t; s1 Si—1 ) )
Ifxi :/ / / dWJl(Sl)'”dWJl(Sl)aj’i € {Oaam} (33)
ti—1 Jti—1 ti—1

mit dWO(s) = ds.

Das It6-Taylor-Verfahren besteht aus der Summation iiber alle Multi-Indizes der hierar-
chischen Menge. Die Summation iiber alle Multi-Indizes von der Restmenge bestimmt
die Konvergenzordnung des Verfahrens. Das Milstein-Verfahren ist ein Beispiel eines It6-
Taylor-Verfahrens mit der Konvergenzordnung v = 1. Fiir dieses Verfahren ist die hier-

archische Menge A; durch
AJZ{aEA:1§K®+4mmSQ}z{@LO%mmm@Jyﬁjzlwwm} (3.4)

gegeben, wobei A die Menge aller Multi-Indizes ist. Im Weiteren benétigen wir die fol-

genden Bedingungen:

(A3) Die Koeffizientenfunktionen b” der SODE (2.1) seien hinreichend glatt, so dass
die Funktionen f, existieren und fiir jeden Multi-Index o € A existiert eine Konstante
Ly > 0 mit

|fa(t,il,') - fa(t,y)| < La|$ - y|’
| fa(t, )] < La(1 + |z]),

fiir alle 2,y € R? und ¢ € [0, T]. Hier ist & = (jy, ..., 5;) € {0, ...,m}! der Linge I.

(C2) Fiir alle o € B(Ay) gilt

T
| Bl X()P)ds < .
0
wobei B(A,) eine Restmenge der Ito6-Taylor-Entwicklung ist, gegeben durch

B(A’Y) = {Oé = (jla "'7jl) | jl = 07 sy My & ¢ "4'77 (ij "'7jl) € A’Y}
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(vgl. [10, Chap.5.4]).

3.2 Konsistenz des It6-Taylor-Verfahrens

Im folgenden Abschnitt beweisen wir die Konsistenz des [t6-Taylor-Verfahrens. Wir wah-
len v € {§|n € N} so, dass die alle Bedingungen (A1), (A2), (A3), (C1) und (C2) erfiillt

sind. Fiir die Konsistenzfehlerabschétzung bendtigen wir das folgende Resultat aus [10].

Satz 3.2.1. Unter den Bedingungen (A1), (A2), (A83) gilt die folgende Ito-Taylor-
Entwicklung

X(ti) = X(tim) + Y faltion, XE—)IE+ Y Talfal XC)E (3.5)

acAy a€B(A,)

fiir alle i =1, ..., N, wobei fiir o = (j1, ..., ji) € B(Ay)

Ia[fa(HX('))]Z—l - /tZ /t.SI h ./t.SZ_l Jfa(st, X(Sl))dwjl(sl) - 'del(Sl)'

Dieser Satz findet sich mit Beweis in [10, Chap. 5, Th. 5.5.1]. Weiter beweisen wir

ein Lemma, das wir spater im Beweis der Konsistenz brauchen.

Lemma 3.2.2. Es sei f: [0,T] x Q — R? ein stochastischer Prozess, dessen iteriertes
Ito-Integral 1,[f()]L fir alle 0 < s <t <T existiert. Wenn

t
[ B P < .
dann gilt

t
E(|La[f()51%) S/ E(| f(u)?)du(t — s)/ (i)t (3.6)

S

fir alle 0 < s <t <T und alle Multi-Indizes a.

Beweis: Der Beweis wird induktiv durchgefiihrt.
Fir [(a) = 1 folgt o = (j1). In dem Fall j; # 0 wird die Ungleichung (3.6) durch die

Ito-Isometrie zu einer Gleichung:
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t
E(Lalf()][?) = / E(|f (u) 2)du

denn {(a)+n(a)—1 = 0. Im Falle j; = 0 bekommen wir nach der Jensenschen Ungleichung

I/f )dul?) - ”/ (1f

Sei jetzt [(a) > 1 mit o = (J1, ..., j;). Zuerst betrachten wir den Fall j; = 0. Es folgt, dass

E(|1.(f (| / / / F(s)dW (s7) - AW (1) )
=dsq
etk / O e [T raw () awi o) s

<t—s>/ E(La[f ()3 2)ds1,

wobei & = (j1, ..., j;—1) mit der Lange I(&) = (o) — 1,n(a) = n(a) — 1.
Aus der Induktionshypothese folgt, dass

BLIORP < [ B(f@P)du(s — @@
= [ B Paue — sy

Wir setzen das letzte Resultat in die obige Gleichung ein und erhalten

E(|1a [f( (t—s / / (|f (u S)Z(a)+n(a)_3d31
< / E(| f(w)|?)du(t — s)H)H+n(@)-1,

Wenn j; # 0, dann erhalten wir mit der It6-Isometrie

E(|L[f())51%) =/ E(Half ()] P)ds1, (3.7)

wobel & = (j1, ..., j1—1) mit [(&) = (o) — 1 und n(&) = n(«). Durch die Anwendung der
Induktionshypothese erhalten wir
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E(|Za[f()13H%) / E(| 2)du(s; — s)l(@Fnle)=1

t
/ ]E t S)l(a)-{—n(a)—Q‘

Dieses Ergebnis setzen wir in (3.7) ein:

E(| Lo // (1f () B)du(t — )@ +n(@)=2

§/ E(|f(w)]?)du(t — s)H @) Fn@-1

was die Behauptung in (3.6) bestéatigt.
O

Im Folgenden weisen wir die Konsistenzfehlerabschiatzung (2.5) fiir das Ito-Taylor-

Verfahren nach:

- ‘ 2\ 2
JAFTS1EX | = 1X(0) = Koll 2oy + (B( max | S(ai™rfX)e)] )" (38)

Hier wird die stochastische Version der Spijkernorm (2.4) verwendet. Der erste Summand
von der rechten Seite (3.8) ist nach der Bedingung (C7) konsistent. Es soll nur noch der

zweite Summand abgeschétzt werden:

(5( ms \i[AiTSer](tj)\z)%

1<i<N

N—
N—
[N

- (e (I%IZ ~ Xl = Y faltyr Xt

€Ay
- (£ |1 S s xon )’
=N 1a€B(A7)
3> (Q%!ZI o xl[)
a€B(A,)

Hier haben wir den Satz 3.2.1 und die Dreiecksungleichung angewendet. Da die Rest-
menge B(A,) endlich ist (vgl. [10, Chap.5]), reicht es jeden Summanden separat ab-
zuschétzen. Als Erstes betrachten wir alle Multi-Indizes a € B(Ay) mit der Léange
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I =1(a) =n(a),d. h., a =(0,...,0). Dann erhalten wir mit der Jensensche-Ungleichung

(1%\21 ot X )

E tj 2
~o( > [ / ottt as)

(l—l)—Integrale

= E(lglzzgv ‘ Z 0 _11)' tti fa(s, X (s))(t; — 5)!—1d5‘2>
2
< <(l—11)‘) 1I<nza<)]<vzh2/ fa(s, X (s ‘ ’tj —s‘ s)
<h2(l 1

§< : ) Tz/t] ) ‘faSX( ))‘2>dsh2’—2
((1—11)!>2T/0TE<

Nach der Definition von A, und B(.A,) (siehe (3.1) und Bedingung (C2)) bekommen wir
o € B(Ay) mit I = I(e) = n(a) nur dann, wenn [ = {(a) =y + 1 oder | = l(a) =y + 3.
Also, h'=1 = O(hY).

Jetzt schitzen wir den Summanden mit allen Indizes a € B(A,) ab, so dass n(a) < l(a).

fa(s,X(s))‘Q)ds p2-2.

<o

In diesem Fall muss man beachten, dass

E(Llfol- XO)_ 17 ) =0

fiir alle ¢ < j (vgl. [10, Lemma 5.7.1]) gilt, wie wir im Folgenden zeigen.
Fiir j; # 0 erhalten wir

t
/] / / w0, X (s0)) W3 - AWE|F, ) =0,
tj—1

(vgl. [10, Chap.5]). Fiir j; = 0 bekommen wir

// / (51, X (s))dW3r . .dW§;|ftH)
/ / / (50, X (1)) AW AW |F,, )dsl,

da dW0 = ds gilt. Das setzen wir iterativ bis zu einem Index j; # 0 fort mit j, = 0 fiir
s g J J
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1<v <l
Daher ist (S;)i=1,.. n mit

%
t .
Si = Z Ia[foz('7 X('))]t;_l
j=1
ein diskretes Martingal. Weiterhin bekommen wir durch das Lemma 3.2.2 folgende Ab-
schéitzung:

tj

Lolfal X O, folu X@)| Jdu  (39)

2 L[l
E( >§hl<)+<)1/tjE<

fir alle j = 1,...,N. Durch das Anwenden von Doob’s-Martingal-Ungleichung (siehe
Lemma 6.1.1) folgt

1

)

2
fa(u,X(u))‘ >duhl("‘)+”("‘)_1.

IE( max )Zi:fa[foc("X(’))]Z1
= 1

2\ (3.9) T
) [

Aufgrund der Definition von A, und B(A,) gilt auch in diesem Fall, dass I(«)+n (o) —1 >

2. Folglich haben wir bewiesen, dass unter den gegebenen Bedingungen das It6-Taylor-

9 N
) <4E(| D Lalfal X
j=1

tj

Ia[fa('v X('))]tj,l

:4%1@(

Verfahren konsistent der Ordnung ~ ist.

3.3 Balanced-Milstein-Verfahren und dessen Konsistenz

In diesem Abschnitt betrachten wir ein implizites ausbalanciertes numerisches Einschritt-
verfahren hoherer Ordnung, das als Balanced-Milstein-Verfahren bezeichnet wird. In dem
Verfahren werden zwei Methoden kombiniert. Eine davon ist das explizite Milstein-
Verfahren und die andere ist das implizite ausbalancierte Verfahren (BIM). Dann hat
das Balanced-Milstein-Verfahren fiir die stochastische Differentialgleichung (2.1) folgen-

de Form:

Yi=Yii+ Y faltic, i) i7"
acAy

m (3.10)
+ (do(ti—h 5@—1).7;651’“ + Z d"(ti—1, }/;—1)-78;37&') (Yie1 = V),
r=1
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mit Koeffizientenfunktionen f, : [0,7] x R? — R? und hierarchischer Menge A; wie in
(3.4). Die Funktionen d°,d!, ...,d™ sind d x d-matrix-wertige Gewichtsfunktionen.

Das Balanced-Milstein-Verfahren kann man auch in durchmultiplizierter Form darstellen:

Yi=Yia+ M7 faltion, Vi) Ia ™", (3.11)
acAq

m
mit M; = T+d°(t;_1, Yi,l)lfgl’ti +7"21 d"(t;—1, }/},1)]8;})’”. Ab diesem Schritt betrachten

wir BMM in der expliziten Form. Um die nachfolgende Beweise zu vereinfachen werden
wir annehmen, dass die Gewichtsfunktionen d" Konstanten sind.
Im néchsten Satz wird die Konsistenz des Balanced Milstein-Verfahrens erldutert. In dem

Beweis benétigen wir noch folgende Bedingung (vgl. [9, Sec.2.1])

(C8) Fiir die gegebenen d” € R4 r = 0,...,m existiert eine reelle Konstante

Ky > 0, so dass
|Mi71| < Ku

gilt.

Satz 3.3.1. Unter den gegebenen Bedingungen (A1), (A2), (A3), (C1) und (C3) ist das
Balanced Milstein-Verfahren (3.11) konsistent der Ordnung v = 1.

Bevor wir die Konsistenz beweisen, betrachten wir folgende Lemmas (vgl. Lemma
2.8.1in [9]):

Lemma 3.3.2. Angenommen 0 <t — s < 1. Dann ezistiert fir alle o, € Ay \ {(0)}

und p = 1,2, ..., eine reelle Konstante K so, dass
2 /
B[(121) "] < Kt — P, o o' € 4\ {(O)). (3.12)
gilt.

Beweis: Der Beweis stiitzt sich auf den elementaren Beziehungen zwischen den bi-

nomischen Formel, dem Fakt, dass

2n

EM = (2n — 1)llo™", (3.13)

gilt (siehe unten (3.15)), wobei & € N(0,02) mit 02 =t — s ist (vgl. [1, Satz 7.1.2]) und
Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
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Seien AWJ = Wi(t) — W(s) und h =t — s < 1 fiir jedes s < t gegeben. Die folgenden
Rechnungen benétigen wir fiir den nachfolgenden Beweis. Sei o € A \ {(0)} mit der
Lange l(a) = 1, also, a = (3), i = 1,...,m. Es gilt nach (3.13)

o{()") - [()
=[] =

=(2p— DI, p=1,2,...,
wobei
E[(AW)?] = (2p— DIAP = (2p—1)(2p—3) - ... - 3- 1 - (t — 5)P (3.15)

fir alle p € N gilt. Weiter betrachten wir den Fall fir « € A; \ {(0)} mit der Lange
l(ar) = 2. Sei @ = (4,7) mit ¢ = 1,...,m. Es gilt nach binomischer Formel und (3.13) fiir
p=12 ..

k=0
3 . (3.16)
B 2% ;::0 (if) (_1)kth[(AW’)2(2P—k)]
1 (2
T par (:) (—D*2(2p — k) — 1)K

Sei « = (i,7) mit ¢ # j, i,j = 1,...,m. Es folgt mit der Burkholder-Davis-Gundy-
Ungleichung (siehe Lemma 6.1.2 in Appendix)

el() ") =5[( [ [ awerawio)”]
< KBDGE[</St(Wi(Z) - Wi(3)>2dz)p]

< Kppeh?™! [E[(Wi(z) - Wi(s))%] dz

< KBDthl/ (2p — Dz — s)Pdz
t— s)ptl

< Kppch?~'(2p —1 !!(7

S KBD@ (2p ) p+1

2p — !
< (f)—i-l)KBDGhQP’ b= 1727 ey
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wobei Kpgpg die Burkholder-Davis-Gundy-Konstante ist.
Jetzt betrachten wir die Ungleichung (3.12) fiir alle o, o € A; \ {(0)} mit o = (j) und
o =), j#1, 4,1 =1,...,m. Es folgt nach (3.14) und (3.16) fiir alle p = 1,2, ...,

[ (55115) "] = e[ (awe (1w 1))
- g () e (cawy - )"

2p
1 2p & 9
— 1\'RP _ — — 1 \NAQ=P
= 535 (2 = lth kzo <k>( DF@R2p — k) —1)h
_ th(l(a)+l(a’))’

22p

mit K = 2z D! Z( )( 1)*(2(2p — k) — D). Fiir den Fall j = und j,1 = 1,..

erhalten wir

[(1grcty) ] = | (o T

- g (y - awn)
= [2 () Coreamyonianey

) [ (Awd)2erpE]

=0
( ) (2(3p — k) — 1)!R3P
)+i(a

,))7 b= 1727 ceey

2p
DY
k=0
2p
DY
k=0
KhpUa

2p 2
mit K = 2%? > 5 (—=1)k(2(3p — k) — 1)!!. Weiter betrachten wir die Ungleichung

(3.12) fiir alle o, o/ € A1\ {(0)} mit a =o' = (1,1), I=1,....,mund p=1,2,...,. Es gilt
nach (3.16)

s (#i i) ] = £l (1)) ]

1 i 4p k 4
= QTpZ . (=1)*(2(4p — k) — 1)!1R* (3.18)

k=0
_ th(l(a)+l(a’)) ’
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k
fiir l #£1,7 mlt l,i,7 =1,...,m erhalten wir mit (3.16) und (3.17)

B (o)) =2 [ (1) e[ (75) )

(2p — 1! Zp: ( ) (2(2p — k) — DUKgpgh®® (3.19)

= 92(p 1 1)
pp+ =
— g hPUa)+ ( N p=1,2

4
mit K = 55 Z < p) (=1)*(2(4p — k) — 1)!. Wegen der Unabhiingigkeit der Integrale

/\

g eaey .

2p

In diesem Fall ist K = 2(225(172;) kZ:O

(—=1)*(2(2p — k) — ) Kppg. Hierbei ist Kppa
die Burkholder-Davis-Gundy-Konstante. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Aussage von
Lemma 3.3.2 fiir alle a, o/ € A; \ {(0)} mit o« = ([,1) und o/ = (i,7) fiir l =i # j
oder I = j # 1, [,i,j = 1,...,m gilt. Aufgrund der Symmetrie betrachten wir nur einen
von beiden Féllen. Sei | = i # j. Es gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und

Abschétzungen (3.18),(3.19)

o)) = el(r) ) el ")
(

1 X (4 1
< (5w (: (—1)*(2p — k) — )1
k=0
(2p— 1) <& [2p L
8 (22p(p+ 1) kzo (k) (=1)"*(2(2p — k) *1)”KBDGh4”)

k=0

mit K = —W( 5 (t’) (—1)%(8p — 2k — 1)!!)5( > <2p> (—1)*(4p — 2k —

[V

1)! ) Daraus folgt die Aussage des Lemmas 3.3.2.

Das folgenge Lemma wird in mehreren Abschitzungen verwendet.

Lemma 3.3.3. Es sei (F})j=1..n eine Folge von Zufallsvariablen mit Fj € L*(€, Fi;, P; R%).

Dann ist die Summe

_ i [Fj _ E(Fj\ftj_l)}, k=1,.. N
j=1
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ein diskretes Martingal und es gilt die Abschdtzung

o | 0f) <25 () 25 ey [ S (e ) a0

Beweis: Nach den Eigenschaften der bedingte Erwartung gilt fiir jedes k& > [

E(GilF, ) = E(zk: 55 —E(BIF, ) |17 = iE(Fj —E(F\F, ) Fu)
E(F, - k

(75 ~E(F3\F, 0 )17 +j§1E(Fj ~E(F)|F, ., )I17)
(

Il
MN

<.
Il
—

k

E(F; — E(E‘ftj,1)|ftl) + Z E<Fj|]:tz) _E<E(E‘ftj—1)|ftl)

j=l+1
=E <Fj‘]'—tl>

I
MN

.
Il
-

I
'M“

F— E(Fﬂftﬂ) e

<
Il
—_

Daher ist G ein diskretes Martingal. Weiter gilt es
5[)
B max, Z
2
< L | Fy
<28 e | Z 7 -E(m17)]]) (3:21)

o S (e, )

Hier wurde die Formel (a + b)? < 2(a? + b?) angewendet. Da der erste Term ein diskretes
Martingal ist, erhdlt man durch Doob’s-Martingal-Ungleichung (siehe Lemma 6.1.1 in
Appendix) und Martingaleigenschaften

Z_; [Fj —E(FﬂftH)HQ)
< SE(‘ i [Fj - E(Fj‘fff—lﬂ ’2)
U (|5 -2(ri7,)))

Jj=1

[
™M=
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(x5, ). B(R)), )

i<k

Da im letzten Summanden die beiden Terme orthogonal zueinander sind, folgt fiir j < &

o((r 55175 (mi7)), )
s(o((rs - 2(ri7,) B0 7))
s((r - 5{in ) £ (), )

=0.

Weiter benutzen wir die Aussage, dass

E(‘E<X|ftj71>‘2> < E(‘X‘Q), j=1,..N (3.22)

gilt und erhalten

)
< 16ﬁ:E<(Fj‘2) + 16ﬁ:E<’E(1~}|fm)
D

siE(‘Fj ~E(FlF, )

j=1

)

F;

gwéx&((gf).

Also, es entspricht zusammen mit (3.21) der Ungleichung (3.20).

Beweis von Satz 3.3.1 Nach der Definition 2.1.1 folgt

D=

JAFMMEX 1 = X (0) = Koz + (E (1ga<>§v1ZABMM xX1)]))" 3:23)

Hier wird die stochastische Version der Spijkernorm verwendet. Der erste Summand

der rechten Seite (3.23) ist nach der Bedingung (C1) konsistent. Daher schétzen wir nur
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den zweiten Summanden ab, indem wir das Milstein-Verfahren dazwischen setzen:

(E<ﬂ5§%’§:MfMMfEXK@ﬂ3>é
=t
- (E( max ‘i [X(tj) X(tjo) = D faltj, X (L) Id ™

j=1 ac Ay
)’

)Y faltyn Xt 0) 18]
g 3 K00~ - 32 it ]

j=1 ac Ay
)’

_ ti—1,t5
%\Z U= Y Faltyor, X )

(
( a€A;

( )
(

)

~ (B max, ]Z S Llfal X

i
_ ti—1:t;
25 [ 2005 T Al X

j=1 acA

)

Hier wurde die Dreiecksungleichung und Satz 3.2.1 angewendet. Im Abschnitt 3.2 wurde
schon gezeigt, dass fiir jedes o € B(A;1)

(5( e ZI ol XOD

gilt. Daher muss noch der letzte Summand abgeschatzt werden. Wir fiithren die Differenz

I-M j_l auf einen gemeinsamen Nenner
I- M = (doh n Zdl IG5 ) -1 (3.24)

und setzen das in den letzten Summanden ein

)

< (1I<HZ%X ‘ZZ: (d0h+zdl I 17%) jﬁl Z fa(tjq,X(tj,l))Iij_l’tj
=1 ac Ay
)

< 2 (3(,m \Zd“hM fultyn X ()

1<i<
acA;
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)

t it ti—1,t5
I CET) 3 oL TR T

ac Ay - =11=1
=: 51+ 55.

Zuerst betrachten wir die Summe S fiir alle Multi-Indizes a € A; mit [ = I(a) = n(a)
(vgl. Abschnitt 3.1). Es folgt mit der Matrixnorm ||d°||

)

2
< |d0|2IE( max ‘ZhQ 1b0(tj,1,X(tj,1))‘ )

B( | 2 MG X (tj-0) gy

< 1B ( max, m4z|M ! ]bo(tj_l,X(tj_l))f)
)

<K2(1+ sup |X(?)]?)
te[0,T]

N
< |aPTRR, S WE (|11, X (t5-1))
j=1

< CT?h?.

Hier haben wir die Jensensche-Ungleichung und die Bedingungen (A2), (C3) angewen-
det. Weiter betrachten wir diesen Term fiir o # (0):

1)

tj—1,t5

<A PE( max | >0 faltyr, X (t-10) 5
v | 2

7
B( max | D7 dhM; ! faltyo1, X ()18
- =1

)

Jetzt wenden wir das Lemma 3.3.3 an und definieren die Folge F}; durch

tj—1,t;

Fy = hM; ! fo(tj1, X (t-1)) 7, j=1,..,N.

Nach der Abschétzung (3.20) folgt

B( max, ZFU
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Zuerst betrachten wir die Summe Ty. Da E(|I5""[2) < ChU®+7(@) (vgl. Lemma 3.2.2
im Abschnitt 3.2 oder |10, Lemma 5.7.2|), erhalten wir

)

N
< s L[+ B( s OP)] Y (i
t€[0,T] =

N
7= 32> B[ a0, X () 18
j=1

)

Hier wurden die Bedingungen (A3%) und (C3%) angewendet. Als Néchstes betrachten wir
Ty. Da fiir alle o € A; mit « # (0) die Terme f,(t;—1, X(¢j—1)) unabhéngig von stochas-
tischen Integralen I~ und der Matrix M. j_l sind, gilt

=22 | B0 ot X015,

1<i<N

= 2B max ‘ZhE( M, ) falty X (o0)] )

1<i<N

< QE( max ih? Z‘E( Mg 1’]’]:151 1)’2 fa(tj—l’X(tj_I»’Q)

1<i<N

<2ThZE(’E( g E, 1)\ ‘fa N 17X(tj—1))’2> (3.25)

_mZEQE( ) E( x|

<2ThL22E<’E( | E, )’2)(1 +E< sup |X(t)|2>>.

t€[0,T]

<o

Hier wurden Jensensche-Ungleichung und Bedingung (A8&) benutzt.
Da

E<Mj—1[gj71,tj ‘-th_1) _ E<Mj—1[éjfl,tj _ Iéjflvtj |-7:tj—1) (3.26)
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gilt, folgt mit (3.22), (3.24) und Lemma 3.3.2

(07, ) )
el

—&(|y; (d°h+zczl ot )Ifr“j)r) (3.27)

2
)+ 2mk, Zydl (|1 o))

< 2K3,|d"PhE (|1

< Op2H@,

Daher erhalten wir

N
T, <2L2CTh Y W) < CT?R> ).,
j=1

Also, S7 < Ch. Weiter betrachten wir den zweiten Summanden S5. Mit der Dreiecksun-

gleichung fiir || - ||=1,, bekommen wir

1

1)

(8 | S0 S 07 1 X

1<i<N
7=11=1
- b2\ 2
< 31 (( Zw M ot X o0 ))”
=1 -

Sei die Folge F} wie im Lemma 3.3.3 durch

Fy o= I M falty 1, X (o)), =1, N

definiert. Wir setzen sie in der obigen Ungleichung ein. Nach (3.20) erhalten wir
)
)

+2E( max ‘ZE( Iy MG fatjor, X (8)Id | Fy )‘2)

1<i<N L

( max ZIJ 1’JM]-_lfa(tj—laX<tj—1))fgj71’tj

1<i<N

<32ZE(\N A fo(t, X (o)) T

=: Q1+ Qa.

So wie es schon oben gemacht wurde, schiatzen wir diese Summanden separat ab. Wenden
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die Bedingungen (A3), (C3) und Lemma 3.3.2 an und erhalten

N
Qi < 326312 (1+ E( swp |X(1) )ZEQI{Z;’JL; .
t€[0,T] j

=1
N
< 32K2,12 (1 + E(ts[%pﬂ X (¢) )) S Kh2H@
€

1)

7j=1
< CTh1+l(a),

fir o = (1,1). Weiter gilt fiir den zweiten Summanden

02 = 25 ‘ZE( MU fultyn X )11, L))

1<i<N

- S0 8500

1<i<N

< ZIE( max ZZ‘E( 1-7] 1’]—705 hj‘}}j—l) 2

1<i<N

faltj-1, X@j—l))f)

<2NZE(‘IE< S L l’tjlftj,l)‘Q‘fa(tj—laX(tj—l))F)

< 2NZE(‘E< p 115;'7;)17“13*1’”|ftj71)‘Q)E( ‘fa(tjfl,X(tjfl))‘g)

j=1

<LZ (14 sup [X(1)[?)
te[0,T)

Wir wenden die Bedingung (C3), das Lemma 3.3.2, die Abschétzungen (3.14), (3.16) und
(3.17) an und erhalten

(‘E( iy LY ftm) 2)
co( )52
(o Bt

)

2 12 1t 1.t 1,t5
+oK?, Z]d IE(‘IJ Db

)

< 2K |aPRE (| 1ty 1

)

m N2\ L L4
comuecriner ot S (e(| (Y1) e
=1




3.3 Balanced-Milstein- Verfahren und dessen Konsistenz 37

< Ch4+l(a) )

Dann setzen wir das Ergebnis in den Summanden ()2 ein und bekommen

N
QQ < QNLiCZ h4+l(a) < OT2h2+l(a).
7=1

Da (o) < 2 (vgl. (3.4) im Abschnitt 3.1) folgt, dass durch die Anwendung der Spi-
jkernorm (2.4) das Balanced-Milstein-Verfahren konsistent mindestens der Ordnung 1

ist.

O

Bemerkung 3.3.4. Die Konsistenz des Balanced-Milstein-Verfahrens kann man auch
in der impliziten Form mit der Anwendung der Spijkernorm beweisen. In diesem Fall hat

dieses Verfahren auch die Konsistenzordnung 1.






4 Charakterisierung der Bistabilitat

4.1 Bistabilitat eines Einschrittverfahrens

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Bistabilitdt der expliziten numerischen Ein-
schrittverfahren. Insbesondere werden wir die Bistabilitat des It6-Taylor-Verfahrens und
Balanced-Milstein-Verfahrens untersuchen.

Zuerst fiihren wir die folgende Lipschitz-Typ-Bedingung fiir die Inkrementfunktion @
ein (vgl. Sec.3 in [12])

(S) Es existiert ein L > 0, so dass fiir alle j = 1,..., N, Y, Z, € Gp,

! tnflﬂfn tnflytn 2
E( e | S [@nlty, Yilty-1), (1 ")aca) = @nlty, Znty-1), (12 )] )
1<i<y | £~
’,77

j—1
< Lh Y E( max [Vi(t:) - Zu(t:)?)
=0 0<i<n

gilt.

Ein wichtiger Schritt in der Charakterisierung der bistabilen numerischen Verfahren
ist zu erkennen, dass die Bistabilitdt nur von dem linearen Teil des Operators Ay ab-
héngt, wihrend der Restteil die Lipschitz-Bedingung () erfillt (vgl. Sec.4.1 in [12]). Wir

definieren durch Ly, : B, — Fj, einen linearen Teil des Operators Ay mit

[LnYa)(t:) = Yi(to), | (4.1)
Yy (ti) — Yu(ti—1), i=1,...,N.

Den residualen Operator bezeichnen wir als T}, := A, — Ly,

Lemma 4.1.1. Der Operator Ly, in (4.1) ist bistabil, d. h., es ezistieren die Konstanten
C1,C9 > 0, so dass fir alle Y, € By

CillLnYnl =10 < Y3

0.h < Col | LpYp|| =14 (4.2)

gilt.
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Beweis: Zuerst betrachten wir die linke Seite der Ungleichung (4.2). Es gilt nach

(2.4)
il = D50 + (B | 1))

— 1Oy + (B( s, éyh(m_yh(tnl)f))%
< Y3 (0) 2y + (E( ma, Yh(ti)—Yh(o)‘Q))é

< 2(¥3(0) 2 + (B(jmax |Ya(t)

f))

< 3(E< max ‘Yh
0<i<N

Hier haben wir die Eigenschaften der Teleskopsumme benutzt. Weiterhin gilt fiir die
rechte Seite von (4.2)

Yillosn = (E( max ‘Yh

)

0<i<N
= (B( i)+ iYh(w - Yh@“)f))%
<i< 2
< Ya(0)|lz2) + <E<1I<nix ‘th Va(ty_ 1)‘2)>§

[NIES

= ||Yh(0)||L2(Q) + (E( 1I<DZEL<>](V ‘ ZLth(tn)r))
SisN 1=
= || LYl 1,h-

Also, der Operator L, erfiillt die Ungleichung (4.2). Weiter beweisen wir die Aussage aus
(2.6), dass der Operator Ly, bijektiv ist. Sei Zj € Fj,. Wir zeigen, dass Y}, € Ej, mit

LYy, = Z, (4.3)

existiert. Mit der Gleichung (4.3) haben wir fiir Gitterfunktionen und alle ¢; € 73, i =

1,..., N ein System von Gleichungen zu 16sen:

[LnYn](t:) = Zn(t:).
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Fiir ¢ = 0 folgt
LpYp(to) = Ya(to)-
Daher erhélten wir Y3 (tg) := Zp(tg). Weiterhin bekommen wir fiir alle i = 1,..., N
LpYn(ti) = Zn(t:).
Dann folgt nach (4.1)
Yi(ti) == Yu(tic1) + Zn(ts), i =1,...,N.

Durch die Induktion bekommen wir eine eindeutige Gitterfunktion Y3 auf 7, die die
Gleichung (4.3) erfiillt.

O

Das Ziel dieses Abschnittes ist, den folgenden Satz zu beweisen (vgl. Lemma 4.2 in [12]):

Satz 4.1.2. FEin explizites Einschrittverfahren ist unter der Bedingung (S) bistabil.

Fiir den Beweis benotigen wir das folgende diskrete Gronwall-Lemma.

Lemma 4.1.3. Seien die Konstanten 1,72 > 0 und eine positive reelle Folge () j—o,...N,
N € N mit

j—1
Tj <1+ Z Ty
n=0

gegeben. Dann gilt fir alle j =0,...,N

z; <m el

Beweis von Satz 4.1.2 Da (2.6) fiir den Operator Ly, erfiillt ist, betrachten wir die
Abschétzung

N[

(s 50 - 20) )
<y [HY(O) = Z(0)[| 2 (q) (4.4)

+ (IE( max ‘g(Lth(tn) — LhZh(tn)N?))é}a

1<i<j



42

4 Charakterisierung der Bistabilitat

die fiir alle h, Yy, Z; € Ep und 0 < j < N gilt. Zum Beweisen fixieren wir die Schrittweite
h, die Gitterfunktion Y} € Fj und 0 < j < N beliebig. Fiir jedes Z; € E}, existiert eine
eindeutige Losung X} € Ej zur Differenzengleichung

[LnXn](ti) =

[LnZn](t:),
[LnYa(t:),

fiir 0 < i < 4,

fiir j+1<i<N,

da Ly, fiir alle h > 0 bijektiv ist (vgl. Sec. 4.2 in [12]). Nach (2.6) erhalten wir

(2(
<E ( 0<i<;

<Y, — X},

0<i<;

0,h

max |V (t;) — Zh(tl-)|2>)

max |Yy(t;) — Xh(ti)|2))

< Col|LpYn — L Xl -1,
= OV (0) = Z(0)ll 20

= (2

max
1<i<y

| S (i) - LnZn(t:)?))
n=1

N

1
2

N|=

B

So haben wir die Abschétzung (4.4) bewiesen. Durch das Einsetzen L = A, — T}, in

(4.4) bekommt man

NI

max [Vh(t) — Zh(ti)\2))

(5
0<i<j

<G| [[(¥ (0) = Z(0) 20y
+ (=

<CallAnYs — AnZll -1+ (B(

max
1<i<j

‘ > (AnYi(ty) — ThYa(ty) — AnZn(ty) + ThZn(ty)) )2)>

max
1<i<j

1

| ST - n.2:60)))]
n=1

Da der zweite Summand die Bedingung () erfillt, folgt
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E( max )Z T\ Yi(t,) — Thzh(tn))f)

1<i<y

( max )Z( (ty, Yn(ty—1), (187" aen)

1<i<y

_ @h(tna Zh(tnfl)v (Ianil’ n)QEA)) ’2)

< LhZE( max |Y(t;) — Zh(ti)|2)

0<i<n

gilt. Somit bekommen wir

E (( ax [¥i (1) — Z (1))

7—1
2 2
< 26, [lAWYh = AnZa 1+ b 3 B( max W00 - 20|
-

Nach dem Lemma 4.1.3 und fiir alle Schrittweiten A > 0 folgt

IE( max |Y(t;) — Z(t;)] ) < 20| ApY; — AhZh||2  ei2C2Lh

0<:i<y

S 202“14th — AhZthLheQCQLT.
Daher haben wir gezeigt, dass es eine Konstante Cs gibt, die unabhénig von A ist, so dass

1Yh = Zillon < CollAnYs — AnZu|—1n

fir alle Yy, Z;, € Ej, gilt. Bei der weiteren Abschitzung wird Ay, durch Lj + T}, ersetzt.
Wir wenden den linken Teil der Bistabilitdtsungleichung (2.6) fiir Ly, an und benutzen
(4.5):

CillAnY n — AnZpl|-1,n
=1 [1(Y(0) = Z(0)]| 2(ey

- (o( |32 (e - aum) )

N|=
[E—1
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-, [||(Y(0) — Z(0)ll 2

+ <E( max. ‘ Z (Lth(tn) - LhZh(tn)) - (Tth(t”) B ThZh(t”)) ’2)>;}

1<i<;j

2 1
< [||Lth — LnZnl|-1n + (E( max ‘ZTth t) — ThZh(tn)‘ )) 2}

1<i<y
<c [HLhyh A (thz_fE(Org%\Yh( t) — Zh(ti)Q))é}
n=0

SCI (1 + vV LT> HYh — ZhHO,h-

Folglich haben wir die Bistabilitdt der Operatoren (Ap)p>o bewiesen.

4.2 Bistabilitat des It6-Taylor-Verfahrens

In diesem Abschnitt wollen wir tiberpriifen, ob die Bedingung (.5) fiir das Ito-Taylor-
Verfahren der Ordnung ~ erfiillt ist. Es gilt fiir Y3, 2, € Gy und j =1,.... N

7
ITS bn—1,ty
E(gzakxj ’ Zl (CI) thh( n— 1) (I o ])046447)

@} (1, Zaty 1), (12 e[ )
)

< A, Z ( max. ‘ z;[fa(tn—lvyh(tn—l)) Falty—1, Zn(t,— 1))]It’7 1oty
n=

1<i<j
acAy

= E( max )Z > [falty-1, Ya(ty-1)) = falty—1, Zn(ty—1))} """

154<5
n=1acAy

)

Da |A,| < oo, kénnen wir jeden Summanden separat abschitzen. Fiir alle Multi-Indizes
a € A, der Form a = (0,...,0), d. h., I(a) = n(a), haben wir I/ """ = o ),hl(a) (vgl.
[10, Chap.5]). In diesem Fall wenden wir die Jensensche Ungleichung und die Bedingung
(A8%) an und erhalten

%

£ maax | [falty -1, Yalty 1) = fulty1, Zalty I
=1

15i<;

)
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j
= (z((f)!)zhm(a)_l ZE( faltn—1, Yu(ty—1)) = fa(ty-1, Zh(tn—l))r)

n=1
T J )
< WLahQI(a)*l ;E(‘Yh(tn—l) - Zh(tn—l)‘ )
T

2
< ).
Fiir Multi-Indizes a € A, mit I(«) # n(«) folgt, dass E[Ig”*l’t”\.ﬁnﬂ] =0 gilt (vgl. [10,

Lemma 5.7.1]), und eine Konstante C' > 0 existiert, so dass E[|I~""|2] < Chl(@)+n(@)
(vgl. Lemma 3.2.2 im Abschnitt 3.2). Folglich ist unter diesen Bedingungen der stochas-

j-1
20(a)—1 ( ‘ N )
L,h EOIE Orglagxn Yi(t:) — Zp(t;)
’r]:

(U(a)!)?

tische Prozess (S;)i=o,... v mit

(2

Si=) (fa(tnflv Yi(ty-1)) = faltn-1, Zh(tnq)))lff*l’t”

n=1

ein diskretes Martingal. Wir wenden die Doob’s-Martingal-Ungleichung (siehe Lemma

6.1.1 in Appendix) an und erhalten

E(fg?ng \SZ-IQ) < 4E<\Sj|2)

J
4ZE<‘[fa(tn—17 Yi(tn—1)) — fa(ty—1, Zh(tn_l))]jénﬂ,tn

n=1

)

< 4CL, XJ: hl(aH”(a)E(‘Yh(tn_l) — Zp(tn-1) ‘2)

n=1
)

Da l(a) + n(a) > 1 folgt, dass die Bedingung (S) flir das Ito-Taylor-Verfahren der
Ordnung ~ erfiillt und nach dem Satz 4.1.2 dieses Verfahren bistabil ist.

0<i<n

j—1
< 40 Lo hl@+n(@) ZE( max ‘Yh(ti) — Zn(ts)
n=0

4.3 Bistabilitat des Balanced-Milstein-Verfahrens

Fiir den Beweis der Bistabilitit des Balanced-Milstein-Verfahrens wollen wir die analogen
Schritte wie im Abschnitt 4.2 durchfithren. Wir beweisen die Bedingung (.S) fiir BMM.
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Es gilt fir Y3, Zp € Gpund j =1,.... N

to_1,t
E(%?%\Z [OF Y (1 Yilty ). (5o

= MMty Z(ty-1), (T "")a GAI)”2>

—E( max ‘ZM HSS faltys Yalty-0))1E ™"

1<:i<y aeAs
)

N Z fa(ty-1, Zn(ty- 1)>In htn}

acA;
<1II<I?<XJ‘ZM (f“(t”‘l’yh(tﬁ—l)) Jalty-1, Zn(ty- 1))>It77 v 2)
acAy
< [l Z E(lrgzaé(j‘ZMnil (fa(tn—layh(tn—l)) fa(ty—1, Zn(ty— 1)))Itn 17t"} 2).
acd; SO

Da | A;| < oo, schétzen wir diese Summanden separat ab. Fiur alle Multi-Indizes o € A;
mit (o) = n(a) gilt I = A< 1@ Wir benutzen die Definition fiir die hierarchische

I(a)!
Menge (3.4) und erhalten

)

( max ih? Z ‘M ‘ ‘bo(tnq, Yh(tnfl)) - bo(tnfl’ Zh(tnfl))r)

1<i<y

- —11{0 0 -t
E( o | E_jMn [0, Yalty-1)) = 0t Zn(t ) 25

< KMTZhE<‘b (tn-1, Ya(ty-1)) — 0 (ty-1, Zh(t"_l))’2>
=1
T8 (6 - 0

n=1
2
).

wobei die Konstante L > 0 nur von Kjs, K und T abhingt. Es wurden die Jensensche-

< LhiE( max ‘Yh — Zn(ts)

Ungleichung und die Bedingungen (A2), (C3) angewendet. Fiir die Multi-Indizes o € A;
mit /(o) # n(a) wenden wir das Lemma 3.3.3 an und definieren die Folge F;, durch

Fy =5 My (falty-1, Yalty-1)) = falty—1, Zalty) JIE 1 0 =1, 00 .
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Nach dem Lemma 3.3.3 gilt
)
)

—|—2E(max ‘ZE( (fa tn—1, Yn(ty—1)) — falty—1, Zn(ty— 1))) Iin- 1#577\.7: >‘2>

1<i<y

1<i<;

E( rnax. ‘ ZMW_I (fa(tnfla Yi(ty-1)) — fa(ty—1, Zh(tn,l)))lé"’l’t”
n=1

J
< 322E<’Mn_1 (fa(tn—lvyh(tn—l)) fa(ty—1, Zn(ty- 1))>Itn v
n=1

=: Q1+ Q2.

Wir schétzen diese Summe separat ab. Da E(|I£}’|2) < ChMe)+U) (vgl. Lemma 3.2.2)
gilt, erhalten wir mit den Bedingungen (A%) und (C3)

)

fa(tn—1,Yn(tn-1)) — fa(ty-1, Zh(tn—1))‘2>

@1 :32iE<‘M0_1 (fa(tn—lvyh(tn—l)) fa( n— leh( n— 1))>Itn vt

n=1

J
<32 K%MCMWE(
n=1

< 32K3, Lo CH'®) Zj: E(‘Yh(tnfl) = Zn(ty-1) ‘2)
n=1
1

Jj—
< LRk ZE( max |V (t:) — Zh(tz-)P).

0<i<
-0 =0

Hier ist die Konstante L > 0 von «, C' und Kj; abhéngig. Weiter schiatzen wir den

zweiten Term ab. Es folgt

1<i<;j

Qs =25 | B (M5 (ultr it
n=1 2)

SQE( max ’ZE( M, 1) (fa(tnflayh(tn%»

1<i<y

= falty—1, Zn(ty- 1))) IR, )

— falty-1, Zh(tn—l))> ’2>
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1<i<y

§2E< max zzz: ‘E(M{lfén_htnu—tn_l) ‘2) (fa(tnflvyh(tnfl))
n=1
~ faltyr Zats))[)

J 2 2
<N L2 3 E([E (0 1 F ) | Yadt-1) = Zatty-)])
n=1
2 d —1 yty—1,ty 2 2
§2NLQZE(’]E<M,7 I \ftn,l)‘ )E((Yh(tn—l) _Zh(tn—l))’ )
n=1

Weiter benutzen wir (3.26) und die Abschétzung (3.27) und erhalten

(e (s e 17 ) )
< 2K32,Ch¥HIe),

(4.6)

Anschliefiend setzen wir (4.6) in die obigen Ungleichung ein

j
Q2 SANCK L2 h2+l(“)E(‘Yh(tn71) — Zh(tnfl)r)
n=1

< 4K]2V[LiC’ThHl(a) zj:E(‘Yh(tn_l) - Zh(tn—1)’2>

n=1
)

Hier héngt die Konstante L > 0 von a, Kj;,C und T ab. Da I(«) > 1 ist, folgt die
Erfiilllung der Bedingung (S) fiir die Verfahrensfunktion ®;. Also, nach dem Satz 4.1.2
folgt die Bistabilitdt des Balanced-Milstein-Verfahrens.

7j—1
1+l(a) A ,
<Lh E)E(Org%\yh(tz) Zi(t:)
17:

]

Bemerkung 4.3.1. Es ist nicht bekannt, ob man die Bistabilitdt des Balanced-Milstein-

Verfahrens auch in der nicht durchmultiplizierten Form beweisen kann.



5 Numerische Tests

5.1 Das Verhalten der numerischen Verfahren zur exakten

Losung

Anschliefsend betrachten wir einige numerische Beispiele, die die Notwendigkeit von der
Konstruktion der balancierten Verfahren unterstreichen. Wir vergleichen die numerische
Approximation von Standard Euler-Maruyama-Verfahren, Milstein-Verfahren, BIM und
BMM. Im Folgenden betrachten wir eine nichtlineare stochastische Differentialgleichung

der Form

dX(t) = AX(t) — X2(t))dt + o X (t)dW (2),

X(0) = Xo. (5.1)

mit einem Standard-Wiener-Prozess W (t), ¢ > 0 und A\, ¢ € R. Diese Gleichung ist als
stochastische Verhulst Gleichung bekannt (vgl.[10, Chap.4]). Die exakte Losung von (5.1)
ist durch

X(0) = Xoexp(()\ — %az)t + UW(t)>

= (5.2)
1+ Xo f(f exp(()\ - %0’2)5 + JW(S))dS
gegeben (siehe [10, Sec.4.4]).

Bemerkung 5.1.1. Zur Auswertung (5.2) wurde in diesen Tests die Trapezsumme an-
gewendet.

Wir wenden das Euler-Maruyama-Verfahren auf die nichtlineare stochastische Glei-
chung (5.1) an und erhalten

Vi=Yioi+ (\Yio1 = Y2 Dh+ oY 1AW (i), i=1,..,N (5.3)

Hier ist h = &, N = 1,2,..., die Schrittweite und AW (t;_1) = W (t;) — W (t;—1) sind
Wiener-Inkremente fiir alle ¢ = 1, ..., N. Das Anwenden des Milstein-Verfahrens auf (5.1)
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ergibt

Vi =Yio1 4+ (AYioy — Y2 Dh+ oY 1 AW (ti1)
1, S (5.4)
t30 Yio1((AW(ti-1))” = h), i =1,...,N.

Zunachst geben wir eine allgemeine Form von dem balancierten impliziten Verfahren

(BIM) (siehe [9, Sec.1])

Y; = YZwa tio1, Vi) I " +Z”|1”’ Yi1-Y),i=1,..N (55)
r=0

fiir alle 0 <t < T mit den gegebenen Konstanten ¢” € R. Wir wenden das BIM auf die
Gleichung (5.1) an und bekommen
Y, =Y+ (Wisy — Y2 Dh+ oY i AW (t;1)

(5.6)
+ (coh + c1]AW (ti-1)|)(Yi-1 = Vi), i =1,..., N,

fiir ¢g,c1 € R. Durch die Anwendung des balancierten Milsten-Verfahrens auf die Glei-

chung (5.1) bekommen wir

Vi = Yiot + (Vi1 = Y20k 4 0Yi AW (6 1) + Lo™Yi a(AW(15-1))? — )
(5.7)

1

+ (doh + Sdi (AW (ti-1)* = h)(Yies = ¥i), i =1, N,

mit den gegebenen Konstanten dy, d; € R.

sigma=1, h=0.1
T T T

16

T
exact
— + — Euler
— * — Milstein |7
— © —-BIM
BMM

Abbildung 5.1: Das Verhalten der numerischen Verfahren zur exakten Losung

Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen ein unterschiedliches Verhalten dieser vier nume-
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sigma=5, h=0.1
5 T T T T
exact
— + —Euler |
— % — Milstein
— © —BIM
BMM

Abbildung 5.2: Das Verhalten der numerischen Verfahren zur exakten Losung

rischen Verfahren fiir die Schrittweite h = 0.1, ein festes A = 1, die Werte ¢y = o, ¢1 =
g, do =5, dy = 2750, zwei verschiedenen Parameter 0 = 1 und ¢ = 5. Diese Implemen-
tation zur exakten Losung wurde mit N = 212 Schritten im Zeitintervall [0, 1] gemacht. In
der Abbildung 5.2 sieht man, dass die balancierte Verfahren, sowohl BIM als auch BMM,
trotz relativ grofses o mit den gegebenen Konstanten cg, ¢1, dy und dy sich ziemlich stabil
verhalten. Dagegen das Euler-Maruyama-Verfahren und das Milstein-Verfahren werden

durch diesen groften Parameter ¢ instabil.

5.2 Der starke Konvergenzfehler

Ein anderer wichtiger Aspekt in diesen Tests ist die starke Konvergenz von den numeri-

schen Verfahren zu priifen. Der starke Konvergenzfehler wird durch
| X —7H Xlon < CRY, C >0, v >0,

definiert. Hier ist rf X die Restriktion der exakten Losung X auf das Zeitgitter 73,. Auf
den Abbildungen 5.3 und 5.4 ist der starke Fehler (E(| X, (T) — X (T)\Q))% mit den ver-
schiedenen Schrittweiten auf dem Zeitintervall [0, 1] abgebildet. Die Schrittweite fiir die
exakte Losung ist durch h = % fiir N = 2!2 gegeben. Die Anzahl der Simulationspfade
M = 50000. Die Implementation wurde hier mit dem festen A\ = 1 und den Konstanten

co=0,c1=%5,dy=75, d = 2750 durchgefiihrt.
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Abbildung 5.3: Starker Konvergenzfehler

In der Abbildung 5.3 ist zu sehen, dass fiir relativ kleines 0 = 1 das Euler-Maruyama-
Verfahren und BIM die Konvergenzordnung % haben. Ebenfalls ist bei dem Milstein-
Verfahren und dem Balanced-Milstein-Verfahren die Konvergenzordnung 1 sichtbar. Fiir
den groferen Parameter o = 4.45 verdndert sich das Bild des Konvergenzfehlers. Da die
Approximationen (5.3) und (5.4) fiir ein grofes o mit der groben Schrittweite nicht mehr
gut geeignet sind, werden die Konvergenzordnungen bei diesen Verfahren zerstért. Man
sieht es durch die fehlende, genauer gesagt nicht mitgezeichnete Punkte auf dem Bild
5.4. Die Tabelle 5.1 stellt fiir die Abbildung 5.4 die entsprechenden Konvergenzordnun-
gen dar, die von der feinsten Schrittweite bis zu den grébsten enstanden sind.

Es ist offensichtlich, dass das Balanced-Milstein-Verfahren fiir relativ grofte Schrittwei-
ten dT" und groken Parameter o eine der besten Approximationsmethoden ist, was die
Abbildung 5.4 zeigt.
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Abbildung 5.4: Starker Konvergenzfehler
Konvergenzordnung ‘ Y1 ‘ Y2 ‘ Y3 ‘ Y4 ‘ Y5 ‘
Euler 0.34 | 0.53 | 0.50 | NaN | NaN
Milstein 0.91 | 1.04 | 1.00 | 1.00 | NaN
BIM 0.41 | 0.53 | 0.40 | 0.46 0.44
BMM 0.90 | 1.03 | 0.99 | 1.01 1.03

Tabelle 5.1: Die Konvergenzordnung mit den verschiedenen Schrittweiten

5.3 Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit war die numerische balancierte Verfahren zu analysieren. In dem

theoretischen Teil der Arbeit haben wir die drei wichtigen Aspekte wie Konsistenz, Bi-

stabilitdt und Konvergenz untersucht. Aufgrund der numerischen Resultaten im Kapitel

5 kann man den Autoren aus [9] und [15] zustimmen, dass die balancierten numerischen

Verfahren, beziehungsweise das Balanced-Milstein-Verfahren fiir grobe Schrittweite und

relativ grofles o eine bessere Approximation zur exakten Losung ermdoglichen.

Anschliefsend stellt sich die Frage, ob das balancierte Milstein-Verfahren auch fiir die

partiellen stochastischen Differentialgleichungen anwendbar ist.






6 Appendix

6.1 Hilfsmittel aus der stochastischen Analysis

Lemma 6.1.1. (Doob’s-Martingal-Ungleichung) Sei X ein LP-Martingal. Dann gilt fir
1<p<+o0, allet und A <0

NP(sup X, > \) < B(IX,]P).
0<s<t

Fiir 1 < p < +o0 ist Submartingal ( sup |Xs|): in LP enthalten. Dann gilt die LP-Doob’s-
0<s<t

Ungleichung:

Den Beweis findet man zum Beispiel in [2].

Lemma 6.1.2. (Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung) Es sei X ein beschrinkter vor-
hersagbarer Prozess und t € [0,T]. Dann existieren fir 0 < p < oo die Konstanten c,

und Cp, so dass
CPEK/OT X%s)ds)g} < ELS[%I)T] ‘ /OtX(s)dW(s)m < CPEK/OT X2(s)ds>g}
gilt.

Dieses Lemma ist mit Beweis in [3, Chap.12| gegeben.
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Lemma 6.1.3. (Jensensche Ungleichung) Sei X eine integrierbare reelle Zufallsvariable
auf einem W-Raum (2, F, P) mit den Werten in einem offenen Intervall I C R. Dann
liegt der Erwartungswert IE(X) i 1. Fir jede auf I definierte konvexe Funktion q ist

qo X eine Zufallsvariable. Ist diese integrierbar, so gilt

i(5(3)) <2(o-)

Insbesondere gilt fir jedes X € (Q, F,P) und n € N

() )

Den Beweis findet man in [2] und in [16, Lemma 12.3.11]. Um das néichste Lemma

n
()

zu formulieren bendtigen wir die folgende Definition:

Definition 6.1.4. Fir a = (j1,...,51) mit l > 2 definieren wir durch Ho die Menge al-
ler adaptierten rechtsstetigen stochastischen Prozesse f = {f(t),t > 0} mit linksseitigen
Limits, so dass der Integralprozess {I,—[f(*)]%, t > 0} erfiillt (vgl. [10, Sec.5])

Lo [f()]s € Hiy, s <t

Lemma 6.1.5. Seiena e M, g € H,, ¢q=1,2,..., und s < t gegeben. Dann gilt fir
s<t

1
wobei R = (E( sup |g(t)|2‘1|]:s)> !, Hier M ist die Menge aller Multi-Indizes.
t€[0,T]

Dieses Lemma findet man mit dem Beweis in [10, Sec. 5.7].



6.1 Hilfsmittel aus der stochastischen Analysis 57

Lemma 6.1.6. Sei o € M\ {v} mit [(a) # n(a) gegeben. Seien s < t und f € He.
Dann gilt

E(Lu[f (V) =o0.

Dieses Lemma ist in [10, Sec. 5.7] bewiesen.
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