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Einleitung

Ein- und Mehrschrittverfahren sind das iibliche Mittel zur Lésung von gewhnlichen Diffe-
rentialgleichungen, wenn keine explizite Losungsformel bekannt ist. Eine wesentliche Rol-
le spielen sie bei Verwendung der sogenannten (vertikalen) Linienmethode zur Losung
parabolischer partieller Differentialgleichungen. Dabei wird das Anfangsrandwertproblem
durch Semidiskretisierung in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen iiberfiihrt,
welches dann mittels eines Ein- oder Mehrschrittverfahrens geldst werden kann.

Wiéhrend analytische Losungsmethoden vielfach nicht einsetzbar sind, ermdglichte die Ent-
wicklung leistungsstarker Prozessoren die Berechnung numerischer Losungen in hinnehm-
barer Zeit. Explizite Runge-Kutta-Verfahren sind insbesondere bei Verwendung mehrerer
parallel arbeitender Prozessoren eine gute Wahl, da die Berechnung der numerischen Lo-
sung allein durch Additionen und Multiplikationen von Matrizen und Vektoren erfolgt.
Allerdings fithren sie zu hohem Aufwand, da wegen der schlechten Stabilitdtseigenschaften
die Zeitschrittweite sehr klein gewahlt werden muss. Implizite Verfahren hingegen erfordern
das Losen von Gleichungssystemen, was Parallelisierung und Vektorisierung erschwert.

Die Suche nach einem Mittelweg fiithrte in den 90er Jahren (siehe [38], [9], [19], [20]) zu den
sogenannten exponentiellen Integratoren. Dies sind Verfahren, die auf der Approxima-
tion des Matrixexponentials oder &hnlicher Operatoren, den sogenannten Phi-Funktionen,
beruhen. Der Operator selbst wird allerdings nicht berechnet, sondern lediglich das Pro-
dukt mit einem Vektor mittels Krylow-Unterraum-Approximation ausgewertet.

Die Idee Verfahren zu konstruieren, die im simplen Fall einer linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten u'(t) = Au(t) die exakte Losung liefern, geht zumindest auf
das Jahr 1958 zurtck (siehe [16]). In den folgenden drei Jahrzehnten wurde auf Basis
der Formel zur Variation der Konstanten eine Vielzahl von exponentiellen Integratoren
konstruiert. Dem praktischen Nutzen stand jedoch die Schwierigkeit der Auswertung des
Matrixexponentials entgegen.

Das erste Kapitel dieser Diplomarbeit basiert auf der Publikation [20] von M. Hochbruck,
C. Lubich und H. Selhofer. Zunéchst wird exemplarisch die Konstruktion des exponentiell
angepassten Euler-Verfahrens mittels Variation der Konstanten motiviert, um dann die
klassischen Konsistenz- und damit auch Konvergenzaussagen fiir die bereits in [19] einge-
fiihrten Einschrittverfahren herzuleiten.

Um im Vergleich zu impliziten Runge-Kutta- und Mehrschrittverfahren konkurrenzfahig zu
sein, muss der Aufwand zur Berechnung der Krylow-Unterrdume minimiert werden. Dies
fiihrt zu den sogenannten reduzierten Verfahren, deren bekanntester Vertreter exp4 ist.
Deren Konstruktion erlaubt es, die Berechnung einiger Krylow-Unterraume durch Matrix-
Vektor-Multiplikationen zu vereinfachen bzw. ganz zu ersetzen. Im letzten Teil des ersten
Kapitels wird die Theorie, die hinter der Konstruktion der reduzierten Verfahren steht,
analysiert.
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Das zweite Kapitel, das auf der Publikation [19] von M. Hochbruck und C. Lubich ba-
siert, thematisiert ebenfalls die Frage, warum exponentielle Integratoren wie exp4 trotz
der aufwendigen Auswertung des Matrixexponentials konkurenzfahig sind. Mit Hilfe des
numerischen Wertebereichs

F(A) = {(Az,z> cz €M, (2,2) = 1}

wird zunéchst eine allgemeine Formel fiir die Konvergenz des Arnoldi-Verfahrens, das zu
den bekanntesten Vertretern der Krylow-Unterraum-Approximationen z&hlt, hergeleitet.

Im Fall einer hermiteschen, semidefiniten Matrix erhélt man ab einem bestimmten Punkt
in der Iteration super-lineare Konvergenz. Sofern kein besserer Vorkonditionierer (siehe
[32]) fur das Verfahren der konjugierten Gradienten zur Verfiigung steht, fithrt dies zu
einem deutlichen Vorteil im Vergleich zu impliziten Verfahren. Im zweiten Beispiel ist der
numerische Wertebereich in einer Kreisscheibe in der negativen komplexen Halbebene ent-
halten.

Krylow-Unterraum-Approximationen sind nur eine von vielen Moglichkeiten zur Auswer-
tung des Matrixexponentials (siehe [33]). Eine Alternative sind Padé-Approximation mit
dem Skalierung-Algorithmus aus [18]. Die Verfahren aus [19], [20] basieren allerdings auf
der Auswertung von ¢ (7f(v)), wobei u'(t) = f(u(t)) die zu lésende Gleichung ist und
7 > 0 linear von der Schrittweite abhéngt. Die Auswertung von

o0 Zk 62 —1 > 7é 0
()= F =, -
= (k+1)! 1 2=0
muss daher in jedem Schritt neu erfolgen. Bei Verwendung von Padé-Approximationen ist
dies sehr aufwendig.

Inhalt des dritten Kapitels sind die exponentiellen Runge-Kutta-Verfahren fiir Evoluti-
onsgleichungen der Form

u'(t) + Au(t) = g(t,u(t))

aus der Arbeit [21] von M. Hochbruck und A. Ostermann. Die Grundidee der exponentiel-
len Integratoren bleibt erhalten. Die Differentialgleichung ist in einen linearen, autonomen
und in einen nicht-linearen Teil aufgeteilt. Die Verfahren erhélt man wiederum auf Basis
der Formel zur Variation der Konstanten. Der wesentliche Unterschied besteht allerdings
darin, dass die Aufteilung in linearen und nicht-linearen Teil in jedem Zeitschritt dieselbe
ist. Im Fall einer konstanten Schrittweite bedeutet dies, dass die Auswertung der Opera-
toren nur einmal durchgefithrt werden muss.

Die Verwendung solcher Verfahren ist sinnvoll, wenn Spektralmethoden verwendet werden,
die zu kleinen, vollbesetzten und unsymmetrischen oder zu diagonalen Matrizen fiihren.
Beispiele, in denen exponentielle Integratoren bessere Ergebnisse als iibliche Verfahren lie-
fern, finden sich unter anderem in [26] und [30].

Die Konsistenz- und Konvergenzanalyse der exponentiellen Runge-Kutta-Verfahren wird
im abstrakten Rahmen einer Evolutionsgleichung im Banachraum durchgefiihrt, so dass
sich die Ergebnisse auf partielle Differentialgleichungen iibertragen lassen. Die Definition
der Phi-Funktionen basiert dabei auf der Theorie sektorieller Operatoren und analytischer



Inhaltsverzeichnis 5)

Halbgruppen aus [14]. Die Konvergenzanalyse beschrankt sich allerdings auf den zeitlichen
Diskretisierungsfehler. Der zuséatzliche Fehler der Raumdiskretisierung wird nicht betrach-
tet.

Gegenstand des vierten Kapitels ist das numerische Verhalten der exponentiellen Integra-
toren angewandt auf diinnbesetzte, hochdimensionale Systeme am Beispiel der Nagumo-
Gleichung

U =Us+U1-U)U — a) + P(z,t),

wobei Standard-Finite-Differenzen zur Raumdiskretisierung verwendet werden.

Abgesehen von der Schwierigkeit, die passende Gréfle der Krylow-Unterrdume zu wéhlen,
liefern die Verfahren des ersten Kapitels mit Krylow-Unterraum-Approximation verhélt-
nisméBig gute Ergebnisse. Die Verfahren des dritten Kapitels mit Padé-Approximation
sind hingegen nicht konkurrenzfihig. Der Einwand, dass Spektralmethoden statt Differen-
zenapproximationen zu besseren Ergebnissen fiihren wiirden, ist zwar berechtigt, dennoch
bleibt festzustellen, dass Padé-Approximationen im Falle hochdimensionaler Systeme zu
aufwendig sind.

Die im vierten Kapitel verwendete und auf den ersten Blick sehr sinnvolle Idee, in diesem
Fall auf die Verfahren aus [19], [20] zuriickzugreifen, ist jedoch mit einem Problem behaf-
tet. Die Konstruktion dieser Verfahren basiert auf den klassischen Ordnungsbedingungen
fiir gewohnliche Differentialgleichungen. Im Fall partieller Differentialgleichungen ist da-
her im Allgemeinen eine Ordnungsreduktion zu erwarten. Nach [23, Example 2.25.] kann
exp4 als exponentielles Rosenbrock-Verfahren (siehe [24]) angesehen werden. Die zugeho-
rigen Ordnungsbedingungen zeigen, dass es im abstrakten Rahmen des dritten Kapitels
dieser Diplomarbeit héchstens konsistent der Ordnung 2 sein kann. Dabei liegt sogar die
Vermutung nahe, dass dies fiir die gesamte Verfahrensklasse gilt.

In [1, Discussion] wurde bereits die Moglichkeit thematisiert, die exponentiellen Runge-
Kutta-Verfahren aus [21] mit variablen Schrittweiten zu implementieren. Bei Verwendung
der Padé-Approximation ist dies nicht sinnvoll, da diese in jedem Schritt neu berechnet
werden miisste, bei Verwendung von Krylow-Unterraum-Approximationen hingegen schon.
Eine wesentliche Frage ist daher, ob sich die Ergebnisse aus [21] auf den Fall variabler
Schrittweiten iibertragen lassen.

Im letzten Teil des dritten Kapitels wird unter Voraussetzung einer Schrittweitenbedin-
gung der Form
hy <C
hjt1
Konvergenz der Ordnung 1 fiir das Ngrsett—Euler-Verfahren im Fall variabler Schrittwei-
ten gezeigt.

Der Inhalt dieser Diplomarbeit ist auf explizite Einschrittverfahren beschrankt. In Analo-
gie zu den Runge-Kutta-Verfahren existieren implizite exponentielle Integratoren, die in
[22] betrachtet werden. Die Idee von S. P. Ngrsett, explizite Adams-Verfahren zu modifizie-
ren, um A-Stabilitdt zu erreichen, fithrte zu den exponentiellen Mehrschrittverfahren. Au-
Berdem sei noch bemerkt, dass es neben den exponentiellen Integratoren fiir parabolische
Gleichungen mit glatten Losungen spezielle Verfahren fiir hochoszillatorische Probleme
gibt. Fiir einen groBeren Uberblick und eine Klassifizierung der exponentiellen Integrato-
ren siehe auch [23].



6 Inhaltsverzeichnis

Ich méchte mich bei Prof. Dr. Wolf-Jiirgen Beyn fiir die Betreuung dieser Arbeit bedanken.
Auflerdem danke ich meinen Eltern, die mir dieses Studium erméglicht haben.



1. Exponentielle Integratoren fiir steife
Differentialgleichungen

1.1. Die Verfahren

In diesem Kapitel, das im Wesentlichen auf der Arbeit [20] von M. Hochbruck, C. Lubich
und H. Selhofer basiert, wird eine Klasse von Verfahren zur numerischen Lésung autonomer
Anfangswertaufgaben der Art

{ u'(t) = f(u(t)), (1.1)

u(to) = Up
mit ¢ty € K, ug € KV sowie

f:D— KV,
v— f(v)

betrachtet, wobei K = R oder K = C, D C K offen und f hinreichend glatt ist.

Die Verfahren werden also fiir den autonomen Fall konzipiert. Eine nicht-autonome Dif-
ferentialgleichung kann durch Hinzunehmen der Gleichung ¢ = 1 autonomisiert werden.
Siehe hierzu [15, 2.2].

Fiir gegebenes tgp > t( lasst sich die exakte Losung von (1.1)

w: [to, tp] — KN,
t— u(t)

mittels eines Einschrittverfahrens
Unt1 = Up + AV (up, h)

auf einem Gitter (2, = {t; e R: t; =to+jh, j € Ny, t; < tg} numerisch approximieren.
Dabei ist

VKN x (0,00) = K,
(v,h) = V(v, h)

die Verfahrensfunktion und h > 0 die Schrittweite. In diesem Kapitel wird die Schritt-
weite der Einfachheit halber als konstant angenommen, wenngleich Verfahren mit Schritt-
weitensteuerung héufig bessere Resultate liefern. In Kapitel 3 hingegen wird der nicht-
dquidistante Fall fur ein einfaches Verfahren explizit betrachtet.

Neben dem Aufwand ist zur Charakterisierung eines Verfahrens von entscheidender Be-
deutung, wie gut u(t,) mit t, € 2, durch u, approximiert wird.
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Zur Analyse des Konvergenzfehlers erweist es sich hierbei als niitzlich, zunéchst den Kon-
sistenzfehler

1
T(tn) = 5 (ultns1) = ultn)) = V(ulta), h)
zu betrachten. Ein Verfahren heiflt dabei konsistent der Ordnung p, wenn

sup [ (4)]| = O(h)
t; €02,

gilt. Die numerische Losung wird, wie bereits oben erwéhnt, nur auf endlichem Gitter

konstruiert. Dieses liegt im Intervall [t, tg], auf dem die exakte Losung definiert ist. Der

obige Konsistenzfehler muss also nur auf endlichem Intervall gleichméBig wie O(h?) gegen

null konvergieren.

1.1.1. Exponentiell angepasstes Euler-Verfahren

Die Frage ist nun, wie man ein geeignetes Verfahren findet. Eine Idee basiert auf Lineari-
sierung der rechten Seite der Differentialgleichung.

Sei t,, fest gewéhlt. Da f und u als hinreichend glatt angenommen werden, sind die auftre-
tenden Ableitungen beschriankt, so dass fiir t mit 0 < ¢t —t,, < h mittels Taylorentwicklung
von f um u(ty)

F(ult)) = F(ulta)) + £ (u(ta) (u(t) — u(tn)) + O(h?) (1.2)
oilt.
Setzt man
ba(t) = f (ult)) — f'(u(tn))u(t).
Ay = f'(ultn)),

dann erhalt man
Fu(®) = £ (uta)ult) + (F(ul®)) = f(ultn))u(®))
= Au(t) + by (t)
und analog zur Linearisierung in (1.2) ldsst sich nun f(u(t)) als
Fu(®) = F(ultn)) + F(u(tn)) (u(®) = u(ts)) + O(h?)
= Apu(t) + bp(tn) + O(K?)

schreiben.

Entsprechend ist nun u die Losung der nicht-autonomen linearen Differentialgleichung
u'(t) = Apu(t) + by (t)

mit Anfangswert u(t,). An dieser Stelle sei bemerkt, dass im dritten Kapitel die semili-
nearen parabolischen Gleichungen u/(t) = Au(t)+g(t, u(t)) fiir die Konvergenzanalyse auf
dieselbe Form gebracht werden, indem man g(t) := g(¢, u(t)) setzt.
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Mit Hilfe der Variation der Konstanten ldsst sich nun u(¢,1) als
A tnt1 A
Uty i1) = eltnr=tn)Any gy 4 eltnt1=0Anp (1) dt (1.3)
tn

darstellen. Der Zusammenhang zur obigen Linearisierung besteht hier darin, dass b, (t)
nédherungsweise durch b,,(t,,) ersetzt werden kann, wobei

bu(t) = bu(tn) = O(h?)

gilt. Hieraus folgt mittels Standardabschétzung des Integrals

tn
[ e () = b 1)
tn
| sup [a(t) = ba(t)]| = O(R?).

tngtgtn-!—l

< h- sup
0<7<h

e

Indem nun in (1.3) b, (¢) als by (tn) + (bn(t) — by (ty)) geschrieben wird, erhdlt man dar-
aus

tn+1
u(tn+1) — e(tn+1—tn)An ( )_|_ * (tn+1—t)Anb (tn) dt+0(h3)

tn )k Ak
= eltnri=tn)Ang / o t”“ nob(ty) dt + O(h®)
tn

k+1 gk tnt1

= bn(tn)

n+1 - t)

+Z (k+ 1)

nkay k1 AR 5
Z i +Z G bet) + O

klkl oo 1k oAk
+hAnZh A hA

) TR 2

+ O(h?)

tn

(tn) + O(h?)

+”1)! (Anu(tn) + bn(tn)) + O(h3)

Definiert man schliefSlich

p:C—C
B 00 Zk eZ;1 Py 7& 0 (1 4)
@()_,g)(kﬂ) {1 2=,
dann lasst sich dies als
w(tnt1) = u(tn) + hp(hAn) f (u(tn)) + O(h?) (1.5)

schreiben.

Natiirlich ist es nun naheliegend, auf Basis von (1.5) ein Verfahren zu konstruieren, bei
dem wu(t,) durch wu,, approximiert wird.

Das exponentiell angepasste Euler-Verfahren fiir (1.1) hat die Form

Upyl = Up + h@(hf/(un))f(un)a

wobei ¢ wie in (1.4) definiert ist.
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Der Unterschied zum klassischen (expliziten) Euler-Verfahren

Unt1 = Up + hf(up)
besteht hierbei lediglich im zusétzlichen Faktor o (hf’(uy,)).

Aus der Darstellung (1.5) erhélt man sofort die Konsistenzordnung fiir das exponenti-
ell angepasste Euler-Verfahren. Fiir den Spezialfall einer linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten

{ (t) = Au(t) + B, (1.6)

u(to) = Uug,

wobei A € KN*N und B € KV ist, stimmen die vorausgegangenen Rechnungen auch ohne
die O(h3) Terme. Dies wird im folgenden Satz zusammengefasst.

Satz 1.1.1
Das exponentiell angepasste Euler-Verfahren ist konsistent der Ordnung 2 und liefert die
exakte Losung fir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (1.6).

Beweis:
Fiir den Konsistenzfehler gilt nach (1.5)

(tn) = 3 (ultra) = ulta)) =V (u(ta), )
= (i) = ult)) — (0 () F )
!

was nach Definition die behauptete Konsistenzordnung liefert.

Ist f linear, so ist die Formel

u(tni1) = u(tn) + hp(hA) f (u(tn))

exakt erfillt. Aus u, = u(t,) folgt dann u,+1 = u(ty+1), so dass man zusammen mit
up = u(tp) induktiv die Behauptung erhélt.

In Hinblick auf Kapitel 3 sei noch bemerkt, dass das obige Vorgehen voraussetzt, dass die
Operatoren A,, beschrinkt sind. Im Rahmen partieller Differentialgleichungen kénnen wir
dies allerdings nicht mehr annehmen.

Mittels Halbgruppen kann man allerdings die @-Funktion auch fiir eine Klasse unbe-
schréankter Operatoren definieren. Die Zusammenhénge der beiden Definitionen werden
im Anhang erldutert.
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1.1.2. Weitere Verfahren

Um vom klassischen Euler-Verfahren ausgehend héhere Konsistenz- und damit auch Kon-
vergenzordnungen zu erhalten, besteht eine Idee darin, in jedem Schritt die Funktion f an
mehreren Stellen auszuwerten. Das Resultat sind die Runge-Kutta-Verfahren

Unt1 = Un + 1Y biki(un, h),
=1

i—1
ki(v, h) :f<v+h2a,-jk‘j(v,h)>, 1=1,..,s,
j=1

wobei die Eintriage der Runge-Kutta-Matrix (aij)ij € R**% und die Gewichte b; € R mit
1 =1,...,s die Koeflizienten des Verfahrens sind.

Diese Idee ldasst sich natiirlich auch auf exponentielle Integratoren iibertragen, indem
in Analogie zum exponentiell angepassten Euler-Verfahren bei einem gegebenen Runge-
Kutta-Verfahren die Stufenwerte k;(uy,, h) mit ¢ (hf’(uy,)) oder allgemeiner mit o (vh f/(un,))
multipliziert werden. Dabei ist v € R.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die urspriingliche Differentialgleichung (1.1) wie
schon bei der Herleitung des exponentiell angepassten Euler-Verfahrens als

W(8) = F (ultn))u(t) + (£(u(t) = £ (u(tn))u(t))

zu schreiben und analog zur Konstruktion der Rosenbrock-Wanner-Verfahren ([12, IV.7])
auf die beiden Summanden Verfahren mit verschiedenen Runge-Kutta-Matrizen anzuwen-
den. In diesem Fall sind das (@j)ij fiir den ersten und (O‘ij)ij fiir den zweiten Term.

Dies fiithrt dann zu den Stufenwerten

i—1
ki(v,h) = o(vhf'(v)) (hf’(v) > Bijkj(v,h)
=1

i—1 i—1
+ f <’U +h Z aijk‘j(v, h)) — hf’(v) Z aijkj(v, h)) ,
j=1 Jj=1

so dass sich mit
Yij = Bij — uj

das entstandene Verfahren als

Up41 = Up + hz biki(un, h),
i1
(1.7)

i—1 i—1
kii (U, h) = go(yhf’(v)) (f <U + h Z Oéijk‘j (U, h)) + hf’(v) Z ’Yijkj (U, h))
j=1 j=1
mit ¢ = 1, ..., s schreiben lésst.
Fiir gegebenes v € R, zwei Matrizen (%j)ij’ (O‘U)ij € R**% und die Gewichte b;, wobei

i =1,...,s ist, liefert also (1.7) einen exponentiellen Integrator fiir die Anfangswert-
aufgabe (1.1).
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Bemerkung:
Durch Wahl der Koeffizienten (7;;);; = 0 und v = 0 erhélt man ein Runge-Kutta-Verfahren.
Insbesondere ldsst sich die Verfahrensfunktion von (1.7) analog zu den Runge-Kutta-
Verfahren als

V(U, h) = i bik:i(v, h)
i=1

schreiben.

Grundvoraussetzung:

Im weiteren Verlauf wird angenommen, dass (o ;)i; und (7;;5)i; echte untere Dreiecksma-
trizen sind, d.h. oy = 7;; = 0 fiir ¢ < j. Die bei den Stufenwerten auftretenden Summen
kénnte man also auch bis s laufen lassen, wobei einige Summanden identisch 0 sind.

Wegen des Terms ¢ (vhf'(uy,)) ist die Auswertung der k; verglichen mit Runge-Kutta-
Verfahren sehr aufwendig. Angesichts dieser Tatsache erscheint es ohnehin nicht besonders
sinnvoll, implizite Verfahren von (1.7) zu betrachten. Daher ist die Beschrankung auf expli-
zite Verfahren keine wirkliche Einschrankung. Implizite Verfahren speziell fiir semilineare
Gleichungen finden sich in [22].

1.2. Ordnungsbedingungen

Das exponentiell angepasste Euler-Verfahren ist lediglich konsistent der Ordnung 2. Da
die obige Klasse von Einschrittverfahren eingefithrt wurde, um héhere Ordnungen zu er-
reichen, muss das Ziel nun darin bestehen, Ordnungsbedingungen in Abhéngigkeit der
Koeffizienten zu finden, so dass auf dieser Grundlage bessere Verfahren konstruiert wer-
den koénnen. Der folgende Satz aus der Numerik gewdéhnlicher Differentialgleichungen ist
dabei hilfreich.

Satz 1.2.1
Sei U C RN eine offene Umgebung des Graphen der exakten Losung

u : [to,tE] — RN.

Seien f € CP(U;RN) und V € CP(U x (0, ho); RY) fiir ein hg > 0. Dann ist das Einschritt-
verfahren mit Verfahrensfunktion

VRN x (0,00) = RY,
(v, h) = V (v, h)

genau dann konsistent der Ordnung p, wenn fir ¢q=0,...,p—1

(a4 1) G (w(0),0) = 257wt

gilt.

Die Konsistenzbedingungen kann man aus der Taylorentwicklung von exakter und nume-
rischer Losung (siehe hierzu beispielsweise [10],[41], [11]) ablesen.
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Die Aussage ist direkt auf den Fall K = C iibertragbar. Falls f nicht holomorph ist, muss
(1.1) ohnehin in ein reelles, 2N-dimensionales System umgewandelt werden, um (1.7) an-
wenden zu konnen.

Der Satz 1.2.1 soll nun auf die Verfahren in (1.7) angewandt werden. Hierzu ist es zunéchst
zweckmafBig, ¢ genauer zu betrachten. Die Funktion ldsst sich als Potenzreihe

0 Zk—l
w(2) =
k=1 '

um 0 entwickeln. Hieran kann man ¢(0) = 1 und ¢'(0) =  sofort ablesen.
Fiir sehr kleines p lassen sich die Ordnungsbedingungen nun recht einfach finden.

Ordnung 1:
Im Fall p =1 muss nur ¢ = 0 betrachtet werden, so dass es geniigt

= ibzk’z (u(t) 0
i=1

zu berechnen und gleich f(u(t)) zu setzen. Auswerten der k; aus (1.7) an der Stelle (u(t),0)
liefert dabei

so dass man
= Z bi f (u(t)
i=1

erhélt. Die Konsistenzbedingung fiir die Ordnung p = 1 lautet daher

> bi=1.
i=1

Ordnung 2:

Unter der Annahme, dass fiir ¢ = 0 die Gleichheit erfiillt ist, wird nun ¢ = 1 betrachtet.
Diesmal wird die partielle Ableitung der Verfahrensfunktion nach h benétigt. Differenziert
man zunéchst die k; nach h, so erhilt man

Ok

i—1
oh (U h) ,(Vhf,( ))7f ( <U+hzalj > +hf )Z:lfyijkj(vah))
+o(hf (@ ( + hZ b)) 3 X (ktenn) + )

T o(ahf (v Z%J( (0uh) + B2 0,1 )

Ausgewertet an der Stelle (u(t),0) liefert dies

(u(t),0) = ¢ (0)7f" (w(t) f (u(t)) + (0)f (w(t) Y _(i; + i) kj(u(t),0)
Jj=1 _ﬂ"”

o
&
7

Oh
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und folglich ist

S0 =Y} 7+Zﬁw> )5 (utt)

Da andererseits

dt
gilt, folgt als Ordnungsbedingung

(Ertrerge)

was sich zu

umformen lasst.

1.2.1. Linearer Fall

Bei hoheren Ableitungen von f(u(t)) nach ¢ tauchen auf Grund der Produktregel mehrere
Summanden auf, was das Aufstellen der Ordnungsbedingungen erheblich erschwert. Im Fall
einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten ist die Situation allerdings
auch fiir hohe Ordnungen noch recht einfach. Dies liegt insbesondere daran, dass die
auftretenden Ableitungen eine einfache Form besitzen. Ist ndmlich f(u(t)) = Au(t) + B

dann gilt
d4
dta

[F(u(®)] = A7f (u(t)),

da hohere Ableitungen von f identisch 0 sind.

Um den Satz iiber Ordnungsbedingungen fiir diese spezielle Klasse von Anfangswertpro-
blemen beweisen zu kénnen, wird das folgende Lemma benotigt. Wesentlicher Bestandteil
dieses Hilfssatzes ist das Einschrittverfahren

Un+1 = ym(un>h>7
yi(v,h) = yi—1(v, h) + hgp(hf’(yi,l(v, h)))f(yz;l(v, h)), i=1,...,m, (1.8)
yo(v,h) = v,

bei dem ein Schritt der Hintereinanderausfithrung von m Schritten des exponentiell ange-
passten Euler-Verfahrens entspricht.

Lemma 1.2.2

Seim € Ny. Das Verfahren (1.8) mit Schrittweite T > 0 liefert fir lineare Anfangswertauf-
gaben mit konstanten Koeffizienten (1.6) dieselbe numerische Losung wie das Verfahren
aus (1.7) mit Schrittweite h = mr, Stufenzahl s = m und den Koeffizienten vy = %, b = %,
Qi = % firi> j, azj =0 fiir i < j sowie (v45)i; = 0.
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Beweis:
Zur Unterscheidung werden im Folgenden die durch (1.8) gegebenen Néherungen mit 4,
bezeichnet, wiahrend (1.7) weiterhin w,, liefert.

Definiere fir i =1, .., s
i—1
li(v,T) = p(TA)f (v +7 Zﬁj(v, 7')) .
j=1

Dies wird nun verwendet, um das Verfahren (1.8) geeignet umzuschreiben. Mittels Induk-
tion nach £ wird zunachst

k
Yk (v, 7) :v—I—TZEi(U,T) (1.9)

i=1
gezeigt.

Induktionsanfang k = 1:
Im Fall £ =1 folgt die Behauptung aus

(v, 7) = yo(v,7) + To(rA) (300, 7)) =0+ Tp(rA) ()

Induktionsschritt &k — (k + 1):
Nimmt man an, dass (1.9) fir £ nach Induktionsvoraussetzung gilt, so erhélt man

vt (v,7) = ylv, 7) + 7oA f (3, 7) )

k k
Yoytr Z&(v, )+ 1o(TA)f <v +7 ZE,-(’U, 7'))
i=1 =1

k
=v+T Z&(v, T)+ 7lgt1(v, T)
i=1
k+1
=v+7Y Li(v,T).

=1

Also gilt (1.9) fir alle k£ € Nj.

Nun gilt es noch, das Verfahren aus (1.7) mit den im Satz genannten Parametern geeignet
umzuformen. Die Stufenwerte lassen sich dabei als

i—1
ki(v,h) = p(LhA)f (v +hY Lk, h))
j=1
schreiben. Durch Induktion nach ¢ kann man daher

Ei(U,T) = k’i(’u,h) (1.10)

zeigen.



16 1. Exponentielle Integratoren fiir steife Differentialgleichungen

Induktionsanfang ¢ = 1:

(v, 7) = p(rA) f(v) = p(LhA) f(0) = ki (v, )

Induktionsschritt (1,...,i —1) — i < s:

i—1 i—1
li(v,T) = p(TA)f <v +7 ij(v, 7')) ggp(TA)f <v +7 Z kj(v, h))
j=1 Jj=1
i—1

— (A (140 (0 = o
j=1
Also gilt (1.10) fiir ¢ = 1, ..., s, woraus sich sofort
m 1 m
Upt1 = Up + hz Ekl(un’ h) = u, + TZ&(UH,T)
i=1 i=1

ergibt.
Die folgende Induktion iiber n schlieffit nun den Beweis ab.

Induktionsanfang n = 0:
Nach Konstruktion ist @y = ug, so dass die Aussage fiir n = 0 gilt.

Induktionsschritt n — (n+ 1):
Nach Induktionsvoraussetzung gilt nun 4, = u,. Dann aber folgt

m
~ ~ v
Unp+1 = ym(unu T) = ym(un’T) =Up+ T E gi(unﬂ—) = Un+1,
i=1

was zZu zeigen war.

Satz 1.2.3
FEin exponentielles Finschrittverfahren wie in (1.7) approximiert die Losung linearer Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten (1.6) exakt, falls fir alle ¢ € Ny

ol 1 =l

Z bio H/Bij:ijJrl = 11 H < — —’Y)

(105-1ig)€Tq+1  J=0 q j=0 N4 7J
1¢<...<ig

gilt, wobei J; = {0, ..., s} ist.

Beweis:

Die Beweisidee ist, die Formel aus Satz 1.2.1 fir beliebig grofies ¢ nachzurechnen, also Kon-
sistenz beliebig grofler Ordnung zu zeigen. Da sowohl die exakte wie auch die numerische
Losung analytische Funktionen bzgl. h sind, folgt dann die Behauptung des Satzes.



1.2. Ordnungsbedingungen 17

Angewandt auf die Anfangswertaufgabe aus (1.6)

i0=1
mit
io—1 io—1
ki (v, h) = o(vhA) <Av +hAD " g ki (0,h) + B4+ RA D ig i ki (v, h))
i1=1 i1=1
i0—1
= @(’YhA) (f(v) +hA Z Bio,h ki1 (U, h))
i1=1
schreiben.

Der erste Teil des Beweises besteht nun darin, per Induktion iiber ¢ zu zeigen, dass es
fir m =0, ..., ¢ Polynome Qg () mit Grad kleiner gleich ¢ —m gibt, so dass

aqkio m—1
Ohd (u(t),0) = (qu + Z Qqm(7) Z H Bij,in)Aqf(u(t))
(il’“-»im)ejm ]:0
i <...<i1<ig

gilt.

Induktionsanfang ¢ = 0:
Bei der expliziten Berechnung der Konsistenzbedingungen fiir Ordnung 1 wurde bereits

ki (u(t),0) = f(u(t))
gezeigt. Das gesuchte Polynom ist Qoo = 1.

Induktionsschritt (0,...,q — 1) — ¢:
In Hinblick auf die folgende Rechnung sei zunachst bemerkt, dass

i9g—1 ag 1]% -1 m 1
Z 510 11 8h( 11 U(t), 0) = Z fol,m(’y) Z H 5ij,ij+1"4 B f(U(t))
i1=1 m=0 (i15esim41) € Tm41 J=0

’Lm+1 <...<11<t9

-1
Z Qo1 ,m— 1(7) Z H Bij,ij+1“4€_1f(u(t))

= (7'17 alm)ejm] =0
i <...<11<1g

~

fir £ =1, ..., q aus der Induktionsvoraussetzung folgt.

Nun definiert man fiir i9 = 1, ..., s Funktionen

10—1
l%io (U, h) = f(v) +hA Z 6i07i1ki1 (vv h)7

11=1
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die fiir £ > 1 nach der Leibnizregel Ableitungen der Form

'k !
(WO( , ()A Zlﬁwl ahf (v, h) + O(h) (1.11)
11

besitzen. Dann aber gilt

9k, B q\ drt ks,
.0 = 3= (1) 55 [eona] T
(1.11) 2 q 1 "y ! o 84_1]%1
- 6:21 <E (q €+1)(7A)q gAilz_lﬁ’LO/Ll ahg_l (U(t),O)
1
+ (q+1)(%4)qf(U(t))
e P = 0" ki 1
= Zzleq7f(7)Aq Zlglﬁio,il Oht—1 (U(t),()) +( + )(VA)qf( ())
q l m—1
o ZQq,ﬁ(’Y) > Qeim—1(v) D] 11 B0 AT (u(t))
(=1 m=1 (1yeeeytm ) ETm J=0
i <...<11<1lg
1
T )quqf(U(t))
m—1
(qu SIS SN | ﬁij,ij+1>Aqf(U(t)),
(11, sim ) ETm =0
i <...<t1<tg
wobei
1
Q% ( ) (q+1)’yq7
q
Qq,m( Z Y)Qe—1,m-1(7)

firm=1,...,q und

Qqe(y) = (Z) (q_ﬁJrl)v” = (ZEJW‘”

fir £ = 1,...,q ist. Die Gradbedingungen lassen sich durch Z&hlen der Grade iiberpriifen.
Die Notation ist so gewahlt, dass deg(Q¢,m) = ¢ —m ist. Auerdem sei noch darauf hinge-
wiesen, dass stets Qg = 1 gilt. Damit ist die Induktion abgeschlossen.

Der zweite Teil des Beweises besteht nun darin, mittels Induktion tiber ¢ zu zeigen, dass

es Polynome P, (v) mit Grad kleiner gleich ¢ gibt, so dass sich die Konsistenzbedingungen
als

q—1
big H ﬁij,ijﬂ = PCI('V)
(iO:--wiq)qu-Q—l Jj=0
1g<...<ig

schreiben lassen.
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Induktionsanfang ¢ = 0:
Fiir ¢ = 0 wurde die Bedingung bereits explizit berechnet. Sie lautet
dbi=1
i=1
und hat folglich die geforderte Form, wobei P;(y) =1 ist.
Induktionsschritt (0,...,q — 1) — (¢):
Die zusatzliche Bedingung lautet
o1V
(0 + 1) 50 (u(1),0) = ATF(ul). (112)

Da sich die linke Seite nach dem ersten Teil des Beweises mittels

o1V N 0%k,
W(u(t%m = Z bio Ohd (u(t)70)

i0=1

q m—1
= Z Qqm(7) Z b H Bij iz A (u(t))
m=0

(’L'Ow--aim)ejm .]:0
im<...<ig

geeignet umschreiben lasst, ist

q—1
§ bio H ﬁij,ijJrlAqf(U(t)) = Pq(’y)AQf(u(t))
(io’:"7iQ)€t7q+1 j=0
1g<...<20

aquivalent zu (1.12), wobei

PO = - 5 Q)

ist. Das Polynom P, hat maximal Grad ¢. Damit ist die Aussage mittels Induktion gezeigt.

Im letzten Teil des Beweises ist nun noch zu verifizieren, dass tatsachlich

Pq(V):qiljl—[(l)<ql .-’Y)

—J

gilt. Durch seine ¢ Nullstellen 1, 1 55

. 5 ist das Polynom auf der rechten Seite bis auf eine

Konstante bestimmt. Um die Nullstellen von P, zu finden, nutzt man die in (1.1.1) gezeigte
Tatsache, dass das exponentiell angepasste Euler-Verfahren fiir lineare Differentialgleichun-
gen mit konstanten Koeffizienten die exakte Losung liefert. Da bei diesem Verfahren v =1

und (IBZJ)U =0 iSt, folgt Pq(l) = 0 fir q > 1.

Um fiir ¢ > 1 die anderen Nullstellen zu finden, betrachtet man fir m = 2, ...
aij:%ﬁiri>j,aij:0fiir

Verfahren mit den Parametern s = m, v = %, b = -,

,q die

i < jund (745)ij = 0, die nach Lemma 1.2.2 der Hintereinanderausfithrung von exponenti-
ell angepassten Euler-Schritten entsprechen und daher ebenfalls die exakte Losung liefern.
Wegen m > i; > 1 fir j =0,...,q ist ig < ... < i fiir m = 2, ..., ¢ nicht moglich, so dass

q—1
Z big H Bis iz =0

(io,.,.,z’q)e]q+1 7=0
1g<...<ig

folgt.
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Daher muss F;, (%) =0 fir m = 1,..., ¢ gelten. Dies liefert genau g Nullstellen.

Um nun die Gleichheit der Polynome zu erhalten, werden die Werte an der Stelle v = 0 be-
trachtet. Dann ist p(vh.A) = 1, so dass sich die Ableitungen der Stufenwerte vereinfachen.
Fiir ¢ > 1 erhélt man

8qk‘i0 ip—1
Ohd ( ( ;0 ( >AZ/810,11 Oha—1 (U(t),())

i1=1

und Auflosen der Rekursion liefert

0k, p

Ohd (u(t), O) = q'Aq § H /Bij,ij+1f(u(t))
(i1,.iq) €Tq 3=0
1g<...<21<10

Aus der Ordnungsbedingung

(a+ )50 (), 0) = AT (1)

wird dann

q—1
Yo I8 A (ut) = i Alf (u(). (1.13)

(i07---7iq)ex7q+1 ]:O
1g<...<ig

Dabher folgt P,(0) = und die Aussage ist bewiesen.

1
(g+1)!

Bemerkung:
Da die A?f (u(t)) so gewéhlt werden konnen, dass fiir Gleichheit in (1.13) die Koeffizienten
iibereinstimmen miissen, sind die hinreichenden Bedingungen zugleich notwendig.

Der Satz ist auch fiir nichtautonome Gleichungen der Art v’ = Au + By + tB; anwendbar,
da diese durch Autonomisierung auf die Form

()= 5 () (a)

gebracht werden. Dies ist eine Gleichung wie in (1.6).

1.2.2. Nicht-linearer Fall

Ohne eine geeignete Notation erscheint es sehr schwierig, die Konsistenzbedingungen im
nicht-linearen Fall zu charakterisieren. Daher gilt es zunéchst, eine Indexmenge zu de-
finieren, deren Elemente den bei der Ableitung von f(u(-)) auftretenden Differentialen
zugeordnet werden konnen.
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Hierzu sei die Existenz eines Objektes o vorausgesetzt, das als Wurzel bezeichnet wird.
Definiere nun fiir j € Ny die Mengen B; rekursiv durch

By:={o},

j—1 k-1
Bj = {[Tl,...,Tk] s keNy, Th,...,T € U B, k—l—z < Z m - 1Bm(T£)> =17, },
m=0 =1

m=0

wobei [T, ..., Tx] das nicht-geordnete k-Tupel ist, das 77, ..., T, enthélt. Dabei sind zwei k-
Tupel gleich, falls sie dieselben Objekte mit denselben Haufigkeiten enthalten. Dies liefert
nun die gesuchte Indexmenge.

Definition 1.2.4
Die Vereinigung

B:= (] B,

J€Ng

heifst Menge der Butcher-Bdume.

An dieser Stelle erscheint es sinnvoll, die Voraussetzung, dass f hinreichend glatt ist, zu
prizisieren. Sei also f € CP(D; K™) mit p € Ny.

Unter dieser Voraussetzung kann dann eine Abbildung
P
Frp: | By — C(D;KY)

§=0
konstruiert werden, die im Folgenden einfach als F' bezeichnet wird. Setze hierzu

F(o)(v) := f(v)
und definiere rekursiv

F([Th,....,Ti]) (v) == fk(v)[F(Tl)(v),...,F(Tk)(v)].

Nach dem Satz von Schwarz spielt die Reihenfolge bei der Differentiation keine Rolle, so
dass die Zuordnung wohldefiniert ist.

Jedem Differential soll nun noch die natiirliche Zahl zugeordnet werden, die aussagt, bei

der wievielten Ableitung von f(u(-)) das Differential auftritt. Das wére z.B. 0 fiir f(v) und
1 fiir f(v)f(v). Die folgende Definition prazisiert dies.

Definition 1.2.5
Der Ausdruck o(F(T)) heifst Ordnung von F(T), wobei ¢ : F — Ny rekursiv durch

o(F(0)) =0,

k
k4 o(F(Ty))
)

Q(F([Tl, ,Tk])) :

definiert ist.
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Wegen der Kommutativitdt der Addition ist dies wohldefiniert. Aus den obigen Konstruk-
tionen ist ersichtlich, dass ein Differential der Ordnung j in B; liegt, denn fiir j > 1
gilt

k
B, = {[Tl,...,Tk] : keNy, T,...,T, € B, k+ZQ(F(TE)) = ',}
=1

— {[Tl,...,Tk] C keNy, Ty,..., T, € B, Q(F([Tl,...,Tk])> —J, }

Damit sind die im Folgenden benétigten Grundlagen bereitgestellt. Nun gilt es, die obige
Notation zu verwenden, um die Ableitungen von f(u(-)) in gewiinschter Form darzustel-
len.

Lemma 1.2.6
Sei k € No. Dann existieren ¢(T) € Ny, so dass

dk
G| Fu)] = 3 o F@) i)

gilt.

Beweis:
Im Beweis dieses Lemmas und des anschlieSenden Satzes wird die Multiindex Notation

k k
a=(ag,..,ag), |al :Zaj, (a) :Zjaj
i=1 j=1

k
verwendet. Auflerdem wird statt [ay, ..., a1, ..., ag, ..., ax| einfach H agj geschrieben.
—— —— 1
r1—mal rr—mal =

Nach der Formel von Faa di Bruno (siehe [12, Lemma II1.2.8]) gilt

* o) = S aoro @,

(a)=k

wobei die ¢(a) € Ny sind. Bei der k-ten Ableitung wird dabei stets tiber Multiindizes der
Lénge k summiert. Wegen

W00 = 22 flu(e)| (1.15)

kann man daraus mittels Induktion nach k die zu zeigende Behauptung folgern.

Induktionsanfang k = 0:
Mit ¢(o) = 1 ist die Gleichung erfiillt.

Induktionsschritt (0,....k — 1) —» k < p:
Sind nach Induktionsvoraussetzung
d7
5 )] = 3 e P@) i)

TGBJ'
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fir j =0,...,k — 1, so erhilt man zusammen mit (1.14) und (1.15)

dk k—1 aj+1
S| ] = £ a@rwo) I E anrmee)
(ay=k j=0 “TeB;

Nach obiger Konstruktion der Butcher-Bédume und zugehoriger Differentiale gilt wegen
k

(a) = la| + Zaj(j — 1) = k und der Multilinearitit der Ableitung, dass die rechte
j=1

Seite eine Linearkombination der Differentiale aus F'(Bj) ist. Andererseits taucht jedes
Differential der Ordnung k in der Summe auf, wobei die Koeffizienten ungleich null sind.

Fiir jedes Differential gibt es nun genau eine Ordnungsbedingung. Genauer gesagt, gilt der
folgende Satz, wobei wiederum 3;; = o + 7;; gesetzt wird.

Satz 1.2.7
Es existieren von den Koeffizienten cj, Bij und by unabhdingige Polynome Pr () mit Grad
kleiner gleich o(F(T)), so dass sich die Ordnungsbedingungen als

> bi®ir = Pr(y)
i=1

schreiben lassen, wobei die @;p durch

@io =1
1—1 k
Z H (ai7jm@jm:Tm)7 T = [Tl, ,Tk} fdr E>2
¢ZT = zilvjkzl m=1
Z Bi;P(T1), T =1
j=1
gegeben sind.
Bemerkung:

Die Ordnungsbedingungen der Rosenbrock-Wanner-Verfahren (siehe [12, IV.7]) haben ge-
nau dieselbe Form, wobei sich nur die Polynome P7() unterscheiden. Aufgrund der spe-
ziellen Struktur ist der Beweis im Fall der Rosenbrock-Wanner-Verfahren allerdings ein
wenig einfacher und kann nicht direkt ibernommen werden.

Beweis:
Das Vorgehen ist im Wesentlichen dasselbe wie im linearen Fall. Der erste Teil des Beweises

q
besteht darin, per Induktion tiber ¢ zu zeigen, dass es fiir 7' € B, und S € U B; Polynome
§=0
Qr,s(7y) mit Grad kleiner gleich o(F(T)) — o(F'(S)) = ¢ — o(F(S)) gibt, so dass

aaqh]? (u(t).0) = > > Qrs(PisF(T)(u(t))
TeB, Osgegl%q

gilt.
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Induktionsanfang ¢ = 0O:
Wegen @, = 1, k;(u(t),0) = f(u(t)) und F(o)(v) = f(v) gilt die Behauptung mit
Qo.0(7) = 1. Dies entspricht erwartungsgeméafl Qo o(y) aus dem Beweis des linearen Falls.

Induktionsschritt (0,...,q — 1) — ¢:
Definiere analog zum linearen Fall

i—1

ki(v, h) == f(v + hzaijkj( ) +hf'(v Z%g

j=1

firi=1,...,s

Mit Hilfe der Formel von Faa di Bruno (siehe [12, Lemma II.2.8]) erhalt man fiir die
k-ten partiellen Ableitungen (k = 1,...,q) nach h an der Stelle h =0

Ol d* -
i (0.0) = - <v+h2aw )+hf )Z%’j’fj(%h)]
Jj=1 h=0
k am-1 [t 1 dm
=Y @) I] (dhm 1[2% ] )
(a)=k m=1 h=0
i—1 oF— 1]{3
+ Z cx(a) f'(v) ('Yw Ohk—1 C (v, O)>
(a)=k Jj=1
la|]=1
k i—1 am—lk
= Z Ek(a)f(laD('U) H < Z Q5 G, 8hm_J1m( 7O)>
(a)y=k m=1 \ji,...jk=1
lal1
i—1 OF—1f
+ Z Ek(a)f’(v)z (51,] Ok 1]( 7O)>
it

Man beachte dabei im letzten Schritt, dass
k
> o = (o) =
gilt.

Da nach Induktionsvoraussetzung

om k
c‘)hm ).0)= > Y Qrs(1)®isF(T)(u(t))
TEB,, SEBy
0<i<m

fir m =0,...,k — 1 gilt, folgt aus der Definition der ®;7, dass es Polynome @T,S mit Grad
kleiner gleich o(F(T)) — o(F(S)) — 1=k — 1 — o(F(S)) gibt, so dass

8k
S @®.0) = 3 3 Qrs(n)PisF(T)(u(t))
TeEB, SEB,
1<m<k

ist.
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Mit der Leibnizregel folgt dann

q [ q q—k ki
% -5 (0 22 o] S

_ZO ()T XS Gns)BsFI ()

TeB, SEB,
1<m<k

+——j4*(vf( 1))’

q+1

Z Z QTS ZSF( )( ())a

TeB, SEB,
0<t<q

wobei sich die Q7 g aus der vorletzten Zeile ablesen lassen. Die Gradbedingungen kann
man analog zum linearen Fall durch Nachzihlen tiberpriifen. Dies vollendet die Induktion.

Abschlieflend sei bemerkt, dass @T,T = Qr,r # 0 ist und auBlerdem @Tﬂ =Qrs =0
fir o(F(T)) = o(F(S)) mit T # S gilt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass sich die Ordnungsbedingungen als
S
> bi®ir = Pr(y)
i=1
schreiben lassen. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber ¢ = o(F(T)).

Induktionsanfang ¢ = 0:
Fiir ¢ = 0 wurde die Ordnungsbedingung bereits explizit berechnet. Dabei ist P,(y) =1 .

Induktionsschritt (0,...,q — 1) — (g):
Nach Induktionsvoraussetzung sind die Ordnungsbedingungen fiir 0,...,q — 1 erfiillt. Die
zusétzlichen Ordnungsbedingungen ergeben sich aus

(a4 1) G (u(0).0) = 22 [F(a(0)].

wobei sich die linke Seite nach dem ersten Teil dieses Beweises als

01 V
8h‘1 Z ahq ),0

:Zbi > Y Qrs(v)®isF(T)(u(t))

i=1 TeB, SEB,
0<t<q

umschreiben lasst.

Fir die rechte Seite erhilt man nach Lemma 1.2.6

i Fa)
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S

Indem nun noch Y b;®;s fiir S mit o(F(S)) < o(F(T)) = q durch Pg(y) ersetzt wird,
i=1

erhélt man durch Koeffizientenvergleich

- 1
i; bi®ir = n(T) (qulc(T) - s%e QtaS(’Y)PS(’Y))
0<t<g—1
—Pr(y)

mit n(7) € N;y. Die Polynome Pp haben dabei im Maximalfall Grad o(F (7)) = ¢. Damit
ist die Aussage mittels Induktion gezeigt.

|
Bis zur Ordnung 4 sind die @;7 und Pr(7) in der folgenden Tabelle aufgelistet.
Differential F(T') 2 Pr(v)
f 1 1
i—1
f'f > Bij 3(1—=7)
j=1
i—1
fUf £ > ok 3
k=1
i—1j-1
' f SN BiiBi 5G-11-7)
j=1k=1
i—1
U1 T > aijoiei :
jok, =1
i—1j—1i-1
) >0 D ik £ %
j=1k=1¢=1
i—1 j—1
F'11f ] YD Bijajkage =3
j=1kt=1
i—1j—1k—1
f'1ff SN BiiBikbBre iG-1VG-1A-7)
j=1k=1 =1
Beispiel:
Gegeben sei das zweistufige Verfahren mit den Koeffizienten v = %, o] = Q, Y91 = %aQ —a,
bp=1-— ﬁ, by = ﬁ Dabei ist o € R ein freier Parameter.
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Folglich ist B21 = ao1 + Y01 = %()42. Mittels Nachrechnen erhélt man nun

2 1 1
2bi=l-g5tgs=1
=1
2 -1
3 1 1
Zzbz/@w—i - 2:7:7(1_7)7
P 13 1 302 4 4 2
2
1 1
Z Z bzazjazk—iz 2:77
i=1 j,k=1 3o 3
2 1—17-1 1
ZZ Zblﬁl‘jﬁjk 5 (2 - 7) (1 =)
i=1j=1k=1

Das Verfahren ist also konsistent der Ordnung 3. Da unabhéngig von der Wahl von « stets

i—17—14—

>y

1
=1j=1k=1¢=

OO\F—‘
cmq

1
. « ]6]]@0412 A 2 4
ist, sind nicht alle Bedingungen fiir Ordnung 4 erfillt. Allerdings gilt fiir alle ¢ > 2

1
Z b’LQ H 527,1]4,1 = = 71 < - 7) )
(105eesiq)ETg+1  J=0 q+ j=o N4 7
1q<...<ig
so dass das Verfahren nach Satz 1.2.3 die exakte Losung von linearen Anfangswertaufgaben
mit konstanten Koeflizienten liefert.

Wendet man ein Einschrittverfahren, das konsistent der Ordnung p ist, zur Losung ge-
wohnlicher Differentialgleichungen an, so gentigt schon die Lipschitz-Stetigkeit der rechten
Seite und der Verfahrensfunktion, um Konvergenz der Ordnung p zu erhalten. Durch
Uberpriifen der Konsistenzbedingungen, wie im obigen Beispiel, kann man also direkt die
Konvergenzordnung berechnen.

1.3. Reduzierte Verfahren

Analog zu den Runge-Kutta-Verfahren ben6tigt man fiir hohe Ordnungen auch eine hohe
Stufenzahl. Dies hat allerdings wesentliche Konsequenzen fiir den Aufwand des Verfahrens.

Ist die Dimension N klein genug, kann man ¢(yhf’(v)) etwa durch Padé-Approximation
auswerten. Bei einer Grofienordnung von N ~ 102 ist dies allerdings zu aufwendig, so
dass das Matrix-Vektor-Produkt mittels Krylow-Unterraum-Approximation berechnet und
©(yhf'(v)) selbst nicht mehr ausgewertet wird. Die Krylow-Unterraum-Approximation ist
Thema des zweiten Kapitels.

Um bei einem Verfahren der Form

Unt1 = Un + 1Y biki(un, h),
=1

i—1
ki(v,h) = e(vhf'(v)) ( (v + hzau ) +hf(0) Y ik (v, h))
j=1
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einen Stufenwert k;(v,h) zu berechnen, muss ¢(vyhf’(v)) mit einem Vektor multipliziert
werden, der von f,v und h, den vorherigen Stufenwerten und den Koeffizienten des Ver-
fahrens abhingt. Daher sind die s Vektoren im Allgemeinen voneinander verschieden, so
dass s verschiedene Krylow-Unterrdume berechnet werden, was die Verfahren sehr aufwen-
dig macht. Die Lésung des Problems sind die reduzierten Verfahren, die nun betrachtet
werden. Wie bisher wird dabei 3;; = a;; + 755 gesetzt.

Die wesentliche Idee besteht darin, geeignete Koeffizienten zu bestimmen, so dass das
zugehorige Verfahren umformuliert werden kann.

Von wesentlicher Bedeutung sind dabei die Eigenschaften der ¢-Funktion. Die benétig-
te Rekursionsformel liefert das folgende Lemma.

Lemma 1.3.1
Sei 5 € Ng und z € C. Dann gilt

. o . 1
P((+1)2) = =7 (20() +1)9(32) + —79(2) (1.16)
Beweis:
Da fir z € C
e =zp(z)+1

ist, erhélt man

(G +1)2) eFer —1 1 ez_1zj:kz 1 ()zj:( ()+1)k 117

z) = = e = ——p(z zp(z , .
P G+Dz j+1 =2 = jr1T T

J
wobei ausgenutzt wird, dass (e* — 1) Z e** eine Teleskopsumme ist.
k=0
Zweimalige Anwendung dieser Identitdt und eine Indexverschiebung liefern dann

o((+1)2) 27— p(2) ( > (z(2) + 1)k> +5gee)

was zU zeigen war.

Um die Notation zu vereinfachen, werden nun noch Hilfsvektoren

di(v,h) :== f(yi(v,h)) = f(v) = hf (v)wi(v, h) (1.18)
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definiert, wobei

yi(v, h) == v+ hw;(v, h),
i—1
) i= Y aijkj(v, h)
j=1
ist.

Bemerkung:
Die wesentliche Idee hinter den Hilfsvektoren ist die Taylorentwicklung

flyi(v,h)) = f(v) + hf' (V)w;(v, k) + O(h?), h— 0.

Die Konsequenz ist, dass d;(v, h) fiir kleine Schrittweiten wesentlich kleiner als f(v) wird.
Beide Ausdriicke sind allerdings bei reduzierten Verfahren fiir die Berechnung der Stufen-
werte von Bedeutung. In einem der Beispiele, die am Schluss dieses Kapitels zu finden

sind, ist etwa ki(v,h) = ¢ (%hf’(v)) f(v) und kg(v,h) = ¢ (%hf’(v)) ds(v, h).
Die Eigenschaft, dass die Norm von d4(v, h) sehr klein ist, fithrt dazu, dass beim Krylow-
Unterraum-Verfahren nur wenige Iterationsschritte bendtigt werden, um eine gewéhlte

Fehlertoleranz zu unterschreiten. Letzteres geht aus den Abschétzungen des zweiten Ka-
pitels hervor.

Eine niitzliche Formel liefert das folgende Lemma.

Lemma 1.3.2
Seien h > 0 und v € KN. Dann gilt firi=1,...,s

ki(v,h) = ki(v, h) + @(yh ' (v))di(v, h) + o (vhf' (v Zﬁm (1.19)
mit d;(v, h) aus (1.18).

Beweis:
Dies folgt direkt aus der Definition der Stufenwerte und Hilfsvektoren, denn es gilt

i-1
ki(v,h) = p(yhf'(v)) (v-l—hZoz” ) +hf'( )Z%jkj(v,h))
—

= (vhf'(v)) | f(yi(v,h)) + hf'(v Z%J )

="o(vhf'(v)) | di(v,h) + f(v) + hf' (v)wi(v, h) + hf' (v Z%J )

1—1
= ki(v,h) + o(yhf'(v))di (v, h) + @(vhf' (0))hf'(v) Y (s + vij) kj(v, h).
=1 =Bij
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Hiermit sind die Grundlagen fiir den entscheidenden Satz geschaffen, auf dessen Grundlage
ein Verfahren mit geeigneten Koeflizienten umformuliert werden kann.

Die Bedeutung des nun folgenden Satzes liegt darin, dass fiir die ersten n Stufen nur
eine Krylow-Unterraum-Approximation durchgefiihrt werden muss. Dies ist darin begriin-
det, dass man aus ki (v, h) = @(vhf'(v))f(v) die anderen k;(v,h) = @(ivhf'(v)) f(v) mit
der Rekursionsformel (1.16) berechnen kann.

Fiir die jeweils ndchsten n Stufen ist die Situation d&hnlich. Wiederum ist nur eine Krylow-
Unterraum-Approximation durchzufithren. Ist s = ¢ - n 4 r, so miissen statt s also g + 1
bzw. im Fall » = 0 sogar nur ¢ Krylow-Unterrdume berechnet werden.

Der Rechenaufwand wird zudem noch dadurch verringert, dass die Norm dy, 41 (v, h) ty-
pischerweise wesentlich kleiner als die von f(v) ist. In der Praxis bedeutet das, dass die
Krylow-Unterraum-Approximation nach wesentlich weniger Schritten abgebrochen werden
kann, da der Anteil am Gesamtfehler klein ist. Details zu den Abbruchkriterien finden sich
in [20, 6.3].

Satz 1.3.3
Fir die Stufenzahl s gelte s = q-n+r mit ggn € Ny und 0 < r < n — 1. Sei auflerdem
v = % Dann existieren Koeffizienten o und B;; mit j = 1,...,i—1, so dass firi=1,...,n

ki(v, h) = p(ivhf (v)) f(v)

und unter der Voraussetzung mn +1i < s mit m € Ny

kmn—f—i(vﬂ h) = kl (U7 h) + Qo(ifyhf/(v))dmn-‘rl(v, h)

gilt.

Bemerkung:

In [20, 5.1] wurde dieses Resultat zwar vorgestellt, allerdings nicht bewiesen. Der folgen-
de Beweis liefert nicht nur die Existenzaussage, sondern ist konstruktiv. Folglich ist er
ein niitzliches Hilfsmittel, um geeignete Verfahren zu finden oder die Konstruktion von
Verfahren nachzuvollziehen.

Beweis:
Im ersten Schritt dieses Beweises fiihrt eine Induktion iiber ¢ zur ersten Aussage des Satzes.
Setze dazu fiir alle j und ¢ = 1,..,n zundchst a;; = 0.

Induktionsanfang i = 1:
Da das Verfahren explizit sein soll, ist zwangsldufig 81; = 0. Damit gilt bereits

ki = o(Yhf'(0)) f(u) = (1 - yhf'(v)) f(w).

Induktionsschritt (i — 1) — ¢ < n:
Wegen

i—1
wi(v, h) == Z aijk:j(v, h) =0
J=1
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ist
yi(v,h) = v+ wi(v,h) = v
und damit
di(v,h) = f(yi(v,h)) = f(v) = hf'(v)wi(v,h) =0

firi=1,...,n.
Mit Blick auf die Rekursionsformel (1.16) wihlt man nun

Hlg g, j<i-2
Bij = ¢ 5 j=i-1 (1.20)
0 j>i.

Dann folgt

ki (0, 1) "2k (v, ) + o(vhf (v)) di(v, h) +o(vhf' (v Zﬂw
T
= Bii—1e(Yhf' (v))hf' (v)ki—1(v, k) + p(vhf’ (U))f(v)

=k1(v,h)

+ o(yhf (v Z Bijk;

(1.20) 1

- ;1w(7hf’(v))hf'(v) i-1(v,h) +

@\H

~p(yhf'(v)) f(v)

[\

+i_ils0(7hf’(v))<f( )+ hf'(v )Z_ @ijj(v’h))

1

J

=ki—1(v,h)
(119)7 — 1

21 L (o (W) (0) + ) kica (v, ) + < p(7hf (0) £ (0)
e ( — (3 ORI @) ) + 1)l = RS () + 10 0hS ) ) £0)

(1.16)

="p(ivhf'(v)) f(v),

was zu zeigen war.

Die zweite Aussage wird ebenfalls mittels Induktion {iber ¢ bewiesen. Sei m > 1 belie-
big.

Induktionsanfang ¢ = 1:

Setze Bmnt1,; = 0 fiir j = 1, ..., s und wéhle beliebige a;pnp11,5 fiir j = 1,...,mn. Damit das

Verfahren explizit ist, gilt natiirlich ay,p41,; = 0 fiir j > mn.

Die Behauptung lésst sich nun leicht nachrechnen, denn

kmn-ﬁ-l(vv h) =k (U’ h) + 90(1 : 'Vhf/(v))dmn-‘rl(vﬂ h)

folgt sofort aus (1.19), da dort der letzte Summand wegféllt.
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Induktionsschritt (i — 1) — ¢ < n:
Setze zunéchst

OUmn+ti,j = Omnt1,5

fir j = 1,..., s, woraus sofort

dmn—l—i - dmn+1

folgt. Wiederum mit Blick auf die Rekursionsformel (1.16) wéhlt man

L (Brngio1j —615-7) j<mn+i—2

Bmntij = § Sty j=mn4+i—1 (1.21)
0 j > mn+1.
Dann folgt
kanri(Ua h)
(1. 19) mn-+i—1
- kl( h) + (P(’Yhf/(v)) mn+1 (U h) + QO("}/hf Z 6mn+z,] )

= kl (U> h) + (P(Vhf/(v))danrl(Ua h) + QD(PYhf ( )) f ( )an+i,mn+i71k’mn+ifl(v7 h)

mn-+i—2
(’Yhf Z /an—‘rz,] )
(1. 21) , mn+i—2
= kl( h)+<P('Yhf (U)) mn-l-l(v h) (’Yhf Z an—i—z 17] (U h)

+ somhf'(v))hf'(v)%v(kmnﬂ-_l(v, h) =k (v, h))

(29)%]“1(“’ h) + Zknric1(v, B) + 2@ (Yhf (V) dmns1 (v, h)
+ Lo (Yhf (W) vh S (0) (Bmnio1 (v, h) = ki (v, h)

= %kzl(v, h) + % (kzl(v, h) + ¢((i — 1)yhf (v))dmnt1 (v, h))

+ o (VS (0) 7R (0) (0 = DvhS () dmnya (v, h)
+ Lo (3! (v)) 1 (0, 7)
= (o) + 5 (RS @)L () + 1) (6 = DS () dni (0. 1)
+ 2o (V0f'(v)) dyn g1 (v, )
U2k1 (0, ) + @(ivh S (©)) s (v, ),

was zu zeigen war.

Der Satz liefert genug freie Parameter, um Verfahren der Ordnung 4 zu konstruieren.
Im Folgenden sind zwei Beispiele zu finden. Dabei wurde k; = k; — k1 fiir ¢ > n ge-
setzt.



1.3. Reduzierte Verfahren 33

Beispiel:
Betrachte das durch

Unt1 = Up + h(kg(un, h) + %l;:g(un, h))

gegebene dreistufige Verfahren, wobei

und

d3(v,h) = f(ys(v,h)) — f(v) = hf' (v)ws(v, h),
y3(v,h) = v + hws(v, h),

wy(v,h) = 2 (k1 (v, h) + ka(v, ) )

ist. Nach [20, 5.2] ist dies ein Verfahren der Ordnung 4 und liefert die exakte Losung von
linearen Anfangswertaufgaben mit konstanten Koeffizienten.

Beispiel:
Betrachte das durch

Uni1 =t + h(K3(tn, B) + Fa(tun, h) = s (wn, h) + Fo(tn, h) + Sz (un, b))

gegebene siebenstufige Verfahren, wobei

k(v h) = ¢ (A0 (0)) F(v),
ka(v,h) = ¢ (3hf () (v),
ks(v,h) = ¢ (hf'(v)) f(v),
Fa(v,h) = ¢ (A0 (v)) da(v, ),
Fs(v,h) = ¢ (3hf'(v)) da(v, ),
Z:G(U’ h) =1 (hf,(v)) da(v, ),
Fr(v,h) = ¢ (3hf'(v)) dr (v, h)
und
d4<’l), h f(y4(v, h)) — f(U) - hf’(v)w4(v, h )
d7(v,h) = f(y7(v,h)) — f(v) = hf'(v)wr (v, h
ya(v, h) = v + hwy(v, h),
y7(v, h) = v + hwz(v, h),
wy(v,h) = 355k1 (v, h) + $5ska(v, h) + 2= ks(v, h),
wr (v, h) = ki (v,h) — Zko(v, h) + 29 k3(v, h) + 2(ka(v, h) + Es(v, h) + ke (v, h))

ist.
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Nach [20, 5.2] ist dies ein Verfahren der Ordnung 4 und liefert die exakte Losung von linea-
ren Anfangswertaufgaben mit konstanten Koeffizienten. Da es dem vorherigen Verfahren
bei differential-algebraischen Gleichungen und bei Verwendung einer inexakten Jacobi-
Matrix iiberlegen ist und zudem eingebettete Verfahren zur Schrittweitensteuerung exis-
tieren, wurde es von den Autoren von [20] als exp4 implementiert. Ndheres findet sich
dazu in [20, 6.-8.].



2. Approximation des Exponentialoperators

In diesem Kapitel wird die Approximation des Matrix-Exponentialoperators mittels Kry-
low-Unterraum-Verfahren betrachtet. Der Zusammenhang mit den exponentiellen Integra-
toren des vorherigen Kapitels ist dabei recht einfach einzusehen, wenn man die Frage
nach dem Aufwand der Verfahren stellt. Um einen Ausdruck der Form ¢(7A)v, bei der A
eine Matrix, v ein Vektor und 7 eine positiver, reeller Wert ist, zu berechnen, sind Padé-
Approximationen grundsétzlich keine schlechte Wahl. Bei sehr groien Systemen, etwa im
Fall A € C!'000x1000 " werden sie allerdings zu aufwendig. Folglich muss ein anderer Weg
gefunden werden.

Krylow-Unterraum-Verfahren sind iterative, numerische Verfahren, die eigentlich zur Lo-
sung grofler, diinnbesetzter, linearer Gleichungssysteme verwendet werden. Zu den bekann-
testen Vertretern zdhlen das Arnoldi- und das Lanczos-Verfahren. Die wesentliche Idee ist
in jedem Fall die Projektion in einen niedrigdimensionalen Raum.

Gallopoulos und Saad haben bereits in [9] und [38] Fehlerschranken fiir die Approximati-
on von e™4v gefunden. Da die theoretischen Ergebnisse die wesentlich kleineren Fehler der
numerischen Beispiele jedoch nicht erklaren kénnen, ist es sinnvoll, die Krylow-Unterraum-
Verfahren noch einmal genauer zu analysieren.

Mit Hilfe des holomorphen Funktionalkalkiils, d.h. insbesondere der Cauchyschen Inte-
gralformel angewandt auf Matrizen, wird im Folgenden das Problem, eine Schranke fur
die Approximation von e”v zu finden, auf den Fall eines linearen Gleichungssystems zu-
riickgefiihrt. Da die Fehlerschranken bei der Approximation von e™wv auch fiir p(7A)v
gelten, ist es gerechtfertigt, e™ v statt o(TA)v zu betrachten.

Der Inhalt dieses Kapitels basiert hauptséchlich auf der Arbeit [19] von M. Hochbruck
und C. Lubich. Fiir die benétigten Grundlagen zu Krylow-Unterraum-Verfahren betrach-
te man [18, Chapter 13] oder auch [13], [32]. Der Kalkiil der Matrixfunktion wird im ersten
Kapitel von [18] ausfiihrlich behandelt.

SchlieBlich sei noch bemerkt, dass sich Druskin und Knizherman (siehe [5], [6], [28] und
[29]) in der russischen Literatur mit der Thematik beschéftigt und ebenfalls Fehlerschran-
ken gefunden haben, jedoch mit einer anderen Herangehensweise.

2.1. Grundlagen

Die Approximation von Funktionen mit Polynomen ist in der Mathematik ein vielfach
verwendetes Mittel, so dass es naheliegend ist, auch e? durch ein Polynom anzunéhern.
Da die Anwendung im vorherigen Kapitel die explizite Kenntnis von e gar nicht erfordert,
ist eine Approximation der Form

CAU ~ Pk:—l (A)’U
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sinnvoll, wobei deg(Py_1) < k—1 fiir gegebenes k € Ny ist. Gesucht ist also eine Ndherung
fiir das Produkt von e mit einem Vektor v, wobei das Resultat Pj_1(A)v wiederum ein
Vektor und insbesondere Element des folgenden Unterraums ist.

Definition 2.1.1
Seien A € CN*N v € CV\ {0} und k € Ny gegeben. Der Untervektorraum

Ki(A,v) = span{v, Av, ..., AF"1y}

von CN heift k-ter Krylow-Unterraum von A und v.

Entscheidend ist demnach, ein Element des Krylow-Unterraums zu finden, das ev geeignet
approximiert. Eine Methode hierzu ist die Arnoldi-Iteration aus [18, Algorithm 13.3]. Das
folgende Lemma fasst die wichtigsten Eigenschaften zusammen.

Lemma 2.1.2
Seien eine Matriz A € CN*N und ein Vektor v € CV mit ||v]| = 1 gegeben. Das Arnoldi-
Verfahren angewandt auf A und vy := v liefert die beiden Matrizen

Vi 1= (vl | | vm) e cNxm
und
hi1 ... .. him

H,, = - e gmxm

hm,mfl hmm
sowie hpyi1,m € C mit den nachfolgenden Eigenschaften.
e H,, ist eine obere Hessenbergmatriz, d.h. es gilt h;; = 0 fiiri > j + 1.

e Die Vektoren vy, ..., vy sind bzgl. des kanonischen Skalarprodukts (z,y) := y*x fir
x,y € CN orthonormal und es gilt

span{vy, ..., v, } = K (A4, v),
d.h. {v;}" ist eine Orthonormalbasis des Krylow-Unterraums ICp, (A, v).

o Auflerdem sind die beiden Identitditen
AV = VinHp + Bony1.mUmr1el, (2.1)
und
V> AV, = Hp, (2.2)

erfillt. Beziiglich der Basis {v;}", ist Hy, demnach die darstellende Matriz der
Projektion von A in den Unterraum K,,(A,v).

Beweis:
Fiir den Beweis siehe [18, 13.2.1].
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Neben diesen fiir die folgende Fehleranalyse wesentlichen Aussagen sind noch zwei andere
Dinge zu bemerken.

o Fir die Arnoldi-Iteration ist es nicht notwendig, die Matrix A explizit zu kennen bzw.
zu speichern. Grundsétzlich wére es sogar moglich, die Matrix-Vektor-Produkte im
Arnoldi-Algorithmus zu approximieren, etwa

Plagw = 1080 =00

wobei § € R hinreichend klein ist.

o Fiir 7 € R gelten
V1AV, = THy,
und
K (TA,v) = Kn(A4,v).

Daher kann der skalare Faktor bei der Durchfithrung der Arnoldi-Iteration ignoriert
werden. Die Annahme |[v|| = 1 ist ebenso keine Einschrankung, da im allgemeinen
Fall v; = HZ—H gesetzt werden kann.

Wie bereits erwéhnt dient das Arnoldi-Verfahren eigentlich zur Lésung linearer Gleichungs-
systeme. Aus diesem Grund ist es zur Fehlerabschitzung keineswegs sinnvoll, €™ bzw.
©(TA) durch eine Potenzreihe darzustellen. Den benétigten Zusammenhang liefert hin-
gegen der holomorphe Funktionalkalkiil aus [18, Chapter 1]. Damit erhélt man fiir ein
Gebiet G und holomorphes f : G — C unter der Bedingung o(A4) C G die For-
mel

1

f(A) = 5 8Gf(z)(z[ — Ay ldz, (2.3)

so dass das urspriingliche Problem auf die bekannte (vgl. [37]) Approximation
(2 — A = Vi, (21 — Hy) ey (2.4)
zuriickgefithrt werden kann.

Allerdings erweist sich die Bedingung o(A) C G als zu schwach, da im Allgemeinen
o(Hy) € o(A) ist und folglich Elemente aus dG in o(Hy,) liegen kénnen. Dann wiére
O0G aber kein zuldssiger Integrationsweg zur Bestimmung von f(H,,) mittels (2.3) und
(2.4). Der Ausweg besteht darin, die Voraussetzung zu verschéirfen. Hierzu wird die folgen-
de Definition bendtigt.

Definition 2.1.3
Seien (H,(-,-)) ein Hilbertraum iber R oder C und B : H — H ein beschrinkter, linearer
Operator. Dann bezeichnet man

F(B) := {(Ba;,:c) cxeH, (x,x) = 1}

als numerischen Wertebereich.
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Im Fall # = CY und dem durch (z,y) = y*z, x,y € CV definierten Skalarprodukt ergibt
sich

x*Bx

F(B) = { x*x

:xE(CN\{O}}.

Fordert man nun F(A) C G, so ist Vp, f(Hp)er mittels (2.3) und (2.4) wohldefiniert. Der
wesentliche Grund besteht in den beiden Inklusionen

o(Hm) C F(Hy) C F(A),
die im Folgenden gezeigt werden.
Lemma 2.1.4

Seien die Voraussetzungen aus Definition 2.1.3 gegeben. Ist H endlich-dimensional, so gilt
o(B) C F(B).

Beweis:

Sei A € o(B). Dann gibt es ein z € H mit Bz = Az und ||z|| = 1. Folglich ist
(Bz,z) = (\z,2) = Nz,2) = A

und damit ist A € F(A).

Folgerung 2.1.5
Fir die Matrizen aus Lemma 2.1.2 gilt

o(Hy,) C F(H,) C F(A).
Beweis:
Die erste Inklusion folgt direkt aus Lemma 2.1.4.

Fiir die zweite Inklusion werden hingegen die Ergebnisse aus Lemma 2.1.2 benétigt. Da
die Spalten von V,,, zueinander orthogonal sind, gilt

ViV, = 1. (2.5)
Dies impliziert
HVmH =1, (2.6)
denn fiir alle z € C™ mit ||z|| =1 ist
|Vinz||? = (Vin2)*Vinz = z*Vn’;sz@iS)z*z = 1. (2.7)

Auflerdem gilt

z*Hmz(g)z* Vi AViz = (Vipz) AV z

fir z € C™. Ist nun A = 2*Hy,z € F(H,,) mit ||z|| = 1, dann ist nach (2.7) auch ||V,z|| =1
und damit A = (V;,,2)"AV;,2 € F(A).
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Unter der Voraussetzung F(A) C G kann also die gewiinschte Approximation

1
f(A)v =~ 57 aGf(z)Vm(zI — H,,) teidz (2.8)

verwendet werden.

2.2. Fehlerschranken fiir das Arnoldi-Verfahren

Im Folgenden seien stets A € CV*N | v € CV mit ||v|| = 1 und die zugehérigen Matrizen
aus Lemma 2.1.2 gegeben. Mit || - || wird die euklidische Norm bzw. die zugehérige Opera-
tornorm bezeichnet.

Auflerdem wird die Notation durch
w(B) :=sup{|\: A€ F(B)}

vereinfacht. Man bezeichnet w(B) als numerischen Radius.

2.2.1. Allgemeine Fehlerabschatzung

Die Formel (2.8) zeigt, dass der erste Schritt nun darin bestehen muss, die in (2.4) einge-
fiihrte Approximation

(21 — A) o= V(21 — Hp) ey
zu analysieren. Hierzu erweist sich der folgende Abstandsbegriff als niitzlich.
Seien § C C und z € C, dann wird der Abstand dist des Punktes z von der Menge S durch

dist (z,5) :=inf {|z —¢&| : € € S} definiert. Auf Basis dieser Definition liefert das folgende
Lemma Abschétzungen fiir die Terme ||(21 — A)~!{| und || (2 — Hy,) 7.

Lemma 2.2.1
Seien B € CF** fiir ein k € Ny und S C C nichtleer, abgeschlossen und konvex. Seien
auflerdem z € C\ S und F(B) C S. Dann gilt

H(zl - B)_IH < dist (z, S)_l.

Beweis:

Der in [39, 3.] eingefithrte M-numerische Wertebereich ist eine Verallgemeinerung der klas-
sischen Definition 2.1.3, welche dem Fall M = 1 entspricht. Die zu zeigende Behauptung
folgt daher aus [39, Satz 4.1].

Das Lemma 2.2.1 wird jetzt verwendet, um eine Schranke fiir den Fehler der Ndherung (2.4)
zu finden. Um die Notation zu vereinfachen, definiere aber zunéchst noch

d(S):=inf{]z—¢|: £€ 8, z€ F(A)} =inf {dist(z,5): z € F(A)}
fur S C C.
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Bemerkung:

Im Gegensatz zum Hausdorff-Abstand wird zweimal das Infimum gebildet. Die Verwen-
dung dieses Abstandsbegriffs ist damit begriindet, dass im Folgenden F(A) C S ist und
sichergestellt werden muss, dass der Abstand von F(A) zu jedem Randpunkt von S nach
unten beschrénkt ist.

Eine Schranke fiir || (2 —A) " v—V,,, (21— H,,) e || liefert nun das Lemma 2.2.2.

Lemma 2.2.2
Seien G ein Gebiet und E C C kompakt und konvex mit F(A) C E C G. Auflerdem seien
z € G und P, ein Polynom mit deg(P,,) < m und P,,(z) = 1. Dann ist

(2 = )70 = V(21 = Hp)ler | < 2d(0G) ™ - || Pn(A)].

N

oG

Abbildung 2.1.: Konstellation in Lemma 2.2.2

Beweis:
Da z eine Nullstelle von P, — 1 ist, gibt es ein Polynom @, mit

Pr(X) = 1= (z = X)Qm(X).
Aus deg Q,, < m — 1 folgt dabei Q,,(A)v € span{v, Av, ..., A" v} = K,,(A4,v). Weil

zudem die Spalten von V;,, eine Basis von K, (A, v) bilden, gibt es einen Vektor y,, € C™,
so dass Vi ym = Qm(A)v gilt.

Dies impliziert jedoch

P(Av=v— (21 — A)Qm(A)v

=v— (2 = A)Vpym. (29)

Damit ist bereits eine niitzliche Darstellung fiir P,,(A) gefunden worden. Nun gilt es die
linke Seite der zu zeigenden Ungleichung geeignet umzuformen. Definiere hierzu

Ay = (2 — A7 = Vi (20 — Hp) 7 HVE
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Da die Spalten von V,, = (v1,...,vy,) orthogonal zueinander sind und v = v; ist, gilt
Vv = V3 v; = er. Daraus ergibt sich

Apv = (2 — A) " = Vi (2 — Hy) Vi

2.10
= (21 — A" = Vi (2I — Hp) tey. (2:10)
Wegen V*V,, = I und V,} AV,,, = H,, ist auBerdem
A (2] — AV = Vi = Vip(2d — Hp) "2V (2 — AV
= Vi — V(2D — Hp,) 7' 2V Vi — Vi AV, 2.11)
= Vin = V(2] — Hp) Y21 — Hyp) '
=V —Vn=0.
Zusammengefasst erhédlt man demnach
(21 — Ao — V(2 — Hm)_lel(Q':O)Amﬁil)A (v — (2] = A)Vpym)
@A, Pr(A)o
Da [jo]| = 1 gilt, ist || Pn(A)v] < [[Pm(A)l, was
2l — A=V, (2 — Hy) terll < |Amll - | P (A)v
|1 =) ( )lea]| < 1An] - [P Aol 2.12)

< Amll - [[Bn(A)]l
impliziert.

Nun muss nur noch der Faktor || A,,|| abgeschitzt werden. Wegen z € G und E C G = G°
ist z ¢ E. Aus F(H,,) C F(A) C E folgt daher mit Lemma 2.2.1

(21 = )| < dist(z, F(4)
und

H(z[ - Hm)—1H < dist(z, F(Hp)) " < dist(z, F(A)) "

Die Ungleichung dist(z, F(A4)) < dist(z, F(H,,)) ist dabei eine direkte Konsequenz aus
der Definition des Abstands tiber das Infimum und der Inklusion F(H,,) C F(A).

Weil |[V¥]| = ||Vim|| = 1 ist, erhédlt man hieraus die Abschétzung

1Al = ||z = )™ = Viu(=I = Hyn) 7'V

< ez = 7|+ WVl - [T = ) 5
< 2. dist(z, F(A)) ' < 2d(0G) 7,

wobei auch hier die letzte Ungleichung eine direkte Konsequenz aus der Definition {iber
das Infimum und der Voraussetzung z € 9G ist.

Zusammen mit (2.12) liefert || A,,|| < 2d(0G)~! schlieflich die Behauptung des Satzes.
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Die Fehlerschranke in Lemma 2.2.2 ist von der Wahl des Polynoms P,, abhéngig, wobei
die Suche nach einem geeigneten Vertreter zur Theorie der Faber-Polynome (siehe [4], [7],
[40]) fithrt. Demnach existiert zu einer nicht-leeren, konvexen und kompakten Teilmenge
E der komplexen Ebene eine biholomorphe Abbildung

:C\ Dy — C\ FE

mit ¢ (w) = pw+O(1), w — oo und p > 0. Dabei bezeichnet D1 = {w € C: |w| < 1} den
Abschluss der Einheitskreisscheibe. Die Umkehrabbildung von 1 sei

¢:C\ E — C\Dy. (2.13)

Das n-te Faber-Polynom ist dann der Nebenteil von ¢".

n
Wegen ¢(z) = 2+ O(1), z — oo ist dies ein Polynom vom Grad n, wobei (%) der Term
mit der hochsten Potenz ist.

Lemma 2.2.3

Sei wiederum z € 0G. Unter den zusdtzlichen Voraussetzungen, dass E keine Linie und
F(A) C E° ist, gibt es ein Polynom P, mit deg(Py,) < m und Py (z) = 1, so dass die
Abschdtzung

1€6E .

mit der zu E zugehorigen Funktion ¢ aus (213) gilt.

Bemerkung:
Im Fall F(A) NOFE # () geht dies in die Aussage || P, (A)|| < oo tiber.

Beweis:
Unter obigen Voraussetzungen ist

1

7/ P\ — A) 1A,
oF

Pm(A) - 27i

Nach Lemma 2.2.1 ist ||(u] — A)7Y| < dist (,u,]-"(A))f1 < d(OE)™! fiir 4 € OF, so dass
1
| P (A)|| < =— - £(OF) - max | P, (1)| - d(0E) ™ (2.14)
27 uer

gilt. Sei ¢, (w) das zu E zugehorige Faber-Polynom von Grad m. Dann ist ¢,,(w) der
Nebenteil von ¢(w)™ und damit gilt ¢(w)™ = ¢ (w) + O(L), w — occ.
Definiere nun
O (X) = om(z) + ¢(2)™

p(z)™ ’
so das insbesondere P,,(z) = 1 ist und daher die obigen Voraussetzungen an P, erfiillt
sind. Nach [31, Thm. 2] gilt fir y € C\ E

|Om (1) — ()™ < 1.

Pm(X) -

Dann aber folgt

<2
max [dm(p)] <
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und da das Maximum nach dem Maximumsprinzip auf dem Rand angenommen wird,
erhélt man

g |Po ()] = e | P )| = (e[ (1) + 0ma(2) = 0(2)" ) - o)
< (g [om (1) + [6m(2) = 0(2)"]) - 6™ < 316()| ™
Mittels Einsetzen in (2.14) erhélt man die Aussage des Lemmas.

Da der Fall, dass E eine Linie ist, nicht in das Schema dieses Lemmas passt, wird dieser
nun noch gesondert betrachtet. Aulerdem liefert das nun folgende Lemma eine zusétzliche
Schranke fiir den Fall, dass F eine Kreisscheibe ist.

Lemma 2.2.4
Seien G ein Gebiet, E C C eine Kreisscheibe oder Linie mit F(A) C E C G und z € 0G.
Dann gibt es ein Polynom P,, mit deg(Py,,) < m und Pp,(z) = 1, so dass die Abschdtzung

1P ()] < 3Jo(2)] ™

mit der zu E zugehdrigen Funktion ¢ aus (2.13) gilt.

Beweis:
Der Fall einer Kreisscheibe {w : |w — 29| < p} wird in [3, Seite 3] betrachtet. Das zugeho-
m

z—20

rige Faber-Polynom ¢,, ist durch ¢,,(z) = ( - ) gegeben.

Waiéhle nun als Polynom P,

X—Zo m
z— 2 '

P(X) = (

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir den numerischen Wertebereich [39, (3.3)] ist

w( L (A—ZOI))—sup‘]:( L (A—zd))’—sup]:(A)_ZO
z— 20 z— 2 Z— 20 (2.15)
< sup K= 20
ueE |z — 20

und weil der numerische Wertebereich nach Voraussetzung in der obigen Kreisscheibe
enthalten ist, gilt fiir p € £

‘M—Zo
p

<1 (2.16)
Da nach [3, Seite 3] erstens ||A|| < 2w(A) und zweitens w(AF) < (w(A))k fir k € Ny gilt,
erhalt man

(2.15)
IPAA)] < 20(Pu(4)) < 2P (w() < 2sup (o)

S G

nekE P

was zU zeigen war.
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Betrachte nun den Fall, dass E eine Strecke ist. Das Ziel ist hier zunéchst, A mittels einer
linearen Transformation in eine hermitesche Matrix B zu tiberfiihren.

Wegen o(A) C F(A) C E gibt es a, f € C, 5 # 0, so dass fiir die Eigenwerte
Aje{a+zp:xeR}
fiir j = 1,..., N gilt.

Definiere nun B := %A — af und auflerdem B; := (B + B*) sowie By := 3 (B — B*).
Dann ist B = B; + iBs und Bj, Bs sind hermitesche Matrizen.

Nach [39, 3.3] gilt F(B) = %]:(A) — « und damit F(B) C R. Wegen Bj hermitesch
ist ebenso F(B1) C R und folglich gilt F(iB) = F(B) — F(B1) C R.

Andererseits ist By hermitesch, so dass iv*Bov € iR fiir v € CV ist. Also muss v*Bayv = 0
und wegen v beliebig Bs = 0 gelten. Damit ist B = B; 4+ 0 hermitesch.

Zusammengefasst gilt also, dass sich A fiir gewisse o, § € C und eine hermitesche Ma-
trix B als A = al + BB schreiben lésst .

Folglich existiert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von B. Seien pu,...,uyn die
Eigenwerte von B und vy, ..., vy die zugehérigen orthonormalen Eigenvektoren. A und B
haben dieselben Eigenvektoren, die Eigenwerte von A sind a + Buq, ..., a + Sun, denn fiir
j=1,..., N gilt

Av; = (al + B)v; = adv; + fBvj = avj + Bupv; = (o + Buj)v;

Ist nun v € CV mit ||v]| = 1 gegeben, so gilt

A (ﬁé(v vj)v )

N
ZUU]
=1

[ Av]| =

N
(Zv vj)(a+ Buj)v )H

= p(A)

und das Bilden des Supremums tber v liefert ||A|| = p(A). Da auf Grund der Submul-
tiplikativitdt der Matrixnorm [|4*|| < ||A||* < p(A)* folgt, erhélt man zusammen mit
o(A) C E, dass

1Pw(A)] < |Pr(p(A))] < max | P ()]
pelE
ist.
GeméB [40, (3.12)] ist |@p (1) — ¢(u)™| < 1 fiir p € C\ E, so dass nach der Wahl

¢m(X) = ¢m(2) + 6(2)™
o(z)™

genau wie im Beweis des vorherigen Satzes argumentiert werden kann.

P(X):=
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Auf Basis der obigen Lemmata ist es nun moglich, den nachfolgenden Satz zu beweisen, der
eine allgemeine Schranke fiir den Fehler der Arnoldi-Approximation liefert.

Satz 2.2.5
Seien die Annahmen aus Lemma 2.2.2 gegeben. Unter den Voraussetzungen von Lemma
2.2.8 gilt fiir den Fehler der Arnoldi-Approzimation €, = ||f(A)v — Vi f(Hm)e1ll die
Abschdatzung

M tE —m /

en < 5 [ IFGO)] - o) 17 0)] .
T Ji,

wobei M = % und 7y : [ta,tg] — OG eine geeignete Parametrisierung von 0G

1st.

Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.2.4 erhdlt man dieselbe Abschéitzung jedoch mit

der Konstanten M = %.

Beweis:
Setzt man die Ungleichung aus Lemma 2.2.4 bzw. Lemma 2.2.3 in Lemma 2.2.2 ein, so
erhdlt man

(21 = A) ™o = Vi (2 — Hp) "lea]| < M- |g(2)] 7™
fiir z € 0G. Die Behauptung des Satzes folgt daraus, da

em = [[f(A)v = Vi f(Hm)er |

= ’ % /8Gf(z)(zf — A)*lvdz = i o F(2) V(21 — Hm)*leldz
= ‘ % /aG f(2) ((zI —A) v = Vi (21 - Hm)‘lel) dz
<o [ 1611 -2) e = V(001 - 1) e o) a

ist.

2.2.2. Fehlerabschatzung fiir hermitesche Matrizen

Auf Basis des allgemeinen Resultats in Satz 2.2.5 kénnen nun spezifische Fehlerschranken
fiir verschiedene Klassen von Matrizen bestimmt werden. Der nun folgende Satz beschreibt
den Fall einer hermiteschen Matrix. Die Einschrankung, dass A keine positiven Eigenwerte
besitzen darf, ist nicht so restriktiv, wie es zunéchst scheint, da man statt A eine Matrix
B = A+ ol fiir ein geniigend grofies o € R betrachten kann. Entscheidend ist hierbei der
Zusammenhang

eTBU _ VmeTHmel — (eTA+aIU _ VmeTHm+aIel> — eTa (GTA’U _ VmeTHmel) ]

Dabei sei fIm die Hessenbergmatrix, die bei der Krylow-Unterraum-Approximation von
B gebildet wird.
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Satz 2.2.6
Sei A eine hermitesche, negativ semidefinite Matrix mit o(A) C [—4p,0] fir gegebenes
p > 0. Dann gilt fir den Fehler der Arnoldi-Approzimation von e™v

m2

em < 10e 5°7,

falls \/4pT < m < 2p7 ist und

m
em < 10(p7) " tem T (em’) ,
m

falls m > 2pr ist.

7

Abbildung 2.2.: Konstellation in Satz 2.2.6

Beweis:

Da der numerische Wertebereich F(A) im hermiteschen Fall das kleinste Intervall ist, das
alle Eigenwerte enthélt (siehe [27]), gilt F(A) C [—4p, 0] und es ist zweckméBig, Satz 2.2.5
mit £ = [—4p, 0] anzuwenden.

Um die Rechnungen im Folgenden zu erleichtern, definiert man £ = [—1,1] und fithrt
die affin-lineare Transformation

pw:C—C

z
z— 1+ —
2p

ein, die E = [~4p, 0] auf £ = [—1, 1] abbildet.



2.2. Fehlerschranken fiir das Arnoldi-Verfahren 47

Die Anwendung von Satz 2.2.5 erfordert es, eine biholomorphe Funktion ¢ bzw. qAﬁ zZu
finden, die C\ E bzw. (C\E auf das Komplement der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe
C\ D; abbildet. Die nétigen Grundlagen aus der Funktionentheorie werden im Anhang
bereit gestellt. Danach existiert eine holomorphe Abbildung

g:{*-1:zeC\[-1,1]} —C
mit (g(z% — 1))2 =22 — 1 fiir alle z € C \ [~1, 1], so dass die Funktion
2 2+ g(z2 = 1)

biholomorph ist und die Eigenschaft ¢(z) = 2z + O(1), z — 0o besitzt.

Ist (;AS bekannt, so erhélt man ¢ durch Transformation, d.h.

¢:C\E — C\ Dy,

s () =¢3(1+;p),

denn diese Abbildung erfiillt nach Konstruktion die geforderten Voraussetzungen. Insbe-
sondere gilt ¢(z) = 2 + O(1), z = .

Nun ist noch ein Integrationsweg zu wéahlen. Betrachte hierzu zunéchst fir x > 0 die
Ellipsen &£, mit der Parametrisierung
&1 [0,2m) — &,
0 —s (1 + ) cos(0) + iv/z? + 2z sin(6)
und zudem die Parabel f, die durch
4:R— 1T

0 — (1+9) (1-16%) +iy/s2 +2y 0

gegeben ist. Dabei ist y > 0 ein freier Parameter, der noch zu wéhlen ist.

Aus der Taylorentwicklung von sin und cos erkennt man, dass I die Ellipse &, oskuliert,
wobei allerdings &, N I" = {1 + y} gilt. Ist ndmlich &,(61) = 4(62) mit §; # 0, dann impli-
ziert 1 — 2603 = cos(61) > 1 — 367 die Bedingung [01] > |02|. Wegen [62] = |sin(61)| < |61
ist dies ein Widerspruch. Die Parabel verlduft also in den librigen Punkten auflerhalb der
Ellipse.

Als Integrationsweg I" wird nun das Urbild von I" unter der Transformation w gewéhlt, d.h.
es gilt v(0) = 2p(7(0) — 1), was 7/(0) = 2p4/(#) impliziert. AuBerdem ist ¢(v(6)) = ¢(5(0))
erfiilllt und wegen F(A) C E gilt

§:= inf inf |\ —z| > inf inf |A—z|=:d,
\el z€E AL zeF(A)

so dass man mit Satz 2.2.5 die Ungleichung
6 [ B
< v(0)T| . mo
n < oy |77 @) 1 @)

<2 / | p2er(300)-1)

|6 15 0)] do

erhalt.
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Die vier auftretenden Faktoren gilt es nun geeignet abzuschétzen. Hierbei ist zunéchst zu
zeigen, dass 0 = 2py gilt. Dieser Wert entspricht genau dem Abstand des Scheitelpunkts
der Parabel zur Strecke. Da sich die Transformation p aus einer Translation, unter der der
Abstand invariant ist, und einer Streckung zusammensetzt, geniigt es stattdessen

inf inf (A —z| =y
el zekE

Zu zeigen.
Fir x € ' = [—1, 1] erhélt man aus der Definition von 4

HW)—ﬂQI(ﬂ—ﬂﬂ+y—(1+y%9ﬁ2+ﬁf+2wy
=(1—2)?+y>+(1+y)2k" +2(1 — 2)y
—(L=2)(1+9)6” —y(1 +y)6* + (y° + 2y)6°
> 2+ (1= ) + (1 +9)?20" — (1 2)(1 + )62
>y,
wobei der letzte Schritt durch Substitution aus einer binomischen Formel folgt. Dies be-

weist die Behauptung, dass der minimale Abstand tatsdchlich im Scheitelpunkt der Parabel
angenommen wird.

Beim zweiten Faktor erhélt man wegen 1 +y > 1

€2m(@(9)—1) €2p7((1+y)(17%92)+i 2y+y2971)

— 207 (y—(144)36°)
. 2
— 207y . o= (14y)pTo

02
< 62p7'y e pT0 )

Als Néchstes gilt es ‘(13(’3/(9))‘ wegen der negativen Potenz nach unten abzuschétzen. Sei
#(5(0)) = Rel® mit R > 1. Dann erhélt man

B30)) = 37 (Rel®) = b(Rei) = 5 (Ref + )

= % ((R + ;) cos(a) + i<R - ;) sin(a))

und folglich ist gb(&(@)) S 6%(1%-{-%) = 5&)*1(1%)'

Da die Parabel I" bis auf den Beriihrpunkt auflerhalb der Ellipse &, verlduft, gilt fiir
gegebenes A\ € I'\ {1+ y}, dass A Element einer Ellipse &, mit > y ist, denn die El-
lipsen tiberdecken ganz C\ [—1,1] und haben untereinander keine Schnittpunkte. Wahlt

man nun R > 1 so, dass |¢(\)] = R gilt und definiert r := |¢(1 + y)|, dann folgt aus
%(R—i— %) > % (7"4—%), dass R > r ist.

Dies liefert nun die Abschétzung

S| =

b(1+y)|=r vael.
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Fiir den letzten Faktor folgt aus der Wahl von 4/(#) die Ungleichung
O = (1) (14 90+ iy 20+ 2| < L+ )l + 20+ 02
Zusammengefasst erhélt man also
em< 2 [” JoGon| ™17 @) as
< y—1€2p‘ry7a—m/ e—p7-92 <1+y)|9‘ + /2y+y2> do
= e2PTY *m/oo —p70% 9 1<1+ 0+ /2y + 2)d0
e“PT¥r e
; y ((1+y) y+y
= 2PTYpTm [ _ Pt 1ty yﬁ] + /Oo 9e PO 2ty do
ypt o 0 Vv

— 62p7y7_—m 1+ Yy + (2 + y)ﬂ- ’
PTY pTY

2pT 7(9 )

wobei verwendet wurde, dass fiir a > 0

o
7a$ dx _
A

gilt.

Unter der zusétzlichen Voraussetzung y < % soll nun eine geeignete Schranke fiir r ge-
funden werden. Hierbei ist entscheidend, dass das Polynom 0,0784 + 0, 304z + 0, 29522

keine reellen Nullstellen besitzt und daher stets grofler 0 ist. Auflerdem ist

2

2
/ 2+2 _,/2 e y > .
Y Y VIIE+2y+2y — v1,25+1

Daher gilt

0,035y% < 0,0784y — 0,304y,/y + 0, 33y>

(0,96)%y /2y 1 (0,96)*)
<0,04,/2 dy — -
<0,04+/2y + 0,0784y . o = |
(0,96/2y)"
<1+y+\/y2+2y— Z X .
Wegen
< (0,96,/2y 11
yo VA ( 0 < (0,96)° ( ot >4y < 0,034y>
2 7

folgt insgesamt

= ‘$(1+y)‘ = 1+y+\/m2 090V,
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Waéhlt man nun y = 8o 2)2, dann ist y < 1 5 dquivalent zu m < 2p7 und man erhélt

Em < e2p7‘yr—m 1+ Yy + (2 + y)ﬂ'
pTY pTY

< <8p Ly ¢ (55 +) ) S
m pT m pT

0,92
< (12p2 gV pT) e am ™,
m m

Falls wie vorausgesetzt /4pT < m ist, liefert dies

0,92

_ 092 2
em < Te tor "

so dass der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

Fir den zweiten Teil muss der Fall m > 2p7 betrachtet werden. Wahlt man r = 2

dann ist
1 1

2 r 20T 2m
und damit
m  (pr)? 20T pT pT
- —pr> " s
Y= 5 T g M= Ty T

Als Fehlerabschitzung erhélt man folglich

Em < erTyT—m 1+ Y + (2 + y)ﬂ'
PTY PTY

4 1 1 )2 m
< ( +—+ (8 + ) 7r> eme o2 (,07')
pT - PpT T m
(B D) e ()
m

Dies ist schon die zu zeigende Behauptung

denn es gilt
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Bemerkung:
Zu Vergleichszwecken, sei bemerkt, dass nach [19]

2 m
— <2y/1+4 1l — ——
o =l < 20T+ 397 (1- )

fiir den Fehler des Verfahrens der konjugierten Gradienten angewandt auf (I — 7A)z = v
gilt.

Wird der Fehler auf einer halblogarithmischen Darstellung logarithmisch gegen m auf-
getragen, so entspricht dies lediglich einer Graden.

Dies fiihrt zu einem Vorteil der exponentiellen Integratoren gegeniiber impliziten Ver-
fahren, der jedoch durch eine gute Vorkonditionierung des Verfahrens der konjugierten
Gradienten gegebenenfalls aufgehoben werden kann.

2.2.3. Beispiel mit radial beschranktem numerischen Wertebereich

Dieser Satz behandelt den Fall, dass der numerische Wertebereich von A in der abge-
schlossenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt —p und Radius p enthalten ist. Im Gegen-
satz zum vorherigen Satz ist das zugehorige Faber-Polynom hier sehr einfach zu bestim-
men.

Satz 2.2.7
Sei A eine Matriz mit F(A) C E :={z: |z + p| < p} fiir gegebenes p > 0. Dann gilt fir
den Fehler der Arnoldi-Approzimation von e"v die Abschitzung

m
e < 12¢P7 <em) :
m

falls m > 2pt ist.

Y

Abbildung 2.3.: Konstellation in Satz 2.2.7
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Beweis:
Wihlt man

v:[0,1] — I

Ps

so beschreibt I einen Kreis um —p mit Radius rp, der E umschlieit. Folglich ist Satz 2.2.5
mit I als Integrationsweg anwendbar.

Setze nun r = % > 2. Wegen F(A) C E ist d(I") = mindist(F(A),I") > rp — p und
damit M = % < (r‘il). Fiir den Fehler der Arnoldi-Approximation von e"4v bedeutet
dies, dass

e - |o(N)| 7™ - [dA

6
mS<
¢ _27rp(r—1)/p
6 1
_27TP(7”—1)/0

6 1

=571 ( 0 / eT(rp=p) pmm 2nrp dt
wp(r — 0

— 6" 1eTp(T—1) —m
r—

eT(TpeXp(QTFit)—p)‘ . 'qb(rpe?wit - p)‘—m . ’Tp 2mie2™| dt

ist.



3. Semilineare parabolische Gleichungen

Schwerpunkt dieses Kapitels sind Konvergenzaussagen fiir eine Klasse exponentieller In-
tegratoren, die auf Evolutionsgleichungen der Form () + Au(t) = g(t,u(t)) angewandt
werden. Im Gegensatz zum linearen Operator A, der im Allgemeinen unbeschriankt ist,
wird fiir g eine Lipschitzbedingung angenommen.

Der typische Fall ist eine semilineare parabolische Differentialgleichung, die mittels Ortsdis-
kretisierung in ein hochdimensionales System gewohnlicher Differentialgleichungen iiber-
fithrt werden kann. Auf Grund der Steifheit des Systems ist die klassische Ordnungstheorie
allerdings nicht mehr hinreichend, um die Konvergenz der Verfahren zu beschreiben. Die
steifen Ordnungsbedingungen werden daher ganz allgemein im abstrakten Rahmen einer
Evolutionsgleichung im Banachraum ermittelt, so dass Verfahren, die diese Bedingungen
erfiillen, nicht von einer Ordnungsreduktion betroffen sind.

Die betrachteten Verfahren besitzen zwei wesentliche Eigenschaften. Erstens gehen die ex-
ponentiellen Integratoren im nicht-steifen Fall A = 0 in explizite Runge-Kutta-Verfahren
iiber und zweitens liefern sie im Fall ¢ = 0 die exakte Lésung. Beides sind typische Cha-
rakteristika exponentieller Integratoren fiir semilineare parabolische Gleichungen.

Dieses Kapitel orientiert sich im Wesentlichen an der Arbeit [21] von M. Hochbruck und A.
Ostermann. Fiir die theoretischen Grundlagen siche [14] von D. Henry. In [21] wurde die
Schrittweite der Einfachheit halber als konstant angenommen. Im letzten Teil dieses Ka-
pitels wird am Beispiel des Ngrsett—Euler-Verfahrens gezeigt, dass die Konvergenzanalyse
auf den Fall einer variablen Schrittweite ausgeweitet werden kann. Zudem sei bemerkt,
dass im Fall der zuvor betrachteten Verfahren zweiter Ordnung &dhnlich vorgegangen wer-
den kann.

3.1. Standardbeispiel

Das Standardbeispiel einer parabolischen Differentialgleichung ist die eindimensionale Wér-
meleitungsgleichung

U = KUy,

mit den homogenen Dirichletschen Randbedingungen U(a,t) = 0 und U(b,t) = 0 fiir ge-
gebene a,b € R sowie einer Anfangsbedingung U(z,0) = Up(z). Dabei ist K > 0 eine
Konstante. Gesucht ist nun eine Losung U(z,t) fir ¢ > 0 und z € [a, b].

Um die Differentialgleichung abstrakt im Banachraum schreiben zu kénnen, definiert man
einen linearen Operator A durch

Av = —Kuvgy,

fiir v € D(A) = H}(a,b) N H*(a,b).



54 3. Semilineare parabolische Gleichungen

Bemerkung:
Genauso wire es moglich gewesen, Av = +Kwv,, zu setzen. Die getroffene Wahl richtet
sich an [21] und [14].
Da sich die Wéarmeleitungsgleichung auf diese Weise als
o' (t) + Au(t) =0

mit u = [x — U(-, x)] schreiben lésst, ist es naheliegend, dass man die Losung in Analogie
zur gewohnlichen Differentialgleichung durch

u(t) = e u(0)
ausdriicken mochte.

—tA

Eine Definition von e iiber die Reihe der Exponentialfunktion scheitert zwar an der Un-

beschrénkheit von A, andererseits ist A in L?(a, b) dicht definiert, wegen

b b b
(Av,w) = —K/a Vg (z)w(x)dz = K/a Vg (2)wy (x)dz = —K/a V(T) Wy (x)dr = (v, Aw)

selbstadjungiert und besitzt ein reines Punktspektrum. Daher kann e *4v mittels Spek-
tralzerlegung als

ety =4 chvk = Z cpe Ml
k k

definiert werden, wobei \; die Eigenwerte von A und v, die zugehorigen Eigenfunktionen
sind. Die Reihe konvergiert fiir ¢ > 0, da das Spektrum von A wegen

b b
(Av,v) = —K/ Vg (T)v(2)da = K/ Vg () vy (x)dx > 0
nach unten beschrankt ist.

Auf diese Weise erhilt man eine Halbgruppe beschriankter Operatoren (e_tA)tZO. Die obi-
gen Voraussetzungen an A sind jedoch sehr restriktiv. Die Verallgemeinerung fiihrt zum
Begriff des sektoriellen Operators.

3.2. Grundlagen aus der Funktionalanalysis
Definition 3.2.1
Ein linearer Operator

B:DB)CX —X

heifst sektoriell, wenn B abgeschlossen ist, D(B) dicht in X liegt und es ¢ € (O,g),
M > 1 sowie a € R gibt, so dass

Youp={2€C: ¢ <|arg(z—a)| <7, z#a} CC\o(B)

ist und

H(zf - B)*lH < Vz € Zag

|2 —al

gilt.
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S
/ \
(g )0 wnipjedg
\]

Abbildung 3.1.: Sektorieller Operator

Nach [14, Example 2] ist ein nach unten beschrénkter, selbstadjungierter, dicht definierter
Operator in einem Hilbertraum sektoriell. Folglich ist A : D(A) — L?(a,b) aus obigem
Beispiel ein sektorieller Operator.

Da ein sektorieller Operator B im Allgemeinen unbeschrankt ist, ist es wiederum nicht
gerechtfertigt, e *5 iiber die Potenzreihe zu definieren. Einen Ausweg liefert die folgende
Definition.

Definition 3.2.2
FEine Familie {T'(t) }+>0 von beschrinkten, linearen Operatoren

T(t): X — X,
welche die Figenschaften
1. T(0) =1,
2. T(s+t)=T(s)T(t) s,t >0,
3. %i\]irg]T(t):n =z VrxelX,
4. t— T(t)x ist fir alle x € X analytisch auf (0,00)

erfillt, heifst analytische Halbgruppe.

Der Operator

L:D(L) — X,
o i LT~
N0 t

mit D(L) = { lim Ht)r —x

Jim existz’ert} heift infinitesimaler Erzeuger von {T'(t)}+>o0.

Die Exponentialfunktion kann nun auf dieser Grundlage als analytische Halbgruppe defi-
niert werden. Wie bereits im zweiten Kapitel wird auch an dieser Stelle der holomorphe
Funktionalkalkiil verwendet.
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Lemma 3.2.3
Sei B ein sektorieller Operator. Dann ist —B infinitesimaler Erzeuger der analytischen

Halbgruppe {e~tB}1>¢ mit

1
tB 1 2t
= + B d
e 91 (z ) e*dz,

wobei I' ein geeigneter Integrationsweg sei.

\J

N
oz

Spektrum o(—B)

Abbildung 3.2.: Integrationsweg

Beweis:
Siehe Theorem 1.3.4 in [14].

Um die Annahmen an g und A formulieren zu kénnen, wird im Folgenden auf einen in
[14] eingefiihrten Raum zuriickgegriffen. Das Lemma 3.2.4 fasst die wesentlichen Resultate
zusamien.

Lemma 3.2.4
Seien B ein sektorieller Operator mit Sektor X, 4, o € [0,1) und w > —a. Dann sind

Potenzen von B := B+ wl wohldefiniert und die Menge D(Ba) C X mit der Norm v —
|Bv|| ist ein Banachraum. Ferner fihrt eine andere Wahl von w zu einer dquivalenten

Norm.

Beweis:
Siehe 1.4 und insbesondere Theorem 1.4.8 in [14].

Damit sind die benétigten Grundlagen bereitgestellt, so dass nun die wesentlichen Annah-
men folgen kénnen.
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3.3. Annahmen der Konvergenztheorie und Verfahren

Sei (X, -||) ein Banachraum. Da keine Verwechselungsgefahr besteht, wird die zugeho-
rige Operatornorm ebenfalls mit || - || bezeichnet. Im Folgenden werden nicht-autonome
Anfangswertaufgaben der Form

{ z’((g)) N Zlgt(t) = g(t, u(t)), (3.1)

behandelt, wobei

A:D(A) — X,
v— Av

ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(A) C X und

g:Rx X — X,
(t,v) — g(t,v)

eine im Allgemeinen nicht-lineare Abbildung ist. Moglicherweise ist g nur auf einer geeig-
neten Teilmenge definiert. Fiir die analytischen Grundlagen siehe auch [14, Chapter 3].

Erste Annahme (Al):
A : D(A) — X sei ein sektorieller Operator mit Sektor S, ¢, o € [0,1) und w > —a. Au-
Berdem sei der Banachraum (Y, ||-|]y’) durch Y := D(A*) C X und ||v||y := || Av|| gegeben.

Zweite Annahme (A2):

Die AWA (3.1) besitze eine hinreichend glatte, eindeutige Losung w : [0,7] — Y.

g:]0,T] x Y — X erfiille in einer Umgebung der exakten Losung u eine Lipschitzbedin-
gung, d.h. es existieren R € R, L = L(R,T) > 0 mit

lg(t,v) = g(t, w)|| < Lo = wlly

fir alle t € [0,7] und v,w € Y, die max(||v — u(t)|ly , ||w — u(t)||y) < R erfiillen. Falls die
Lipschitzbedingung nicht global ist, wird die Schrittweite stets als klein genug angenom-
men.

AuBlerdem sei g : [0,7] — X, g(t) := g(¢,u(t)) hinreichend oft Fréchet-differenzierbar.

Fiir gegebenes T' € (0, 00) soll die Losung von (3.1)

w:l0,T] — X,
t — u(t)

auf dem endlichen Intervall [0, 7] mittels expliziter Einschrittverfahren der Art

Upt1 = ethun + hz bi(—hA) 'g(tn + cih, ki(tn, un, h)),
=1

i1
ki(t,v,h) = e %My 4 hZaij(—hA) g(t+cjh,ki(t,v,h)), i=1,..,s
j=1

approximiert werden.
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Im Gegensatz zu den Runge-Kutta-Vefahren sind die Koeffizienten a;;(-) und b;(-) keine
Konstanten, sondern Abbildungen. Bei der Definition kann wiederum auf die Halbgruppen-
Theorie zuriickgegriffen werden. Fiir die ¢; gelte die gewohnte Bedingung 0 < ¢; < 1.

Analog zum Butcher-Tableau eines Runge-Kutta-Verfahren kénnen die Koeffizienten als

C1 an(-) als(-)

Cs asl(') ass(')

0() - ()

zusammengefasst werden, wobei einige Eintriage wegfallen, da die Verfahren explizit sind.
Im Fall A = 0 sind die Koeffizienten konstant und man erhélt das gewohnte Butcher-
Tableau des zu Grunde liegenden Runge-Kutta-Verfahrens. Dies rechtfertigt es, (3.2) als
exponentielles Runge-Kutta-Verfahren zu bezeichnen.

3.4. Klassische Ordnung

Wenngleich der klassische Konvergenzbegriff im Fall partieller Differentialgleichungen un-
geeignet ist, erscheint es trotzdem zu Vergleichszwecken niitzlich, die klassische Ordnung
der Verfahren aus (3.2) zu analysieren. Aulerdem ermoglicht dies geeignete Kandidaten
fur die b;(-) und a;;(-) zu finden, die dann im abstrakten Rahmen iiber eine Halbgruppe
definiert werden kénnen. Hierzu sei g in einer Umgebung der exakten Losung p-mal stetig
differenzierbar, wobei p die betrachtete Konsistenzordnung ist.

Die Verfahrensfunktionen hat die Form

V(t,v,h) = —p(—hA)Av + > bi(—hA) - g(t + cih, ki(t,v, h)),
=1

wobei ¢ die aus dem ersten Kapitel bekannte Funktion

p:C—C,
> 2k ezz_l z#0
w(z)_,;)(k+1)!_{1 z=

ist. Dies folgt aus
Upi1 =€ "uy + 1Y bi(—hA) - g(tn + il ki(tn, un, b))
i=1
=t + (67" = D)up + B bi(=hA) - gt + cih, ki(tn, un, h)
=1

= up — ho(—hA)Auy + b bi(=hA) - g(tn + cih, ki(tn, un, h))
=1

und der Definition der Verfahrensfunktion durch w41 = u, + hV (t,, up, h).

Die Ordnungsbedingungen fiir p = 1 und p = 2 lassen sich nun wie folgt berechnen.
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Ordnung 1:
Wegen k; (t,u(t),0) = u(t) und ¢(0) = 1 ist

V(t,u(t),0) = —Au(t —l—Zb (1)).
Die Konsistenzbedingung fiir Ordnung 1 lautet daher
> bi(0) =
i=1

Ordnung 2:
Der Einfachheit halber seien die Koeflizienten so gewéahlt, dass die Bedingungen

i—1
¢ = Zaij(()), i=1,..s
j=1

erfiillt sind. Dies ist eine typische Forderung an Runge-Kutta-Verfahren, um die Transfor-
mation auf ein autonomes System zu ermoglichen.

Diesmal wird die partielle Ableitung der Verfahrensfunktion nach h benétigt, welche sich
als

ov

_ /
8h(mh) 2y Zb —hA)A - g(t + cih, ki(t, v, h))
89
+Zb (£ cihs ki(t, v, b)) e
89 81{:1
+ Zbl(—hA) + %(t + ¢ih, ki(t, v, h))%(t, v, h)

schreiben lésst. Ausgewertet an der Stelle (¢, u(t),0) erhédlt man
oV

%(t,u(t) 0) = fAQ AZb’ ()
89 8/{:1
b;(0) - [ = (t,u(t))c; + == (¢, u(t t,u(t),0
+§ (0 (at( (O)e: + G2t u(t) 5 (. u(t). 0))
und mit
Ok
%(t,u(t),O) = —c;Au(t) Za” g(t,u(t))
folgt
i 0.0 = 54 4u) ~2320)-g(tu)) + ;bxom - *;j(a ul®)
+ 1) ( — S bi(O)esAu(t) + 3 bi( Z ai;(0) - g(t,u )))
i=1 =1

99,

0

A(au) -2 34 0) (t))) 3 HO Y w02 )
i=1 j=1

3

Z (052 (u(t) (906, u(t) — Au(t)).

=1
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Andererseits gilt wegen f(t,v) = —Av + g(t,v)

)] = —awo + L) + L uw)o

= A(Au(t) — g(t,u(0)) + 2 () + 22 (1, u(0)) (901, u(t)) — Au(t)).

Daher lauten die zusétzlichen Ordnungsbedingungen fiir Ordnung 2

s S i—1
STH0) = £ und 3 6(0) 3 ag(0) = -
i=1 2 i=1 j=1 2

3.5. Steife Ordnung

Nun wird die Evolutionsgleichung (3.1) wieder abstrakt im Banachraum (X, | - |) be-
trachtet. Die klassische Ordnungstheorie basiert auf der Taylorentwicklung von exakter
und numerischer Lésung. Um die Differenz abzuschétzen, wird dabei vorausgesetzt, dass
IlIhA|| — 0 fiir h — 0 gilt. Bei der Losung partieller Differentialgleichungen gilt dies aller-
dings nur fir eine fest gewéhlte Ortsdiskretisierung.

3.5.1. Konsistenzanalyse

Bei der Analyse der klassischen Ordnung trat die Funktion ¢ auf, wobei es allerdings ge-
niigte, den Wert der Ableitungen im Nullpunkt zu kennen. Um ¢ und dhnliche Funktionen
auch auf unbeschrinkte Operatoren anwenden und damit in der folgenden Konvergenzana-
lyse nutzen zu kénnen, ist nun die Theorie der analytischen Halbgruppen hilfreich.

Definiere fiir j € Ng und ¢ > 0

e B, j=0
(— — j—1
A= L e 2y s 3
t7 Jo (j—1)

Fiir j = 1 und beschrankte Operatoren gilt dann ¢; = ¢ (siehe Anhang).
Definiere nun noch

) s cjfl
$i(2) == pj(2)c] = Y bi(z) G k 0 (3.4)
k=1
fiir 7 € Ny und fiir 7,7 € Ny setze
il A1
Uii(z) = pye)el = Y au(a) oy (35)
k=1

Wiéhrend die ¢; eigenstandige Funtionen sind, hangen die 1; und 1;; von der Wahl des
Verfahrens ab.
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Mit Hilfe der v; und vj; lassen sich die klassischen Ordnungsbedingungen vereinfacht
ausdriicken, denn es gelten die Aquivalenzen

51(0) =05 21(0) = 3 b (0),
k=1

P1(0) =0 = @) (0) = b(0),
k=1

52(0) = 05 22(0) = 3 (O
k=1

i—1
¥1,i(0) =0 < p1(0)c; = Z a;ir(0), i=1,..,s.
k=1

Wegen ¢1(0) = 1 und ¢}(0) = ¢2(0) = 5 erhilt man auf der rechten und damit auch auf
der linken Seite die klassischen Bedingungen fiir Ordnung 2.

Mit Blick auf die klassischen Ordnungsbedingungen liegt es nahe, die Koeffizienten der Ver-
fahren als Linearkombinationen der Phi-Funktionen aus (3.3) zu wihlen. Eine wichtige Ab-
schitzung liefert daher Lemma 3.5.1, das aus der Annahme (A1) folgt.

Lemma 3.5.1
(A1) impliziert fir j € Ny die Abschditzung

[ A7 pi(—tA)| <, v >0,
welche gleichmdfig fiir 0 <t <T gilt.
Beweis:
Fiir den Fall j = 0, also =4 siehe [22, Lemma 1]. Der Fall j > 0 ldsst sich nun darauf

guriickfithren. Tst 7 € [0, ], so ist t —7 € [0, 7] und es gilt ||(t —7)YA7e~(=7)|| < C. Daraus
ergibt sich

B oot j—1 gt Fi—1
YAV o (— . Ve~ (t—7)A L Y
[ A (—tA)|| < tj/o HA e | Gt =C tj/o(t NG
<c. U /t( Jr=C- <o
R — t—7) Vdr=C  —=t77<C.
- tG-0')o t(j— 1!
]

Auf dieser Grundlage ist es nun moglich, den Konvergenzfehler ey (t,) = u, — u(t,) zu
analysieren. Definiere jedoch zunéchst fir n € Ny

On(tn) == u(ty) — (e_hAu(tnl) +h> bi(—hA)g(tn—1 + cih)> : (3.6)
i=1
Damit ist 0y (t,,) der lokale Fehler des Verfahrens (3.2).

Bemerkung:
Im ersten Kapitel wurde der Konsistenzfehler als

tn) = 3 (ultoa) = u(ta)) =V (ult), )

eingefihrt.
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Der Vorteil besteht darin, dass Konsistenz- und Konvergenzfehler dieselbe Ordnung be-
sitzen. Im Rahmen partieller Differentialgleichungen kann die dazu notwendige Stabilitat
allerdings nicht ohne weiteres vorausgesetzt werden. Bei den notwendigen Rechnungen zur
Konvergenzanalyse erweist sich die mit h durchmultiplizierte Form (3.6) als praktischer.
Man beachte dabei, dass

On(tns1) = u(tns1) — ultn) — AV (u(tn), h) = hrp(tn)
gilt.
Die Verfahren, die im Folgenden betrachtet werden, erfiillen die Bedingung ;(—hA) =0

fir 1 < j <7 mit r € Ny. Dies ist eine Verallgemeinerung der klassischen Ordnungsbedin-
gungen, die 1;(0) = 0 voraussetzen. Sei daher

51 () = 6n(tn Zhﬂwﬂ hA)GD (tn-1) (3.7)

mit ¢; aus (3.4). Vorrangiges Ziel ist es nun, eine Schranke fiir 5,[:} (tn+41) zu finden. Lemma
3.5.2 liefert genau dies.

Lemma 3.5.2
Der zuvor definierte Term 5;? (tn41) besitzt die Darstellung

” h_ . TT_O-T*1~T
5L](tn+1):/() e )A/o ((7*—)1)!9()(tn+a)dad7

5 cih (c;h — O')r_l
B b(—hA / Gh=0) 00, + o)do.
S nna) [ R g+ oo

Beweis:
Die exakte Losung der Differentialgleichung (3.1) im Punkt t,41 = t,, + h ldsst sich mit
Hilfe der Formel zur Variation der Konstanten berechnen. Man erhalt

h
wltn + h) = e MAu(ty) + / e~ (=TG4 4 7)dr, (3.8)
0

so dass

(3.6)

5h(tn+1> = U(tn + h) — <€_hAu(tn) +h i bl(—hA)g(tn + Czh)>

i=1
@8 " —(h-mag b (—hAV(E 4 o
= e G(tn +7)dT — > bi(—hA)G(tn + cih)
0 i=1
folgt. Mit der Taylor-Formel
r—1 _45 T (1 — )rfl
T T—0
i(tn, — =) tn / *(T) tn do
Bltn+m) =23 387 (0) + | 58 (o)

ergibt dies

On(tne1) = / e~ (h="7) (Z T—g / (tn) —|—/ 1 )(tn—i-O')dO')d
0 — j (r —
- . eh (cih — o)™
—hizzlb —hA) < > -l-/o Wg (tn + o)do |.
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Da nach (3.3) mit t = h

) h J
Wi (—hA) = / fm_T)A%dT
0 .

gilt und damit

h cl
j1(2) :/0 e~ (h=7) dT — Zb —hA) i'

ist, folgt
. 3.7 j
51 (tnr1) 2 Sn(tus) Z B (~hA)FY (8)

_ / ~(h- T)A/ m~<r>(tn+o)dadr

cih (¢;h — O')T_l
—h)» bj(—hA / AR 10 tn, + o)do,
S ) [ R i+ o

was zU zeigen war.

Die Darstellung des Konsistenzfehlers in Lemma 3.5.2 mittels der Formel zur Variation
der Konstanten ermoglicht es, den folgenden Konsistenzsatz zu beweisen. Hierbei wird
wiederum auf den Raum (Y| - [|y) mit ¥ = D(A%) C X und die zugehorige Norm

Jvlly := ||Av|| zuriickgegriffen.

Satz 3.5.3 B
Seien 0 < v <1 und A¥~1§(") € L>®(0,T;Y). Dann gelten

hl*ll

5? (tn+1)Hy + Hgyiléw (t"“)HY <o tnéi?t)nﬂ

AI/ 1~ (r)( )HY

und

< Ch" sup Hﬁ”—lg“)(t)H

0<t<tn Y

n—1
Z e_]hA‘Si[zr] (tn—j)
Y

j=0

gleichmdfig fir 0 <t, <T. Insbesondere hingt C fiir festes T nicht von n oder h ab.

Beweis:
Aus Lemma 3.5.1 folgt

h—T1 I_Vgl—Ve—(h—T)A + e—(h—T)A <
= [+ |- <e

wobei daran erinnert sei, dass die Koeffizienten der Verfahren grundsétzlich als Linearkom-
binationen der Phi-Funktionen (3.3) gewahlt werden.
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Mit Lemma 3.5.2 erhélt man nun

hll/

], + 15|

NG

Y

ﬁl‘”e—(h—T)AH+He—(h—T)AH>/O (T(T__Ul HA” 1z )(tn+a)Hyd0dT

1 v 'Lh (Czh TU— 1 )
(3.9) h - (r—o) o
<C (h e 1) o) dadrt gig)nﬂ A" g (t)HY

7“ 1
Cl v=15(r)
+Chz / = 1 e, s A o,

< L (hlu [(T B h)y] T=h +h) BT Bl zs: " sup Ayflg(r)(t)H ]
B (T_ 1)' 7=0 i=1 ’ tn <t<tnt1 Y

~———

—hv

Damit ist bereits

hl—u

o (t"H)HY + Hﬁ”‘léﬁf] (t”H)HY < Cptt L

Ar=150) (1) HY (3.10)

gezeigt. Zusammen mit der Dreiecksungleichung und erneut Lemma 3.5.1 folgt daraus
wegen

IN

—inAgll g, AlvemihA gr=1g g, )

hl/flhlfll

s, + 5

Y Y

IN

Avyilél[f] (tn—j)

n—1
5 ()|, +C D (my
j=1

Y

(3%0)Chr+1 nz_:l(]h)u— sup HAV 1~ )(t)H
j=1

tn—j1<t<tn_; Y

< Ch" sup Hﬁ”*g T)(t)HY

0<t<tn

auch die zweite Ungleichung. Im letzten Schritt wurde

= 1 T, v
hSTGh)Y </t”‘dt:—
jgl(] e ~

verwendet, wobei die linke Seite der Gleichung eine Untersumme des Integrals ist.

3.5.2. Konvergenzanalyse

Das Ziel muss es nun sein, die gewonnenen Erkenntnisse zu nutzen, um Aussagen iiber die
Konvergenz zu gewinnen. Lemma 3.5.4 ist dabei der erste Schritt.
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Lemma 3.5.4
Fiir den Konvergenzfehler ep,(tn+1) gilt

enltnin) = M en(tn) + b bi(—hA) (g(tn + cihs kiltn, tun, b)) = G(tn + cih))
=1

r—1
3 W (h )G () — 6 (tr).
j=0

Beweis:
Aus den Definitionen der obigen Terme folgt

en(tnt1) = Unt1 — u(tnt1)

O ehAu 4+ 1S bi(=hA) - g(tn + cihy k(L tns b)) — ultng)

=1

GO =hiey () + BY bi(—hA) (g(tn + iy kit wns 1)) — §(tn + cl-h))
=1

— On(tns1)

ey (t) + 3 bi(—hA) (gltn + cihskiltas wn, 1)) = Gt + )
=1

r—1
= 3R (—hA)GD () — 85 ().

=0

Auf die Formel in Lemma 3.5.4 kénnen die Lipschitz-Bedingung von g und nach Auflésen
der Rekursion das folgende diskrete Gronwall-Lemma aus [22] angewandt werden.

Lemma 3.5.5
Seien h>0, M € Ny und Mh < T. Auflerdem seien e, > 0 firn = 1,..., M gegeben, so
dass fiir gewisse 0 < p <1 und a,b >0

n—1
en < ah Z t;fl,z-:,, +b
v=1

gilt. Dann ist

wobei C' nur von p,a und T abhdngt.

Beweis:
Siehe Lemma 4 in [22].
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3.5.3. Konvergenz des Ngrsett—Euler-Verfahrens

Betrachte nun den Fall s = 1. Fiir ein explizites Verfahren miissen ¢; = 0 und a11(—tA) =0
gelten. Fordert man zudem in Riickblick auf die Fehlerdarstellung in Lemma 3.5.4, dass
1(—tA) = 0 erfiillt ist, so folgt bi(—tA) = p1(—tA) =: p(—tA) und alle Koeffizienten

sind bestimmt.
Das Ngrsett—Euler-Verfahren fiir (3.1) hat die Form
Uny1 = €y, + ho(—hA)g(tn, un). (3.11)

Im linearen Fall stimmt dieses Verfahren mit dem exponentiell angepassten Eulerverfahren
aus dem ersten Kapitel tiberein. Der Unterschied besteht darin, dass nicht die Ableitung
der gesamten rechten Seite von (3.1), sondern nur des linearen Teils verwendet wird.

Satz 3.5.6 zeigt nun, dass das Ngrsett—Euler-Verfahren angewandt auf (3.1) konvergent
der Ordnung 1 ist.

Satz 3.5.6

Die numerische Losung u, von (3.1) werde mit dem Ngrsett—Euler-Verfahren (3.11) be-
rechnet. Auflerdem seien g : [0,T] — X (Fréchet-)differenzierbar und ein B8 € (0,1]
gegeben, so dass AP~ 1§ € L>=((0,T); V) gilt, wobei wiederum A=A+wl ist.

Dann gilt die Fehlerabschdtzung

lun = u(ta)ly < C-h sup | 47715 (1)

0<t<tn Y

gleichméaBig fiir 0 < nh <T.

Beweis:
Setzt man in Lemma 3.5.4 die Parameter des Ngrsett-Euler-Verfahrens ein, so erhélt man

enltn +1) = e e (tn) + hp(=hd) (g(tn, un) = §tn)) = Fn(tns), (3.12)
wobei wiederum ey (t,) = u, — u(t,) der Konvergenzfehler ist.

Mittels Induktion nach n kann man nun zeigen, dass
—h Z (=3O (—hA) (g(t),uy) — G(t)) — Z e A5 (ta—y)  (3.13)

die explizite Darstellung der ey (t,,) fir n € Ny ist.

Induktionsanfang n = 1:
Wegen e, (tg) = up — u(to) = 0 folgt

en(t) = enltorn) "= 0+ hp(—hA) (g(to, uo) — £(t0)) — Gn(tos1)
1-1

= hY eI hA) (gt u5) — f(t)) — lf e MG (1),
j=0

=0
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Induktionsschritt n — (n+ 1):
Nimmt man nach Induktionsvoraussetzung an, dass (3.13) fiir n gilt, so erhélt man

3.12) _ ~
enltns1) "= M en(tn) + hp(~hA) (g(tn, un) = (tn)) = On(tns1)
n—1
L -haA (hZe_(”_j_l)hAgp(hA)( (tj,uj) — ) Ze_jhAéh n—j >
=0

+ hp(=hA) (9(tn, wn) = §(tn)) = Sn(tns1)

_ *hAhZ (n—j—1)hA (_hA)<g(tj,uj)—§(tj))

+ hip(=hA) (g(tn, wn) = G(tn) ) = On(tugr) — € M43 e UG, (1, ;1))
j=1

= By et (—pA) (9(% uj) — ﬁ(tj)) =Y e MG (tnsr—y),
7=0

J=0

was die Induktion abschlieft. Bevor das Gronwall-Lemma angewandt werden kann, sind
noch ein paar Abschitzungen nétig. Dabei wird zum einen die Lipschitz-Bedingung an ¢

lg(tn, un) = G(tn) | = l|g(tns un) = g(tn, u(tn)) || < Lljun — utn)lly = Lllen(ta)lly  (3.14)

und zum anderen die Ungleichung
kE4+1\77
kTt < (;L) : (3.15)

die fiir £ € Ny und = > 0 gilt, benutzt.

Zusammen mit der Definition von || - ||y, Lemma 3.5.1 und Satz 3.5.3 erhélt man dann

len(ta) ly =

hze n—j—1)hA (—h,A)(g(tj,u]) gt ) Ze ]hAdh( tn—j) .

< h Z Hgae_(n—j—l)hz‘\gp(—hA)(g(tj, uj) — g(tj)) H + H Z e IS, (t_;)
g=0 j=0 Y
(3.14) 7l

< Y |ACe AR )| Llen(t;)]ly +
j=0

(3.15
: (th lentt)ly + =2 ety ) +

Z e_jhA5h (tn,]’)

J=0

n—1
Z €7jhA5h (tn_j)

=0

Y

Y

< c(hzt len(t)l +b s A1), )

Wendet man schliefllich das Gronwall-Lemma 3.5.5 mit b = Ch sup HAﬂ 1”
0<t<t,

Hyv =

und ¢, = |lex(t,)|ly an, so folgt

len(ta)lly < Ch sup [ AP71g (1)]],,
0<t<tn
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3.5.4. Konvergenz der Ordnung 2
Der Fall des Ngrsett—Euler-Verfahrens ist verhéltnisméfig einfach zu analysieren, da das
Verfahren einstufig ist. Bei mehrstufigen Verfahren muss hingegen zusétzlich der Fehler an

Zwischenstellen untersucht werden.

Fir¢ =1,...,sund n € Nj ist der globale Fehler an den Zwischenstellen durch
Ei(tn,un, h) = ki(tn, un, h) — u(t, + c;h) (3.16)

und der lokale Fehler durch
i—1
Ai(tn, h) == u(ty, + c;h) — (ecihAu(tn) + 1> aip(—hA)g(t, + ckh)> (3.17)
k=1
gegeben. Auflerdem sei noch
r—1 ) ]
At h) = Ai(ta, h) = 3 W0 (—hA)GD (1)
§=0

mit 1);; aus (3.5). Dies ist dieselbe Konstruktion wie bei den dj(t,). Die Beweise verlaufen
folglich analog. Von wesentlicher Bedeutung ist es wiederum, eine Formel zu finden, mit
der der globale auf den lokalen Fehler zuriickgefiithrt werden kann.

Lemma 3.5.7
Sei g r-mal (Fréchet-)differenzierbar. Fir i =1, ..., s ist dann

i—1
Ei(tna Un, h) = e_CihAeh(tn) +h Z aij(_hA) (g(tn + th7 kj (tna Unp, h)) - g(tn + th)>
j=1

r—1
— 3 W (—hA)G) (1) — Al (8, h).
j=0

Beweis:
Der Beweis verlauft analog zu dem von Lemma 3.5.4.

Nun gilt es noch, die Terme ALTZ], r € N abzuschitzen. Satz 3.5.8 liefert die gesuchte

Schranke. Es ergibt sich eine &hnliche Darstellung wie in Satz 3.5.3.

Satz 3.5.8 i
Sei 0 < v <1 und A¥~15(") € 1°°([0,1];Y). Dann gilt

hl—u

At ]+ | A, ] < OW s (A0 o)

gleichmdafig fir 0 <t, <T.
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Beweis:
Der Beweis verlauft analog zu dem von Satz 3.5.3.

Satz 3.5.9

Die numerische Losung u, von (3.1) werde mit einem Verfahren (3.2) berechnet, das
P1(—hA) = Pa(—hA) = 12(—hA) = 0 erfillt. Auferdem sei f : [0,T] — X zweimal
(Fréchet)-differenzierbar.

1. Sind AP=1g(t) € L=((0,T);Y) und A~1g"(t) € L=((0,T);Y) fir B,r € (0,1],
dann gilt die Fehlerabschdtzung

lan = ulta)ly < C(Woi?g%n [@=g @], +# s |20, )

2. Sind §'(t) € L®((0,T);Y) und A*~1g"(t) € L=((0,T);Y), so ist das Verfahren
folglich konsistent der Ordnung 2.

Beweis:
Lost man die Rekursion in Lemma 3.5.4, so erhilt man

n—1 s
en(tn) =h Z e~ (n—i—1)hA Z bi(—hA) (g(tj + ¢;h, k?l'(tj, U, h)) — g(t]’ + Czh))
=0 i=1
n—1 ) (318)
— Z e_]hA(Sh(tn_j)
=0

als explizite Darstellung der ey (t).
Der Beweis mittels Induktion nach n ist derselbe wie in Satz 3.5.6, wobei man lediglich
o(=hA) (9t u) — 3(t)))

durch

Z bl(—hA) (g(tj + CZ']’L, ki(tja Uj, h)) — g(tj + Cﬂl))

=1

ersetzt.

Auch hier wird die Lipschitzbedingung an ¢

g (tn + cih, ki(tn, un, h)) — G(tn + cih)|| < Lllki(tn, tn, ) — u(tn + ¢ih)|ly

3.19
— L|Ey(tn, wn )y (3.19)

verwendet, um den Konvergenzfehler abzuschétzen.
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Zusammen mit der Definition von || - ||y, Lemma 3.5.1 und Satz 3.5.3 erhélt man
len(ta)ly 2 hze (ni= ““42b ) (a(t; + b alty 05, 1) = 3t + i) |
%
n—1 )
+[3 emsu)
i=0 Y
n—1 s
< RIS | Avem I (—hA) (g(t; + cih, Kty ug, b)) = Gt + cih) H
=0 i=1
+Ch% sup || A" 1g( ®)y
0<t<tn
(3.19) n—2 Cu .
< C(hz (n— G — D)) | Bt uz, )|, + "‘HE(tnl,unl,h)HY)
7=0
+Ch% sup || AF1g"( ®)y
StS

(3.15)
< C<h§ t;fj |E(tjvuj’h)“}f+h2 sup ||APi 1~” ||Y>
=0 0<t<

wobei E(tj,uj, h) := Jnax E;(tj,uj, h) ist.
SUSS

Im Gegensatz zum Ngrsett—Fuler-Verfahren kann nun noch nicht das diskrete Gronwall-
Lemma angewandt werden, da der Fehler an den Zwischenstellen auftaucht.

Nach Lemma 3.5.7 gilt jedoch wegen t12(—hA) =0

Ei(tn, tn, h) = e~ "ey (t,) + h Z a;j(—hA) (g(tn + cih, kj(tn, un, h)) — g(tn + cjh)>

— Ai(tn, h)
und nach Satz 3.5.8 ist

|Aitn )y < OW'P sup [ A% (b + )|,
0<r<1 Y

was zZusaminen

IE(t,uj, bl < C <||eh(tn)||y B, g, )l + AP sup | 4515t + Th)Hy>

und damit auch

|E(tj,us,h)|,, <C (Heh(tn y + WP sup H/I’B*lg'(tn —i—Th)Hy>
0<r<1

impliziert.

Insgesamt erhélt man also die Abschétzung

n—1

len(tn)lly < Ch Y t,%]len(tn)ly
§=0

—i—C(hH’B sup Hﬁﬁ—lg’(thrrh)H +h? sup HA“ 1" H )
0<r<1 0<t<tn
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so dass man das diskrete Gronwall-Lemma (3.5.5) mit p = «, €, = |len(t,)|ly sowie
b = C(hHB sup Hﬁﬁ—lg’(tn +7‘h)HY + h? sup ||/T“_1§"(t)||y> anwenden kann. Dies
0<7<1 0<t<tn

liefert die zu zeigende Behauptung.

Beispiel:
Gesucht ist ein Verfahren der Ordnung 2 mit Stufenzahl s = 2. Die Ordnungsbedingungen
lauten in diesem Fall

b1 + b2 = 1, baca = @2 und a1 = cop 2

mit p12(—hA) ;= @i1(—c2hA).

Die expliziten Verfahren, die diese Bedingungen erfiillen, lassen sich als
0 0 0
C2 | Cp12 0 (3.20)
‘ $1 - éSOQ ésﬂz

schreiben, wobei ¢y # 0 ein freier Parameter ist.

3.6. Variable Schrittweiten

Nun wird die Schrittweite nicht mehr als konstant angenommen. Daher steht A im Folgen-
den fir die Schrittweitenfolge h = (ho, ..., hps—1) mit h; > 0 fir j = 0,..., M — 1, wobei
hp = tn+1 — t, die Schrittweite zwischen den beiden Stiitzstellen t, und t,4; auf dem
nicht-dquidistanten Gitter 2, = {0 =tg < t1 < ... <ty =T} ist.

Die Notation lésst sich vereinfachen, indem man t,,;; := t, —tp—; und t,, ;= tpp0 = t,, —ti
setzt. Ensprechend ist ¢,,00 = t,, so dass in ¢,;; Nullen am Ende weggelassen werden kon-
nen.

AuBerdem wird h,; := 0<III;12X lhk gesetzt. Unter h — 0 ist demnach h,p; — 0 zu ver-
i

stehen, wobei die Zahl der Schritte M natiirlich von h abhéngt.

Um nun Konvergenz auch im Falle variabler Schrittweiten zu zeigen, miissen ein paar
Beweise modifiziert werden. Insbesondere das diskrete Gronwall-Lemma (3.5.5) setzt eine
konstante Schrittweite voraus und muss daher ersetzt werden.

Lemma 3.6.1
Seien (ho, ..., har—1) € RM mit hj >0 firj=0,...,M —1 und M € Ny. Auflerdem seien
en >0 fiirn=1,..., M gegeben, so dass fiir gewisse 0 < p <1 und a,b >0

n—1

en < a Z hkt;,fek + hanb
k=1

gilt. Dann ist
en < Chyneftnb

firn=1,..., M. Dabei hingen C und E nur von p,a und T ab.
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Beweis:
Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n.

Induktionsanfang n = 1:
Die leere Summe ist identisch null, so dass sofort die Behauptung folgt.

Induktionsschritt (1,...,n—1) - n < M:
Das weitere Vorgehen orientiert sich nun am Beweis von Lemma 4.7 in [2]. Danach gilt fiir
E > 0 die Abschétzung

n—1 tn
S byt e B < / e Etn=t) (¢, —t)~Pdt < BEP™, (3.21)
k=1 0

o
wobei B = / e "1t~ Pdr ist. Die rechte Ungleichung basiert dabei auf der Substitution

0
T = E(t, —t), wiahrend links eine Untersumme des Integrals steht.

Waiéhle nun E grof} genug, so dass
1+aBE"IC <O (3.22)
ist.

Dann folgt

n—1 v n—1
en < ad htpfer+ hab < a Y byt fChuge” b+ honb

k=1 k=1
n—1 (3.21)
<ay hgt fe PriePnChyb + hanb <" aBEP ' Chypnb + hunb
k=1

(3.22)
< Chyneftb.

Der Einfachheit halber wird nur das Ngrsett—Euler-Verfahren betrachtet. Dies vereinfacht
die Rechnungen, da das Verfahren einstufig ist. Im Fall variabler Schrittweite ldsst es sich
als

Up+1 = e_hnAun + hnSO(_hnA)g(tm un) (3'23)

schreiben.

Lemma 3.6.2
Fiir den Konvergenzfehler des Ngrsett—FEuler-Verfahrens gilt die Rekursion

eh(tn-i-l) = e_hnAeh(tn) + hn@(_hnA) (g(tm Un) - g(t’n)) - 5h(tn+1)a
wobel

On(tnt1) = ultns1) = (7" Multn) + hap(~hnA)g(tn)) (3.24)

der lokale Fehler des Norsett—Euler-Verfahrens im Fall variabler Schrittweiten ist.
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Beweis:
Der Beweis erfolgt wie im Fall konstanter Schrittweite. Aus (3.24) erhédlt man

eh(tn-l—l) = Un+1 — U(tn—H)
(323) _p A
="e Up + hpo(—hnA)g(tn, un) — u(tni1)

B2 Ay (£0) + hup(—haA) (g(tn, wn) — G(tn)) — On(tns)-

Satz 3.6.3 liefert nun die wesentlichen Abschétzungen fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
On(tn) bei Verwendung variabler Schrittweiten.

Satz 3.6.3 _
Sei 0 < v <1 mit AV=1§ € L*>°(0,T;Y). Dann gelten

o on(tns)ly + [ 4 0u(tns) | < OBE - sup
n>U>tn41

40,

und

7nn'A
Fang 6h(tn—j> v

< Chyn sup ‘ﬁ”*lg/(t)H
v 0<t<ty

gleichmdfig fir 0 <t, <T. Insbesondere hingt C' fiir festes T nicht von n oder h ab.

Beweis:
Wegen t, 11 = t, + hy, ist der erste Teil analog zu Satz 3.5.3 mit h,, statt h. Dabei gilt

u(ty + hy) = )+ / ~(n=mAG (4, + 7)d, (3.25)
so dass zusammen mit

G(tn +7) = §(tn) + /0 "5t + 0)do,

1 rt (3.26)
p(—tA) = f/ e~ Ay
t Jo
die Fehlerdarstellung
3.24 _ .
St 1) "=t + ho) — (€70 Mu(tn) + hnp(—hn A)3 () )
(3.25) A~ ~
/ =D, 4 ) — hap(—hn A)g(tn)
326)/ " e (k=) / (tn + o)dodr
folgt. Dies impliziert
hn T~
16n (tnst)lly < / | Atve i AN (b + J)HydadT, (3.27)
0 0
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so dass man mit

H )i ALy g ) HJFH (hn— T)AH <C (3.28)

(sieche Lemma 3.5.1) die erste Abschéitzung durch

ha Y 10n (tng1) ly + Hgyiléh(t”“)uy

(3.27) rhn
G )
0
(3.28)

hn
<C-hy, (h}f”(hn - T)V_l + 1) dr sup
0

tn Stgtn-{—l

Avl—ye—(hn—T)AH + He—(hn—T)AH

; g (tn + a)HydadT

0,

erhélt. Zusammen mit der Dreiecksungleichung und erneut Lemma 3.5.1 folgt daraus wegen

nz_:l e—tnnjA(Sh(tn,j) < H(Sh(tn)HY + nz_: ﬁl—ve—tnnjAgu—l(sh(tnij)
J=0 Y j=1 Y
< hyZih )| + € Zt;n; A6t ;)
Y
n—1 N
< C-;hi i—itimg OgltlgnHA”‘lé’(t)HY
< C ey sup Hﬁ”flé'(t)HY

0<t<tn

auch die zweite Ungleichung. Im letzten Schritt wurde
n—1 T
D hnjatid < / (T -ty tdt<C
=1 0

und im vorletzten Schritt neben der bereits bewiesenen Ungleichung aus dem ersten Teil
die Identitat t,, ,1 = tn, — tn—1 = hyp—1 verwendet.

Damit sind die Voraussetzungen geschaffen, um Konvergenz der Ordnung 1 auch im Fall
variabler Schrittweiten zu zeigen.

Satz 3.6.4
Die numerische Lésung upn von (3.1) werde mit dem Norsett-Euler-Verfahren (3.23) be-
rechnet. Auflerdem sei ein B € (0,1] gegeben, so dass AP~1g € L*°((0,T);V) gilt mit
A= A+wl. Ferner sei die Schrittweitenbedingung

hj

<C
hjv1 —

erfillt.

Dann gilt die Fehlerabschdtzung

lun = u(ta)lly < Chun sup 47715/ (2)|

0<t<tp Y

gleichméafig fiir 0 <t, <T.
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Beweis:
Nach Lemma 3.6.2 gilt
en(tnt1) = eihnAeh(tn) + hno(—hyA) (g(tm Up) — g(tN)> — On(tnt1), (3.29)
wobei ey (t,) = u, — u(ty,) der Konvergenzfehler an der Stelle ¢, ist.
Mittels Induktion nach n kann man nun zeigen, dass
Z et Ap(—hy 4) (glty. ) - 3(t)) - Z A (tag)  (330)
die explizite Darstellung der e (t,,) fir n € Ny ist.
Dabei werden die Eigenschaften der ¢,
hi +tnj = tnsr = tn + tn — 1 = tny1j, (3.31)
hn + tnnj = tn—i—l t +t n 7 — 7fn—&—l n.g tn+1 n+1,7+1
und
tnno = tan = th —tn = 0 (332)
verwendet.

Induktionsanfang n = 0:

Wegen u(tg) = to ist ep(to) = uo —u(tp) = 0 und da die leeren Summen ebenfalls identisch

null sind, gilt die Gleichheit.

Induktionsschritt n — (n+ 1):
Nimmt man nach Induktionsvoraussetzung an, dass (3.30) fiir n gilt, so folgt

en(tng1) = e_hnAeh(tn) + hpo(—hy A) <g(tn7 un) - g(tn)) — On(tny1)

= et (Zhe fnat1dy hA)( (tj,u;) — ) Ze i A, (b ]))

+ hn@(_hnA) (g(tna Un) - g(tn)) - 6h(tn+1)

n—1
(3.31) _ ) -
g Z hje tn+1J+1A(p(_hA) (g(tj, Uj) — g(tj))

n

+ hnso(_hA) (g(tmun) - g@n)) — (5h n+1 Z bnt1, ”+17A(5h( (j—l))
7=1
S e ) ot16) ~310)) = D 1)

Damit ist die Induktion abgeschlossen.

Aufgrund der Lipschitz-Bedingung von g ist

lg(tn, un) = G(tn)ll = llg(tn, un) = g(tn, u(tn)) || < Lllun — u(tn)lly = Lllen(ta)lly- (3.33)
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Auflerdem gilt fiir j € Ny nach Voraussetzung

hi <C
hj1
und damit fiir j <n — 2 auch
by _ =l ol (3.34)
tnj+1  tn—tjy1  to— 1t —hy
Zusammen mit der Definition von || - ||y, Lemma 3.5.1 und Satz 3.6.3 erhalt man daher
(3.30)

llen(tn HY =

Zhe oty ) (9(t505) ~ 8(5)) - 3 8 1 y

7=0

< Z thgo‘e*tn,HIASO(_hA) (g(tj,uj) — g(t]))H + y ftnnjA(sh(tn_j) )

(3:33)& : Ao —tn j11A = —tnn; A
< M |AvemtrsmiAp(=na)|| - Llen(t)lly + | 3 e~ A6 (tn—s)
j=0 Y
n—2
< C(Z tageallenttlly + bFlen(tas)lly + b sup 4775 Hy>
7j=1

(3.34) n—1 N - 14
< C( D hyty]llen(t )||Y+h*n sup HA ®)ly

]:

und mit dem Gronwall-Lemma 3.6.1 folgt schliefllich

len(ta)lly < Chun sup [|AP 1),
0<t<tn

Bemerkung:
Die Fehlerkonstante enthélt den Term e aus dem Gronwall-Lemma 3.6.1 als Faktor.
Der Satz liefert daher keine Aussage iiber das Langzeitverhalten.



4. Numerische Experimente

Gegenstand dieses Kapitels ist das numerische Verhalten der exponentiellen Integratoren
am Beispiel der Nagumo-Gleichung

Up = Upe + U(1 = U)(U — ) + ®(x,1). (4.1)

Alan Lloyd Hodgkin und Andrew Fielding Huxley prédsentierten 1952 in [25] ihre Experi-
mente an den Riesenaxonen von Tintenfischen. Ein Axon ist Teil einer Nervenzelle und
dient zur Weiterleitung elektrischer Impulse. Das mathematische Modell, das insbeson-
dere zur Simulation von Aktionspotentialen verwendet werden kann, bezeichnet man als
Hodgkin-Huxley-Modell.

Das FitzHugh-Nagumo-Modell, das von Richard FitzHugh 1961 in [8] und J. Nagumo 1962
in [35] ausgearbeitet wurde, ist eine vereinfachte Version des Hodgkin-Huxley-Modells. Be-
ziiglich des Zusammenhangs mit der Nagumo-Gleichung (4.1) sei insbesondere auf [34]
verwiesen.

4.1. Ohne raumlichen Diskretisierungsfehler

Zunachst wird nur der Fehler der Zeitdiskretisierung betrachtet und zu diesem Zweck
&(z,t) so gewdhlt, dass U(z,t) = (x — sin(t)) . (1 — (z — sin(t))) die exakte Losung
ist.

0.3

-0.2 */./ =0
. ---t=01
S03F e t=0.2 |7
2 REPPPP? t=0.3
-0.4 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

z-Achse

Abbildung 4.1.: Exakte Losung der Differentialgleichung
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Zum Zeitpunkt ¢t = 0 erhélt man die in Abbildung 4.1 (mittels der durchgezogenen Kurve)
dargestellte Parabel U(z,0) = (1 — x) und fiir ¢ > 0 fiihren die Terme sin(¢) dazu, dass
sich diese sinusférmig im Raum bewegt.

Gesucht ist nun eine numerische Losung der gegebenen Differentialgleichung auf dem
Rechteck [0, 1] x[0, 1], wobei man die Anfangs- und die zeitabhéngigen Dirichletschen Rand-
bedingungen aus der exakten Losung U(x,0) = z(1—x) sowie U(0,¢) = —sin(¢)(1+sin(t))
und U(1,t) = (1 — sin(¢)) sin(t) erhélt. AuBerdem sei noch bemerkt, dass im Folgenden
stets a = % ist.

Da unter den Voraussetzungen F' € C*[a,b] und z,z + h,z — h € [a,b] die Abschét-

zung

F(x —h)—2F(z)+ F(z+h)
2

- F”(x)‘ < Ch2 max ‘F(‘*)(C)‘
¢€lasb]

fiir die numerische Differentiation gilt, spielt der Fehler der Raumdiskretisierung, die mit-
tels Standard-Finite-Differenzen durchgefithrt wird, kelne Rolle. Der Vollsténdigkeit hal-

ber sei bemerkt, dass in diesem Beispiel Az = - = - ist. Damit sind ;= mit

100 N+1
J=1,...,99 die inneren Punkte der rdumlichen Diskretisierung.

g
100

Insgesamt liefert dies ein Liniensystem

{ u'(t) = f(t,u(t)), (4.2)

u(0) = ug
wobei
2 1 U(0,t) (v1 —v3) (v1 — 7) + D(x1,1)
1 1 1 0
f(t, 'U) = m ) v+ E +
12 U(1,t) (v —v3)( )+ P(an,t)
=:A
mit
(51
v = : e RN
UN
und
U(.I‘l, 0)
ug = € RN
U(.TN, 0)
ist.

Die Zeitdiskretisierung wird nun einerseits mit dem Ngrsett—Euler-Verfahren und ande-
rerseits mit dem exponentiellen Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2, das im dritten
Kapitel (siehe 3.20) konstruiert wurde, durchgefiihrt. Der freie Parameter ist dabei co = 1.



4.1. Ohne rdumlichen Diskretisierungsfehler 79

Um die Konvergenz der beiden Verfahren untersuchen zu kénnen, muss man noch eine
Norm wéhlen. In endlich-dimensionalen Rdumen sind Normen zwar &dquivalent, allerdings
héngen die zugehorigen Konstanten von der Dimension des Raums ab.

Als Normen werden im Folgenden die Maximumsnorm und die diskrete L2-Norm gewéhlt,
die fiir v € RY durch

und

gegeben sind. Letzteres entspricht der gewohnlichen L?-Norm einer Intervalltreppenfunk-
tion mit den Werten vy, ..., vy und der Intervallbreite Ax.

Ist b —a = N - Az, das heifit das Intervall [a,b] ist in N Teilintervalle der Linge Ax
zerlegt, so gilt

lvllL2 =

Bei Verwendung des Raumintervalls [0, 1] muss folglich die L2-Norm kleiner oder gleich
der L°°-Norm sein, was sich in Abbildung 4.2 bestatigt.

10
107
—
Il
-~
= )
< 10 q
g
=
'f_) —6— Norsett in L2-Norm
[t
= — © — Norsett in L>°-Norm
5 10 i
80 10 —&— Runge in L2-Norm
[<5)
E — B8 — Runge in L*°-Norm
:2 E i Steigung 2
T W\ -
10 o Steigung 1
L L L L TR | L L L L TR | L L L L L
10" 10° 10° 10"

Zeitschrittweite At
Abbildung 4.2.: Konvergenzverhalten des Ngrsett-Euler-Verfahrens und des expo-
nentiellen Runge-Kutta-Verfahrens aus (3.20)

Gegen die Zeitschrittweite ist der Konvergenzfehler an der Stelle ¢ = 1 in L°°-Norm und
L?-Norm aufgetragen. Die durchgezogene Kurve steht dabei fiir die L2-Norm.
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Der Konvergenzfehler des Ngrsett—FEuler-Verfahrens wird durch die Kreise dargestellt, wih-
rend die Quadrate den Konvergenzfehler des exponentiellen Runge-Kutta-Verfahrens der
Ordnung 2 symbolisieren. Diese Konventionen werden auch weiterhin beibehalten.

Aus der Steigung der gepunkteten Referenzgeraden ist ersichtlich, dass die beiden Ver-
fahren beziiglich beider Normen die erwarteten experimentellen Konvergenzordnungen 1
bzw. 2 aufweisen.

4.2. Mit zeitlichem und raumlichem Diskretisierungsfehler

Im vorherigen Beispiel wurde die Anfangsrandwertaufgabe so gestellt, dass nur der zeitliche
Diskretisierungsfehler beachtet werden musste. Wenngleich dies zu analytischen Zwecken
niitzlich sein kann, ist zu bemerken, dass es sich um keine realistische Annahme handelt.
Aus diesem Grund werden im néchsten Beispiel sowohl der zeitliche als auch der rdumliche
Diskretisierungsfehler von Bedeutung sein.

4.2.1. Beispiel mit einer wandernden Welle

Im weiteren Verlauf sei &(z,t) = 0, so dass man die Differentialgleichung
Ut = Ua:x + U(l - U)<U - Oé)
erhélt. Wiederum wird der Fall o = i betrachtet. Die exakte Losung lautet nun
1

= 1 +exp(_:c\7§t)u

U(z,t)

1

wobei ¢ = —/2(3—a) ist. Dies ist eine wandernde Welle mit Profil v({) = —————
1+ exp(—

S
(V)
N~—

Abbildung 4.3.: Exakte Losung der Nagumo-Gleichung
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Fir x — (—o0) und ¢ € [0, 1] geht U(x,t) exponentiell gegen 0 und fiir + — oo gegen 1.
Da das Ortsintervall [—85,85] grofi genug ist, kann man die Dirichlet-Randbedingungen

u(—85,t) = 0 und u(85,t) = 1 verwenden, ohne dass der zusdtzliche Fehler numerisch
bedeutsam ist.

Die Anfangsbedingung ist hingegen wie im vorherigen Beispiel durch die exakte Losung
zum Zeitpunkt ¢ = 0 gegeben. Das Zeitintervall sei stets [0, 1], da man auf gréBeren Zeit-
intervallen qualitativ ohnehin dieselben Resultate erhélt.

Diese Anfangsrandwertaufgabe wird nicht mehr veréndert, variiert werden nur die numeri-
schen Parameter, wobei jedoch immer Standard-Finite-Differenzen das Mittel zur Raum-
diskretisierung bleibt.

4.2.2. Ergebnisse der Verfahren mit Padé-Approximation

Um einen ersten Eindruck vom Zusammenwirken der beiden Diskretisierungsfehler zu er-
halten, wird das Ngrsett—Euler-Verfahren mit verschiedenen Zeitschrittweiten angewandt,
wobei die Raumschrittweite Az = % bzw. Ax = 1—10 ist.

—6— Az = 0.1 in L>-Norm
-6 —-Az =0.1 in L*-Norm
—©— Az = 0.2 in L2-Norm
- © - Az =0.2 in L*-Norm

10

Steigung 1

Konvergenzfehler bei t = 1
5

-5

10 ' ) . . . | . . . . e T
10 107 107
Zeitschrittweite At

Abbildung 4.4.: Konvergenzverhalten des Ngrsett—Euler-Verfahrens

Gegen die Zeitschrittweite ist der Konvergenzfehler an der Stelle t = 1 in der L*°-Norm und
in der L?-Norm aufgetragen. Die durchgezogene Kurve steht dabei wiederum fiir die L?-
Norm, die wegen der grofien Intervallbreite oberhalb der L°°-Norm liegt.

Fiir grofle Zeitschrittweiten tiberwiegt der Fehler der Zeitdiskretisierung. Die Kurven ver-
laufen dort in etwa parallel zur gepunkteten Geraden mit Steigung 1. Fiir kleine Zeitschritt-
weiten iiberwiegt der Fehler der Ortsdiskretisierung. Die Kurve, die zur Raumschrittweite
Ax = % gehort, verlduft dort deutlich oberhalb der Kurve zur Raumschrittweite Ax = %0.
Ab einem gewissen Punkt kann der Konvergenzfehler nicht mehr durch Verkleinerung der
Zeitschrittweite verringert werden.
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Dies tritt bei Verfahren hoherer Ordnung in verschérfter Form auf. Qualtitativ erhalt
man beim Verfahren der Ordnung 2 dasselbe Resultat wie beim Ngrsett—Euler-Verfahren.
Die Zeitskala in Abbildung 4.5 ist allerdings von 1072 bis 1070 gewihlt, wihrend sie
in Abbildung 4.4 von 1072 bis 10~! geht. Unter denselben Voraussetzungen erhilt man
beim Verfahren der Ordnung 2 schon etwa ab At = 10~! keine weitere Verringerung des

Konvergenzfehlers mehr.

T
—&— Az = 0.1 in L?>-Norm
-3
10+ - B —Axz = 0.1 in L*°-Norm
— —&— Az = 0.2 in L?-Norm
Il e
- — B - Az = 0.2 in L>®-Norm
D 1t Steigung 2
e
—
-z
<= @ = = =
L2104j
N r —
8 Fr---9----O----8H----p---8-7
g i
g
>
) i = P -
MO i g = =
---8a----0---8---"0°7 \\\\\
107k x
107 10"

Zeitschrittweite At

Abbildung 4.5.: Konvergenzverhalten des exponentiellen Runge-Kutta-Verfahrens

der Ordnung 2 aus (3.20)

Die einzige Moglichkeit ist demnach, die Raumschrittweite zu verringern, was allerdings

nicht ganz unproblematisch ist.

Die Berechnung der ¢;(AtA) wird mittels Padé-Approximation durchgefiihrt. Der erste

AtA

Schritt besteht dabei darin, die Matrix AtA so zu skalieren, dass ‘ o

©e(2)

Skalieren

<N

j”Quadrieren”

()

R

e ———————
Pade P!

Der zweite Schritt besteht in der eigentlichen Padé-Approximation ¢, ~

)

L2d+ 40— H(=1)!
Ni(2) 2d—|—€'z(z -l +i— )

JOJ

d
2d—|—€—z)

DY(2) (—2)i.

Lo < 1gilt.

NE
—‘Z mit
Dd

i
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Dabei ist d sowohl Zéhler- als auch Nennergrad und 2d die Ordnung der Padé-Approxima-
tion. Die angegebenen Koeffizienten stammen aus [1].

Im dritten Schritt wird schlielich k-mal zuriick skaliert. Im Fall von ¢g(z) = e* geschieht
dies durch Quadrieren, da e?* = e%e? ist. Nihere Details zur Padé-Approximation des

Exponentialoperators finden sich in [17] und [18].

Allgemein ergeben sich nach [1] die Formeln

1 2 2
©20(22) = 5% (902(2)804(2) + > w%’(z)) ;

J=t+1
1 1 2+1 9
Pa041(22) = 92041 pe(2)pe1(2) + EWH(Z) + j:%;rz m@j(z) )

die fiir p;1(z) = ¢(z) und ¢o(z) = €* den Rekursionen

p(22) = (" +1)p(2),

eQz — e%e?

aus [20, 6.4] entsprechen.
Ist nun ||AtAll,, > 1, so muss die Matrix zur Berechnung von e?*4 k-mal quadriert

werden. Da die Eigenschaft, dass A diinn-besetzt ist, bei der Padé-Approximation verlo-
ren geht, ist dies sehr aufwendig.

In der folgenden Grafik ist die benétigte Zeit zur Berechnung von e?* gegen die Zeit-
schrittweite At aufgetragen.
An der Stelle ||AtA|| = 1 steigt die Rechenzeit erheblich, da skaliert werden muss.

10° — ————

1

10" ¢

107 ¢

Benotigte Rechenzeit

-1 . . R | . . R | . . e
107° 107 107 10°
Zeitschrittweite At

10

Abbildung 4.6.: Padé-Approximation des Exponentialoperators



84 4. Numerische Experimente

Aus der Theorie der Runge-Kutta-Verfahren ist das Problem bekannt, dass eine Verkleine-
rung der Raumschrittweite Ax zur einer gréfleren Steifheit fithrt. Dieses Phdnomen findet
sich hier wieder, denn moéchte man auf das Skalieren verzichten, so muss man die Zeit-
schrittweite klein genug wéhlen und erhélt eine unpraktische Schrittweitenbedingung wie
bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren. Fiir die iibrigen ¢—Funktionen erhélt man qualita-
tiv dasselbe Resultat.

Fairerweise sollte an dieser Stelle allerdings noch der Fall betrachtet werden, dass das
Zeitintervall sehr grof} ist und entsprechend viele Zeitschritte nétig sind. Da die Berech-
nung der p—Funktionen nur einmal durchgefithrt werden muss, nimmt der Anteil am
Gesamtaufwand mit einer Vergrofierung des Zeitintervalls ab. Doch selbst wenn einmali-
ge Rechnungen vernachléssigt werden kénnen, bleibt das Problem, dass in jedem Schritt
Multiplikationen mit vollbesetzten Matrizen durchgefithrt werden miissen.

Anhand dieser Grafik ist das Verhaltnis von 100 Schritten des Norsett—Euler-Verfahrens
mit Schrittweite At = 1—(1)0 in Abhéngigkeit der Raumschrittweite ersichtlich.

Benotigte Rechenzeit

0
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Raumschrittweite Az

Abbildung 4.7.: Laufzeit des Ngrsett—Euler-Verfahrens mit At = ﬁ unter Vernach-
lassigung der Matrixberechnungen

Wie zu erwarten ist, steigt die Rechenzeit quadratisch mit der Raumschrittweite an, denn
die Eigenschaft, dass die Matrix AtA diinn-besetzt ist, iibertrigt sich nicht auf e2*4 bzw.
©(AtA). Bei einem impliziten Runge-Kutta-Verfahren steigt der Aufwand hingegen nur
linear.

Ein Ausweg konnte in Analogie zu den Verfahren aus dem ersten Kapitel darin beste-
hen, dass e?* und (AtA) selbst gar nicht benétigt werden, sondern nur das Resultat
nach Anwendung auf einen Vektor, wenngleich dies in jedem Schritt fiir neue Vektoren
ausgewertet werden miisste.
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Ny (2)
Di(2)
dass zur Berechnung von e“*v und p(AtA)v nur noch d Matrix-Vektor-Multiplikationen
der Form (A—wI)v durchgefiihrt und d lineare Gleichungssysteme der Form (A—wl)x = v
gelost werden miissen. Im Falle komplexer Nullstellen a £ bi empfiehlt es sich allerdings,
diese zu quadratischen Termen 22 — 2a + a? + b% zusammenzufassen.

Eine Idee besteht dabei darin, die Padé- Approximation P(f(z) R zu faktorisieren, so

Das Problem besteht nun allerdings darin, dass bei dieser modifizierten Padé-Approxima-
tion ein Skalieren der Matrix nicht moglich ist.

10" ¢ ‘ ‘ ‘ L E

b b

—6— L2-Norm _ 7

= - © — L*-Norm o7 p

10 " 7 4
Steigung 1 -

!
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Konvergenzfehler bei t = 1
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Abbildung 4.8.: Konvergenzverhalten des Ngrsett—Euler-Verfahrens mit modifizier-
ter Padé-Approximation

Das Resultat ist die zuvor bereits erwahnte Schrittweitenbeschriankung [|AtA|l < 1.
Wiéhlt man eine groflere Zeitschrittweite, so werden Konsistenz- und Konvergenzfehler
des Verfahrens sehr grof.

Mit Blick auf die lineare Theorie bestiinde noch die Moglichkeit, ein paar Schritte lang
die Bedingung ||AtAl| < 1 einzuhalten oder ein implizites Runge-Kutta-Verfahren zu
verwenden. Die Hoffnung, dass dann der Anteil der Eigenvektoren mit sehr kleinen (also
betragsméfig grofien) Eigenwerten an der Losung vernachléssigbar ist, wird jedoch von der
Nagumo-Gleichung nicht erfiillt, so dass dies das Problem nicht behebt. Zum Zeitpunkt
t = 1 geniigt ein einziger Schritt von der exakten Losung ausgehend, um ein Resultat wie
in Abbildung 4.8 zu erhalten.

4.2.3. Ergebnisse der Verfahren mit Krylow-Unterraum-Approximation

Eine andere Moglichkeit besteht darin, Krylow-Unterraum-Approximationen zu verwen-
den. Da diese in jedem Schritt durchgefithrt werden miissen, ist die vom Zeitschritt unab-
héngige Aufspaltung in linearen und nicht-linearen Term moglicherweise unnotig,.
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Im Gegensatz zum Ngrsett—Euler-Verfahren wird beim exponentiell angepassten Euler-
Verfahren

Unp+1 = Up + h@(hf,(un))f(un)

die Jacobi-Matrix der gesamten rechten Seite der Differentialgleichung (4.2) verwendet.
Der Abbildung 4.9 ist das Konvergenzverhalten mit Raumschrittweite Az = ﬁ zZu ent-
nehmen.
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Abbildung 4.9.: Konvergenzverhalten des exponentiell angepassten Euler-
Verfahrens

Das Resultat ist Konvergenz der Ordnung 2. Die Krylow-Unterraum-Approximation profi-
tiert dabei davon, dass die Matrix diinn-besetzt ist, so dass Speicherbedarf und Aufwand
verhéltnisméBig gering sind. Nun bleibt noch zu iiberpriifen, ob Verfahren héherer Ord-
nung mit groferen Zeitschrittweiten und dementsprechend geringerem Aufwand bessere
Ergebnisse liefern.

Mit den Standardeinstellungen sind die Fehler von exp4 (siehe Kapitel 1) allerdings in
einer GréBenordnung von 1075, Verkleinert man die Ortsschrittweite von Wlo auf ﬁ,
steigt der Fehler sogar. Erst du genaues Anpassen von relativer und absoluter Toleranz

sowie der maximalen Groe der Krylow-Unterrdume kann man Fehler um 10~% erhalten.

Die wesentliche Schwierigkeit besteht also darin, die Grofle der Krylow-Unterrdume zu
wéahlen. Entscheidend ist dabei vor allem die Approximation von ¢ (vhf’(v)) f(v), da sich
die iibrigen Krylow-Unterrdume entweder daraus bilden lassen oder aber nur einen kleinen
Anteil am Gesamtfehler haben. Dies wurde in Kapitel 1 thematisiert.

Die Konsequenz daraus ist, dass sich die Aussagen zum exponentiell angepassten Euler-
Verfahren auf andere Verfahren iibertragen lassen. In Abbildung 4.9 ist die maximale
Grofle der Krylow-Unterrdume mpy,x = 60. Dies ist fiir die gewédhlten Raum- und Zeit-
schrittweiten demnach grof3 genug.
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Fir mmax = 50 und mmpmax = 40 ergibt sich unter denselben Bedingungen hingegen dieses
Bild.
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Abbildung 4.10.: Konvergenzverhalten des exponentiell angepassten Euler-
Verfahrens mit mittelgroffen Krylowrdumen

Fir fest gewdhltes m erhilt man demnach wiederum eine Schrittweitenbedingung. Die
entscheidende Frage ist daher, ob sich grofle Krylow-R&dume lohnen oder besser mit einer
kleinen Zeitschrittweite gerechnet werden sollte.
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Abbildung 4.11.: Konvergenzverhalten des exponentiell angepassten Euler-
Verfahrens mit kleinen Krylowrdumen
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Fir mye. € {10,20,30} und Raumschrittweite Az = 1—(1)0 sowie den Zeitschrittweiten
aus Abbildung 4.11 ist in Abbildung 4.12 die Laufzeit des exponentiell angepassten Euler-
Verfahrens gegen den Konvergenzfehler aufgetragen.
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Abbildung 4.12.: Vergleich des Konvergenzfehlers in der L2-Norm mit der Laufzeit
des exponentiell angepassten Euler-Verfahrens

Das Resultat ist nicht besonders eindeutig. Diese Schwierigkeit, die Krylow-Unterraum-
Approximationen im richtigen Moment zu stoppen, erklart schliellich die starke Abhén-
gigkeit der exponentiellen Integratoren von den Toleranzparametern.

Details zur Schrittweitensteuerung und zu den Abbruchkriterien der Krylow-Unterraum-
Approximation finden sich in [20, 6.1-6.3]. Der Vollstandigkeit halber sei noch bemerkt,
dass das Resultat in der L°°-Norm qualitativ dasselbe ist.

Schlussbemerkung:

Es lasst sich nicht leugnen, dass exponentielle Integratoren bei einer Vielzahl von Proble-
men im Vergleich zu den Standard-Integratoren konkurrenzfihig sind. Zumindest im Fall
parabolischer Gleichungen mit glatten Losungen sind etwaige Vorteile aber nicht signi-
fikant. Implizite Mehrschritt- und Runge-Kutta-Verfahren sowie die Vorkonditionierung
linearer Gleichungssysteme sind allerdings sehr ausgereift, so dass die Hiirde fiir neue Ver-
fahren in jedem Fall hoch ist.

Gute Vorkonditionierer fiir die Berechnung des Matrixexponentials konnten im Falle hoch-
dimensionaler Probleme den Aufwand exponentieller Integratoren mit Krylow-Unterraum-
Approximation deutlich verringern. In diesem Zusammenhang ist auf [42] zu verweisen.
Fir den Einsatz in der Praxis bedarf es zudem einer robusten Implementierung der expo-
nentiellen Integratoren.



A. Anhang

A.1. Phi-Funktionen

Bei der Analyse der Konsistenz- und Konvergenzbedingungen trat im ersten Kapitel die
p-Funktion auf, die mittels Fallunterscheidung und iiber eine Potenzreihe definiert wurde.
Im dritten Kapitel wurden fiir j € No die Halbgruppen ¢;(—tA) verwendet. An dieser
Stelle wird gezeigt, dass die beiden Herangehensweisen fiir beschrankte Operatoren tiiber-
einstimmen.

Definiere hierzu zunachst rekursiv die Funktionen ¢; : C — C durch

po(z) = €
und fiir j € Ny
1
pi(z) — =
. J z#0
pj+1(z) =
1
m Z—O.

Fiir j = 1 entspricht das der Definition (1.4) aus dem ersten Kapitel.

Lemma A.1.1
Die obigen pj sind ganze Funktionen, die
oo Zk
pi(z) = [CE]

k=0

erfillen. Fiir j € Ny, t > 0 und einen beschrinkten Operator A gilt auflerdem

1 rt i1
s I —(t—7)A
@;j(—tA) n /0 e = 1)!d7.

Beweis:
Zeige zunéchst durch Induktion nach j die Identitét

00 zk
SDj(Z) = kz:% W

Damit erhélt man automatisch die Holomophie auf ganz C.
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Induktionsanfang j = 0:
Die Gleichheit gilt wegen

z - Zk
wo(z) =€ = IZ:OE

Induktionsschritt j — (5 + 1):
Fir z = 0 ist die zu zeigende Aussage ohnehin erfiillt. Sei also z # 0. Dann folgt

Soj(z)_%]v 1<OO 2k 1) e 2k
Qir1(z) = —— = - T T T = 2 e
It z 2 ,;)(kﬂ)! 4! ,;)(kﬂﬂ)!

wobei der letzte Schritt eine Indexverschiebung beinhaltet. Damit ist die Induktion abge-
schlossen.

Die Darstellung der ¢;(—tA) kann man nun ebenfalls durch Induktion nach j zeigen.

Behauptung:
Fir j e Ny, 1 € Ny

Induktionsanfang j = 1:

1 t AT
7/ (T.t) dT:1
t Jo 7! t

Induktionsschritt j — (j + 1):

7=0

1 /t(T—t)iTj 1 (T—t)i+17j]T:t 1 /t (1 — )ittt il d
-
0 0

ti+1 T e NS S TR BN Al S ORI VIR P IS V]
PN S N L Gt L U W )
t o (E+1)! (j—1) t(i+147)
(=)’
(i)

Die Behauptung ist folglich durch Induktion bewiesen.

Nun aber gilt

1t (A > ()"
—(t—7)A dr V= Ak = vi(—tA
— (& )
tJ/o G- = (k+j)! Pi(=t4)

was zUu zeigen war.
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A.2. Hilfsmittel aus der Funktionentheorie

Zunachst sei an dieses klassische Resultat der Funktionentheorie erinnert.

Lemma A.2.1 (Biholomorphickriterium)
Sei U € C offen, f: U — C holomorph und injektiv.
Dann gilt f : U — f(U) ist biholomorph, d.h. bijektiv und f=1 : f(U) — U ist holomorph.

Seine Bedeutung besteht im Folgenden darin, dass statt einer Funktion f, die sich mog-
licherweise nicht ohne Weiteres explizit angegeben ldsst, die Umkehrfunktion betrachtet
werden kann.

Diese Idee findet bereits im Beweis des néchsten Lemmas Anwendung. Dieses Lemma kann
als Spezialfall des Riemannschen Abbildungssatzes angesehen werden, wobei die Abbildung
zusitzlich als ein Zweig der Funktion z++v/22 — 1 charakterisiert wird.

Lemma A.2.2
Es existiert eine holomorphe Abbildung

g:{*-1:zeC\[-1,1]} —C
mit (g(z* — 1))2 =22 — 1 fiir alle z € C\ [~1,1], so dass die Funktion

$:C\[-1,1] — C\D;

2 24+ gz = 1)

biholomorph ist und die Eigenschaft ¢(z) = 2z + O(1), z — oo besitzt.

Beweis:
Betrachte zunichst die Funktion

¢p:C\D; — C
()
w—r - (w+ —|.
2 w
Als rationale Funktion, deren Nenner fiir alle w € C\ D; ungleich Null ist, ist ¢ im

gesamten Definitionsbereich holomorph. Auflerdem ist die Abbildung injektiv, denn es gilt

~ ~ 1 1 w1, — W2
w(wl):w(u@):>w1+f:w2+f:>w1—w2:7
w1 w2 w1w2

so dass aus der Gleichheit der Bilder w; = w9 oder wiws = 1 folgt, wobei der zweite Fall
auzuschliefen ist, da 1 nur auf C \ Dy definiert ist und damit |w1| > 1 und |we| > 1 ist.

Surjektivitat liegt allerdings nicht vor, genauer gilt fiir das Bild
$(C\Dr) =C\[-L1].

Dies kann man wie folgt einsehen. Fir z € C gilt z € 1/;(((3 \ Di) genau dann, wenn die

A~

Gleichung w? — 2zw + 1 = 0, die man durch Umformen von z = v)(w) erhilt, eine Losung
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wo mit |wo| > 1 besitzt.
Ist z € [-1,1], d.h. z ist reell mit |z| < 1, so ist dies nicht der Fall, denn

(zj:i\/l—zQ)Q:z2j:2zi\/l—22+22—1:2z(zj:i\/1—z2>—1

impliziert, dass die beiden Losungen durch wy = 2z & iv/1 — 22 gegeben sind, wobei aller-
dings |wi| = |w_| =1 gilt. Daher gilt ¢(C\ Dy) C C\ [-1,1].

Ist andererseits w € C mit |w| = 1 gegeben, dann gibt es o € [0,27), so dass w = €l® ist.
Dann aber gilt

D(w) = %(eia + e_io‘> = cos(a) € [—1,1].

Dies hat zur Konsequenz, dass es fiir z € C\ [—1, 1] kein w mit |w| = 1 geben kann, so dass
z = 1[1(11)) ist. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt die dquivalente Gleichung
w? — 2zw + 1 = 0 aber zwei Losungen wq,wy. Da @(wl) = Qﬁ(wg) nun w; = wy oder
wiwy = 1 impliziert, muss (genau) eine der beiden Losungen vom Betrag grofer 1 sein,
also in C\ D liegen, was zu zeigen war.

Eine bijektive, holomorphe Funktion besitzt automatisch eine holomorphe Umkehrfuktion.
Sei daher ¢ durch

$:C\[-1,1] — C\ Dy
27 (2)
erklart.
Die Bedingung zﬁ(qg(z)) = 2, die sich zu (ngS(z))2 — 22¢(z) + 1 = 0 umformen lisst, im-
pliziert mittels binomischer Formel ((;Aﬁ(z) — 2)2 = 22 — 1. Daher lisst sich qg explizit

als dA)(z) = z + g(2% — 1) schreiben, wobei die holomorphe Funktion g die Eigenschaft
(9(z* — 1))2 = 22 — 1 fiir alle z € C \ [~1, 1] besitzt.

Wegen

2
-1
z _1

2
(g2 -1)"
lim ~————— = lim 5
2—00 z Z2—00 z
sind nur +1 die moglichen Hiufungspunkte von li_)m @. Allerdings scheidet (—1) aus,
z o0

da dies fiir die entsprechende Teilfolge ¢(z) = z+g(22—1) — 0 implizieren wiirde. Damit
gilt ¢(z) =22+ O(1), z — oo.



Literaturverzeichnis

1]

2]

H. BERLAND, B. SKAFLESTAD, AND W. WRIGHT, EXPINT — A MATLAB package
for exponential integrators, ACM Trans. Math. Softw., 33 (2007), pp. 4—es.

W.-J. BEYN AND B. M. GARAY, Fstimates of variable stepzise Runge-Kutta methods
for sectorial evolution equations with nonsmooth data, Appl. Numer. Math., 41 (2002),
pp- 369-400.

F. F. BONSALL AND J.DUNCAN, Numerical Ranges of Operators on Normed Spaces
and of Elements of Normed Algebras, Cambridge University Press, Cambridge, UK,
1971.

J. H. CurTtiss, Faber polynomials and the Faber series, The American Mathematical
Monthly, 78 (1971), pp. 577-596.

V. L. DRUSKIN AND L. A. KNIZHNERMAN, Two polynomial methods of calculating
functions of symmetric matrices, U.S.S.R. Comput. Math. and Math. Phys., 29 (1989),
pp. 112-121.

—, Krylov subspace approximations of eigenpairs and matriz functions in exact and
computer arithmetic, Numer. Linear Algebra Appl., 2 (1995), pp. 205-217.

M. EIERMANN, On semiiterative methods generated by Faber polynomials, Numer.
Math., 56 (1989), pp. 139-156.

R. FirzHUGH, Impulses and physiological states in theoretical models of nerve mem-
brane, Biophysical J., 1 (1961), pp. 445-466.

E. GALLOPOULOS AND Y. SAAD, Efficient solution of parabolic equations by Krylov
approzimation methods, SIAM J. Sci. Stat. Comput., 13 (1992), pp. 1236-1264.

R. GRIGORIEFF, Numerik gewdhnlicher Differentialgleichungen, Teubner, Stuttgart,
1972.

E. HAIRER, S. P. N@RSETT, AND G. WANNER, Solving Ordinary Differential Equa-
tions I, Springer-Verlag, New York, 1993.

E. HAIRER AND G. WANNER, Solving Ordinary Differential Equations II, Springer-
Verlag, Berlin, 1996.

M. HANKE-BOURGEOIS, Grundlagen der Numerischen Mathamtik und des Wissen-
schaftlichen Rechnens, Vieweg/Teubner, 3. ed., 2009.

D. HENRY, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations, Springer, Berlin,
1981.

M. HERMANN, Numerik gewdéhnlicher Differentialgleichungen, Oldenbourg Wissen-
schaftsverlag, Miinchen, 2004.

J. HERSCH, Contribution d la méthode des équations aux différences, 7. Angew. Math.
Phys., 9 (1958), pp. 129-180.



94

Literaturverzeichnis

[17]

18]
[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

N. J. HicHAM, The scaling and squaring method for the matrix exponential revisited,
SIAM J. Matrix Anal. Appl., 26 (2005), pp. 1179-1193.

— Functions of matrices: Theory and Computation, SIAM, Philadelphia, 2008.

M. HOCHBRUCK AND C. LUBICH, On Krylov subspace approximations to the matrix
exponential operator, SIAM J. Numer. Anal., 34 (1997), pp. 1911-1925.

M. HocHBRUCK, C. LUBICH, AND H. SELHOFER, Ezponential integrators for large
systems of differential equations, SIAM J. Sci. Comp., 19 (1998), pp. 1552-1574.

M. HOCHBRUCK AND A. OSTERMANN, Fxplicit exponential Runge-Kutta methods
for semilinear parabolic problems, SIAM J. Numer. Anal., 43 (2005), pp. 1069-1090.

—, Exponential Runge-Kutta methods for parabolic problems, Appl. Numer. Math.,
53 (2005), pp. 323-339.

—, Ezponential integrators, Acta Numerica, 19 (2010), pp. 209-286.

M. HOCHBRUCK, A. OSTERMANN, AND J. SCHWEITZER, Fzponential Rosenbrock-
type methods, SITAM J. Numer. Anal., 47 (2009), pp. 786-803.

A. L. HODGKIN AND A. F. HUXLEY, A quantitative description of membrane current

and its application to conduction and excitation in nerve, Journal of Physiology, 117
(1952), pp. 500-544.

A.-K. KassaMm AND L. N. TREFETHEN, Fourth-order time-stepping for stiff PDEs,
SIAM J. Sci. Comput., 26 (2005), pp. 1214-1233.

R. KIPPENHAHN, Uber den wertevorrat einer matriz, Mathematische Nachrichten, 6
(1951), pp. 193-228.

L. A. KNIZHNERMAN, Calculation of functions of unsymmetric matrices using Arnol-
di’s method, U.S.S.R. Comput. Math. and Math. Phys., 31 (1991), pp. 1-9.

——, Error bounds in Arnoldi’s method: The case of a normal matriz, U.S.S.R. Com-
put. Math. and Math. Phys., 32 (1992), pp. 1199-1211.

S. KrROGSTAD, Generalized integrating factor methods for stiff PDEs, J. Comput.
Phys., 203 (2005), pp. 72-88.

T. KOvARI AND C. POMMERENKE, On faber polynomials and faber expansions, Math.
Z.,99 (1967), pp. 193-206.

A. MEISTER, Numerik linearer Gleichungssysteme, Vieweg, 1999.

C. B. MoLER AND C. F. VAN LOAN, Nineteen dubious ways to compute the expo-
nential of a matriz, twenty five years later, SIAM Review, 45 (2003), pp. 3—49.

J. D. MURRAY, Mathematical Biology I, Springer-Verlag, New York, 2002.

J. NAGUMO, S. ARIMOTO, AND S. YOSHIZAWA, An active pulse transmission line
stmulating nerve azon, Proc. IRE, 50 (1962), pp. 2061-2070.

S. P. NORSETT, An a-stable modification of the adams-bashforth methods., Lecture
Notes in Mathematics, 109 (1969), p. 214-219.

Y. SAAD, Krylov subspace methods for solving large unsymmetric linear systems,
Math. Comp., 37 (1981), pp. 105-126.



Literaturverzeichnis 95

[38] ——, Analysis of some Krylov subspace approzimations to the matriz exponential
operator, SIAM J. Numer. Anal., 29 (1992), pp. 209-228.

[39] M. N. SPUKER, Numerical ranges and stability estimates, Appl. Numer. Math., 13
(1993), pp. 241-249.

[40] G. STARKE AND R. S. VARGA, A hybrid Arnoldi-Faber iterative method for nonsym-
metric systems of linear equations, Numer. Math., 64 (1993), pp. 213-240.

[41] J. H. STETTER:, Analysis of Discretization Methods in Ordinary Differential Equa-
tions, Springer-Verlag, New York, 1973.

[42] J. vAN DEN ESHOF AND M. HOCHBRUCK, Preconditioning Lanczos approximations
to the matriz exponential, STAM J. Sci. Comp., 27 (2006), pp. 1438-1457.



Symbolverzeichnis

Landau-Symbol
Argument einer komplexen Zahl
Raum der p-mal stetig differenzierbaren Funktionen

Ableitung der Verkettung f owu

Definitionsbereich von A

Indikatorfunktion, charakteristische Funktion
Spektrum von B

Fréchet-Ableitung von f

Sobolev-Raum der schwach differenzierbaren Funk-
tionen mit kompaktem Trager

Sobolev-Raum der zweimal schwach differenzierbaren
Funktionen

Identitéatsoperator

Imaginére Einheit

Lebesgue-Raum der wesentlich beschrénkten Funk-
tionen

Lebesgue-Raum der quadratintegrierbar Funktionen
Matrix mit den Eintragen o

Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null
Menge der natiirlichen Zahlen mit Null

Partielle Ableitung aa—ltj

Numerische Losung up(-) an der Stelle ¢,
Menge der komplexen Zahlen
Menge der reellen Zahlen



