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Aufgabe 25:

Gegeben sei das durch die Abbildung

f(x) =
λx

1 + x
, λ ∈ [1

2
, 3
2
].

erzeugte parameterabhängige zeit-diskrete dynamische System
(

R≥0,N, (fn)n∈N
)

.

(1) Berechnen Sie alle Fixpunkte dieses Systems und bestimmen Sie deren Sta-

bilitätseigenschaften in Abhängigkeit vom Parameter λ. Erstellen Sie eine

Abbildung, in der die stabilen und instabilen Fixpunkte über λ aufgetragen

sind.

(2) Untersuchen Sie – in Abhängigkeit von λ – die Konvergenzrate, mit der Or-

bits gegen die anziehenden Fixpunkte konvergieren.

Hinweis: Diese nichtlineare Abbildung hat die bemerkenswerte Eigenschaft,

dass die Iterierten zum Anfangswert x0 ≥ 0 explizit angegeben werden können

(ist zu beweisen):

xn =
x0λ

n

1 + x0

∑n−1
i=0 λi

, n ∈ N.

(6 Punkte)

Aufgabe 26:

Gegeben seien die Funktionen

F (x) = 4x(1− x), x ∈ [0, 1] und G(x) =

{

2x, für 0 ≤ x ≤ 1
2
,

2(1− x), für 1
2
< x ≤ 1.

Beweisen Sie die folgende Aussage:

• Die Abbildung H : [0, 1] → [0, 1], definiert durch H(x) =
1− cos(πx)

2
ist stetig

und bijektiv und es gilt die Identität

H ◦G(x) = F ◦H(x), für alle x ∈ [0, 1].

Ist F eine D-, BC- bzw. LY-chaotische Abbildung?

(6 Punkte)



Aufgabe 27:

Die Differenzengleichung

un+1 = Anun, An invertierbar, n ∈ Z

besitze eine exponentielle Dichotomie auf Z mit den Daten (K,αs, αu, P
s
n, P

u
n ).

(1) Beweisen Sie, dass für n ∈ Z die folgende Aussage gilt:

R(P s
n) =

{

u ∈ Rd : sup
j≥n

‖Φ(j, n)u‖ < ∞
}

.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst für j ≥ n und jedes u ∈ Rd

‖Φ(j, n)P s
nu‖ ≤ Ke−αs(j−n)‖P s

nu‖ und ‖Φ(j, n)P u
nu‖ ≥ K−1eαu(j−n)‖P u

nu‖

und schließlich mit u = P s
nu+ P u

nu die Aussage.

(2) Entsprechend zu (1) folgt die Aussage (die nicht zu beweisen ist):

R(P u
n ) =

{

u ∈ Rd : sup
j≤n

‖Φ(j, n)u‖ < ∞
}

.

Beweisen Sie:

Sei (un)n∈Z eine beliebige beschränkte (d. h.: supn∈Z ‖un‖ < ∞) Lösung der

obigen Differenzengleichung, dann gilt un = 0 für alle n ∈ Z.

(6 Punkte)

FROHE WEIHNACHTEN


