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Aufgabe 5: [Stabilitätseigenschaften eines Fixpunkts im zeitdiskreten Fall]

Gegeben sei das durch

ϕ(u) = Au, A ∈ C
m,m

erzeugte diskrete dynamische System (Cm,N, {An}n∈N).
Charakterisieren Sie die Eigenschaft, dass der Fixpunkt 0 stabil bzw. asymptotisch stabil bzw.

instabil ist, durch Bedingungen an die Eigenwerte von A.

(6 Punkte)

Aufgabe 6: [Eine weitere Charakterisierung der asymptotischen Stabilität]

Gegeben sei A ∈ Rm,m. Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Re(λ) < 0 für alle λ ∈ σ(A).

(ii) Es existiert eine symmetrische und positiv definite Matrix W ∈ R
m,m und ein α > 0 mit

〈x,Ax〉W ≤ −α〈x, x〉W für alle x ∈ R
m.

Hier bezeichnet 〈x, y〉W := 〈x,Wy〉2 das durch W induzierte innere Produkt und 〈·, ·〉2
das euklidische innere Produkt.

Geben Sie außerdem eine Matrix A ∈ R2,2 an, auf die Aussage (i) zutrifft, aber für die es kein

α > 0 gibt mit 〈x,Ax〉2 ≤ −α〈x, x〉2 ∀x ∈ R2.

Hinweis:

”(ii) ⇒ (i)” Diskutieren Sie etAx in der Norm ‖x‖W :=
√

〈x, x〉W .

”(i) ⇒ (ii)” Betrachten Sie zunächst komplexe obere Dreiecksmatrizen ( A ∈ Cm,m, Aij = 0 für

i > j), suchen eine geeignete Diagonalmatrix D = diag(d1, . . . , dm) und α > 0 mit

Re(xHD−1ADx) ≤ −α‖x‖2
2

∀x ∈ C
m

und setzen dann W = D−2. Reduzieren Sie anschließend mit Hilfe der Schurschen Nor-

malform den allgemeinen Fall auf den der oberen Dreiecksmatrizen. Andere Lösungswe-

ge sind möglich.

(8 Punkte)


