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Aufgabe 13: [Der infinitesimale Erzeuger zur Advektionsgleichung]

Für Funktionen u0 : R → R sei der Fluss ϕt, t ≥ 0 durch

ϕt(u0)(x) = u0(x+ at), x ∈ R, t ≥ 0

mit a 6= 0 definiert. Man zeige, dass der Grenzwert

Au0 := lim
hց0

1

h
(ϕh(u0)− u0)

genau dann in (Cunif(R), ‖ · ‖∞) bzw. in (L2(R), ‖ · ‖2) existiert, wenn u0 ∈ C1

unif
(R) bzw.

u0 ∈ H1(R) gilt. In beiden Fällen gilt Au0 = au′
0.

(8 Punkte)

Aufgabe 14: [Dynamik in der Nähe von periodischen Orbits]

Zeigen Sie numerisch, dass eine Langzeitabschätzung des Konvergenzfehlers

sup
n∈N

‖ϕn∆t(u0)− Φn
∆t(u0)‖ ≤ C(∆t)p

in der Nähe periodischer Lösungen im Allgemeinen falsch ist. Betrachten Sie dazu noch einmal

das System aus Aufgabe 10 mit λ = 1:
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)

, u(0) = u0. (1)

Schreiben Sie ein Programm, dass die Lösung zu (1) numerisch mit der Euler-Methode und

dem klassischen Runge-Kutta Verfahren auf dem Intervall [0, T ] approximiert. Bestimmen Sie

den ersten Zeitpunkt tn = n∆t, zu dem der euklidische Abstand zwischen der exakten Lösung

und der numerischen Approximation un

‖u(tn)− un‖2 ≥ δ

ist (exakte Lösung aus Aufgabe 10 bekannt). Verwenden Sie dabei folgende Parameterwerte:

(i) Für das Euler-Verfahren: T = 2500, ∆t = 0.1, u0 = (2, 0)T und δ = 1.

(ii) Für das klassische Runge-Kutta Verfahren: T = 10000, ∆t = 0.2, u0 = (2, 0)T und

δ = 0.1.

Senden Sie Ihr Programm an agrirod@uni-bielefeld.de.

(6 Punkte)


