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Aufgabe 15: [Kronecker-Produkt und Stabilitätsfunktion]

Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Kronecker Produkts für K ∈ {R,C} und disku-

tieren Sie den Zusammenhang mit der Stabilitätsfunktion (siehe Vorlesung Kap.II, §1.2).

(i) (A⊗ B)T = AT ⊗ BT , für A ∈ Kr,s, B ∈ Kk,ℓ,

(ii) (A⊗ B)(C ⊗D) = AC ⊗ BD für A ∈ K
r1,r2 , C ∈ K

r2,r3 , B ∈ K
s1,s2 , D ∈ K

s2,s3 .

(iii) (A⊗ B)−1 = A−1 ⊗ B−1, falls A ∈ Ks,s, B ∈ Kℓ,ℓ invertierbar,

(iv) Durch eine Ähnlichkeitstransformation zeige man für die Spektren

σ(A⊗ B) = {λµ : λ ∈ σ(A), µ ∈ σ(B)}, falls A ∈ K
s,s, B ∈ K

ℓ,ℓ.

(v) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass ein implizites Runge-Kutta Verfahren mit Schritt-

weite ∆t für ein System u′ = Au mit A ∈ Km,m auf eine Rekursion un+1 = R(∆tA)un,

n ∈ N führt, wobei sich R(∆tA) durch Kroneckerprodukte und die Runge-Kutta Koef-

fizienten γ ∈ Rs, β ∈ Rs,s ausdrücken lässt. Man zeige, dass sich dieselbe Darstellung

ergibt, wenn man R(Z) = p(Z)q(Z)−1 für Matrizen Z ∈ Km,m definiert und die Polyno-

me p, q ∈ Ps aus der Darstellung der skalaren rationalen Stabilitätsfunktion

R(z) = 1 + zγT (Is − zβ)−1
1s =

p(z)

q(z)
für z ∈ C, z−1 /∈ σ(β)

gewinnt.

(8 Punkte)

Aufgabe 16: [Stabilitätsgebiet eines Mehrschrittverfahrens]

Das BDF-2-Schrittverfahren ist gegeben durch die Rekursionsvorschrift

3

2
un+2 − 2un+1 +

1

2
un = ∆tf(tn+2, un+2), n = 0, 1, . . . .

Zeigen Sie, dass das BDF-2-Schrittverfahren absolut stabil ist, und zeichnen Sie das Gebiet

absoluter Stabilität.

Anleitung: Bestimmen Sie wie im Vorlesungsskript das zugehörige Polynom q(z, ξ) und dann

eine Funktion ξ 7→ z(ξ), die die Gleichung q(z(ξ), ξ) = 0 erfüllt. Diskutieren Sie anschließend

den Realteil der Kurve {z(ξ) : |ξ| = 1} in Polarkoordinaten.

(6 Punkte)


