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Aufgabe 1. (Translationsinvarianz des Lebesguemaßes).

Für d ∈ N, a ∈ Rd und r ∈ R seien Ta : Rd → Rd und Hr : Rd → Rd

gegeben durch Ta(x) = x + a und Hr(x) = r · x, für alle x ∈ Rd. Zeigen
Sie:

(a) Die Abbildungen Ta und Hr sind B(Rd)/B(Rd)−messbar.

(b) Es gilt m∗(B) = m∗(a + B) und |r|d · m∗(B) = m∗(r · B) für alle
B ⊂ Rd.

Aufgabe 2. (Charakterisierung des Lebesguemaßes).

Sei µ : B(R) → R ein translationsinvariantes Maß auf (R,B(R)). Zeigen
Sie, dass aus µ([0, 1[) = 1 bereits folgt, dass µ das eindimensionale Lebesgue-
maß ist.

Aufgabe 3. (Charakterisierung von m-Nullmengen des Rd).

Sei m das d-dimensionale Lebesguemaß. Zeigen Sie, dass für eine Menge
N ⊂ Rd folgende Bedingungen äquivalent sind:

(i) m∗(N) = 0

(ii) Für alle ε > 0 existiert eine Folge von Quadern ]an, bn[, n ≥ 1, so

dass N ⊆
⋃∞

n=1]an, bn[ und
∑∞

n=1

∏d
i=1(bn,i − an,i) < ε, für an =

(an,1, . . . , an,d) und bn = (bn,1, . . . , bn,d), n ≥ 1.


