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Aufgabe 1. (4 Punkte) Seien d1, d2 ∈ N natürliche Zahlen.

(i) Zeigen Sie: Jede stetige Funktion f : Rd1 → Rd2 ist B(Rd1)/B(Rd2)-
messbar. (Hinweis: Die Borel-σ-Algebra ist die kleinste σ-Algebra,
die die offenen Mengen enthält.)

(ii) Zeigen Sie: Jede monoton wachsende Funktion g : R→ R ist B(R)/B(R)-
messbar.

(iii) Geben Sie eine B(R)/B(R)-messbare Funktion h : R → R an, die
nicht stetig und nicht monoton wachsend ist.

Aufgabe 2. (5 Punkte) (Charakterisierung messbarer Funktionen) Sei (Ω,A)
ein Messraum (= messbarer Raum), sei f : Ω → R̄ eine Funktion und
sei D ⊆ R eine dichte Teilmenge von R. Zeigen Sie, dass dann folgende
Aussagen äquivalent sind:

(i) f ist A-messbar.

(ii) ∀α ∈ D : {f ≥ α} ∈ A.

(iii) ∀α ∈ D : {f > α} ∈ A.

(iv) ∀α ∈ D : {f ≤ α} ∈ A.

(v) ∀α ∈ D : {f < α} ∈ A.

Aufgabe 3. (4 Punkte) Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und sei A ∈ A. Erinnern
Sie sich daran, dass A ∩A := {B ∩A | B ∈ A} eine σ-Algebra auf A ist.

(i) Zeigen Sie, dass die Restriktion µ �A∩A von µ auf A∩A ein Maß auf
A ∩ A ist. (µ �A∩A ist definiert durch µ �A∩A (E) = µ(E), für alle
E ∈ A ∩A.)

(ii) Zeigen Sie, dass für eine Funktion f : Ω → R̄+, f · IA genau dann
A-messbar ist, wenn f �A A∩A-messbar ist und dass in diesem Fall
gilt ∫

f · IA dµ =

∫
f dµ �A∩A .

bitte wenden



Aufgabe 4. (3 Punkte) Sei (Ω,A) ein messbarer Raum. Bestimmen Sie alle
messbaren Funktionen f : Ω→ R im Falle, dass

(a) A = P(Ω).

(b) A = {∅,Ω}.
(c) A = {∅,Ω, A,Ac}, für eine Menge A ⊂ Ω.

Aufgabe 5. (4 Punkte) Seim : B(R)→ R̄ das eindimensionale Borel-Lebesguemaß
auf (R,B(R)).

(a) Geben Sie eine Folge fn : R → R+ von B(R)-messbaren Elementar-
funktionen mit

lim
n→∞

fn(x) = 0

für alle x ∈ R und

lim
n→∞

∫
fn dm = 1

an.

(b) Geben Sie eine Folge fn : R → R+ von B(R)-messbaren Elementar-
funktionen mit

lim
n→∞

fn(x) = 0

für alle x ∈ R und

lim
n→∞

∫
fn dm =∞

an.

Aufgabe 6. (4 Punkte) (Vervollständigung von Maßräumen) Sei (Ω,A, µ) ein
Maßraum. Ein Maßraum (Ω, Ā, µ̄) mit A ⊆ Ā und µ̄ �A= µ heißt Ver-
vollständigung von (Ω,A, µ) , falls (Ω, Ā, µ̄) vollständig ist (s. Aufgabe 6,
Blatt1 und Definition 4.9) und falls für jeden vollständigen Maßraum (Ω, Ã, µ̃)
mit A ⊆ Ã und µ̃ �A= µ folgt, dass Ā ⊆ Ã und µ̃ �Ā= µ̄ gilt.

Zeigen Sie: Jeder Maßraum hat eine Vervollständigung.
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