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Aufgabe 1. (4 Punkte) Seien dy,ds € N natiirliche Zahlen.

(i) Zeigen Sie: Jede stetige Funktion f: R4 — R% ist B(R%)/B(R%)-
messbar. (Hinweis: Die Borel-o-Algebra ist die kleinste o-Algebra,
die die offenen Mengen enthilt.)

(ii) Zeigen Sie: Jede monoton wachsende Funktion g : R — Rist B(R)/B(R)-
messbar.

(iii) Geben Sie eine B(R)/B(R)-messbare Funktion » : R — R an, die
nicht stetig und nicht monoton wachsend ist.

Aufgabe 2. (5 Punkte) (Charakterisierung messbarer Funktionen) Sei (§2,.A)
ein Messraum (= messbarer Raum), sei f : € — R eine Funktion und
sei D C R eine dichte Teilmenge von R. Zeigen Sie, dass dann folgende
Aussagen dquivalent sind:

(i) f ist A-messbar.

(ii) Vwae D : {f > a} € A
(ili) Vo € D : {f > a} € A.
(iv) Vae D : {f<a}e A
(v) Vae D : {f <a} €A

Aufgabe 3. (4 Punkte) Sei (9, A, 1) ein Mafiraum und sei A € A. Erinnern
Sie sich daran, dass AN A:={BNA|B € A} eine o-Algebra auf A ist.

(i) Zeigen Sie, dass die Restriktion p [ 4na von g auf AN A ein Mafl auf
AN Aist. (p[ana ist definiert durch p [ana (E) = p(E), fir alle
EecAnA)

(ii) Zeigen Sie, dass fiir eine Funktion f : Q@ — Ry, f-I4 genau dann
A-messbar ist, wenn f [4 AN A-messbar ist und dass in diesem Fall

gilt
/f-]IAdu:/fdu lAna -

bitte wenden



Aufgabe 4. (3 Punkte) Sei (2, A) ein messbarer Raum. Bestimmen Sie alle
messbaren Funktionen f : Q2 — R im Falle, dass

(a) A="P(Q).
(b) A={0,Q}.
(c) A={0,Q, A, A}, fiir eine Menge A C Q.

Aufgabe 5. (/ Punkte)Seim : B(R) — R das eindimensionale Borel-Lebesguemaf
auf (R, B(R)).

(a) Geben Sie eine Folge f, : R — R, von B(R)-messbaren Elementar-
funktionen mit

lm f,(z) =0

n— 00
fir alle x € R und
lim [ fodm=1

n—oo

an.

(b) Geben Sie eine Folge f,, : R — R, von B(R)-messbaren Elementar-
funktionen mit

Hm f,(z) =0

n— 00
fir alle x € R und

lim [ f,dm =00
n—roo

an.

Aufgabe 6. (4 Punkte) (Vervollstdndigung von Mafirdumen) Sei (€2, A, 1) ein
Mafraum. Ein Mafiraum (9,4, 7) mit A C A und g [4= p heifit Ver-
vollstandigung von (Q, A, p) , falls (9, A, 1) vollstindig ist (s. Aufgabe 6,
Blatt1 und Definition 4.9) und falls fiir jeden vollsténdigen MaBraum (£2, A, f1)
mit A C A und i [a= p folgt, dass A C Aund i [ 1= [ gilt.

Zeigen Sie: Jeder Mafliraum hat eine Vervollstdndigung.



