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Aufgabe 1. (2 Punkte) Sei (2, A, ) ein Mafiraum, sei p € [1, 00, sei g € £P(u) und sei f,, : Q — R,
n € N, eine Folge von A-messbaren Funktionen mit |f,| < g p-f.i. fiir alle n € N. Sei zudem
f: Q — R eine A-messbare Funktion mit f, —— f im MaB u. Zeigen Sie, dass dann

n—oo

frn —— fin LP(u) gilt.
Aufgabe 2. (4 Punkte) Im folgenden sollen je ein Mafiraum und ein Gegenbeispiel angegeben
werden.
(i) Zeigen Sie fiir alle 1 < p < oo, dass ,,f.ii.-Konvergenz” nicht ,,£P-Konvergenz” impliziert.
(ii) Zeigen Sie fiir alle 1 < p < o0, dass ,,LP-Konvergenz” nicht ,,f.ii.-Konvergenz” impliziert.

Aufgabe 3. (6 Punkte) Ist folgendes wahr oder falsch? Begriinden Sie Thre Antwort (d.h. Beweis
oder Gegenbeispiel).

(a) Sei m das eindimensionale Borel-Lebesguemafl auf (R, B(R)) und seien p,r € [1, co[ und
fn € LP(m) N L7 (m) fiir alle n € N, mit f, ——— g in £P(m) und f, —— h in L"(m).
Dann g(z) = h(z) m-f.i.

(b) Sei m das eindimensionale Borel-Lebesguemaf auf ([0, 1], B([0,1])) und sei f,, € £'(m)N
L2(m) fiir alle n € N.

(i) Wenn || fn|l1 — 0, dann || f,||2 — 0.

(ii) Wenn || fn||2 = 0, dann || f,[1 — O.

Aufgabe 4. (2 Punkte) Sei m das eindimensionale Borel-Lebesguema$ auf ([0,1],5([0,1])) und
sei g : [0,1] — R eine Borel-messbare Funktion auf [0,1], so dass f : [0,1] x [0,1] — R mit
flz,y) = 2g9(x) — g(y) m@m-integrierbar auf [0, 1] x [0, 1] ist. Zeigen Sie, dass g m-integrierbar
auf [0, 1] ist.

Aufgabe 5. (2 Punkte) Sei m das eindimensionale Borel-Lebesguemaf auf ([0, 1], B([0, 1])). Berech-

nen Sie das Integral
/ 2z Tdm @ m.
[0,1]x[0,1]

bitte wenden



Aufgabe 6. (8 Punkte) Betrachten Sie den messbaren Raum ([0, 1] x [0, 1], B([0, 1]) ® B([0, 1])). Sei
m das eindimensionale Borel-Lebesguemaf und p das ZahlmaB auf ([0, 1], B([0,1])) (d.h. u(A)
ist die Anzahl der Elemente in A € B([0,1])) und sei D = {(x,y) € [0,1] x [0,1] : = = y}.

Zeigen Sie, dass

(i) D e B([0,1]) @ B([0, 1]);
(i) m®@m(D) = 0;
(iii) p nicht o-endlich ist;
)

/ / Ipdp | dm # / Ipdm | du.
[0,1] [0,1] [0,1] [0,1]

Merken Sie sich, warum in diesem Fall der Satz von Fubini nicht gilt.

(iv) folgendes gilt



