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Aufgabe 1. (4 Punkte)

(i) Finden Sie zwei messbare Räume (Ωi,Ai), i = 1, 2, und eine Menge Q ⊂ Ω1 × Ω2 mit
Qω1 ∈ A2 für alle ω1 ∈ Ω1 und Qω2 ∈ A1 für alle ω2 ∈ Ω2, aber Q 6∈ A1 ⊗A2.

(ii) Geben Sie ein Beispiel dafür an, dass auf die Voraussetzung ,,Ei,k ↑ Ωi“ in Satz 11.3 aus
der Vorlesung nicht verzichtet werden kann.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Sei Ω1 = Ω2 = [0, 1], A1 = A2 = B([0, 1]), µ1 = µ2 = m, das Lebesguemaß
(der Einfachheit halber, m(dx) = dx und m(dy) = dy). Sei

f(x, y) :=

{
x2−y2

(x2+y2)2 falls (x, y) 6= (0, 0),

0 sonst.

Zeigen Sie, dass ∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx =

π

4
= −

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy.

Zeigen Sie weiter, dass ∫
[0,1]×[0,1]

|f(x, y)| d(µ1 ⊗ µ2)(x, y) = +∞.

Hinweis: Benutzen Sie die Identität ∂
∂y

(
y

x2+y2

)
= f(x, y), um das Doppelintegral auszurech-

nen.

Aufgabe 3. (4 Punkte) Sei m2 das Lebesgue-Maß auf (R2,B(R2)). Benutzen Sie den Satz von
Fubini und den Transformationssatz, um die folgenden Integrale zu bestimmen:

(i) ∫
A

x2
1 + x2

2 dm2(x1, x2) mit A = {x1 + x2 ≤ 2, x1, x2 ≥ 0};

bitte wenden



(ii) ∫
A

e
x1+x2
x1−x2 dm2(x1, x2) mit A = {x1 ≥ 0, x2 ≤ 0, x2 + 1 ≤ x1 ≤ x2 + 2}.

Aufgabe 4. (6 Punkte)

(i) Zeigen Sie: Ist (Ω,A, µ) ein Maßraum mit µ(Ω) < ∞ und sind 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ gegeben,
so gilt Lp(µ) ⊇ Lq(µ).

(ii) Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum mit µ(Ω) = 1. Zeigen Sie, dass für jedes f ∈ L∞(µ) gilt

lim
p→∞

‖f‖p = ‖f‖∞.

(iii) Geben Sie ein Beispiel eines Maßraums (Ω,A, µ) an, in dem für 1 ≤ p < q ≤ ∞ weder
Lp(µ) ⊆ Lq(µ) noch Lq(µ) ⊆ Lp(µ) erfüllt ist.

Aufgabe 5. (3 Punkte) Sei d ∈ N, seien U, V ⊆ Rd offene Mengen und sei ϕ : U → V ein C1-
Diffeomorphismus. Zeigen Sie, dass eine Funktion f : V → R genau dann m-integrierbar über
V ist, wenn (f ◦ ϕ)|detDϕ| m-integrierbar über U ist und dass in diesem Fall∫

V

f dm =

∫
U

(f ◦ ϕ)|detDϕ| dm.

Aufgabe 6. (3 Punkte) Es seien (Ω1,A1, ν1) und (Ω2,A2, ν2) zwei Maßräume und µ1 bzw. µ2

σ-endliche Maße auf (Ω1,A1) bzw. (Ω2,A2) mit νi absolut stetig bzgl. µi, mit Dichte ϕi (d.h.
νi = ϕiµi), i = 1, 2. Zeigen Sie, dass ν1⊗ ν2 absolut stetig bzgl. µ1⊗µ2 ist mit Dichte ϕ1 ·ϕ2.

Zusatzaufgabe* 1. (4 Punkte) Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum mit µ(Ω) = 1 und sei ϕ : [a, b] → R
eine konvexe Funktion. Zeigen Sie:

(i) ϕ �]a,b[ ist stetig. Insbesondere ist ϕ Borel-messbar.

(ii) Für eine µ-integrierbare Funktion f : Ω→ [a, b] ist
∫

Ω
f(ω)dµ(Ω) ∈ [a, b] und es gilt

ϕ

(∫
Ω

f(ω)dµ(ω)

)
≤
∫

Ω

ϕ(f(ω))dµ(ω).

Zusatzaufgabe* 2. (2 Punkte) Geben Sie ein Beispiel eines Maßraums (Ω,A, µ) und einer gleich-
gradig µ-integrierbaren Menge F ⊆ L1(µ) an, so dass es keine integrierbare Funktion g mit
|f | ≤ g µ-f.ü. für alle f ∈ F gibt.
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