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Aufgabe 1. (4 Punkte)

(i) Finden Sie zwei messbare Rdume (€;, A;), ¢ = 1,2, und eine Menge Q C 7 X Qo mit
Qu, € Aj fiir alle w; € Q; und Q,, € A; fiir alle wy € Q9, aber Q € A1 ® As.

(ii) Geben Sie ein Beispiel daflir an, dass auf die Voraussetzung ,,E; ; T €; ¢ in Satz 11.3 aus
der Vorlesung nicht verzichtet werden kann.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Sei Q1 = Q9 =[0,1], A1 = Ay = B([0,1]), pt1 = p2 = m, das Lebesguemaf
(der Einfachheit halber, m(dz) = dz und m(dy) = dy). Sei

2 2
% falls (l',y) # (070)7
0 sonst.

fla,y) = {
Zeigen Sie, dass

[ ([ sena)as=5==[ ([ seni)a

Zeigen Sie weiter, dass

/ @,y dlin ® po) (@, y) = +oo.
[0,1]x[0,1]

y
x24y?

Hinweis: Benutzen Sie die Identitat 0% ( ) = f(z,y), um das Doppelintegral auszurech-

nen.

Aufgabe 3. (/ Punkte) Sei ma das Lebesgue-Maf auf (R? B(R?)). Benutzen Sie den Satz von
Fubini und den Transformationssatz, um die folgenden Integrale zu bestimmen:

(i)

/ m% —|—x§ dmo(x1,x9) mit A ={z1 + 22 < 2,271,292 > 0};
A

bitte wenden



(if)

x1+ax
/ eFi-ws dma(z1,29) mit A={z1 > 0,20 < 0,22+ 1 <1 <9+ 2}.
A

Aufgabe 4. (6 Punkte)
(i) Zeigen Sie: Ist (Q, A, ) ein Mafiraum mit pu(Q) < oo und sind 1 < p < ¢ < co gegeben,
so gilt £P(u) D L9(p).
(ii) Sei (2,4, 1) ein Mafiraum mit p(Q) = 1. Zeigen Sie, dass fiir jedes f € L>(u) gilt

Tim (£l = /]l

(iii) Geben Sie ein Beispiel eines Mafiraums (€2, A, 1) an, in dem fiir 1 < p < ¢ < co weder
LP(p) C L9(w) noch L9(p) C LP(u) erfillt ist.

Aufgabe 5. (3 Punkte) Sei d € N, seien U,V C R? offene Mengen und sei ¢ : U — V ein C'-
Diffeomorphismus. Zeigen Sie, dass eine Funktion f : V' — R genau dann m-integrierbar iiber
V ist, wenn (f o )| det Dy| m-integrierbar iiber U ist und dass in diesem Fall

/fdmz/(fo<p)|deth0\dm.
% U

Aufgabe 6. (8 Punkte) Es seien (Q1,.A1,v1) und (Qo, A2, v2) zwei Mafirdume und p; bzw. o
o-endliche Mafle auf (Q1,.4;) bzw. (22,.A2) mit v; absolut stetig bzgl. w;, mit Dichte ¢; (d.h.
v; = @ili), © = 1,2. Zeigen Sie, dass v1 ® vo absolut stetig bzgl. 11 ® po ist mit Dichte ¢ - .

Zusatzaufgabe* 1. (4 Punkte) Sei (2, A, p) ein Mafiraum mit x(Q) = 1 und sei ¢ : [a,b] = R
eine konvexe Funktion. Zeigen Sie:

(i) ¢ lja,p[ ist stetig. Insbesondere ist ¢ Borel-messbar.

(ii) Fiir eine p-integrierbare Funktion f: Q — [a, 0] ist [, f(w)du(Q) € [a,b] und es gilt

o ( / f(w)du(w)> < [ ete)in)

Zusatzaufgabe* 2. (2 Punkte) Geben Sie ein Beispiel eines Mafiraums (€, A, 1) und einer gleich-
gradig p-integrierbaren Menge F C L!(u) an, so dass es keine integrierbare Funktion g mit
|f| < g p-fi. fir alle f € F gibt.



