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Résumé
Dans ce travail, nous développons une approche par les polynômes orthogonaux pour des matri-

ces aléatoires de loi orthogonalement et symplectiquement invariantes, qui sont une généralisation
des matrices aléatoires gaussiennes. Nous obtenons successivement des formules exprimant les prob-
abilités marginales de la distribution des valeurs propres en fonction de noyaux matriciels, puis des
formules, généralisant celles connues pour les matrices aléatoires gaussiennes, exprimant ces noyaux
matriciels essentiellement en fonction du noyau reproduisant de la théorie des polynômes orthog-
onaux. Enfin, nous utilisons ces expressions pour prouver l’universalité de la statistique locale des
valeurs propres à l’intérieur et au bord du spectre, dans un cas particulier, grâce aux formules
asymptotiques des polynômes orthogonaux correspondants récemment trouvées.

1 Introduction générale

Les matrices aléatoires étudiées dans ce travail appartiennent à trois classes définies comme suit.
Considérons les espaces vectoriels réels En1 des matrices symétriques réelles de taille n × n, En2 des
matrices hermitiennes complexes de taille n × n et En4 des matrices auto-duales quaternioniques de
taille n× n (voir la section 2.1). Les matrices aléatoires en rapport avec notre étude sont définies sur
chacun de ces trois espaces vectoriels réels Enβ, β = 1, 2 ou 4, par la mesure de probabilité

Pnβ(dM) =
1

Znβ
exp(−nTrV (M))dM, M ∈ Enβ, (1.1)

où Znβ est la constante de normalisation, dM la mesure de Lebesgue sur l’espace Enβ considéré
et V un polynôme réel d’une variable réelle de degré pair, noté d + 1 ≥ 2, à coefficient dominant
strictement positif. Avec cette convention, d est le degré de V ′ le polynôme dérivé de V . Les matrices
aléatoires gaussiennes correspondent au cas où V (λ) est proportionnel à λ2. La présence de la trace
dans l’expression de la densité de la mesure de probabilité (1.1) montre que la loi est invariante sous
l’action par conjugaison du groupe orthogonal, si β = 1, du groupe unitaire, si β = 2 et du groupe
symplectique unitaire, si β = 4. Ainsi, les vecteurs propres de la matrice aléatoire M définie par (1.1)
sont distribués uniformément et c’est l’étude des valeurs propres qui rend ces classes intéressantes.

1Ce texte est une nouvelle version, révisée, de “Une approche par les polynômes orthogonaux pour des classes de
matrices aléatoires orthogonalement et symplectiquement invariantes : application à l’universalité de la statistique locale
des valeurs propres”, Preprint BiBoS 00-01-06. Les modifications portent sur la statistique locale des valeurs propres au
bord du spectre, voir les notes en bas des pages 60, 66 et 89 pour les détails.
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D’après [10], les valeurs propres sont toutes réelles et selon [11], la densité de probabilité par rapport
à la mesure de Lebesgue sur Rn des valeurs propres (λ1, . . . , λn) de la matrice aléatoire M définie par
(1.1) est donnée par

p
(n)
β (λ1, . . . , λn) =

1
Qnβ

∏
1≤j<k≤n

|λj − λk|β
n∏
j=1

exp(−nV (λj)), (1.2)

où Qnβ est la nouvelle constante de normalisation. Pour le cas β = 2, l’utilisation des polynômes
orthogonaux pour exprimer les probabilités marginales de (1.2) en fonction du noyau reproduisant
est relativement simple (voir [10, 11]). En revanche, les cas β = 1 ou 4 posent problème. Cependant,
pour le cas particulier des matrices aléatoires gaussiennes, F. Dyson et M. Mehta (voir [10, 11] et les
références qui s’y trouvent) ont développé la technique du déterminant quaternionique pour exprimer
les probabilités marginales associées à (1.2) à l’aide de noyaux matriciels (ou quaternioniques). Les
éléments des noyaux matriciels sont exprimés à l’aide des polynômes d’Hermite, qui sont les polynômes
orthogonaux intervenant naturellement pour les matrices aléatoires gaussiennes.

Récemment, dans [15], C. Tracy et H. Widom ont obtenu des formules générales pour les noyaux
matriciels en utilisant la méthode de la fonctionnelle génératrice (voir [9] et l’appendice A.17 de [11]),
mais ils ne se sont pas intéressés à la technique du déterminant quaternionique.

Dans la deuxième partie, nous vérifions précisément que la technique du déterminant quater-
nionique fonctionne avec les formules données dans [15] pour exprimer les probabilités marginales de
(1.2). Il suffit d’adapter le schéma des preuves de [10, 11]. Les résultats sont énoncés à la section 2.2.

Les noyaux matriciels sont donc intéressants lorsqu’ils s’expriment à l’aide de polynômes orthogo-
naux et notamment en fonction du noyau reproduisant, comme c’est le cas pour les matrices aléatoires
à loi unitairement invariantes (cas β = 2 dans (1.2)) et pour les matrices aléatoires gaussiennes, voir
les chapitres 6 et 7 de [11]. Cela permet en effet d’utiliser les formules asymptotiques de la théorie des
polynômes orthogonaux pour étudier le comportement spectral asymptotique des matrices aléatoires,
lorsque n→ +∞.

Dans la troisième partie, à la section 3.4, nous obtenons des formules pour les noyaux ma-
triciels qui généralisent celles connues pour les matrices aléatoires gaussiennes. Plus précisément, les
éléments du noyau matriciel sont composés d’une partie principale, déterminant les régimes asympto-
tiques, lorsque n → +∞, s’exprimant simplement en fonction du noyau reproduisant et d’une partie
négligeable. Pour obtenir ces formules, l’aspect polynômial de V est très important, car il implique
que la matrice infinie de l’opérateur de dérivation dans la base des fonctions orthonormales est mul-
tidiagonale avec d diagonales de chaque côté de la diagonale principale. Et la méthode de calcul est
entièrement basée sur cette propriété. Notons que H. Widom a obtenu dans [16] des expressions des
noyaux matriciels en fonction du noyau reproduisant, pour des classes de matrices aléatoires plus
générales.

En application, dans la quatrième partie, à la section 4.6, nous montrons que les formules
précédemment obtenues, permettent de prouver l’existence de la densité d’états et le comportement
universel de la statistique locale des valeurs propres à l’intérieur et au bord du spectre, pour une
certaine famille de polynômes pairs V de degré quatre, en utilisant les formules asymptotiques de [2].

Enfin, pour terminer cette introduction, nous rappelons que les classes de matrices aléatoires
étudiées dans ce travail s’appellent des modèles matriciels à une matrice en physique théorique
(voir par exemple [6] et les références qui s’y trouvent) et que dans cette terminologie, le polynôme V
s’appelle le potentiel et les densités de probabilités marginales s’appellent les fonctions de corrélations.
De plus, pour le cas β = 2, l’universalité à l’intérieur du spectre est prouvée pour des potentiels plus
ou moins généraux dans [12], [2] et [5].
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2 Expressions des probabilités marginales par la technique du
déterminant quaternionique

2.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons considérer plus généralement que (1.2) le calcul des probabilités
marginales de la mesure de probabilité totalement symétrique sur Rn, (n entier > 0)

p
(n)
β (dλ1, . . . ,dλn) =

1
Qnβ

∏
1≤j<k≤n

|λj − λk|β
n∏
j=1

m(dλj), (2.1)

où β = 1 ou 4 et m est une mesure positive sur R telle que (2.1) définisse une mesure de probabilité
sur Rn, c’est-à-dire telle que m possède des moments absolus d’ordre ≤ β(n− 1) i.e.∫

R

|λ|km(dλ) < +∞, pour k ∈ {0, . . . , β(n− 1)}

et que la constante de normalisation (qui est donc finie)

Qnβ =
∫
Rn

∏
1≤j<k≤n

|λj − λk|β
n∏
j=1

m(dλj)

soit strictement positive (la constante de normalisation est aussi appelée fonction de partition en
mécanique statistique). Les probabilités marginales de (2.1) sont définies par

p
(n)
kβ (dλ1, . . . ,dλk) =

∫
λk+1,...,λn∈R

p
(n)
β (dλ1, . . . ,dλk,dλk+1, . . . ,dλn), (2.2)

avec k ∈ {1, . . . , n}. Les résultats de cette partie consistent à exprimer les probabilités marginales à
l’aide de déterminants quaternioniques de matrices auto-duales selon la théorie exposée dans [10, 11].
Voici un rappel, directement issu des chapitre 8 de [10] et chapitre 6 de [11], de quelques faits de cette
théorie utiles pour ce travail.

Un quaternion q est défini comme une combinaison linéaire à coefficients complexes des quatre
matrices complexes de taille 2× 2 suivantes

1 =
(

1 0
0 1

)
, e1 =

(
0 −1
1 0

)
, e2 =

(
0 −i
−i 0

)
, e3 =

(
i 0
0 −i

)
,

où i est un nombre complexe vérifiant i2 = −1. Donc

q = q(0) + q(1)e1 + q(2)e2 + q(3)e3, avec q(j) ∈ C. (2.3)

Le quaternion q est un quaternion complexe. Si les q(j) sont réels, le quaternion est réel. Un quaternion
peut donc être représenté par une matrice complexe de taille 2 × 2. q(0) est la partie scalaire et∑3

j=1 q
(j)ej est la partie quaternionique pure. Le quaternion dual du quaternion (2.3) est défini par

q = q(0) −
3∑

j=1

q(j)ej .

Nous considérerons des matrices quaternioniques, i.e. des matrices à coefficients quaternioniques. Si
une matrice quaternionique de taille n× n est notée

Qn = (qjk)1≤j,k≤n ,
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la matrice duale de Qn est définie par

Qn =
(
q′jk

)
1≤j,k≤n , avec q′jk = qkj , pour j, k ∈ {1, . . . , n}.

Une matrice est auto-duale si Qn = Qn. Le déterminant quaternionique de Qn est défini par

QdetQn =
∑
σ∈Sn

ε (σ)
∏

tous les cycles (j1 → j2 → · · · jr → j1) de

la décomposition en cycles disjoints de σ

(qj1j2qj2j3···qjrj1)
(0) ,

où Sn est le groupe symétrique d’ordre n et ε (σ) est la signature de la permutation σ. Une matrice
quaternionique Qn peut être vue comme une matrice complexe de taille 2n× 2n. Elle est alors notée
C (Qn). Si Qn est auto-duale et que ses éléments matriciels sont représentés par

qjk =
(

ajk bjk
cjk djk

)
,

alors, les relations suivantes sont vérifiées

ajk = dkj , bjk = −bkj et cjk = −ckj , pour j, k ∈ {1, . . . , n}. (2.4)

Pour terminer cette introduction, énonçons les deux résultats que utiliserons par la suite. Posons

Z = diag
((

0 1
−1 0

)
, · · · ,

(
0 1
−1 0

))
matrice de taille 2n× 2n diagonale par blocs, avec n blocs diagonaux. On a

Proposition 2.1 [10, 11]. — Soit Qn une matrice quaternionique. Alors Qn auto-duale si et seulement
si ZC (Qn) est antisymétrique (complexe) et dans ce cas

QdetQn = Pf (ZC (Qn)) et detC (Qn) = (QdetQn)
2 , (2.5)

où Pf désigne le pfaffien d’une matrice antisymétrique d’ordre pair.

Proposition 2.2 [10, 11]. — Soit f : (x, y) �→ f (x, y) une fonction de R2 à valeurs quaternioniques
complexes et soit m une mesure sur R telles que (en supposant que toutes les intégrales écrites existent)

f (x, y) = f (y, x), (2.6)∫
R

f (x, x)m (dx) = c, (2.7)∫
R

f (x, y) f (y, z)m (dy) = f (x, z) + c′f (x, z)− f (x, z) c′, (2.8)

où c est une constante scalaire complexe et c′ est une constante quaternionique. Alors, étant donnés
des réels xj ∈ R, 1 ≤ j ≤ N , la matrice

(f (xj , xk))1≤j,k≤N

est auto-duale et∫
R

Qdet (f (xj , xk))1≤j,k≤N m (dxN ) = (c−N + 1) Qdet (f (xj , xk))1≤j,k≤N−1 . (2.9)
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2.2 Énoncés des théorèmes 2.1, 2.2 et 2.3

Nous traitons d’abord le cas β = 1, qui se subdivise, pour des raisons techniques, en deux sous-cas
selon que n est pair ou impair, puis le cas β = 4. Définissons la fonction

ε : x �→ ε(x) =


1/2 si x > 0,
0 si x = 0,
−1/2 si x < 0.

Soient f et g deux fonctions définies sur R, à valeurs complexes. Posons

(ε " f)(λ) =
∫
R

ε(λ− µ)f(µ)m(dµ).

On a ∫
R

g(ε " f)dm = −
∫
R

f(ε " g)dm.

De plus, on désigne par f ′ la fonction dérivée de f .

Théorème 2.1 (le cas β = 1, n pair). — Soit (pj(λ))j∈{0,...,n−1} une famille de polynômes réels,

linéairement indépendants et de degrés ≤ n− 1. Définissons

ajk =
∫
R

(ε " pj)(λ)pk(λ)m(dλ), pour j, k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Alors A = (ajk)0≤j,k≤n−1 est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)0≤j,k≤n−1

son inverse. Posons, d’après [15],

S(λ, µ) =
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(µ),

D(λ, µ) = −
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ), (2.10)

I(λ, µ) =
n−1∑
j,k=0

bjk(ε " pj)(λ)(ε " pk)(µ).

De plus, on définit ST et J par ST (λ, µ) = S(µ, λ) et J(λ, µ) = I(λ, µ)− ε(λ− µ). Enfin, définissons
le noyau matriciel (ou fonction quaternionique)

σ1 (λ, µ) =
(

S(λ, µ) D(λ, µ)
J(λ, µ) ST (λ, µ)

)
. (2.11)

Alors, les probabilités marginales (2.2) sont données par

p
(n)
k1 (dλ1, . . . ,dλk) =

(n− k)!
n!

Qdet (σ1 (λp, λq))1≤p,q≤k
k∏

p=1

m(dλp) (2.12)

et en particulier, pour k = n,

p
(n)
1 (dλ1, . . . ,dλn) =

1
n!

Qdet (σ1 (λp, λq))1≤p,q≤n
n∏

p=1

m(dλp).
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Théorème 2.2 (le cas β = 1, n impair). — Avec les notations ci-dessus, définissons

ajk =
∫
R

(ε " pj)(λ)pk(λ)m(dλ) si j, k ∈ {0, . . . , n− 1},

anj = −ajn =
∫
R

pj(λ)m(dλ) si j ∈ {0, . . . , n− 1} et ann = 0.

Alors A = (ajk)0≤j,k≤n est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)0≤j,k≤n son
inverse. Posons

S(λ, µ) = ST (µ, λ) =
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(µ) +
n−1∑
j=0

bjnpj(λ),

D(λ, µ) = −
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ), (2.13)

I(λ, µ) =
n−1∑
j,k=0

bjk(ε " pj)(λ)(ε " pk)(µ) +
n−1∑
j=0

bjn((ε " pj)(λ)− (ε " pj)(µ))

et J(λ, µ) = I(λ, µ)− ε(λ− µ). De plus, définissons le noyau matriciel

σ1 (λ, µ) =
(

S(λ, µ) D(λ, µ)
J(λ, µ) ST (λ, µ)

)
. (2.14)

Alors les probabilités marginales (2.2) sont données par

p
(n)
k1 (dλ1, . . . ,dλk) =

(n− k)!
n!

Qdet (σ1 (λp, λq))1≤p,q≤k
k∏

p=1

m(dλp) (2.15)

et en particulier, pour k = n,

p
(n)
1 (dλ1, . . . ,dλn) =

1
n!

Qdet (σ1 (λp, λq))1≤p,q≤n
n∏

p=1

m(dλp).

Théorème 2.3 (le cas β = 4). — Soit (pj(λ))j∈{0,...,2n−1} une famille de polynômes réels, linéairement
indépendants et de degrés ≤ 2n− 1.Définissons

ajk =
1
2

∫
R

(pj(λ)p′k(λ)− p′j(λ)pk(λ))m(dλ), pour j, k ∈ {0, . . . , 2n− 1}.

Alors A = (ajk)0≤j,k≤2n−1 est une matrice antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)0≤j,k≤2n−1

son inverse. Posons, d’après [15],

S(λ, µ) = ST (µ, λ) =
2n−1∑
j,k=0

bjkp
′
j(λ)pk(µ),

D(λ, µ) = −
2n−1∑
j,k=0

bjkp
′
j(λ)p′k(µ), (2.16)

I(λ, µ) =
2n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ).

Définissons le noyau matriciel

σ4 (λ, µ) =
1
2

(
S(λ, µ) D(λ, µ)
I(λ, µ) ST (λ, µ)

)
. (2.17)
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Alors les probabilités marginales (2.2) sont données par

p
(n)
k4 (dλ1, . . . ,dλk) =

(n− k)!
n!

Qdet (σ4 (λp, λq))1≤p,q≤k
k∏

p=1

m(dλp) (2.18)

et en particulier, pour k = n,

p
(n)
4 (dλ1, . . . ,dλn) =

1
n!

Qdet (σ4 (λp, λq))1≤p,q≤n
n∏

p=1

m(dλp).

2.3 Preuves des théorèmes 2.1, 2.2 et 2.3

Remarquons d’abord que, d’une manière générale, toutes les intégrales écrites existent d’après
les hypothèses faites à la section 2.1 sur la mesure m. De plus, si on note T la matrice formée des
coefficients des (pj(λ))0≤j≤Nβ (avec N1 = n − 1 et N4 = 2n − 1) dans la base des monômes, cette
matrice est carrée de déterminant non nul car les (pj(λ))0≤j≤Nβ sont linéairement indépendants et de
degré ≤ Nβ. De plus, les résultats du chapitre 8 de [10] et de [15] montrent que

PfA = Qnβ detT �= 0,

donc detA �= 0 et A est inversible. Ainsi, d’après les propositions 2.1 et 2.2, il suffit de prouver que
la matrice quaternionique Qn = (σβ (λj , λk))1≤j,k≤n est auto-duale (2.6), puis, avec (2.5), que son
déterminant quaternionique QdetQn est proportionnel (à une constante multiplicative non nulle près)
à

∏
1≤j<k≤n |λj−λk|β et enfin que la matrice Qn satisfait aux deux dernières hypothèses (2.7) et (2.8)

de la proposition 2.2. Enfin, une application itérée de (2.9) donnera (2.12), (2.15) et (2.18).

Le caractère auto-duale de la matrice quaternionique Qn, qui équivaut à (2.4), correspond aux
propriétés suivantes, immédiates, d’après l’antisymétrie de B : D(λ, µ) = −D(µ, λ), I(λ, µ) = −I(µ, λ),
J(λ, µ) = −J(µ, λ) et par définition ST (λ, µ) = S(µ, λ).

Preuve du théorème 2.1 (le cas β = 1, n pair). —

Premièrement : Considérons Qn comme une matrice complexe de taille 2n × 2n, notée C(Qn) et
montrons que detC(Qn) est proportionnel au carré de

∏
1≤j<k≤n |λj − λk|, pour λ1 < · · · < λn.

Remarquons d’abord que d’après (2.10), on a

det (D(λj , λk))1≤j,k≤n = detB
(
det (pj(λk))0≤j≤n−1,1≤k≤n

)2
= c

∏
1≤j<k≤n

|λj − λk|2,

où c = detB × (detT )2 �= 0. De plus, d’après (2.10) et (2.11), il vient

C(Qn) =
(

S(λj , λk) D(λj , λk)
I(λj , λk) ST (λj , λk)

)
1≤j,k≤n

=
(

pj(λk)
(ε " pj)(λk)

)
0≤j≤n−1,1≤k≤n

B
(

(ε " pj)(λk) −pj(λk)
)
0≤j≤n−1,1≤k≤n .

Ainsi, C(Qn) est une matrice de rang ≤ n et comme det (D(λj , λk))1≤j,k≤n est un mineur non nul
d’ordre n, les n lignes indexées par j ∈ {1, . . . , n},

(
I(λj , λk) ST (λj , λk)

)
1≤k≤n sont combinaisons

linéaires des n lignes
(
S(λj , λk) D(λj , λk)

)
1≤k≤n. Donc

detC(Qn) = det
(

S(λj , λk) D(λj , λk)
−ε(λj − λk) 0

)
1≤j,k≤n

= det (−ε(λj − λk))1≤j,k≤n × det (D(λj , λk))1≤j,k≤n .
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Or, comme det (−ε(λj − λk))
1≤j,k≤n

= 1/2n indépendamment des λj , j ∈ {1, . . . , n}, (voir le chapitre
6 de [11]), cela montre que detC(Qn) est proportionnel à

∏
1≤j<k≤n |λj −λk|2. Enfin, comme QdetQn

est une fonction continue totalement symétrique sur Rn, on déduit de la continuité que QdetQn =
cn

∏
1≤j<k≤n |λj − λk| �= 0, où cn est une constante indépendante des λj , j ∈ {1, . . . , n} pour

λ1 < · · · < λn et l’égalité est valable partout par symétrie.

Deuxièmement : Vérifions les deux dernières hypothèses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a∫
σ1 (λ, λ)m(dλ) =

∫ (
S(λ, λ) 0

0 S(λ, λ)

)
m(dλ),

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc l’intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur∫
S (λ, λ)m(dλ) =

n−1∑
j,k=0

bjk

∫
pj(λ)(ε " pk)(λ)m(dλ)

=
n−1∑
j,k=0

bjkakj = TrBA = n.

Prouvons que (2.8) est satisfaite, c’est-à-dire que∫
σ1 (λ, µ)σ1 (µ, ν)m(dµ) = σ1 (λ, ν) + g (λ, ν)

avec

g (λ, ν) =
(

1/2 0
0 −1/2

)
σ1 (λ, ν)− σ1 (λ, ν)

(
1/2 0
0 −1/2

)
.

Ceci équivaut aux trois relations (la quatrième est automatiquement vérifiée par symétrie)

∫
(S (λ, µ)S (µ, ν) + D(λ, µ)J(µ, ν))m(dµ) = S (λ, ν) , (2.19)∫
(S (λ, µ)D(µ, ν) + D(λ, µ)S (ν, µ))m(dµ) = 2D (λ, ν) , (2.20)∫
(J(λ, µ)S (µ, ν) + S (µ, λ)J(µ, ν))m(dµ) = 0. (2.21)

Vérifions que la relation (2.19) est satisfaite∫
(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(µ)
n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)(ε " pm)(ν))m(dµ)

−
∫

(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ)
n−1∑
�,m=0

b�m(ε " p�)(µ)(ε " pm)(ν))m(dµ)

+
∫

(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ)ε(µ− ν))m(dµ)

=
n−1∑
j,m=0

pj(λ)(ε " pm)(ν)
n−1∑
k,�=0

bjk(ak� − a�k)b�m −
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(ν)

= 2S (λ, ν)− S (λ, ν) = S (λ, ν) .
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Vérifions la relation (2.20)

−
∫

(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(µ)
n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)pm(ν))m(dµ)

−
∫

(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ)
n−1∑
�,m=0

bm�pm(ν)(ε " p�)(µ))m(dµ)

= −
n−1∑
j,m=0

pj(λ)pm(ν)
n−1∑
k,�=0

(bjkak�b�m + bjka�kbm�)

= −2
n−1∑
j,m=0

bjmpj(λ)pm(ν) = 2D (λ, ν) .

Vérifions la relation (2.21)∫
(
n−1∑
j,k=0

bjk(ε " pj)(λ)(ε " pk)(µ)
n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)(ε " pm)(ν))m(dµ)

−
∫

(
n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)(ε " pm)(ν)ε(λ− µ))m(dµ)

+
∫

(
n−1∑
j,k=0

bkjpk(µ)(ε " pj)(λ)
n−1∑
�,m=0

b�m(ε " p�)(µ)(ε " pm)(ν))m(dµ)

−
∫

(
n−1∑
j,k=0

bkjpk(µ)(ε " pj)(λ)ε(µ− ν))m(dµ)

=
n−1∑
j,m=0

(ε " pj)(λ)(ε " pm)(ν)
n−1∑
k,�=0

(bjkak�b�m + bkja�kb�m)

−
∫

(
n−1∑
�,m=0

b�m(ε " p�)(λ)(ε " pm)(ν))m(dµ)

+
∫

(
n−1∑
j,k=0

bkj(ε " pk)(ν)(ε " pj)(λ))m(dµ)

= 2I (λ, ν)− I (λ, ν) + I (ν, λ) = 0.

D’où, σ1(λ, µ) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec c = n et c′ =
(

1/2 0
0 −1/2

)
.

Preuve du théorème 2.2 (le cas β = 1, n impair). —

Premièrement : Comme précédemment, considérons Qn comme une matrice complexe de taille 2n×2n,
notée C(Qn) et prouvons que det C(Qn) est proportionnel au carré de

∏
1≤j<k≤n |λj − λk|. Mais ici,

comme B est d’ordre n+1 et que l’expression (2.13) de D(λ, µ) fait intervenir les éléments d’une matrice
antisymétrique d’ordre impair (donc de déterminant nul), on ne peut pas procéder directement pour
obtenir le résultat voulu. On procède différemment en adaptant la technique proposée au chapitre 8
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de [10] et au chapitre 6 de [11]. Posons

s(λ, µ) =
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(λ) = sT (µ, λ),

i(λ, µ) =
n−1∑
j,k=0

bjk(ε " pj)(λ)(ε " pk)(λ), (2.22)

α(λ) =
n−1∑
j=0

bjnpj(λ)

et on a S(λ, µ) = s(λ, µ) + α(λ).
La matrice (bjk)0≤j,k≤n−1 est antisymétrique d’ordre impair, donc de déterminant nul. Plus

précisément, cette matrice est de rang n − 1. En effet, comme detB �= 0, l’un des mineurs d’ordre
n de B par rapport à sa dernière colonne est non nul et ce ne peut être celui par rapport à bnn car
det(bjk)0≤j,k≤n−1 = 0. On peut donc en déduire que ce mineur possède lui-même un mineur d’ordre
n− 1 non nul par rapport à sa dernière ligne qui est issue de le dernière ligne de B. Donc ce mineur
non nul d’ordre n− 1 est aussi un mineur de la matrice (bjk)0≤j,k≤n−1, d’où le résultat. On sait alors
qu’il existe une matrice orthogonale réelle U de taille n× n, telle que

(bjk)0≤j,k≤n−1 = U

(
Z 0
0 0

)
tU, (2.23)

avec

Z = diag
((

0 1
−1 0

)
, · · · ,

(
0 1
−1 0

))
matrice de taille (n− 1)× (n− 1) diagonale par blocs, avec (n− 1)/2 blocs diagonaux. Posons(

pj(λk)
(ε " pj)(λk)

)
0≤j≤n−1,1≤k≤n

U =
(

rj(λk)
sj(λk)

)
0≤j≤n−1,1≤k≤n

.

Alors, avec (2.22) et (2.23), on a(
s(λj , λk) D(λj , λk)
i(λj , λk) sT (λj , λk)

)
1≤j,k≤n

=
(

rj(λk)
sj(λk)

)
0≤j≤n−1,1≤k≤n

(
Z 0
0 0

) (
sj(λk) −rj(λk)

)
0≤j≤n−1,1≤k≤n . (2.24)

Ce qui donne, compte tenu des dernières ligne et colonne de zéros de la matrice
(

Z 0
0 0

)
,

s(λj , λk) =
n−2∑
p,q=0

Zpqrp(λj)sq(λk),

i(λj , λk) =
n−2∑
p,q=0

Zpqsp(λj)sq(λk), (2.25)

D(λj , λk) =
n−2∑
p,q=0

Zpqrp(λj)rq(λk).
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Soit δ > 0, considèrons la matrice

Cδ =


r0(λ1) r1(λ1) · · · rn−2(λ1) α(λ1)
s0(λ1) s1(λ1) · · · sn−2(λ1) 1/δ

...
...

. . .
...

...
r0(λn) r1(λn) · · · rn−2(λn) α(λn)
s0(λn) s1(λn) · · · sn−2(λn) 1/δ


(

Z 0
0 δ

)

×


s0(λ1) −r0(λ1) · · · s0(λn) −r0(λn)
s1(λ1) −r1(λ1) · · · s1(λn) −r1(λn)

...
...

. . .
...

...
sn−2(λ1) −rn−2(λ1) · · · sn−2(λn) −rn−2(λn)

1/δ α(λ1) · · · 1/δ α(λn)

 ,

alors (2.24) et (2.25) donnent

Cδ =
(

s(λj , λk) + α(λj) D(λj , λk) + δα(λj)α(λk)
i(λj , λk) + 1/δ sT (λj , λk) + α(λk)

)
1≤j,k≤n

. (2.26)

La matrice Cδ est de rang ≤ n et le calcul suivant montre qu’elle est de rang n. En effet

det (D(λj , λk) + δα(λj)α(λk))1≤j,k≤n

= det
(
(pj(λk))1≤j,k≤n (bjk + δbjnbkn)0≤j,k≤n−1 (pk(λj))1≤j,k≤n

)
= c

∏
1≤j<k≤n

|λj − λk|2 det (bjk + δbjnbkn)0≤j,k≤n−1 , (2.27)

où c = (detT )2 est une constante non nulle. Or, si on note
(
c1 · · · ck · · · cn

)
les n colonnes

de la matrice (bjk)0≤j,k≤n−1 et d le vecteur colonne


b0n
...

bjn
...

bn−1,n

, un développement par multilinéarité

donne (car det (bjk)0≤j,k≤n−1 = 0 et les cas où d est répétée ne contribuant pas)

det (bjk + δbjnbkn)0≤j,k≤n−1 =
n−1∑
k=0

δbkn det
(
c1 · · · ck−1 d ck+1 · · · cn

)
.

Ainsi, il vient

det (bjk + δbjnbkn)0≤j,k≤n−1 = δ

n−1∑
k=0

bnk det
(
c1 · · · ck−1 ck+1 · · · cn d

)
× (−1)n+1+k

= δ detB. (2.28)

Car, c’est le développement par rapport à la dernière ligne de detB �= 0. On en déduit que les n lignes
indexées par j ∈ {1, . . . , n} ,

(
i(λj , λk) + 1/δ ST (λj , λk)

)
1≤k≤n

de Cδ sont combinaisons linéaires

des n lignes
(
S(λj , λk) D(λj , λk) + δα(λj)α(λk)

)
1≤k≤n. Considérons maintenant

C(Qn(δ)) =
(

S(λj , λk) D(λj , λk) + δα(λj)α(λk)
J(λj , λk) ST (λj , λk)

)
1≤j,k≤n

.
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D’après (2.26) et le travail effectué sur Cδ, il vient

detC(Qn(δ))

= det
(

S(λj , λk) D(λj , λk) + δα(λj)α(λk)
−1/δ − ε(λj − λk) + (ε " α)(λj)− (ε " α)(λk) 0

)
1≤j,k≤n

= ∆(δ)× det (D(λj , λk) + δα(λj)α(λk))1≤j,k≤n , (2.29)

avec
∆(δ) = det (−1/δ − ε(λj − λk) + (ε " α)(λj)− (ε " α)(λk))1≤j,k≤n .

Or, le calcul d’un déterminant de la forme de ∆(δ) est effectué à l’appendice A.19 de [11] et il donne
∆(δ) = ±1/δ, indépendamment des λj , j ∈ {1, . . . , n}. D’où, d’après (2.27), (2.28) et (2.29), il vient
detC(Qn(δ)) = c′

∏
1≤j<k≤n |λj−λk|2, où la constante c′ est indépendante de δ. Comme le déterminant

est continu et que limδ→0 C(Qn(δ)) = C(Qn), on obtient le résultat.

Deuxièmement : Vérifions les deux dernières hypothèses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a∫
σ1 (λ, λ)m(dλ) =

∫ (
S(λ, λ) 0

0 S(λ, λ)

)
m(dλ),

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc l’intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur∫
S (λ, λ)m(dλ) =

n−1∑
j,k=0

bjk

∫
pj(λ)(ε " pk)(λ)m(dλ) +

n−1∑
j=0

bjn

∫
pj(λ)m(dλ)

=
n−1∑
j,k=0

bjkakj +
n−1∑
j=0

bjnanj =
n−1∑
j=0

n∑
k=0

bjkakj = n.

Il reste à prouver que les trois mêmes relations que dans le cas n pair sont vérifiées.
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Vérifions la relation (2.19)∫
(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(µ) +
n−1∑
j=0

bjnpj(λ))(
n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)(ε " pm)(ν) +
n−1∑
�=0

b�np�(µ))m(dµ)

−
∫

(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ))

×(
n−1∑
�,m=0

b�m(ε " p�)(µ)(ε " pm)(ν)− ε(µ− ν) +
n−1∑
�=0

b�n((ε " p�)(µ)− (ε " p�)(ν)))m(dµ)

=
n−1∑
j,m=0

pj(λ)(ε " pm)(ν)(
n−1∑
k,�=0

bjkak�b�m +
n−1∑
�=0

bjnan�b�m)

−
n−1∑
j,m=0

pj(λ)(ε " pm)(ν)(
n−1∑
k,�=0

bjka�kb�m) +
n−1∑
j=0

pj(λ)(
n−1∑
k,�=0

bjkak�b�n +
n−1∑
�=0

bjnan�b�n)

−
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(ν)−
n−1∑

j,k,�=0

bjkb�n(a�kpj(λ)− ankpj(λ)(ε " p�)(ν))

=
n−1∑
j,m=0

pj(λ)(ε " pm)(ν)(2
n−1∑
k,�=0

bjka�kb�m +
n−1∑
�=0

bjnan�b�m +
n−1∑
k=0

bjkankbmn)

−
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(ν) +
n−1∑
j=0

pj(λ)(
n−1∑
k,�=0

bjkak�b�n +
n−1∑
�=0

bjnan�b�n −
n−1∑

j,k,�=0

bjka�kb�n)

=
n−1∑
j,m=0

pj(λ)(ε " pm)(ν)(
n−1∑
�=0

δj�b�m +
n−1∑
k=0

bjkδkm)−
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(ν)

+
n−1∑
j=0

pj(λ)(2
n−1∑
k=0

bjkδkn + bjn)

= S (λ, ν) .

Vérifions la relation (2.20)∫
(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)(ε " pk)(µ) +
n−1∑
j=0

bjnpj(λ))(−
n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)pm(ν))m(dµ)

−
∫

(
n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ))(
n−1∑
�,m=0

bm�pm(ν)(ε " p�)(µ) +
n−1∑
m=0

bmnpm(ν))m(dµ)

=
n−1∑
j,m=0

pj(λ)pm(ν)(
n−1∑
k,�=0

bjkak�b�m −
n−1∑
�=0

bjnan�b�m −
n−1∑
k,�=0

bjka�kbm� −
n−1∑
k=0

bjkankbmn)

= −
n−1∑
j,m=0

bjmpj(λ)pm(ν)(
n−1∑
�=0

δj�b�m +
n−1∑
k=0

bjkδkm) = 2D (λ, ν) .
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Vérifions la relation (2.21)∫
(
n−1∑
j,k=0

bjk(ε " pj)(λ)(ε " pk)(µ) +
n−1∑
j=0

bjn((ε " pj)(λ)− (ε " pj)(µ)− ε(λ− µ)))

×(
n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)(ε " pm)(ν) +
n−1∑
�=0

b�np�(µ))m(dµ)

+
∫

(
n−1∑
j,k=0

bkjpk(µ)(ε " pj)(λ) +
n−1∑
k=0

bknpk(µ))

×(
n−1∑
�,m=0

b�m(ε " p�)(µ)(ε " pm)(ν) +
n−1∑
�=0

b�n((ε " p�)(µ)− (ε " p�)(ν)− ε(µ− ν)))m(dµ)

=
n−1∑
j,m=0

(ε " pj)(λ)(ε " pm)(ν)

×(
n−1∑
k,�=0

bjkak�b�m +
n−1∑
k,�=0

bkja�kb�m +
n−1∑
�=0

bjnan�b�m −
n−1∑
k=0

bkjankbmn − bjm + bmj)

+
n−1∑
m=0

(ε " pm)(ν)(−
n−1∑
j,�=0

bjnaj�b�m +
n−1∑
k,�=0

bkna�kb�m −
n−1∑
k=0

bmnankbkn + bmn)

n−1∑
j=0

(ε " pj)(λ)(
n−1∑
k,�=0

bjkak�b�n +
n−1∑
�=0

bjnan�b�n − bjn +
n−1∑
k,�=0

bkja�kb�n)

−
n−1∑
j,�=0

bjnaj�b�n +
n−1∑
k,�=0

bkna�kb�n

=
n−1∑
j,m=0

(ε " pj)(λ)(ε " pm)(ν)(
n−1∑
�=0

δj�b�m +
n−1∑
k=0

bjkδkm − 2bjm)

+
n−1∑
m=0

(ε " pm)(ν)(2
n−1∑
�=0

δn�b�m − bmnδnn + bmn)

+
n−1∑
j=0

(ε " pj)(λ)(2
n−1∑
k=0

bjkδkn + bjnδnn − bjn) + bnn − bnn = 0.

Ainsi, σ1(λ, µ) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec c = n et c′ =
(

1/2 0
0 −1/2

)
.

Preuve du théorème 2.3 (le cas β = 4). —

Premièrement : Considérons Qn comme une matrice complexe de taille 2n × 2n, notée C(Qn) et
prouvons que det C(Qn) est proportionnel au carré de

∏
1≤j<k≤n |λj − λk|4. On a

detC(Qn) =
1

22n
det

(
S(λj , λk) D(λj , λk)
I(λj , λk) ST (λj , λk)

)
1≤j,k≤n

=
1

22n
det

((
p′j(λk)
pj(λk)

)
0≤j≤2n−1,1≤k≤n

B
(
pj(λk) −p′j(λk)

)
0≤j≤2n−1,1≤k≤n

)

=
1

22n
detB

(
det

(
pj(λk) p′j(λk)

)
0≤j≤2n−1,1≤k≤n

)2
=

c2

22n
detB

 ∏
1≤j<k≤n

|λj − λk|4
2

,
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où c est une constante non nulle (voir le chapitre 7 de [10]), telle que

det
(
pj(λk) p′j(λk)

)
0≤j≤2n−1,1≤k≤n = c

∏
1≤j<k≤n

|λj − λk|4.

Deuxièmement : Vérifions les deux dernières hypothèses (2.7) et (2.8) de la proposition 2.2. On a∫
σ4 (λ, λ)m(dλ) =

1
2

∫ (
S(λ, λ) 0

0 ST (λ, λ)

)
m(dλ),

car D et I sont des fonctions antisymétriques. Donc l’intégrale (2.7) est bien un scalaire de valeur∫
S (λ, λ)m(dλ) =

2n−1∑
j,k=0

bjk

∫
p′j(λ)pk(λ)m(dλ).

Or
2n−1∑
j,k=0

bkj

∫
p′k(λ)pj(λ)m(dλ) = −

2n−1∑
j,k=0

bjk

∫
pj(λ)p′k(λ)m(dλ),

d’où
1
2

∫
S (λ, λ)m(dλ) =

1
2

2n−1∑
j,k=0

bjkakj =
1
2
TrBA =

2n
2

= n.

Prouvons que
∫
σ4 (λ, µ)σ4 (µ, ν)m(dµ) = σ4 (λ, ν). Ceci équivaut aux trois relations (la quatrième

étant automatique par symétrie)∫
(S (λ, µ)S (µ, ν) + D(λ, µ)I(µ, ν))m(dµ) = 2S (λ, ν) , (2.30)∫
(S (λ, µ)D(µ, ν) + D(λ, µ)S (ν, µ))m(dµ) = 2D (λ, ν) , (2.31)∫
(I(λ, µ)S (µ, ν) + S (µ, λ) I(µ, ν))m(dµ) = 2I (λ, ν) . (2.32)

Vérifions la relation (2.30)∫
(
2n−1∑
j,k=0

bjkp
′
j(λ)pk(µ)

2n−1∑
�,m=0

b�mp
′
�(µ)pm(ν))m(dµ)

−
∫

(
2n−1∑
j,k=0

bjkp
′
j(λ)p′k(µ)

2n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)pm(ν))m(dµ)

= 2
2n−1∑
j,m=0

p′j(λ)pm(ν)
2n−1∑
k,�=0

bjkak�b�m = 2
2n−1∑
j,m=0

bjmp
′
j(λ)pm(ν) = 2S (λ, ν) .

Vérifions la relation (2.31)

−
∫

(
2n−1∑
j,k=0

bjkp
′
j(λ)pk(µ)

2n−1∑
�,m=0

b�mp
′
�(µ)p′m(ν))m(dµ)

−
∫

(
2n−1∑
j,k=0

bjkp
′
j(λ)p′k(µ)

2n−1∑
�,m=0

bm�p
′
m(ν)p�(µ))m(dµ)

= −2
2n−1∑
j,m=0

p′j(λ)p′m(ν)
2n−1∑
k,�=0

bjkak�b�m = −2
2n−1∑
j,m=0

bjmp
′
j(λ)p′m(ν) = 2D (λ, ν) .
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Vérifions la relation (2.32)∫
(
2n−1∑
j,k=0

bjkpj(λ)pk(µ)
2n−1∑
�,m=0

b�mp
′
�(µ)pm(ν))m(dµ)

+
∫

(
2n−1∑
j,k=0

bkjp
′
k(µ)pj(λ)

2n−1∑
�,m=0

b�mp�(µ)pm(ν))m(dµ)

= 2
2n−1∑
j,m=0

pj(λ)pm(ν)
2n−1∑
k,�=0

bjkak�b�m = 2
2n−1∑
j,m=0

bjmpj(λ)pm(ν) = 2I (λ, ν) .

Ainsi, σ4(λ, µ) vérifie les conditions de la proposition 2.2, avec c = n et c′ = 0.

3 Expressions des noyaux matriciels dans le cadre de la théorie des
polynômes orthogonaux

3.1 Introduction

Dans cette partie, nous poursuivons les calculs pour améliorer les expressions des noyaux ma-
triciels trouvées dans la deuxième partie, pour le cas où la mesure m dans (2.1) possède une densité
wn sur R, de la forme wn(λ) = exp(−nV (λ)), où V (λ) est un polynôme comme spécifié dans l’intro-
duction générale. De plus, pour famille de polynômes intervenant dans les théorèmes 2.1, 2.2 et 2.3,
nous considérons les polynômes orthogonaux par rapport au poids exp(−nV (λ)) pour le cas β = 4 et
exp(−2nV (λ)) pour le cas β = 1.

En fait, il s’agit plus précisément d’exprimer les noyaux matriciels essentiellement à l’aide du
noyau reproduisant de la théorie des polynômes orthogonaux. Cela permet une utilisation efficace
de l’approche par les polynômes orthogonaux dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes et des
matrices aléatoires à loi unitairement invariant, car on peut alors utiliser les formules asymptotiques
pour les polynômes orthogonaux (voir [2], [5] et [11]).

On rappelle que des formules générales (utilisant la théorie des opérateurs intégraux) ont déjà
été obtenues par H. Widom dans [16]. Ici cependant, grâce à l’hypothèse très particulière sur la densité
du poids wn (l’aspect polynômial de V est déterminant et il se concrétise dans les lemmes 3.1 et 3.6),
nous obtenons des formules très proches de celles connues pour les ensembles gaussiens.

Cependant, pour cela il faut légèrement modifier la définition du noyau matriciel pour le cas
β = 4 et insérer la densité de la mesure m dans l’expression du noyau matriciel.

Premièrement : le cas β = 1.

Soient (π� (λ))�∈N les polynômes orthogonaux sur R associés au poids exp(−2nV (λ)). Ils vérifient∫
R

π� (λ)πm (λ) e−2nV (λ)dλ = δ�m, δ�m, symbole de Kronecker.

Notons
ψ� (λ) = π� (λ) e−nV (λ), 5 ∈ N,

le système de fonctions orthonormales de L2 (R,C) correspondant et introduisons les noyaux repro-
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duisants

Kn =
n−1∑
j=0

ψj ⊗ ψj , (3.1)

kn =
n−1∑
j=0

πj ⊗ πj .

Alors, avec les notations ci-dessus, on a

Proposition 3.1 (le cas β = 1, n pair). — Définissons les coefficients

ajk =
∫
R

(ε " ψj)ψk et cjk =
1
2

∫
R

(
ψ′jψk − ψjψ

′
k

)
= 2n

(
V ′ (J)

)
jk
ε (j − k) , j, k ∈ N, (3.2)

où " désigne la convolution usuelle dans L2 (R,C), ′ désigne la dérivation et J est la matrice (de
Jacobi) infinie de l’opérateur de multiplication par la variable λ de L2 (R,C) dans la base (ψ� (λ))�∈N.
La matrice A = (ajk)0≤j,k≤n−1 est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)0≤j,k≤n−1 son
inverse. Posons

Sn(λ, µ) = STn (µ, λ) =
n−1∑
j,k=0

bjkψj(λ)(ε " ψk)(µ),

Dn(λ, µ) = −
n−1∑
j,k=0

bjkψj(λ)ψk(µ),

In(λ, µ) =
n−1∑
j,k=0

bjk(ε " ψj)(λ)(ε " ψk)(µ)

et Jn(λ, µ) = In(λ, µ)− ε(λ− µ). On définit le noyau matriciel

σn1 (λ, µ) =
(

Sn(λ, µ) Dn(λ, µ)
Jn(λ, µ) STn (λ, µ)

)
.

Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

p
(n)
k1 (λ1, . . . , λk) =

(n− k)!
n!

Qdet (σn1 (λp, λq))1≤p,q≤k, k ∈ {1, . . . , n}

et en particulier, pour k = n,

p
(n)
1 (λ1, . . . , λn) =

1
n!

Qdet (σn1 (λp, λq))1≤p,q≤n.

De plus, on a les relations

Sn (λ, µ) = −(εµ " Dn) (λ, µ) ,
Jn (λ, µ) = (ελ " Sn) (λ, µ) + ε (λ− µ) .

Proposition 3.2 (le cas β = 1, n impair). — Avec les notations ci-dessus, définissons

a′jk = ajk si j, k ∈ {0, . . . , n− 1}

et a′nj = −a′jn =
∫
R

ψj(λ)dλ si j ∈ {0, . . . , n− 1} (3.3)

et a′nn = 0.
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La matrice A = (a′jk)0≤j,k≤n est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)0≤j,k≤n son
inverse. Posons

Sn(λ, µ) = STn (µ, λ) =
n−1∑
j,k=0

bjkψj(λ)(ε " ψk)(µ) +
n−1∑
j=0

bjnψj(λ),

Dn(λ, µ) = −
n−1∑
j,k=0

bjkψj(λ)ψk(µ),

In(λ, µ) =
n−1∑
j,k=0

bjk(ε " ψj)(λ)(ε " ψk)(µ) +
n−1∑
j=0

bjn((ε " ψj)(λ)− (ε " ψj)(µ))

et Jn(λ, µ) = In(λ, µ)− ε(λ− µ). On définit le noyau matriciel

σn1 (λ, µ) =
(

Sn(λ, µ) Dn(λ, µ)
Jn(λ, µ) STn (λ, µ)

)
.

Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

p
(n)
k1 (λ1, . . . , λk) =

(n− k)!
n!

Qdet (σn1 (λp, λq))1≤p,q≤k, k ∈ {1, . . . , n}

et en particulier, pour k = n,

p
(n)
1 (λ1, . . . , λn) =

1
n!

Qdet (σn1 (λp, λq))1≤p,q≤n.

Preuve des propositions 3.1 et 3.2. — Prenons p� (λ) = π� (λ) dans les théorèmes 2.1 et 2.2 et
remarquons que la preuve est indépendante de la parité de n et qu’il s’agit simplement de montrer que
nous pouvons insérer la densité du poids dans l’expression du noyau matriciel. D’après (2.12), (2.15),
on a

p
(n)
k1 (λ1, . . . , λk) =

(n− k)!
n!

Qdet (σ1 (λp, λq))1≤p,q≤k
k∏

p=1

e−nV (λp),

donc

(p(n)
k1 (λ1, . . . , λk))2 =

(
(n− k)!

n!

)2

det
(

S(λp, λq) D(λp, λq)
J(λp, λq) ST (λp, λq)

)
1≤p,q≤k

k∏
p=1

e−2nV (λp),

il suffit alors, par multilinéarité, de multiplier chaque ligne
(
S(λp, λq) D(λp, λq)

)
1≤q≤k par e−nV (λp)

et chaque colonne
(

D(λp, λq)
ST (λp, λq)

)
1≤p≤k

par e−nV (λq) et d’appliquer le raisonnement de la preuve du

théorème 2.1 pour prendre la racine carrée.

Deuxièmement : le cas β = 4.

Soient (π� (λ))�∈N les polynômes orthogonaux sur R associés au poids exp(−nV (λ)). Ils vérifient∫
R

π� (λ)πm (λ) e−nV (λ)dλ = δ�m.

Notons

ψ� (λ) = π� (λ) e−
nV (λ)

2 , 5 ∈ N,
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le système de fonctions orthonormales de L2 (R,C) correspondant et introduisons les noyaux repro-
duisants

K2n+d =
2n+d−1∑
j=0

ψj ⊗ ψj ,

k2n+d =
2n+d−1∑
j=0

πj ⊗ πj .

Alors, avec les notations ci-dessus, on a

Proposition 3.3 (le cas β = 4). — Définissons les coefficients

ajk =
1
2

∫
R

(
ψjψ

′
k − ψ′jψk

)
=

n

2
(
V ′ (J)

)
jk

(2ε) (k − j) et cjk =
∫
R

ψj(ε " ψk), j, k ∈ N. (3.4)

La matrice A = (ajk)0≤j,k≤2n−1 est alors antisymétrique réelle inversible. Soit B = (bjk)0≤j,k≤2n−1

son inverse. Posons

Sn(λ, µ) = STn (µ, λ) =
2n−1∑
j,k=0

bjkψ
′
j(λ)ψk(µ),

Dn(λ, µ) = −∂Sn
∂µ

(λ, µ) = −
2n−1∑
j,k=0

bjkψ
′
j(λ)ψ′k(µ),

In(λ, µ) =
2n−1∑
j,k=0

bjkψj(λ)ψk(µ).

On définit le noyau matriciel

σn4 (λ, µ) =
1
2

(
Sn(λ, µ) Dn(λ, µ)
In(λ, µ) STn (λ, µ)

)
.

Alors les densités des probabilités marginales (2.2) de (1.2) sont données par

p
(n)
k4 (λ1, . . . , λk) =

(n− k)!
n!

Qdet (σn4 (λp, λq))1≤p,q≤k, k ∈ {1, . . . , n}

et en particulier, pourk = n,

p
(n)
4 (λ1, . . . , λn) =

1
n!

Qdet (σn4 (λp, λq))1≤p,q≤n.

Preuve de la proposition 3.3. — Prenons p� (λ) = π� (λ) dans le théorème 2.3. Remarquons
d’abord, que

ajk =
1
2

∫
R

(
ψjψ

′
k − ψ′jψk

)
=

1
2

∫
R

(
(πj(π′k −

n

2
V ′πk)− (π′j −

n

2
V ′πj)πk

)
e−nV

=
1
2

∫
R

(
πjπ

′
k − π′jπk

)
e−nV .

Puis, dans la définition des éléments du noyau matriciel σ4 remplaons π′j par π′j− n
2V
′πj et remarquons

que la preuve du théorème 2.3. fonctionne toujours car

det
(
πj(λk) π′j(λk)

)
0≤j≤2n−1,1≤k≤n = det

(
πj(λk) (π′j(λk)− n

2V
′(λk)πj(λk))

)
0≤j≤2n−1,1≤k≤n .
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Enfin, il reste à montrer que nous pouvons insérer la densité du poids dans l’expression du noyau
matriciel. D’après (2.18), on a, en procédant comme précédemment

(p(n)
k4 (λ1, . . . , λk))2 =

(
(n− k)!

n!

)2

det
(

S(λp, λq) D(λp, λq)
I(λp, λq) ST (λp, λq)

)
1≤p,q≤k

k∏
p=1

e−2nV (λp).

Il suffit alors, par multilinéarité, de multiplier toutes les lignes par e−nV (λp)/2 et toutes les colonnes
par e−nV (λq)/2.

3.2 Lemmes préliminaires

Premièrement : le cas β = 1.

Lemme 3.1. —

π′j =
j−1∑

k=j−d,k≥0

2cjkπk et ψ′j =
j+d∑

k=j−d,k≥0

cjkψk pour tout j ∈ N

Lemme 3.2. —

δjk =
k+d∑

�=k−d,�≥0

aj�c�k pour tous j, k ∈ N

Lemme 3.3. — ∫
R

(
∂Kn

∂ν
(λ, ν)Kn (ν, µ)−Kn (λ, ν)

∂Kn

∂ν
(ν, µ)

)
dν

=
(
∂kn
∂µ

(λ, µ)− ∂kn
∂λ

(λ, µ)
)

exp (−n (V (λ) + V (µ)))

Lemme 3.4. —
∂Kn

∂λ
(λ, µ) +

∂Kn

∂µ
(λ, µ) = αn (λ, µ)

avec

αn = −
n+d−1∑
j=n

n−1∑
k=j−d

cjkψj ⊗ ψk +
n+d−1∑
k=n

n−1∑
j=k−d

cjkψj ⊗ ψk

Lemme 3.5. —
n

(
V ′ (λ)Kn (λ, µ)− V ′ (µ)Kn (λ, µ)

)
= βn (λ, µ)

avec

βn =
n+d−1∑
j=n

n−1∑
k=j−d

cjkψj ⊗ ψk +
n+d−1∑
k=n

n−1∑
j=k−d

cjkψj ⊗ ψk

Deuxièmement : le cas β = 4.

Lemme 3.6. —

π′j = −
j−1∑

k=j−d,k≥0

2ajkπk et ψ′j = −
j+d∑

k=j−d,k≥0

ajkψk pour tout j ∈ N

Lemme 3.7. —

δjk =
k+d∑

�=k−d,�≥0

cj�a�k pour tous j, k ∈ N
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Lemme 3.8. — ∫
R

(
∂K2n+d

∂ν
(λ, ν)K2n+d (ν, µ)−K2n+d (λ, ν)

∂K2n+d

∂ν
(ν, µ)

)
dν

=
(
∂k2n+d

∂µ
(λ, µ)− ∂k2n+d

∂λ
(λ, µ)

)
exp

(
−n

2
(V (λ) + V (µ))

)
Lemme 3.9. —

∂K2n+d

∂λ
(λ, µ) +

∂K2n+d

∂µ
(λ, µ) = αn (λ, µ)

avec

αn =
2n+2d−1∑
j=2n+d

2n+d−1∑
k=j−d

ajkψj ⊗ ψk −
2n+2d−1∑
k=2n+d

2n+d−1∑
j=k−d

ajkψj ⊗ ψk

Lemme 3.10. —

n

2
(
V ′ (λ)K2n+d (λ, µ)− V ′ (µ)K2n+d (λ, µ)

)
= βn (λ, µ)

avec

βn = −
2n+2d−1∑
j=2n+d

2n+d−1∑
k=j−d

ajkψj ⊗ ψk −
2n+2d−1∑
k=2n+d

2n+d−1∑
j=k−d

ajkψj ⊗ ψk

Lemme 3.11. —
(εµ " K2n+d) (λ, µ) + (ελ " K2n+d) (λ, µ) = γn (λ, µ)

avec

γn = (ελ " (εµ " αn))

=
2n+2d−1∑
j=2n+d

2n+d−1∑
k=j−d

ajk(ε " ψj)⊗ (ε " ψk)−
2n+2d−1∑
k=2n+d

2n+d−1∑
j=k−d

ajk(ε " ψj)⊗ (ε " ψk)

3.3 Preuves des lemmes préliminaires

On ne traite que le cas β = 1. Le cas β = 4 s’en déduit, en échangeant les rôles des coefficients
ajk et cjk et en remplaçant V par V/2.

Preuve du lemme 3.1. — Comme le coefficient cjk (3.2) est antisymétrique en j et k , on peut
supposer j > k. Alors

cjk =
1
2

∫
π′jπke

−2nV car
∫

πjπ
′
ke
−2nV = 0

puisque les (π�)�∈N sont des polynômes orthogonaux et que deg (πj) = j > deg (π′k) = k − 1. Une
intégration par parties donne alors

cjk = −1
2

∫
πj(π′k − 2nV ′πk)e−2nV (car lim

±∞
π�e−nV = 0)

= n

∫
V ′πjπke−2nV = n

(
V ′ (J)

)
jk
× χ{−d,...,d} (j − k) ,

où χ{−d,...,d} désigne la fonction indicatrice de l’ensemble {−d, . . . , d}. π′j est un polynôme de degré
j − 1, qui peut s’écrire sous la forme

π′j =
j−1∑
k=0

γjkπk et par orthogonalité γjk =
∫

π′jπke
−2nV = 2cjk,
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ce qui donne la première relation du lemme 3.1. De même ψ′j = (π′j − 2nV ′πj)e−nV peut s’écrire sous
la forme

ψ′j =
j+d∑
k=0

γjkψk

et par orthogonalité

γjk =
∫

ψ′jψk = −
∫

ψjψ
′
k (en intégrant par parties)

=
1
2

∫ (
ψ′jψk − ψjψ

′
k

)
=

1
2

∫ (
π′jπk − πjπ

′
k

)
e−2nV = cjk.

ce qui donne la deuxième relation du lemme 3.1.

Preuve du lemme 3.2. — Comme (ε " ψj)
′ = ψj , une intégration par parties de δjk =

∫
ψjψk donne

grâce au lemme 3.1

δjk = −
∫

(ε " ψj)ψ′k = −
k+d∑

�=k−d,�≥0

∫
(ε " ψj)ψ�ck� =

k+d∑
�=k−d,�≥0

aj�c�k.

Preuve du lemme 3.3. — On a∫
R

(
∂Kn

∂ν
(λ, ν)Kn (ν, µ)−Kn (λ, ν)

∂Kn

∂ν
(ν, µ)

)
dν

=
∫
R

(
∂kn
∂ν

(λ, ν) kn (ν, µ)− nV ′ (ν) kn (λ, ν) kn (ν, µ)
)

e−n(V (λ)+V (µ)+2V (ν))dν

−
∫
R

(
kn (λ, ν)

∂kn
∂ν

(ν, µ)− nV ′ (ν) kn (λ, ν) kn (ν, µ)
)

e−n(V (λ)+V (µ)+2V (ν))dν

=
∫
R

(
∂kn
∂ν

(λ, ν) kn (ν, µ)− kn (λ, ν)
∂kn
∂ν

(ν, µ)
)

e−n(V (λ)+V (µ)+2V (ν))dν.

Or ∫
R

∂kn
∂ν

(λ, ν) kn (ν, µ) e−2nV (ν)dν =
n−1∑
j=0

πj(λ)
∫
R

π′j(ν)kn (ν, µ) e−2nV (ν)dν

et comme l’opérateur intégral de noyau kn (ν, µ) e−2nV (ν) est le projecteur orthogonal sur le sous-espace
vectoriel engendré par (π�)�∈{0,...,n−1}, auquel appartient π′j pour j ∈ {0, . . . , n− 1}, il vient∫

R

∂kn
∂ν

(λ, ν) kn (ν, µ) e−2nV (ν)dν =
n−1∑
j=0

πj(λ)π′j(µ) =
∂kn
∂µ

(λ, µ) ,

d’où le résultat.

Preuve du lemme 3.4. — D’après le lemme 3.1, on a

∂Kn

∂λ
(λ, µ) =

n−1∑
j=0

ψ′j(λ)ψj(µ) =
n−1∑
j=0

 j+d∑
k=j−d,k≥0

cjkψk(λ)

ψj(µ)

= −
n−1∑
k=0

 k+d∑
j=k−d,j≥0

ckjψj(µ)

ψk(λ) +
n+d−1∑
k=n

n−1∑
j=k−d

cjkψk(λ)ψj(µ)

+
n+d−1∑
j=n

n−1∑
k=j−d

ckjψk(λ)ψj(µ)

= −∂Kn

∂µ
(λ, µ) + αn (λ, µ) .
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Preuve du lemme 3.5. — On a

nV ′ (λ)ψj(λ) =
j+d∑

k=j−d,k≥0

n
(
V ′ (J)

)
jk
ψk(λ),

d’où

nV ′ (λ)Kn (λ, µ) =
n−1∑
j=0

nV ′ (λ)ψj(λ)ψj(µ)

=
n−1∑
j=0

 j+d∑
k=j−d,k≥0

n
(
V ′ (J)

)
jk
ψk(λ)

ψj(µ)

= nV ′ (µ)Kn (λ, µ) +
n+d−1∑
k=n

n−1∑
j=k−d

n
(
V ′ (J)

)
jk
ψk(λ)ψj(µ)

−
n+d−1∑
j=n

n−1∑
k=j−d

n
(
V ′ (J)

)
jk
ψk(λ)ψj(µ)

= nV ′ (µ)Kn (λ, µ) +
n+d−1∑
k=n

n−1∑
j=k−d

ckjψk(λ)ψj(µ)

+
n+d−1∑
j=n

n−1∑
k=j−d

ckjψk(λ)ψj(µ)

= nV ′ (µ)Kn (λ, µ) + βn (λ, µ) .

3.4 Énoncés des théorèmes 3.1, 3.2 et 3.3

Théorème 3.1 (le cas β = 1, n pair). — Posons, avec (3.2),

sjk =
n−1∑
�=k−d

aj�c�k. (3.5)

La matrice
D = (sjk)n−d≤j,k≤n−1 (3.6)

est alors inversible. Soit
D−1 = (tjk)n−d≤j,k≤n−1 (3.7)

son inverse. Notons

gjk = −cjk +
n−1∑

�=n−d

cj� −
n−d−1∑
m=j−d

cjmsm�

 t�k. (3.8)

La matrice
G = (gjk)n−d≤j,k≤n−1 (3.9)

est alors antisymétrique de taille d× d. Les élements du noyau matriciel

σn1 (λ, µ) =
(

Sn (λ, µ) Dn (λ, µ)
Jn (λ, µ) STn (λ, µ)

)
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s’expriment alors comme suit

Dn (λ, µ) = −∂Kn

∂µ
(λ, µ) + Hn (λ, µ)−Gn (λ, µ) ,

avec

Gn (λ, µ) =
n−1∑

j,k=n−d
gjkψj(λ)ψk(µ), (3.10)

Hn (λ, µ) =
n+d−1∑
k=n

n−1∑
j=k−d

cjkψj(λ)ψk(µ). (3.11)

On rappelle que Kn (λ, µ) est le noyau reproduisant (3.1) et que

Sn (λ, µ) = −(εµ " Dn) (λ, µ) ,
Jn (λ, µ) = (ελ " Sn) (λ, µ) + ε (λ− µ) ,
STn (λ, µ) = Sn (µ, λ) .

Théorème 3.2 (le cas β = 1, n impair). — Posons, avec (3.2) et (3.3),

sjk =
{ ∑n−1

�=k−d aj�c�k + a′jncnk si j ∈ {0, . . . , n− 1} et k ∈ {n− d, . . . , n} ,∑n−1
�=k−d a

′
n�c�k si j = n et k ∈ {n− d, . . . , n} . (3.12)

La matrice
D = (sjk)n−d≤j,k≤n (3.13)

est alors inversible. Soit
D−1 = (tjk)n−d≤j,k≤n (3.14)

son inverse. Notons

gjk = −cjk +
n∑

�=n−d

cj� −
n−d−1∑
m=j−d

cjmsm�

 t�k. (3.15)

La matrice
G = (gjk)n−d≤j,k≤n (3.16)

est alors antisymétrique de taille (d + 1)× (d + 1). Les éléments du noyau matriciel

σn1 (λ, µ) =
(

Sn (λ, µ) Dn (λ, µ)
Jn (λ, µ) STn (λ, µ)

)
s’expriment alors comme suit

Dn (λ, µ) = −∂Kn

∂µ
(λ, µ) + Hn (λ, µ)−Gn (λ, µ) ,

avec

Gn (λ, µ) =
n−1∑

j,k=n−d
gjkψj(λ)ψk(µ), (3.17)

Hn (λ, µ) =
n+d−1∑
k=n

n−1∑
j=k−d

cjkψj(λ)ψk(µ). (3.18)

De plus, on a

αn(λ) =
n−1∑

j=n−d
(cjn + gjn)ψj(λ) avec cjn + gjn = −

n−1∑
�=n−d

cn�t�j . (3.19)
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On rappelle que

Sn (λ, µ) = −(εµ " Dn) (λ, µ) + αn(λ),
Jn (λ, µ) = (ελ " Sn) (λ, µ)− (ε " αn)(µ)− ε (λ− µ) .

Théorème 3.3 (le cas β = 4). — Posons, avec (3.4),

sjk =
2n−1∑
�=j−d

aj�c�k. (3.20)

La matrice
D = (sjk)2n−d≤j,k≤2n−1 (3.21)

est alors inversible. Soit
D−1 = (tjk)2n−d≤j,k≤2n−1 (3.22)

son inverse. Notons

gjk = ajk −
2n−1∑
�=k−d

2n−1∑
p=2n−d

sjptp�a�k. (3.23)

La matrice
G = (gjk)2n≤j,k≤2n+d−1 (3.24)

est alors antisymétrique de taille d× d. Les élements du noyau matriciel

σn4 (λ, µ) =
1
2

(
Sn (λ, µ) Dn (λ, µ)
In (λ, µ) STn (λ, µ)

)
s’expriment alors comme suit

Dn (λ, µ) = −∂K2n+d

∂µ
(λ, µ) + Hn (λ, µ)−Gn (λ, µ) ,

avec

Gn (λ, µ) =
2n+d−1∑
j,k=2n

gjkψj(λ)ψk(µ), (3.25)

Hn (λ, µ) = −
2n+2d−1∑
k=2n+d

2n+d−1∑
j=k−d

ajkψj(λ)ψk(µ). (3.26)

On rappelle que

Sn (λ, µ) = −(εµ " Dn) (λ, µ) ,
Jn (λ, µ) = (ελ " Sn) (λ, µ) .

3.5 Commentaires

Dans cette section, nous allons d’abord montrer que les formules données par les théorèmes 3.1,
3.2 et 3.3 permettent de retrouver les formules connues dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes,
telles qu’elles sont données aux chapitres 6 et 7 de [11]. Ensuite, nous discuterons des perspectives
d’applications de ces formules pour l’étude des régimes asymptotiques des matrices aléatoires (1.1).
En particulier, le comportement des coefficients gjk (3.8), (3.15) et (3.23), lorsque n → +∞, est
déterminant. Cette discussion motivera la quatrième partie de ce travail dans laquelle nous étudierons
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précisément le comportement asymptotique de certaines grandeurs spectrales des matrices aléatoires
(1.1) dans le cas où V est un polynôme pair de degré quatre grâce aux résultats de [2].

Premièrement : le cas β = 1, n pair.

Afin de suivre les conventions du chapitre 6 de [11], nous supposerons que le poids exp(−nV (λ))
vaut ici exp(−1

2λ
2) (il n’y a pas de n devant V , mais comme ici V est homogène, puisque c’est

un monôme, un simple changement de variables permet de passer d’une convention à l’autre). Les
polynômes orthogonaux sont les polynômes d’Hermite qui sont orthogonaux par rapport au poids
exp(−λ2) (voir [13]). Dans ce cas, on peut calculer les coefficients apq et cpq à partir de la relation
suivante

ψ′p =
√

p

2
ψp−1 −

√
p + 1

2
ψp+1. (3.27)

Ainsi

cp,p+1 = −cp+1,p = −
√

p + 1
2

,

les autres coefficients étant nuls. De plus, en multipliant par ε " ψq la relation (3.27) et en intégrant,
il vient

−δpq =
√

p

2
aq,p−1 −

√
p + 1

2
aq,p+1,

ce qui donne la relation

apq =
√

p− 1
p

ap−2,q −
√

2
p
δp−1,q pour p > 0, q ≥ 0. (3.28)

Remarquons que si p, q sont de même parité, alors apq = 0. Nous supposerons donc que p et q sont de
parités distinctes et par antisymétrie que p < q. Ainsi, en itérant la formule (3.28), on a

apq =
√

p− 1
p

ap−2,q =
�−1∏
j=0

√
p− 2j − 1
p− 2j

ap−2�,q.

Si p = 2r et q = 2s + 1 alors

apq =
r−1∏
j=0

√
p− 2j − 1
p− 2j

a0,q =

 r∏
j=1

2j − 1
2j

1/2

a0,q

et en itérant à nouveau la formule (3.28), il vient

a0,q = −aq,0 = −
s−1∏
j=0

√
p− 2j − 1
p− 2j

a1,0 = −

 s∏
j=1

2j
2j + 1

1/2

a1,0.

De plus, d’après (3.28), on a
a1,0 = −

√
2,

donc

apq =
(
p!
q!

2q−p
)1/2 ((q − 1)/2)!

(p/2)!
.

Si p = 2r + 1 et q = 2s, alors

apq =
r−1∏
j=0

√
p− 2j − 1
p− 2j

a1,q = 0,
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car
a1,q = 0.

Pour ce qui est du calcul de la matrice G (3.9), comme d = 1, celle-ci est nulle et il reste

Sn(λ, µ) = Kn(λ, µ)− cn−1,nψn−1(λ)(ε " ψn)(µ),

avec

cn−1,n = −
√

n

2
,

ce qui donne le résultat connu.

Deuxièmement : le cas β = 1, n impair.

Dans ce cas, la matrice G (3.16) est de taille 2× 2, le calcul donne, d’après (3.12),
sn−1,n−1 = an−1,n−2cn−2,n−1 + a′n−1,ncn,n−1,

sn−1,n = 0,
sn,n−1 = 0,

sn,n = a′n,n−1cn−1,n.

D’où, d’après (3.13),

D =
(

an−1,n−2cn−2,n−1 + a′n−1,ncn,n−1 0
0 a′n,n−1cn−1,n

)
et

D−1 =
(

tn−1,n−1 0
0 tn,n

)
=

( 1
an−1,n−2cn−2,n−1+a′n−1,ncn,n−1

0

0 1
a′n,n−1cn−1,n

)
.

De plus, d’après (3.19), il vient

αn(λ) = (cn−1,n + gn−1,n)ψn−1(λ),

or, avec (3.15), on a
cn−1,n + gn−1,n = −cn,n−1tn−1,n−1

et
tn−1,n−1 =

1
a′n−1,ncn,n−1

, car an−1,n−2 = 0

d’après le calcul des coefficients apq. Donc il reste

αn(λ) = − 1
a′n−1,n

ψn−1(λ) =
1∫

R
ψn−1

ψn−1(λ).

De plus, comme n− 1 est pair, on vérifie que

(ε " ψn−1)(λ) =
∫ λ

0
ψn−1.

Enfin, par antisymétrie de G, on a

Gn(λ, µ) = gn−1,n−1ψn−1(λ)ψn−1(µ) = 0,

on retrouve le résultat connu. Ici encore, on peut calculer les coefficients a′jn. On rappelle que les
polynômes d’Hermite valent (voir [13])

πj(λ) =
1√√
π2jj!

[j/2]∑
�=0

(−1)�j!
5!(j − 25)!

(2λ)j−2�,
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où [x] désigne la partie entière du réel x. De plus∫
R

λ2pe−λ
2/2dλ =

√
2π

(2p)!
2pp!

,

ainsi, en supposant j = 2p pair, on a

a′nj =
∫
R

ψj(λ)dλ =
1√√

π22p(2p)!

p∑
�=0

(−1)�(2p)!
5!(2p− 25)!

22p−2�(2p− 25)!
(p− 5)!2p−�

=
√

2π√√
π

√
(2p)!

p∑
�=0

(−1)�22p−2�

22p−�5!(p− 5)!
=
√

2π1/4

√
(2p)!
p!

p∑
�=0

(
p

5

) (
−1

2

)�

=
√

2π1/4
√

(2p)!
2pp!

.

Pour terminer le cas β = 1, rajoutons que pour n→ +∞, on déduit des résultats précédents que

a′n,n+p ∼
23/4

n1/4
et an+p,n+q ∼

√
2
n
,

pour n + p pair et n + q impair et p < q, sinon les coefficients valent zéro.

Troisièmement : le cas β = 4.

Pour ce cas, le poids exp(−nV (λ)) vaut exp(−2λ2), les polynômes orthogonaux sont les polynômes
d’Hermite, orthogonaux par rapport au poids exp(−2λ2). Comme d = 1, la matrice G est nulle et il
reste, en adaptant ce qui est fait pour le cas β = 1,

Sn(λ, µ) = K2n+1(λ, µ) + a2n,2n+1ψ2n(λ)(ε " ψ2n+1)(µ),

avec
a2n,2n+1 =

√
2n + 1,

ce qui donne le résultat connu.

Pour l’étude des régimes asymptotiques global et local, les résultats déjà connus permettent de
conjecturer que seule la partie du noyau matriciel exprimée à l’aide du noyau reproduisant compte.
Ce qui signifie que les termes faisant intervenir Hn(λ, µ), Gn(λ, µ) et αn(λ) sont négligeables devant
ceux faisant intervenir le noyau reproduisant (sauf pour le cas de la statistique locale des valeurs
propres au bord du spectre, où la situation est plus compliquée). Afin de préciser cette assertion, nous
allons discuter de façon plus précise pour chacun des trois cas du comportement asymptotique des
différents coefficients. Pour cela, on extrapole le comportement des coefficients apparaissant dans le
cas des matrices aléatoires gaussiennes que nous avons calculer ci-dessus, bien sûr, nous abandonnons
la convention de [11] et reprenons celle que nous utilisons. Afin de fixer les idées, nous discuterons du
comportement des termes au niveau de l’élément Sn(λ, µ) du noyau matriciel.

Premièrement : le cas β = 1, n pair.

Dans ce cas, on sait (et ce pour des classes de polynômes orthogonaux plus générales que celles
considérées ici, voir par exemple [12]) que (3.2) cn+p,n+q = O(n), lorsque n → +∞, pour p, q fixés
dans Z. On conjecture que (3.2) an+p,n+q = O(1/n) et on en déduit que les coefficients (3.5) sjk de
la matrice (3.6) D sont O(1), ainsi (et ce n’est pas évident car on divise par detD) les coefficients
tjk de (3.7) D−1 sont aussi O(1). Sous ces hypothèses, les expressions données par le théorème 3.1
permettent de conclure que les coefficients (3.8) gjk sont O(n). De plus, en supposant que les fonctions
orthonormales vérifient ‖ψn+p‖L∞(R) = O(n1/6) et ‖ε " ψn+p‖L∞(R) = O(1/

√
n), on en déduit que les
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termes (3.11) ε "Hn(λ, µ) et (3.10) ε "Gn(λ, µ) sont O(n2/3) uniformément en λ, µ, alors que le noyau
reproduisant Kn(λ, µ) se comporte comme quelquechose d’ordre n, donc prédominant par rapport à
O(n2/3).

Deuxièmement : le cas β = 1, n impair.

Dans ce cas, on conjecture de plus que (3.3) a′n+p,n = O(1/
√
n), ainsi, on en déduit que les

coefficients (3.12) sjk de la matrice (3.13) D sont O(
√
n). Le comportement des coefficents tjk de (3.14)

D−1 est plus compliqué. Commençons par étudier le comportement a priori de detD. Définissons les
vecteurs lignes

Lj = (σjk)n−d≤k≤n si j ∈ {n− d, . . . , n},
avec, d’après les hypothèses

σjk =
n−1∑
�=k−d

aj�c�k = O(1) si j ∈ {n− d, . . . , n− 1} et σnk =
n−1∑
�=k−d

a′n�c�k = O(
√
n).

Et posons
C = (cnk)n−d≤k≤n .

Alors, la matrice D s’écrit en lignes

D =
(
Lj + a′jnC

)
n−d≤j≤n .

Un développement par multilinéarité de detD donne

detD = det (Lj)n−d≤j≤n +
n−1∑

j=n−d
a′jn det



...
Lj−1

C
Lj+1

...

 = O(n),

car Lj = O(1) si j ∈ {n − d, . . . , n − 1}, Ln = O(
√
n) et C = O(n). On suppose donc que detD ∼

cn, avec c > 0. Sous cette hypothèse supplémentaire, les expressions données par le théorème 3.2
permettent de conclure que les coefficients (3.15) gjk sont O(n), si j, k < n et que gjn = −gnj =
−cjn + O(

√
n). En effet, on a

tjk =
(−1)j+k

detD
dkj avec dkj = det (spq)n−d≤p,q≤n, p=k, q =j .

Définissons les vecteurs lignes

L(j)
p = (σpq)n−d≤q≤n, q =j si j, p ∈ {n− d, . . . , n}

et
C(j) = (cnq)n−d≤q≤n, q =j si j ∈ {n− d, . . . , n}.

Alors, pour k ∈ {n− d, . . . , n− 1}, un développement par multilinéarité donne

dkj = det
(
L(j)
p

)
n−d≤p≤n, p=k

+
n−1∑

p=n−d, p=k
a′pn det

(
(1− δsp)L(j)

s + δspC
(j)

)
n−d≤s≤n, s =k

= O(n) (3.29)

et

dnj = det
(
L(j)
p

)
n−d≤p≤n−1

+
n−1∑

p=n−d
a′pn det

(
(1− δsp)L(j)

s + δspC
(j)

)
n−d≤s≤n−1

= O(
√
n).
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D’où tjk = O(1) si j ∈ {n − d, . . . , n}, k ∈ {n − d, . . . , n − 1} et tjn = O(1/
√
n). Ainsi, il suffit de

prouver que
n−1∑

�=n−d
sm�t�k =

{
O(1) si k ∈ {n− d, . . . , n− 1},
O(1/

√
n) si k = n,

avec m ∈ {n− 2d, . . . , n− d− 1}. Or sm� = a′mncn� + O(1), car m < n. Donc, il suffit de prouver que

n−1∑
�=n−d

cn�t�k =
{

O(
√
n) si k ∈ {n− d, . . . , n− 1},

O(1) si k = n.

En fait, on voit que
∑n−1

�=n−d cn�t�n = −(gnn + cnn) = 0. Pour k < n, on a, d’après (3.29)

t�k =
(−1)�+k

detD

O(
√
n) +

n−1∑
p=n−d, p=k

a′pn det
(
(1− δsp)L(�)

s + δspC
(�)

)
n−d≤s≤n, s =k

 ,

il suffit donc de prouver que

n−1∑
�=n−d

cn�(−1)�+k det
(
(1− δsp)L(�)

s + δspC
(�)

)
n−d≤s≤n, s =k

= 0,

or, c’est le développement par rapport à la ligne d’indice k �= p de

det ((1− δsp)(1− δsk)Ls + (δsp + δsk)C)n−d≤s≤n

qui vaut zéro car la ligne C est doublée. D’où le résultat sur le comportement des coefficients gjk.
Ainsi, (3.19) αn(λ) est O(n2/3) uniformément en λ et on conclut comme pour le cas n pair.

Troisièmement : le cas β = 4.

Ce cas se discute en utilisant le théorème 3.3, comme le premier cas en échangeant le rôle des
coefficients ajk et cjk donnés en (3.4).

Il apparait dans la discussion ci-dessus, que l’estimation des éléments de D−1 pose le problème
de la division par detD qui pourrait être d’ordre inférieur par rapport à l’ordre que lui donne à priori
les estimations des éléments de D, ce qui rendrait caduque la discussion précédente. Dans la quatrième
partie, où nous étudions le cas particulier d’un polynôme V pair de degré quatre, nous traitons ce
problème en calculant explicitement les équivalents des différents coefficients en utilisant les résultats
de [2], ce qui permet de montrer que detD et donc les coefficients de D−1 sont effectivement de l’ordre
proposé dans la discussion ci-dessus. Les calculs sont longs en dépit de la parité et du faible degré
de V et il est clair que cette méthode est impraticable pour des polynômes V plus généraux, malgré
l’existence de formules asymptotiques pour les polynômes orthogonaux correspondants (voir [5]). Ces
formules générales de [5] et la méthode qui permet de les établir, permet peut-être d’envisager d’obtenir
seulement des estimations du type an+p,n+q = O(1/n) et a′n+p,n = O(1/

√
n) pour par exemple le

cas β = 1, et non des équivalents. Pour terminer cette section, nous proposons une piste éventuelle
(absolument rien n’est garanti), pour résoudre le problème de la division par detD. En fait, detD peut
s’exprimer en fonction des constantes de normalisation de (1.2). Les expressions, dans les différents
cas, sont données ci-après. Posons

Qr,β(w) =
∫
· · ·

∫
Rr

∏
1≤j<k≤r

|λj − λk|β
r∏

j=1

w(λj)dλj ,

où w est une fonction numérique positive d’une variable réelle.
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Premièrement : le cas β = 1, n pair.

Posons n = 2m. On a
detD = detAdetC.

De plus, les constantes de normalisation de (1.2) s’expriment comme suit, avec la notation définie
ci-dessus,

Qm,4(e−2nV ) =
1

γ0 · · · γ2m−1

∫
· · ·

∫
det

(
πk−1(λj)π′k−1(λj)

)
1≤j≤m,1≤k≤2m

m∏
j=1

e−2nV (λj)dλj ,

où γk est le coefficient dominant du k − ième polynôme orthogonal πk(λ) = γkλ
k + · · · par rapport

au poids e−2nV (λ). Ainsi, d’après l’appendice A.18 de [11], il vient

Qm,4(e−2nV ) =
m!2m

γ0 · · · γn−1

√
detC.

Avec les mêmes notations, on a

Qn,1(e−nV ) =
1

γ0 · · · γn−1

∫
· · ·

∫ ∣∣∣det (πk−1(λj) )1≤j,k≤n
∣∣∣ n∏
j=1

e−nV (λj)dλj

et
Qn,1(e−nV ) =

n!2m

γ0 · · · γn−1

√
detA.

Enfin, on a

Qp,2(e−2nV ) =
p!

(γ0 · · · γp−1)2
.

En conclusion, on trouve

detD =

(
Qn

2
,4(e−2nV )Qn,1(e−nV )

2n(n/2)!Qn,2(e−2nV )

)2

.

Deuxièmement : le cas β = 1, n impair.

Posons n = 2m− 1. De même, on a

Qm,4(e−2nV ) =
m!2m

γ0 · · · γn
√

detC

et

Qn,1(e−nV ) =
n!
√

2n−1

γ0 · · · γn−1

√
detA.

Finalement, il vient

detD =
(n + 1)

(
Qn+1

2
,4(e
−2nV )Qn,1(e−nV )

)2

22n(((n + 1)/2)!)2Qn,2(e−2nV )Qn+1,2(e−2nV )
.

Troisièmement : le cas β = 4.

De même, on a

Qn,4(e−nV ) =
n!2n

γ0 · · · γ2n−1

√
detA,
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où γk est le coefficient dominant du k − ième polynôme orthogonal πk(λ) = γkλ
k + · · · par rapport

au poids e−nV (λ). De plus, on a

Q2n,1(e−nV/2) =
(2n)!2n

γ0 · · · γ2n−1

√
detC

et
Q2n,2(e−nV ) =

(2n)!
(γ0 · · · γ2n−1)2

.

En conclusion, on trouve

detD =

(
Qn,4(e−nV )Q2n,1(e−nV/2)

22nn!Q2n,2(e−nV )

)2

.

L’approche variationnelle (voir par exemple [4] et [8]) permet de donner le premier terme du
développement asymptotique d’une constante de normalisation pour β > 0 quelconque et pour des
fonctions V plus générales que des fonctions polynômiales. Cependant, il faut des termes supplémentaires,
car cette technique montre que les constantes de normalisation se comportent comme en

2×const., ce
qui est insuffisant ici.

3.6 Preuves des théorèmes 3.1, 3.2 et 3.3

Preuve du théorème 3.1. —
Premièrement : Le calcul de la matrice AC. On a

(AC)jk =
n−1∑
�=0

aj�c�k, j, k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Par le lemme 3.2, il vient

(AC)jk =
{

δjk si j ∈ {0, . . . , n− 1}, k ∈ {0, . . . , n− d− 1},∑n−1
�=k−d aj�c�k = sjk si j ∈ {0, . . . , n− 1}, k ∈ {n− d, . . . , n− 1}.

Matriciellement, cela se traduit par

AC =
(

In−d E
0 D

)
avec

D = (s�k)n−d≤�,k≤n−1 et E = (s�k)0≤�≤n−d−1,n−d≤k≤n−1 .

Deuxièmement : Le calcul de (AC)−1. On sait que A et C sont inversibles d’après la deuxième partie,
donc D l’est aussi. Un calcul par blocs donne

(AC)−1 =
(

In−d −ED−1

0 D−1

)
= In +

(
0 −ED−1

0 D−1 − Id

)
avec

D−1 − Id = (t�k − δ�k)n−d≤�,k≤n−1
,

dont les coefficients valent

t�k − δ�k =
n−1∑

m=n−d
(δ�m − s�m)tmk, 5, k ∈ {n− d, . . . , n− 1}.

Ainsi
(AC)−1 = In +

(
0 F

)
32



avec

F =

(
n−1∑

m=n−d
(δ�m − s�m)tmk

)
0≤�≤n−1,n−d≤k≤n−1

.

Troisièmement : Le calcul de B = A−1. On utilise l’identité B = C (AC)−1 et le résultat de la deuxième
étape. Il vient

B = C + C
(

0 F
)

et comme B − C est antisymétrique, cela donne

B = C +
(

0 0
0 G

)
avec G = (gjk)

n−d≤j,k≤n−1
antisymétrique et

gjk =
n−1∑
m=0

cjm

(
n−1∑

�=n−d
(δm� − sm�)t�k

)
.

Quatrièmement : Une simplification de l’expression des gjk pour j, k ∈ {n− d, . . . , n− 1}. On a

gjk =
n−1∑

m=j−d
cjm

(
n−1∑

�=n−d
(δm� − sm�)t�k

)

=
n−d−1∑
m=j−d

cjm

(
n−1∑

�=n−d
(δm� − sm�)t�k

)
+

n−1∑
�,m=n−d

cjm(δm� − sm�)t�k

=
n−d−1∑
m=j−d

cjm

(
−

n−1∑
�=n−d

sm�t�k

)
+

n−1∑
m=n−d

cjm(tmk − δmk)

= −cjk +
n−1∑

�=n−d

cj� −
n−d−1∑
m=j−d

cjmsm�

 t�k.

Cinquièmement : Le calcul de Dn (λ, µ). On a

Dn (λ, µ) = −
n−1∑
j,k=0

bjkψj(λ)ψk(µ)

= −
n−1∑
j,k=0

cjkψj(λ)ψk(µ)−
n−1∑

j,k=n−d
gjkψj(λ)ψk(µ).

Or

−
n−1∑
j,k=0

cjkψj(λ)ψk(µ) = −1
2

∫ (
∂Kn

∂ν
(λ, ν)Kn (ν, µ)−Kn (λ, ν)

∂Kn

∂ν
(ν, µ)

)
dν

=
1
2

(
∂kn
∂λ

(λ, µ)− ∂kn
∂µ

(λ, µ)
)

e−n(V (λ)+V (µ)),

d’après le lemme 3.3. Donc

Dn (λ, µ) =
1
2

(
∂kn
∂λ

(λ, µ)− ∂kn
∂µ

(λ, µ)
)

e−n(V (λ)+V (µ)) −Gn (λ, µ) .
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Maintenant, on utilise les lemmes 3.4 et 3.5, pour obtenir une expression sous une forme similaire à
celle connue dans le cas des matrices aléatoires gaussiennes à loi orthogonalement invariante. Il vient

1
2

(
∂kn
∂λ

(λ, µ)− ∂kn
∂µ

(λ, µ)
)

e−n(V (λ)+V (µ))

=
1
2

(
∂Kn

∂λ
(λ, µ)− ∂Kn

∂µ
(λ, µ)

)
+

1
2

(
nV ′ (λ)− nV ′ (µ)

)
Kn (λ, µ)

= −∂Kn

∂µ
(λ, µ) +

1
2
αn (λ, µ) +

1
2
βn (λ, µ)

= −∂Kn

∂µ
(λ, µ) + Hn (λ, µ)

d’après les définitions de αn, βn et Hn. Ce qui donne le résultat.

Preuve du théorème 3.2. —
Premièrement : Le calcul de AC. On a

(AC)jk =
n∑
�=0

a′j�c�k, j, k ∈ {0, . . . , n}.

Donc

(AC)jk =
n−1∑
�=0

aj�c�k + a′jncnk, j ∈ {0, . . . , n− 1}, k ∈ {0, . . . , n}.

Par le lemme 3.2, il vient

(AC)jk =
{

δjk si j ∈ {0, . . . , n− 1}, k ∈ {0, . . . , n− d− 1},
sjk =

∑n−1
�=k−d aj�c�k + a′jncnk si j ∈ {0, . . . , n− 1}, k ∈ {n− d, . . . , n}.

De plus

(AC)nk =
n−1∑
�=0

a′n�c�k, k ∈ {0, . . . , n− 1}, et a′nn = 0,

donc

(AC)nk =
∫
R

n−1∑
�=k−d

ck�ψ� =
{ ∫

R
ψ′k = 0 si k ∈ {0, . . . , n− d− 1},

snk =
∑n−1

�=k−d a
′
n�c�k si k ∈ {n− d, . . . , n}.

Matriciellement, cela se traduit par

AC =
(

In−d E
0 D

)
avec

D = (s�k)n−d≤�,k≤n et E = (s�k)0≤�≤n−d−1,n−d≤k≤n .

Deuxièmement : Le calcul de (AC)−1. Comme AC est inversible, D l’est aussi. Un calcul par blocs
donne

(AC)−1 =
(

In−d −ED−1

0 D−1

)
= In+1 +

(
0 −ED−1

0 D−1 − Id+1

)
,

avec
D−1 − Id+1 = (t�k − δ�k)n−d≤�,k≤n ,

qui, comme précédemment vaut

t�k − δ�k =
n∑

m=n−d
(δ�m − s�m)tmk, 5, k ∈ {n− d, . . . , n}.
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D’où
(AC)−1 = In+1 +

(
0 F

)
avec

F =

(
n∑

m=n−d
(δ�m − s�m)tmk

)
0≤�≤n,n−d≤k≤n

.

Troisièmement : Le calcul de B = A−1. On utilise l’identité B = C (AC)−1 et le résultat de la deuxième
étape. Il vient

B = C + C
(

0 F
)
,

et le même argument que dans la preuve précédente donne

B = C +
(

0 0
0 G

)
avec G = (gjk)

n−d≤j,k≤n
antisymétrique et

gjk =
n∑

m=0

cjm

(
n∑

�=n−d
(δm� − sm�)t�k

)
.

Quatrièmement : Une simplification de l’expression des gjk pour j, k ∈ {n− d, . . . , n}. On a

gjk =
n∑

m=j−d
cjm

(
n∑

�=n−d
(δm� − sm�)t�k

)

=
n−d−1∑
m=j−d

cjm

(
n∑

�=n−d
(δm� − sm�)t�k

)
+

n∑
�,m=n−d

cjm(δm� − sm�)t�k

=
n−d−1∑
m=j−d

cjm

(
−

n∑
�=n−d

sm�t�k

)
+

n∑
m=n−d

cjm(tmk − δmk)

= −cjk +
n∑

�=n−d

cj� −
n−d−1∑
m=j−d

cjmsm�

 t�k.

Cinquièmement : Le calcul de Dn (λ, µ). Il n’y a pas de différence avec le cas précédent, il vient

Dn (λ, µ) =
1
2

(
∂kn
∂λ

(λ, µ)− ∂kn
∂µ

(λ, µ)
)

e−n(V (λ)+V (µ)) −Gn (λ, µ)

= −∂Kn

∂µ
(λ, µ) + Hn (λ, µ)−Gn (λ, µ) .

Sixièmement : Le calcul de αn(λ). On a

αn(λ) =
n−1∑
k=0

bknψk(λ),

avec

bkn = −gnk − cnk = −
n−1∑

�=n−d
cn�t�k.

Preuve du théorème 3.3. —
Premièrement : Le calcul de AC. On a

(AC)jk =
2n−1∑
�=0

aj�c�k, j, k ∈ {0, . . . , 2n− 1}.
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Par le lemme 3.7, il vient

(AC)jk =
{

δjk si j ∈ {0, . . . , 2n− d− 1}, k ∈ {0, . . . , 2n− 1},∑2n−1
�=j−d aj�c�k = sjk si j ∈ {2n− d, . . . , 2n− 1}, k ∈ {0, . . . , 2n− 1}.

Matriciellement, cela se traduit par

AC =
(

I2n−d 0
E D

)
,

avec
D = (s�k)2n−d≤�,k≤2n−1 et E = (s�k)2n−d≤�≤2n−1,0≤k≤2n−d−1 .

Deuxièmement : Le calcul de (AC)−1. Comme AC est inversible, D l’est aussi. Un calcul par blocs
donne

(AC)−1 =
(

I2n−d 0
−D−1E D−1

)
= I2n +

(
0 0

−D−1E D−1 − Id

)
,

avec
D−1 − Id = (t�k − δ�k)2n−d≤�,k≤2n−1

,

qui, comme précédemment, vaut

t�k − δ�k =
2n−1∑

m=2n−d
t�m(δmk − smk), 5, k ∈ {2n− d, . . . , 2n− 1}.

D’où

(AC)−1 = I2n +
(

0
F

)
,

avec

F =

(
2n−1∑

m=2n−d
t�m(δmk − smk)

)
2n−d≤�≤2n−1,0≤k≤2n−1

.

Troisièmement : Le calcul de B = A−1. On utilise l’identité B = C (AC)−1 et le résultat de la deuxième
étape. Il vient

B = C + C

(
0
F

)
,

avec

C

(
0
F

)
=

(
2n−1∑

m=2n−d
cjm

(
2n−1∑

�=2n−d
tm�(δ�k − s�k)

))
0≤j,k≤2n−1

.

Quatrièmement : Le calcul de Dn (λ, µ). Considérons la matrice infinie Ã = (ajk)j,k∈N et définissons
une autre matrice infinie de même type, comme suit

B̃ =
(

B 0
0 0

)
,

qui nous permet de voir B comme une matrice infinie. Remarquons que pour la suite, tous les produits
matriciels écrits ont un sens, car ils ne font intervenir que des sommes finies. On a

In (λ, µ) = t (ψj (λ))j∈N B̃ (ψk (µ))k∈N ,

∂

∂µ
(ψk (µ))k∈N = −Ã (ψk (µ))k∈N .

Or

Dn (λ, µ) = − ∂2In
∂λ∂µ

(λ, µ) ,
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d’où

Dn (λ, µ) = − t (ψj (λ))j∈N
tÃ B̃ Ã (ψk (µ))k∈N

= t (ψj (λ))j∈N Ã B̃ Ã (ψk (µ))k∈N ,

car Ã est antisymétrique. On doit donc calculer Ã B̃ Ã, ce qui est préférable, car cette matrice aura
une forme proche de celle de Ã, puisque Ã et B̃ sont presque inverses l’une de l’autre. Et comme Ã
a une forme multidiagonale avec d diagonales de chaque côté de la diagonale principale, (ce qui n’est
pas le cas de C et donc de B) le calcul de Dn (λ, µ) sera proche de celui effectué dans le cas β = 1 et
fournira directement une forme satisfaisante. On a

Ã B̃ = Ã

(
B 0
0 0

)
=

 AB 0(
H
0

)
0

 =

 I2n 0(
H
0

)
0

 ,

avec

H =

 2n−1∑
k=j−d

ajkbk�


2n≤j≤2n+d−1,0≤�≤2n−1

.

D’où, compte tenu de l’antisymétrie

Ã B̃ Ã =

 I2n 0(
H
0

)
0

 Ã =
(

Â 0
0 0

)
−

 0 0 0
0 G 0
0 0 0

 ,

avec
Â = (ajk)0≤j,k≤2n+d−1 et G = (gjk)2n≤j,k≤2n+d−1 ,

où

gjk = −
2n−1∑
�=j−d

2n−1∑
m=k−d

aj�b�mamk + ajk.

Or

b�m = c�m +
2n−1∑

p,q=2n−d
c�ptpq(δqm − sqm) = c�m +

2n−1∑
p=2n−d

c�p(tpm − δpm) =
2n−1∑

p=2n−d
c�ptpm,

car 5,m ∈ {2n− d, . . . 2n− 1}, d’où

gjk = ajk −
2n−1∑
�=j−d

2n−1∑
m=k−d

2n−1∑
p=2n−d

aj�c�ptpmamk

= ajk −
2n−1∑
m=k−d

2n−1∑
p=2n−d

sjptpmamk.

Les calculs pour conclure sont alors similaires à ceux du cas β = 1.

4 Application au cas du potentiel quartique

4.1 Introduction

Dans toute cette quatrième partie, on considère le cas où V est un polynôme pair de degré quatre.
Pour le cas β = 4, on note

V (λ) =
tλ2

2
+

gλ4

4
, avec g > 0 et t < 0,
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et de plus, en posant ωcr = t2/4g, on suppose que ωcr > 2. Pour le cas β = 1, on note

V (λ) =
tλ2

4
+

gλ4

8
, avec g > 0 et t < 0

et on suppose que ωcr > 1. Cette convention, nous permet de considérer la famille de polynômes
orthogonaux par rapport au poids exp

(
−n

(
tλ2

2 + gλ4

4

))
indépendamment de β. Dans ce cas, des for-

mules asymptotiques pour les fonctions orthonormales correspondantes sont données dans [2]. Ce sont
ces formules que nous allons utiliser pour prouver quelques éléments du comportement asymptotique
des matrices aléatoires étudiées dans ce travail. Définissons d’abord les coefficients Rj par la relation
de récurrence entre polynômes orthogonaux

λπj (λ) =
√

Rj+1πj+1 (λ) +
√
Rjπj−1 (λ) .

Puis, rappelons les résultats de [2] utiles pour nous.

Proposition 4.1 [2]. — Les formules asymptotiques pour les fonctions orthonormales ψj(λ) et les
coefficients Rj sont prouvées pour n, j → +∞ de façon que ω = j/n vérifie les inégalités

η < ω < ωcr − η,

pour un certain η > 0. Notons ω′ = (j + 1
2)/n et définissons le polynôme

U0 (z) = z2

((
gz2 + t

)2

4
− ω′g

)

et considérons ses deux zéros strictement positifs

z1 = z1 (j) =
(−t− 2

√
ω′g

g

)1/2

et z2 = z2 (j) =
(−t + 2

√
ω′g

g

)1/2

.

Pour une certaine constante C > 0, on a

0 < C
√
η < z1 < z2.

Alors, il existe une constante C(η) > 0, telle que∣∣∣∣∣Rj −
−t− (−1)j

√
t2 − 4ωg

2g

∣∣∣∣∣ ≤ C(η)
n

.

De plus, pour tout δ > 0, on a, uniformément en λ dans un voisinage complexe de l’intervalle
(z1 + δ, z2 − δ),

ψj(λ) =
2Cj

√
λ√

sinφ

(
cos

((
j + 1

2

)
2

(
sin 2φ

2
− φ

)
+

π − (−1)j χ
4

)
+ O

(
1
n

))
,

avec
φ = arccosx, χ = arccos y

et

x =
gλ2 + t

2
√
ω′g

, y =
2
√
ω′g − tx

2
√
ω′gx− t

=
−tgλ2 − t2 + 4ω′g

2
√
ω′ggλ2

.

Si λ > z2 + δ ou 0 ≤ λ < z1 − δ, alors

ψj(λ) = (−1)σ
2Cj

√
λ√

sinhφ
exp

(
−

(
j + 1

2

)
2

(
sinh 2φ

2
− φ

)
+

(−1)j χ
4

+ O

(
1

n (1 + |λ|)

))
,
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où

σ =
1− (2ε) (λ− z1)

2

[
j

2

]
,

[
j

2

]
= 5, si j = 25, 25 + 1,

avec
φ = cosh−1 |x| , χ = cosh−1 |y| .

Uniformément en λ appartenant à voisinage complexe de l’intervalle (zk − δ, zk + δ), k = 1, 2, on a

ψj(λ) =
Djλ√∣∣∣ϕ′j (λ)

∣∣∣
(

Ai
(
n2/3ϕj (λ)

)
+ O

(
1
n

))
,

où Ai (z) est la fonction d’Airy, ϕj (λ) est une fonction analytique sur [zk − δ, zk + δ] telle que, pour(
λ− z

(j)
k

)
(−1)k ≥ 0,

ϕj (λ) =

(
3
2

∣∣∣∣∣
∫ λ

z
(j)
k

√
Uj (v)dv

∣∣∣∣∣
)2/3

, k = 1, 2,

où z
(j)
k = zk + O (1/n) est le zéro du polynôme Uj (z) le plus proche de zk, avec

Uj (z) = U0 (z) +
1
n

(
t

2
+ gRj

)
.

Les facteurs constants sont donnés par

Cj =
1

2
√
π

( g

ω

)1/4
(

1 + O

(
1
n

))
et

Dj = (−1)σ0 n1/6√g
(

1 + O

(
1
n

))
, σ0 = (2− k)

[
j

2

]
.

4.2 Lemmes préliminaires

Premièrement : le cas β = 1.
Comme nous allons utiliser les formules asymptotiques pour j proche de n, nous supposons que ωcr > 1,
de plus, on définit le paramètre

u =
2
√
g

−t =
1√
ωcr
∈ ]0, 1[ .

Lemme 4.1. — On a

cj,j−1 =
n

2

√
Rj (t + g (Rj−1 + Rj + Rj+1)) ,

cj,j−3 =
n

2
g
√

Rj−2Rj−1Rj ,

cjk = 0 si k /∈ {j − 1, j − 3, j + 1, j + 3} et cjk = −ckj. De plus, on a, pour p fixé dans Z et n→ +∞,

cn+p,n+p−1 =
n

4
√
−t

(√
1 + u + (−1)n+p

√
1− u

)
+ O (1) ,

cn+p,n+p−3 =
n

4
√
−t

(√
1 + u− (−1)n+p

√
1− u

)
+ O (1) .

Lemme 4.2. — On a, pour n→ +∞,

a′n,n+s =

√
2
n

1
(−t)1/4

(
(−1)[

n+s
2 ]

(1− u)1/4
+

1
(1 + u)1/4

)
+ O

(
1

n5/6

)
,

où s est fixé dans Z, tel que n + s soit pair, sinon a′n+s,n = 0.
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Lemme 4.3. — On a, pour s fixé dans Z et n→ +∞,

‖ψn+s‖L∞(R) = O(n1/6),

plus précisément, posons J = (Z1 − δ, Z1 + δ) ∪ (Z2 − δ, Z2 + δ) où δ est un réel strictement positif
assez petit et où

Zk =

(
−t + (−1)k 2

√
g

g

)1/2

, k = 1, 2,

alors
‖ψn+s‖L∞(J) = O(n1/6) et ‖ψn+s‖L∞(Jc) = O(1),

où Jc désigne le complémentaire de J dans R. De plus,

‖ε " ψn+s‖L∞(R) = O(1/
√
n).

Lemme 4.4. — On a, pour n→ +∞,

an+p,n+q =
1

n
√
−t

1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin(q − p)v/2

sin v/2
− (−1)n+p

√
1− u

1 + u cos v
cos(q − p)v/2

cos v/2

)
dv

+
1

n
√
−t

(−1)n+p

2

(
(−1)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ])

(1− u)1/2
+

1
(1 + u)1/2

)
+

1
n
√
−t

(−1)n+p (−1)[
n+s

2 ]

(1− u2)1/4
+ O

(
1

n4/3

)
,

où
s = p si n + p est pair et s = q si n + q est pair

et avec p, q fixés dans Z, de parité distinctes (sinon an+p,n+q = 0) .

Deuxièmement : le cas β = 4.
Dans ce cas, nous utilisons les formules asymptotiques pour j proche de 2n, nous supposons donc que
ωcr > 2, ainsi

u =
2
√
g

−t =
1√
ωcr
∈

]
0,

1√
2

[
.

Lemme 4.5. — On a

aj,j−1 = −n

2

√
Rj (t + g (Rj−1 + Rj + Rj+1)) ,

aj,j−3 = −n

2
g
√

Rj−2Rj−1Rj ,

ajk = 0 si k /∈ {j − 1, j − 3, j + 1, j + 3} et ajk = −akj. De plus, on a, pour p fixé dans Z et n→ +∞,

a2n+p,2n+p−1 = −n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u + (−1)2n+p

√
1−
√

2u
)

+ O (1) ,

a2n+p,2n+p−3 = −n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u− (−1)2n+p

√
1−
√

2u
)

+ O (1) .

Lemme 4.6. — On a, pour s fixé dans Z et n→ +∞,

‖ψ2n+s‖L∞(R) = O(n1/6)

plus précisément, posons J = (Z1 − δ, Z1 + δ) ∪ (Z2 − δ, Z2 + δ) où δ est un réel strictement positif
assez petit et où

Zk =

(
−t + (−1)k 2

√
2g

g

)1/2

, k = 1, 2,
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alors
‖ψ2n+s‖L∞(J) = O(n1/6) et ‖ψ2n+s‖L∞(Jc) = O(1),

où Jc désigne le complémentaire de J dans R. De plus,

‖ε " ψ2n+s‖L∞(R) = O(1/
√
n).

Lemme 4.7. — On a, pour n→ +∞,

c2n+p,2n+q

=
1

n
√
−2t

1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
sin(p− q)v/2

sin v/2
+ (−1)2n+p

√
1−
√

2u
1 +
√

2u cos v
cos(p− q)v/2

cos v/2

)
dv

− 1
n
√
−2t

(−1)2n+p

2

(
(−1)([

2n+p
2 ]+[ 2n+q

2 ])

(1−
√

2u)1/2
+

1
(1 +

√
2u)1/2

)

− 1
n
√
−2t

(−1)2n+p (−1)[
2n+s

2 ]

(1− 2u2)1/4
+ O

(
1

n4/3

)
,

où
s = p si 2n + p est pair et s = q si 2n + q est pair

et avec p, q fixés dans Z, de parité distinctes (sinon c2n+p,2n+q = 0) .

4.3 Preuves des lemmes préliminaires

Preuve du lemme 4.1. — On a

π′j (λ) = n
(√

Rj (t + g (Rj−1 + Rj + Rj+1))πj−1 (λ) + g
√
Rj−2Rj−1Rjπj−3 (λ)

)
et, d’après le lemme 3.1,

π′j (λ) = 2cj,j−1πj−1 (λ) + 2cj,j−3πj−3 (λ) ,

d’où

cj,j−1 =
n

2

√
Rj (t + g (Rj−1 + Rj + Rj+1)) ,

cj,j−3 =
n

2
g
√

Rj−2Rj−1Rj .

De plus, d’après la proposition 4.1, on a

Rj =
−t− (−1)j

√
t2 − 4ωg

2g
+ O

(
1
n

)
,

d’où

Rn+p =
−t
2g

(
1− (−1)n+p

√
1− u2

)
+ O

(
1
n

)
=

2
−tu2

(
1− (−1)n+p

√
1− u2

)
+ O

(
1
n

)
.
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Ainsi

cn+p,n+p−1 =
n

2

(
t +
−t
2

(
3−

√
1− u2

(
(−1)n+p−1 + (−1)n+p + (−1)n+p+1

)))
×

( √
2√
−tu

)√
1− (−1)n+p

√
1− u2 + O (1)

=
n
√
−t

2
√

2u

(
1 + (−1)n+p

√
1− u2

) √
1− (−1)n+p

√
1− u2 + O (1)

=
n

2

√
−t
2

u√
1− (−1)n+p

√
1− u2

+ O (1)

=
n

2
√
−t u√

1 + u− (−1)n+p√1− u
+ O (1)

=
n

4
√
−t

(√
1 + u + (−1)n+p

√
1− u

)
+ O (1)

et

cn+p,n+p−3 =
n

2

(
u2t2

4

) (
2
−tu2

)3/2 (
1− (−1)n+p−2

√
1− u2

)1/2

×
((

1− (−1)n+p−1
√

1− u2
) (

1− (−1)n+p
√

1− u2
))1/2

+ O (1)

=
n
√
−t

2
√

2u

(
1− (−1)n+p

√
1− u2

) √
1− (−1)n+p−1

√
1− u2 + O (1)

=
n

2

√
−t
2

u√
1 + (−1)n+p

√
1− u2

+ O (1)

=
n

2
√
−t u√

1 + u + (−1)n+p√1− u
+ O (1)

=
n

4
√
−t

(√
1 + u− (−1)n+p

√
1− u

)
+ O (1) .

Preuve du lemme 4.2. — Par définition, on a

a′n,n+s =
∫
R

ψn+s (λ) dλ, (4.1)

en supposant n + s pair, sinon le coefficient vaut zéro par imparité de ψn+s. De plus, à la limite
n→ +∞, on a

ω = ω (n + s) = 1 + O (1/n) et ω′ = ω′ (n + s) = 1 + O (1/n) .

Ainsi, posons

zk (n + s) = Zk + O

(
1
n

)
, avec Zk =

(
−t + (−1)k 2

√
g

g

)1/2

, k = 1, 2.

Alors, pour δ > 0 convenablement fixé, le comportement asymptotique de ψn+s pour n → +∞ sur
(0,+∞) est déterminé dans les trois domaines

(0, Z1 − δ) ∪ (Z2 + δ,+∞), (Z1 − δ, Z1 + δ) ∪ (Z2 − δ, Z2 + δ) et (Z1 + δ, Z2 − δ)

par les résultats de la proposition 4.1. On découpe l’intégrale (4.1) en trois

a′n,n+s = 2(I1 + I2 + I3),
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avec

I1 =
∫

(0,Z1−δ)∪(Z2+δ,+∞)
ψn+s (λ) dλ,

I2 =
∫

(Z1−δ,Z1+δ)∪(Z2−δ,Z2+δ)
ψn+s (λ) dλ,

I3 =
∫

(Z1+δ,Z2−δ)
ψn+s (λ) dλ.

Nous allons étudier les contributions de ces différentes intégrales grâce aux formules asymptotiques de
la proposition 4.1. Pour cela dans un premier temps, nous allons étudier ces formules asymptotiques.
Comme nous utiliserons cette étude pour les preuves des autres lemmes, nous étudions tout de suite
avec la précision qui sera nécéssaire.

(a) Étude de I1.
En fait, nous allons donner un majorant de∫

(0,Z1−δ)∪(Z2+δ,+∞)
|ψn+s (λ)|dλ

qui montrera que I1 est négligeable par rapport aux autres intégrales. Les fonctions λ �→ φ ◦ x(λ) et
λ �→ χ ◦ y(λ) sont décroissantes sur (0, z1) et croissantes sur (z2,+∞), de plus

0 ≤ λ ≤ z1 ⇔ −
√

ωcr
ω′
≤ x ≤ −1⇔ 0 ≤ φ ≤ cosh−1

√
ωcr
ω′

,

z2 ≤ λ < +∞⇔ 1 ≤ x < +∞⇔ 0 ≤ φ < +∞

et

0 ≤ λ ≤ z1 ⇔ −∞ < y ≤ −1⇔ 0 ≤ χ < +∞,

z2 ≤ λ < +∞⇔ 1 ≤ y ≤
√

ωcr
ω′
⇔ 0 ≤ χ ≤ cosh−1

√
ωcr
ω′

,

donc, pour λ ∈ (0, Z1 − δ) ∪ (Z2 + δ,+∞), on a φ, χ ≥ C(δ) > 0. Et, de plus

Γ(φ) =
1
2

(
sinh 2φ

2
− φ

)
,

Γ′(φ) =
1
2

(cosh 2φ− 1) > 0, pour φ > 0.

On a

|ψn+s(λ)| = 2Cn+s

√
λ√

sinhφ
exp

(
−(n + s)Γ(φ) +

(−1)n+s

4
χ + O

(
1

n(1 + |λ|)

))
.

De plus

dλ =

√
ω′

g

sinhφ

λ
dφ

donc

2Cn+s

√
λ√

sinhφ

dλ
dφ

= 2Cn+s

√
ω′

g

√
sinhφ

λ
,

or
λ ∼ const. exp(φ/4) et sinhφ ∼ 1

2
exp(φ/2), lorsque φ→ +∞.
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Ainsi, le terme en facteur de l’exponentielle dans la formule asymptotique de ψn+s est majoré sur
(Z2 + δ,+∞) par une fonction O(exp(φ/8)) (le problème du 1/

√
λ sera traité ci-dessous). De plus, il

est facile de voir que

exp
(
O

(
1

n(1 + |λ|)

))
est aussi borné sur (0, Z1 − δ) ∪ (Z2 + δ,+∞). Le terme

exp
(

(−1)n+s

4
χ

)
est aussi borné sur (Z2 + δ,+∞) (car χ est borné sur cet intervalle) et majoré par une fonction
intégrable sur (0, Z1 − δ). En effet, on a

χ = cosh−1 |y| = log
(
−y +

√
y2 − 1

)
car −y < 1 dans le domaine considéré. Le problème se pose pour λ proche de zéro dans (0, Z1 − δ).
Or, on a

y =
x + u

√
ω′

1 + u
√
ω′x

< −1

avec −1/
(
u
√
ω′

)
< x < −1, donc il vient

χ = − log
(
1 + u

√
ω′x

)
+ O(1).

Ainsi

exp
(

(−1)n+s

4
χ

)
= O

((
1 + u

√
ω′x

)±1/4
)

et λ =
1√
g

(
1 + u

√
ω′x

)1/2
,

d’où avec le 1/
√
λ qui apparait en facteur de l’exponentielle plus haut, on a le résultat. En conclusion,

on obtient ∫ Z1−δ

0
|ψn+s| = O (exp (−(n + s)Γ(φ(Z1 − δ))))

et ∫ +∞

Z2+δ
|ψn+s| ≤ O (exp (−(n + s)Γ(φ(Z2 + δ))/2)) .

(b) Étude de I2.
Par définition

I2 =
∫

(Z1−δ,Z1+δ)∪(Z2−δ,Z2+δ)
ψn+s (λ) dλ.

On étudie les variables. On a

U0(z) =
1
4
g2z2(z2 − z2

1)(z
2 − z2

2) avec zk = zk(j) et j = n + s,

d’où
Uj(z) =

1
4
g2(z2 − (z(j)

0 )2)(z2 − (z(j)
1 )2)(z2 − (z(j)

2 )2),

où z
(j)
0 > 0 est le zéro (qui peut être complexe) pertubé du zéro double de U0(z) en 0, de plus

z
(n+s)
0 = O(n−1/2) et z

(n+s)
k = Zk + O(n−1), en effet, si on voit Uj(z) comme une fonction de z2,

alors, les racines sont simples et l’application du théorème des fonctions implicites donne l’existence
des développements asymptotiques de ces racines. On a, avec (k, k′) = (1, 2) ou (2, 1),

ϕj(λ) =

(
3
2
(−1)k

∫ λ

z
(j)
k

1
2
g

√
(x2 − (z(j)

0 )2)(x2 − (z(j)
k )2)(x2 − (z(j)

k′ )2)dx

)2/3

,

=

(
(−1)k

∫ λ

z
(j)
k

√
(−1)k(x− z

(j)
k )fj(x)dx

)2/3

,
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où
fj(x) =

3
4
g

√
(−1)k(x2 − (z(j)

0 )2)(x + z
(j)
k )(x2 − (z(j)

k′ )2).

Donc

ϕj(λ) = (−1)k(λ− z
(j)
k )

(∫ 1

0

√
yfj(z

(j)
k + (λ− z

(j)
k )y)dy

)2/3

.

Comme fj est analytique sur un voisinage de (Zk− δ, Zk + δ), ϕj est aussi analytique sur un voisinage
de (Zk − δ, Zk + δ). De plus, il est facile de voir que

fn+s(x) = f(x) + O(n−1)

uniformément en x appartenant à un voisinage de (Zk − δ, Zk + δ), où

f(x) =
3
4
gx

√
(−1)k(x + Zk)(x2 − Z2

k′) ≥ c > 0,

sur ce voisinage. Donc
ϕn+s(λ) = Φ(λ) + O(n−1)

uniformément en λ ∈ (Zk − δ, Zk + δ), où

Φ(λ) = (−1)k(λ− Zk)
(∫ 1

0

√
yf(Zk + (λ− Zk)y)dy

)2/3

.

De même, on prouve facilement que

ϕ′n+s(λ) = Φ′(λ) + O(n−1).

Le calcul donne

Φ′(Zk) = (−1)k
(∫ 1

0

√
yf(Zk)dy

)2/3

= (−1)k
(

2
3

3
4
gZk

√
(−1)k2Zk(Z2

k − Z2
k′)

)2/3

= (−1)k
(

1
2
gZk

√
2Zk(Z2

2 − Z2
1 )

)2/3

�= 0.

Donc ϕn+s et Φ sont des difféomorphismes analytiques au voisinage de Zk. Et on a

ϕ−1
n+s(µ) = Φ−1(µ) + O(n−1)

uniformément en µ appartenant à un voisinage de zéro. Ainsi, on a

I2 =
∫ Zk+δ

Zk−δ

Dn+sλ√
|ϕ′n+s(λ)|

(
Ai(n2/3ϕn+s(λ)) + O

(
1
n

))
dλ,

soit encore, la fonction d’Airy étant bornée sur l’axe réel et avec σ0 = (2− k)
[
n+s

2

]
,

I2 = (−1)σ0 n1/6√g
(∫ Zk+δ

Zk−δ

λ√
|ϕ′n+s(λ)|

Ai(n2/3ϕn+s(λ))dλ + O

(
1
n

))
,

= (−1)σ0 n1/6√g

∫ ϕn+s(Zk+δ)

ϕn+s(Zk−δ)

ϕ−1
n+s(z)√

|ϕ′n+s ◦ ϕ−1
n+s(z)|ϕ′n+s ◦ ϕ−1

n+s(z)
Ai(n2/3z)dz + O

(
1
n

)
= (−1)σ0 n1/6√g

(∫ Φ(Zk+δ)

Φ(Zk−δ)

Φ−1(z)√
|Φ′ ◦ Φ−1(z)|Φ′ ◦ Φ−1(z)

Ai(n2/3z)dz + O

(
1
n

))
,
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où Φ(Zk ± δ) �= 0 du signe de ±(−1)k. L’intégrale qui apparait est de la forme∫ a

0
g(z)Ai(sz)dz, avec a �= 0 et s→ +∞,

où g est une fonction analytique sur un voisinage de l’intervalle (−|a|, |a|), avec g(0) �= 0. Or, d’après
les propriétés de la fonction d’Airy fournit dans [1] et les résultats d’analyse asymptotique de [3], on a∫ a

0
g(z)Ai(sz)dz =

1
3
g(0)
s

+ O

(
1
s2

)
, si a > 0,∫ a

0
g(z)Ai(sz)dz = −2

3
g(0)
s

+ O

(
1

s7/4

)
, si a < 0.

Ici

g(0) =
(−1)σ0 √gZk√
|Φ′(Zk)|Φ′(Zk)

=
2 (−1)σ0+k

√
g
√

2Zk(Z2
2 − Z2

1 )
,

or

Zk =

(
−t + (−1)k 2

√
g

g

)1/2

=

−t
(
1 + (−1)k u

)
g

1/2

=
2
√

1 + (−1)k u

u
√
−t ,

d’où

g(0) =
2 (−1)σ0+k

√
g
√

2Zk(Z2
2 − Z2

1 )
=

(−1)σ0+k

√
2(−t)1/4(1 + (−1)k u)1/4

.

Donc ∫ Z1+δ

Z1

ψn+s (λ) dλ =
2
3

1√
n

(−1)[
n+s

2 ]
√

2(−t)1/4(1− u)1/4
+ O

(
1

n5/6

)
,∫ Z2+δ

Z2

ψn+s (λ) dλ =
1
3

1√
n

1√
2(−t)1/4(1 + u)1/4

+ O

(
1

n5/6

)
,

∫ Z1

Z1−δ
ψn+s (λ) dλ =

1
3

1√
n

(−1)[
n+s

2 ]
√

2(−t)1/4(1− u)1/4
+ O

(
1

n5/6

)
,∫ Z2

Z2−δ
ψn+s (λ) dλ =

2
3

1√
n

1√
2(−t)1/4(1 + u)1/4

+ O

(
1

n5/6

)
.

Ainsi

I2 =
1√
n

(
(−1)[

n+s
2 ]

√
2(−t)1/4(1− u)1/4

+
1√

2(−t)1/4(1 + u)1/4

)
+ O

(
1

n5/6

)
.

(c) Étude de I3.
On étudie les variables pour z ∈ (z1, z2). On a

xn+s(z) =
gz2 + t

2
√
ω′g

, avec ω′ = 1 + O(1/n),

d’où, uniformément en z appartenant à un voisinage de (Z1 + δ, Z2 − δ),

xn+s(z) = X(z) + O(1/n), avec X(z) =
gz2 + t

2
√
g

et
dxn+s(z)

dz
=

gz√
ω′g

> 0.
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Notons que

z = z1 ⇐⇒ x = −1⇐⇒ φ = π ⇐⇒ Γ = −π/2,
z = z2 ⇐⇒ x = 1⇐⇒ φ = 0⇐⇒ Γ = 0.

On a
φ(x) = arccosx et

dφ(x)
dx

= − 1√
1− x2

< 0 pour x ∈ (−1, 1)

et

Γ (φ) =
1
2

(
sin 2φ

2
− φ

)
et

dΓ (φ)
dφ

=
1
2

(cos 2φ− 1) = − sin2 φ < 0 pour φ ∈ (0, π).

Les fonctions xn+s, φ et Γ sont régulières et inversibles sur les intervalles ouverts considérés, de plus

dz =
1

sin Γ−1(ζ)

√
ω′

√
g(x−1

n+s ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ)
dζ avec ζ = (Γ ◦ φ ◦ xn+s)(z).

On a

yn+s(z) =
2
√
ω′g − txn+s(z)

2
√
ω′gxn+s(z)− t

,

dyn+s

dxn+s
=

t2 − 4ω′g(
2
√
ω′gxn+s − t

)2 =
ωcr − ω′(√

ω′xn+s −
√
ωcr

)2 > 0

et uniformément en z appartenant à un voisinage de (Z1 + δ, Z2 − δ),

yn+s(z) = Y (z) + O(1/n), avec Y (z) =
2
√
g − tX(z)

2
√
gX(z)− t

.

De plus

χ (y) = arccos y avec
dχ(y)

dy
= − 1√

1− y2
< 0 pour y ∈ (−1, 1)

et

z = z1 ⇐⇒ x = −1⇐⇒ y = −1⇐⇒ χ = π,

z = z2 ⇐⇒ x = 1⇐⇒ y = 1⇐⇒ χ = 0.

Ainsi, avec

Cn+s =
1

2
√
π
g1/4

(
1 + O

(
1
n

))
,
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on a

ψn+s (z) dz

=
2Cn+s

√
z√

sinφ ◦ xn+s (z)

×
(

cos
((

n + s +
1
2

)
(Γ ◦ φ ◦ xn+s) (z) +

π − (−1)n+s(χ ◦ yn+s ◦ xn+s) (z)
4

)
+ O

(
1
n

))
dz

=
2Cn+s

√
(x−1

n+s ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ)√
sin Γ−1(ζ)

×
(

cos
((

n + s +
1
2

)
ζ +

π − (−1)n+s(χ ◦ yn+s ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)
4

)
+ O

(
1
n

))
× 1

sin Γ−1(ζ)

√
ω′

√
g(x−1

n+s ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ)
dζ

=

(
1

g1/4
√
π
√

(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ) sin3 Γ−1(ζ)
+ O

(
1
n

))

×
(

cos
((

n + s +
1
2

)
ζ +

π − (−1)n+s(χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)
4

)
+ O

(
1
n

))
dζ.

D’où, l’on déduit par intégration par parties, que

I3 =
∫

(Z1+δ,Z2−δ)
ψn+s (λ) dλ = O

(
1
n

)
.

(d) En conclusion, on voit que seule l’intégrale I2 contribue à la partie principale de a′n,n+s et
donne le résultat.

Preuve du lemme 4.3. — Les preuves découlent de l’analyse des formules asymptotiques fait dans
la preuve du lemme 4.2.

Preuve du lemme 4.4. — Par définition, on a

ajk =
1
2

(∫
R

dλ
(∫ λ

−∞
ψj (µ) dµ−

∫ +∞

λ
ψj (µ) dµ

)
ψk (λ)

)
.

Comme ajk = 0, si j et k ont même parité et que ajk est antisymétrique, on peut supposer que j est
pair et k est impair. Alors, comme la parité d’une fonction orthonormale est identique à celle de son
indice, on a

1
2

(∫ λ

−∞
ψj (µ) dµ−

∫ +∞

λ
ψj (µ) dµ

)
=

1
2

(∫ λ

−∞
ψj (µ) dµ +

∫ −∞
−λ

ψj (µ) dµ
)

=
1
2

∫ λ

−λ
ψj (µ) dµ

=
∫ λ

0
ψj (µ) dµ,

puis, λ �→
∫ λ
0 ψj (µ) dµ et λ �→ ψk (λ) sont impaires, d’où

ajk = 2
∫ +∞

0
dλ

∫ λ

0
dµψj (µ)ψk (λ) . (4.2)
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Nous cherchons l’équivalent de an+p,n+q avec p, q deux entiers indépendants de n, et on suppose n+ p
pair et n + q impair. Compte tenu de la façon dont les formules asymptotiques sont données, on fixe
δ > 0 et nous emploierons la méthode suivante, qui consiste à découper en trois le support de (4.2),
de telle sorte que le découpage permette de définir des domaines où nous porrons utiliser les formules
asymptotiques.

(a) On calcule l’équivalent de

I1 =
∫ Z2−δ

Z1+δ
dλ

∫ λ

Z1+δ
dµψn+p (µ)ψn+q (λ)

et on montre que l’expression de la partie principale (donc sans le reste oδ (1/n)) admet une limite
finie lorsque δ → 0.

(b) On suit la même procédure qu’en (a) pour

I2 =
(∫ Z1+δ

Z1−δ
dλ

∫ λ

Z1−δ
dµ +

∫ Z2+δ

Z2−δ
dλ

∫ λ

Z2−δ
dµ

+
∫ Z2+δ

Z1+δ
dλ

∫ Z1+δ

Z1−δ
dµ +

∫ Z2+δ

Z2−δ
dλ

∫ Z2−δ

Z1+δ
dµ

)
ψn+p (µ)ψn+q (λ) .

(c) On montre que l’intégrale I3 correspondant à l’intégrale sur la partie restante du support
(non prise en compte dans les intégrales I1 et I2) de (4.2) est négligeable devant les deux autres
intégrales I1 et I2.

(d) On peut alors conclure. En effet, les résultats de (a), (b) et (c) montrent que an+p,n+q admet
un équivalent, or, celui-ci ne dépend pas de δ, on peut donc prendre la limite δ → 0 dans la somme
des parties principales calculées en (a) et (b) pour obtenir une expression finale plus simple.

(a) Étude de I1.
On a

I1 =
∫ Γ◦φ◦xn+q(Z2−δ)

Γ◦φ◦xn+q(Z1+δ)
dζ

∫ Γ◦φ◦xn+p◦x−1
n+q◦φ−1◦Γ−1(ζ)

Γ◦φ◦xn+p(Z1+δ)
dξ

× 2Cn+q

√
ω′(n + q)

√
g
√

(x−1
n+q ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ) sin3 Γ−1(ζ)

×
(

cos
((

n + q +
1
2

)
ζ +

π + (χ ◦ yn+q ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)
4

)
+ O

(
1
n

))
× 2Cn+p

√
ω′(n + p)

√
g
√

(x−1
n+p ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ξ) sin3 Γ−1(ξ)

×
(

cos
((

n + p +
1
2

)
ξ +

π − (χ ◦ yn+p ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ξ)
4

)
+ O

(
1
n

))
,

ce qui donne

I1 =
1

π
√
g

∫ Γ◦φ◦xn+q(Z2−δ)

Γ◦φ◦xn+q(Z1+δ)
dζ

∫ Γ◦φ◦xn+p◦x−1
n+q◦φ−1◦Γ−1(ζ)

Γ◦φ◦xn+p(Z1+δ)
dξ

×
(

1√
(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ) sin3 Γ−1(ζ)

cos
((

n + q +
1
2

)
ζ +

π + (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)
4

)
+ O

(
1
n

))

×
(

1√
(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ξ) sin3 Γ−1(ξ)

cos
((

n + p +
1
2

)
ξ +

π − (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ξ)
4

)
+ O

(
1
n

))
.
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De plus,

Γ ◦ φ ◦ xn+s (Z1 + δ) = Γ ◦ φ ◦X (Z1 + δ) + O(1/n),
Γ ◦ φ ◦ xn+s (Z2 − δ) = Γ ◦ φ ◦X (Z2 − δ) + O(1/n)

et

Zp = xn+p ◦ x−1
n+q(Zq) =

√
ω′(n + q)
ω′(n + p)

Zq =
(

1 +
q − p

2n
+ O

(
1
n2

))
Zq,

d’où

φp = arccosZp = arccos
((

1 +
q − p

2n
+ O

(
1
n2

))
cosφq

)
= φq −

q − p

2n
cosφq
sinφq

+ O

(
1
n2

)
uniformément en φq, car φq prend ses valeurs dans un compact (dépendant de δ) inclus dans (0, π).
D’où

ξ = Γ(φp) = Γ
(
φq −

q − p

2n
cosφq
sinφq

+ O

(
1
n2

))
= Γ

(
Γ−1(ζ)− q − p

2n
cos Γ−1(ζ)
sin Γ−1(ζ)

+ O

(
1
n2

))
= ζ − q − p

2n
cos Γ−1(ζ)
sin Γ−1(ζ)

Γ′ ◦ Γ−1(ζ) + O

(
1
n2

)
= ζ +

q − p

2n
cos Γ−1(ζ) sin Γ−1(ζ) + O

(
1
n2

)
= ζ +

1
n

q − p

4
sin 2Γ−1(ζ) + O

(
1
n2

)
.

Donc

I1 =
1

π
√
g

∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+ 1
n
q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)+O(n−2)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξ

×
(

1√
(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ) sin3 Γ−1(ζ)

cos
((

n + q +
1
2

)
ζ +

π + (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)
4

)
+ O

(
1
n

))

×
(

1√
(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ξ) sin3 Γ−1(ξ)

cos
((

n + p +
1
2

)
ξ +

π − (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ξ)
4

)
+ O

(
1
n

))
.

L’intégrale est de la forme

I1 =
1

4π
√
g

∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+ 1
n
q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)+O(n−2)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξ

×
(
a0 (ζ) einζ + a1 (ζ) e−inζ + O

(
1
n

)) (
b0 (ξ) einξ + b1 (ξ) e−inξ + O

(
1
n

))
,

avec

a0 (ζ) =
1√

(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ) sin3 Γ−1(ζ)
exp

(
i

((
q +

1
2

)
ζ +

π + (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)
4

))
,

a1 (ζ) =
1√

(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ) sin3 Γ−1(ζ)
exp

(
−i

((
q +

1
2

)
ζ +

π + (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)
4

))
,

b0 (ξ) =
1√

(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ξ) sin3 Γ−1(ξ)
exp

(
i

((
p +

1
2

)
ξ +

π − (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ξ)
4

))
,

b1 (ξ) =
1√

(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ξ) sin3 Γ−1(ξ)
exp

(
−i

((
p +

1
2

)
ξ +

π − (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ξ)
4

))
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et ces quatre fonctions et leurs dérivées sont bornées dans le domaine considéré. On commence par
éliminer les termes en O (1/n). On a∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξO

(
1
n

)
O

(
1
n

)
= O

(
1
n2

)
,

car les intervalles sont bornés. Et, en intégrant par parties, on a∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)

(
ak (ζ)

∫ ζ+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
O

(
1
n

)
dξ

)
e(−1)kinζdζ = O

(
1
n2

)
.

Pour l’autre cas, en intégrant par parties l’intégrale par rapport à ξ, on a∣∣∣∣∣
∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζO

(
1
n

) ∫ ζ+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
bk (ξ) e(−1)kinξdξ

∣∣∣∣∣
≤ O

(
1
n

) ∣∣∣∣∣
∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∣∣∣∣∣
∫ ζ+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
bk (ξ) e(−1)kinξdξ

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = O

(
1
n2

)
.

D’où

I1 =
1

4π
√
g

∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+ 1
n
q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)+O(n−2)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξ

×
(
a0 (ζ) einζ + a1 (ζ) e−inζ

) (
b0 (ξ) einξ + b1 (ξ) e−inξ

)
+ O

(
1
n2

)
.

Toujours en intégrant par parties, on a∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξa0 (ζ) einζb0 (ξ) einξ

= O

(
1
n2

)
,∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+ 1
n
q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)+O(n−2)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξa0 (ζ) einζb1 (ξ) e−inξ

=
∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)

a0 (ζ) b1 (ζ)
−in e−i

q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)dζ + O

(
1
n2

)
,∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+ 1
n
q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)+O(n−2)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξa1 (ζ) e−inζb0 (ξ) einξ

=
∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)

a1 (ζ) b0 (ζ)
in

ei
q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)dζ + O

(
1
n2

)
,∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dζ

∫ ζ+O(n−1)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)+O(n−1)
dξa1 (ζ) e−inζb1 (ξ) e−inξ

= O

(
1
n2

)
.

Ainsi

I1 =
1

4πin
√
g

∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)

(
a1 (ζ) b0 (ζ) ei

q−p
4

sin 2Γ−1(ζ) − a0 (ζ) b1 (ζ) e−i
q−p
4

sin 2Γ−1(ζ)
)

dζ + O

(
1
n2

)
=

1
2πn
√
g

∫ Γ◦φ◦X(Z2−δ)

Γ◦φ◦X(Z1+δ)

1
(X−1 ◦ φ−1 ◦ Γ−1)(ζ) sin3 Γ−1(ζ)

× sin
(

(p− q) ζ +
q − p

4
sin 2Γ−1(ζ)− (χ ◦ Y ◦ φ−1 ◦ Γ−1) (ζ)

2

)
dζ + O

(
1
n2

)
.
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Repassons dans la variable v = Γ−1(ζ), dζ = − sin2 vdv, il vient

I1 =
−1

2πn
√
g

∫ φ◦X(Z2−δ)

φ◦X(Z1+δ)

1
(X−1 ◦ φ−1)(v) sin v

× sin
(

(p− q)
2

(
sin 2v

2
− v

)
+

q − p

4
sin 2v − (χ ◦ Y ◦ φ−1) (v)

2

)
dv + O

(
1
n2

)
=

−1
2πn
√
g

∫ φ◦X(Z2−δ)

φ◦X(Z1+δ)

1
(X−1 ◦ φ−1)(v) sin v

sin
(
q − p

2
v − (χ ◦ Y ◦ φ−1) (v)

2

)
dv + O

(
1
n2

)
.

On transforme les expressions de (X−1 ◦ φ−1)(v) et (χ ◦ Y ◦ φ−1) (v). On a

(X−1 ◦ φ−1)(v) =
(

2
√
g cos v − t

g

) 1
2

=
√
−t
g

√
1 + u cos v

et

(χ ◦ Y ◦ φ−1) (v) = arccos
(

2
√
g − t cos v

2
√
g cos v − t

)
= arccos

(
u + cos v

1 + u cos v

)
.

D’où

I1 =
−1

2πn
√
−t

∫ φ◦X(Z2−δ)

φ◦X(Z1+δ)

1
sin v
√

1 + u cos v
sin

(
q − p

2
v − 1

2
arccos

(
u + cos v

1 + u cos v

))
dv + O

(
1
n2

)
.

Achevons de transformer l’expression, on a

sin
(
q − p

2
v − 1

2
arccos

(
u + cos v

1 + u cos v

))
= sin

(
q − p

2
v

)
cos

(
1
2

arccos
(

u + cos v
1 + u cos v

))
− cos

(
q − p

2
v

)
sin

(
1
2

arccos
(

u + cos v
1 + u cos v

))
.

De plus,

cos
(

1
2

arccos
(

u + cos v
1 + u cos v

))
=

√
1
2

(
1 +

u + cos v
1 + u cos v

)

=

√
1 + u

2

(
1 + cos v

1 + u cosφ

)
=

√
1 + u

1 + u cos v
cos

v

2

et

sin
(

1
2

arccos
(

u + cos v
1 + u cos v

))
=

√
1
2

(
1− u + cos v

1 + u cos v

)

=

√
1− u

2

(
1− cos v

1 + u cos v

)
=

√
1− u

1 + u cos v
sin

v

2
.

En conclusion, on obtient

I1 =
−1

4πn
√
−t

∫ φ◦X(Z2−δ)

φ◦X(Z1+δ)

( √
1 + u

1 + u cos v
sin(q − p)v/2

sin v/2
−
√

1− u

1 + u cos v
cos(q − p)v/2

cos v/2

)
dv + O

(
1
n2

)
.
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(b) Pour calculer l’équivalent de

I2 =
(∫ Z1+δ

Z1−δ
dλ

∫ λ

Z1−δ
dµ +

∫ Z2+δ

Z2−δ
dλ

∫ λ

Z2−δ
dµ

+
∫ Z2+δ

Z1+δ
dλ

∫ Z1+δ

Z1−δ
dµ +

∫ Z2+δ

Z2−δ
dλ

∫ Z2−δ

Z1+δ
dµ

)
ψn+p (µ)ψn+q (λ) ,

on est ramené aux équivalents suivants, dont certains ont déjà été calculés,∫ Zk+δ

Zk−δ
ψn+s (λ) dλ =

1√
n

(−1)(2−k)[
n+s

2 ]
√

2(−t)1/4(1 + (−1)ku)1/4
+ O

(
1

n5/6

)
avec k = 1, 2 et s = p, q,∫ Z2−δ

Z1+δ
ψn+s (λ) dλ = O

(
1
n

)
avec s = p, q

et

Jk =
∫ Zk+δ

Zk−δ
dλ

∫ λ

Zk−δ
dµψn+p (µ)ψn+q (λ) , avec k = 1, 2.

Soit

Jk =
∫ Zk+δ

Zk−δ
dλ

∫ λ

Zk−δ
dµ

 Dn+qλ√
|ϕ′n+q(λ)|

(
Ai(n2/3ϕn+q(λ)) + O

(
1
n

))
×

 Dn+pµ√
|ϕ′n+p(µ)|

(
Ai(n2/3ϕn+p(µ)) + O

(
1
n

))
= (−1)(2−k)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ]) n1/3g

∫ ϕn+q(Zk+δ)

ϕn+q(Zk−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Zk−δ)
dy

×

 ϕ−1
n+q(x)√

|ϕ′n+q ◦ ϕ−1
n+q(x)|ϕ′n+q ◦ ϕ−1

n+q(x)
Ai(n2/3x) + O

(
1
n

)
×

 ϕ−1
n+p(y)√

|ϕ′n+p ◦ ϕ−1
n+p(y)|ϕ′n+p ◦ ϕ−1

n+p(y)
Ai(n2/3y) + O

(
1
n

)
= (−1)(2−k)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ]) n1/3g

∫ Φ(Zk+δ)+O(n−1)

Φ(Zk−δ)+O(n−1)
dx

∫ x+
c(x)
n

+O(n−2)

Φ(Zk−δ)+O(n−1)
dy

×
(

Φ−1(x)√
|Φ′ ◦ Φ−1(x)|Φ′ ◦ Φ−1(x)

Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))

×
(

Φ−1(y)√
|Φ′ ◦ Φ−1(y)|Φ′ ◦ Φ−1(y)

Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
,

car
ϕn+p ◦ ϕ−1

n+q(x) = x +
c(x)
n

+ O(n−2).

En effet, d’après l’existence des développements asymptotiques des zéros de Un+s, on a

ϕn+s(x) = Φ(x) +
1
n
θs(x) + O

(
1
n2

)
,

ce qui donne

ϕ−1
n+s(x) = Φ−1(x)− 1

n

θs ◦ Φ−1(x)
Φ′ ◦ Φ−1(x)

+ O

(
1
n2

)
,
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d’où

ϕn+p ◦ ϕ−1
n+q(x) = x +

1
n

(θp − θq) ◦ Φ−1(x) + O

(
1
n2

)
.

Cette intégrale se décompose en trois parties (différemment selon que k = 1 ou 2, on rappelle que
ϕn+s(Zk ± δ) est du signe de ±(−1)k) et on ne note pas l’intégrande pour alléger les notations∫ ϕn+q(Z2+δ)

ϕn+q(Z2−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Z2−δ)
dy =

∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ 0

ϕn+p(Z2−δ)
dy

+
∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

0
dy +

∫ 0

ϕn+q(Z2−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Z2−δ)
dy

et ∫ ϕn+q(Z1+δ)

ϕn+q(Z1−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Z1−δ)
dy =

∫ ϕn+q(Z1+δ)

0
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

0
dy

+
∫ 0

ϕn+q(Z1−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Z1−δ)
dy +

∫ ϕn+q(Z1+δ)

0
dx

∫ 0

ϕn+p(Z1−δ)
dy.

Notons

Ψ(x) =
Φ−1(x)√

|Φ′ ◦ Φ−1(x)|Φ′ ◦ Φ−1(x)
.

D’après la preuve du lemme 4.2, on a

n1/3g

∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ 0

ϕn+p(Z2−δ)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
9

1
(−t)1/2(1 + u)1/2

+ O

(
1

n4/3

)
.

Ensuite, il vient

n1/3g

∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

0
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
36

1
(−t)1/2(1 + u)1/2

+ O

(
1

n4/3

)
.

En effet, on a ∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

0
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

(∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ x

0
dy +

∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ x+O(1/n)

x
dy

)

×
(

Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

)) (
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
.
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Ainsi, comme sur [0,+∞) la fonction d’Airy est positive, il vient∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ x+O(1/n)

x
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
= O

(
1
n

) ∫ ϕn+q(Z2+δ)

0

(
|Ψ(x)|Ai(n2/3x)dx + O

(
1
n

))
dx

= O

(
1

n5/3

)
.

De plus, par symétrie, on a ∫ ϕn+q(Z2+δ)

0
dx

∫ x

0
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))

=
1
2

(∫ ϕn+q(Z2+δ)

0

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
dx

)2

=
1
2

(
1

n2/3

Ψ(0)
3

+ O

(
1
n

))2

,

on déduit le résultat de la preuve du lemme 4.2.
Enfin, on a

n1/3g

∫ 0

ϕn+q(Z2−δ)
dx

∫ x+
c(x)
n

+O(n−2)

ϕn+p(Z2−δ)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
9

1
(−t)1/2(1 + u)1/2

+
O (δ)
n

+ O

(
1

n4/3

)
.

En effet, on a ∫ 0

ϕn+q(Z2−δ)
dx

∫ x+
c(x)
n

+O(n−2)

ϕn+p(Z2−δ)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x+
c(x)
n

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
+ O

(
1
n2

)
=

(∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dy +

∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x+
c(x)
n

x
dy

)

×
(

Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

)) (
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
+ O

(
1
n2

)
.
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Donc, on a ∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x)Ψ(y)Ai(n2/3y)

)
+

∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
Ψ(x)Ai(n2/3x)dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
O

(
1
n

)
dy

+
∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
O

(
1
n

)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
Ψ(y)Ai(n2/3y)dy + O

(
1
n2

)
.

Or, posons

B(x) =
∫ x

0
Ai(t)dt,

d’après [1], c’est une fonction bornée sur R. Ainsi, en intégrant par parties, il vient∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
Ai(n2/3x)

(
Ψ(x)

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
O

(
1
n

)
dy

)
dx

=
1

n2/3

[
B(n2/3x)

(
Ψ(x)

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
O

(
1
n

)
dy

)]0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)

− 1
n2/3

∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
B(n2/3x)

(
Ψ(x)

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
O

(
1
n

)
dy

)′
dx

= O

(
1

n5/3

)
de même ∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
Ψ(y)Ai(n2/3y)dy

=
1

n2/3

[
Ψ(y)B(n2/3y)

]x
Φ(Z2−δ)+O(1/n)

− 1
n2/3

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
Ψ(y)B(n2/3y)dy

= O

(
1

n2/3

)
uniformément en x ∈ (Φ(Z2 − δ) + O(1/n), 0), il vient∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
O

(
1
n

)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
Ψ(y)Ai(n2/3y)dy

= O

(
1

n5/3

)
.

Et, par des arguments analogues, on montre que∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x)Ψ(y)Ai(n2/3y)

)
=

∫ 0

Φ(Z2−δ)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x)Ψ(y)Ai(n2/3y)

)
+ O

(
1

n5/3

)
.
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Donc, on obtient ∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

∫ 0

Φ(Z2−δ)
dx

∫ x

Φ(Z2−δ)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x)Ψ(y)Ai(n2/3y)

)
+ O

(
1

n5/3

)

=
1
2

(∫ 0

Φ(Z2−δ)
Ψ(x)Ai(n2/3x)dx

)2

+ O

(
1

n5/3

)

=
1
2

(
1

n2/3

2Ψ(0)
3

+ O

(
1
n

))2

+ O

(
1

n5/3

)
,

par symétrie et on est ainsi ramené au cas du lemme 4.2. De plus, on a∫ 0

Φ(Z2−δ)+O(1/n)
dx

∫ x+
c(x)
n

x
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
+ O

(
1
n2

)
=

∫ 0

Φ(Z2−δ)
dx

∫ x+
c(x)
n

x
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x)

) (
Ψ(y)Ai(n2/3y)

)
+ O

(
1
n2

)
=

O(δ)
n4/3

+ O

(
1

n5/3

)
,

En effet, ∫ 0

Φ(Z2−δ)
dx

∫ x+
c(x)
n

x
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x)

) (
Ψ(y)Ai(n2/3y)

)
=

∫ 0

Φ(Z2−δ)
dx

∫ x+
c(x)
n

x
dy (Ψ(x))2 Ai(n2/3x)Ai(n2/3y) + O

(
1
n2

)
,

car, pour y entre x et x + c(x)/n, on a

Ψ(y) = Ψ(x) + O

(
1
n

)
.

De plus, on a ∫ x+
c(x)
n

x
Ai(n2/3y)dy =

c(x)
n

∫ 1

0
Ai

(
n2/3x +

tc(x)
n1/3

)
dt

=
c(x)
n

Ai(n2/3x) + O

(
1

n3/2

)
,

car ∣∣∣∣Ai
(
n2/3x +

tc(x)
n1/3

)
−Ai(n2/3x)

∣∣∣∣ ≤ (
c(x)
n1/3

)2

sup
t∈(0,1)

∣∣∣∣Ai′
(
n2/3x +

tc(x)
n1/3

)∣∣∣∣
=

c(x)2

n2/3
O(n1/6) = O

(
1

n1/2

)
,

puisque, d’après [1], on a, pour s→ +∞,

Ai′(−s) = O(s1/4).
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Ainsi, il vient ∫ 0

Φ(Z2−δ)
dx

∫ x+
c(x)
n

x
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x)

) (
Ψ(y)Ai(n2/3y)

)
=

∫ 0

Φ(Z2−δ)

c(x)
n

(Ψ(x))2
(
Ai(n2/3x)

)2
dx + O

(
1

n3/2

)
=

1
n4/3

1
2π

∫ 0

Φ(Z2−δ)
c(x) (Ψ(x))2

dx√
−x + O

(
1

n5/3

)
=

O(δ)
n4/3

+ O

(
1

n5/3

)
,

d’après [3] et car (Ai(−t))2 − 1
2π
√
t

= − 1
2π
√
t

(
sin(4

3 t
3/2) + O(t−3/2)

)
, ce qui donne le résultat.

En conclusion, on a

n1/3g

∫ ϕn+q(Z2+δ)

ϕn+q(Z2−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Z2−δ)
dy

(
Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

))
×

(
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
4

1
(−t)1/2(1 + u)1/2

+
O (δ)
n

+ O

(
1

n4/3

)
.

De même

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ]) n1/3g

∫ ϕn+q(Z1+δ)

0
dx

∫ x+
c(x)
n

+O(n−2)

0
dy

×
(

Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

)) (
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
9

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ])

(−t)1/2(1− u)1/2
+

O (δ)
n

+ O

(
1

n4/3

)
,

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ]) n1/3g

∫ 0

ϕn+q(Z1−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Z1−δ)
dy

×
(

Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

)) (
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
36

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ])

(−t)1/2(1− u)1/2
+ O

(
1

n4/3

)
et

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ]) n1/3g

∫ ϕn+q(Z1+δ)

0
dx

∫ 0

ϕn+p(Z1−δ)
dy

×
(

Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

)) (
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
9

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ])

(−t)1/2(1− u)1/2
+ O

(
1

n4/3

)
,

donc

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ]) n1/3g

∫ ϕn+q(Z1+δ)

ϕn+q(Z1−δ)
dx

∫ ϕn+p◦ϕ−1
n+q(x)

ϕn+p(Z1−δ)
dy

×
(

Ψ(x)Ai(n2/3x) + O

(
1
n

)) (
Ψ(y)Ai(n2/3y) + O

(
1
n

))
=

1
n

1
4

(−1)([
n+p

2 ]+[n+q
2 ])

(−t)1/2(1− u)1/2
+

O (δ)
n

+ O

(
1

n4/3

)
.
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Ainsi

J1 + J2 =
1
n

1
4

(
(−1)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ])

(−t)1/2(1− u)1/2
+

1
(−t)1/2(1 + u)1/2

)
+

O (δ)
n

+ O

(
1

n4/3

)
et

I2 =
1
n

1
4

(
(−1)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ])

(−t)1/2(1− u)1/2
+

1
(−t)1/2(1 + u)1/2

)

+
1
n

1
2

(−1)[
n+p

2 ]

(−t)1/2(1− u2)1/4
+

O (δ)
n

+ O

(
1

n4/3

)
.

(c) Nous allons montrer que le terme

I3 =
(∫ Z1−δ

0
dλ

∫ λ

0
dµ +

∫ +∞

Z1−δ
dλ

∫ Z1−δ

0
dµ

+
∫ +∞

Z2+δ
dλ

∫ Z2+δ

Z1−δ
dµ +

∫ +∞

Z2+δ
dλ

∫ λ

Z2+δ
dµ

)
ψn+p (µ)ψn+q (λ)

est négligeable par rapport aux autres termes évalués en (a) et(b). En effet, on a∣∣∣∣∫ Z1−δ

0
dλ

∫ λ

0
dµψn+p (µ)ψn+q (λ)

∣∣∣∣ ≤ ∫ Z1−δ

0
|ψn+q|

∫ Z1−δ

0
|ψn+p| ,∣∣∣∣∫ +∞

Z1−δ
dλ

∫ Z1−δ

0
dµψn+p (µ)ψn+q (λ)

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

Z1−δ
|ψn+q|

∫ Z1−δ

0
|ψn+p|

≤
(
C +

∫ +∞

Z2+δ
|ψn+q|

) ∫ Z1−δ

0
|ψn+p| ,∣∣∣∣∫ +∞

Z2+δ
dλ

∫ Z2+δ

Z1−δ
dµψn+p (µ)ψn+q (λ)

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

Z2+δ
|ψn+q| × C,∣∣∣∣∫ +∞

Z2+δ
dλ

∫ λ

Z2+δ
dµψn+p (µ)ψn+q (λ)

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

Z2+δ
|ψn+q|

∫ +∞

Z2+δ
|ψn+p|

et comme d’après le lemme 4.2 ∫ Z1−δ

0
|ψn+s| et

∫ +∞

Z2+δ
|ψn+s|

sont exponentiellement décroissants lorsque n→ +∞, on a le résultat.
(d) En conclusion, comme l’expression finale ne doit pas dépendre de δ, on prend la limite à

δ → 0. On a
lim
δ→0

φ ◦X (Z2 − δ) = 0 et lim
δ→0

φ ◦X (Z1 − δ) = π,

donc, d’après (a), (b) et (c),

an+p,n+q =
1

n
√
−t

1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin(q − p)v/2

sin v/2
−
√

1− u

1 + u cos v
cos(q − p)v/2

cos v/2

)
dv

+
1

n
√
−t

1
2

(
(−1)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ])

(1− u)1/2
+

1
(1 + u)1/2

)
+

1
n
√
−t

(−1)[
n+p

2 ]

(1− u2)1/4
+ O

(
1

n4/3

)
,

si n + p pair et n + q impair. D’où, si n + p impair et n + q pair, on a

an+p,n+q = −an+q,n+p =
1

n
√
−t

1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin(q − p)v/2

sin v/2
+
√

1− u

1 + u cos v
cos(q − p)v/2

cos v/2

)
dv

− 1
n
√
−t

1
2

(
(−1)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ])

(1− u)1/2
+

1
(1 + u)1/2

)
− 1

n
√
−t

(−1)[
n+q

2 ]

(1− u2)1/4
+ O

(
1

n4/3

)
.
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Donc

an+p,n+q =
1

n
√
−t

1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin(q − p)v/2

sin v/2
− (−1)n+p

√
1− u

1 + u cos v
cos(q − p)v/2

cos v/2

)
dv

+
1

n
√
−t

(−1)n+p

2

(
(−1)([

n+p
2 ]+[n+q

2 ])

(1− u)1/2
+

1
(1 + u)1/2

)
+

1
n
√
−t

(−1)n+p (−1)[
n+s

2 ]

(1− u2)1/4
+ O

(
1

n4/3

)
,

avec
s = p si n + p est pair et s = q si n + q est pair.

Preuve des lemmes 4.5, 4.6 et 4.7. — Il suffit de remarquer que dans ce cas ω(2n+s) = 2+O(1/n)
et ω′(2n + s) = 2 + O(1/n), et on utilise les preuves du cas β = 1. Finalement, on constate que cela
revient à changer t en 2t et u en

√
2u.

4.4 Calcul des éléments des matrices G

Comme V est un polynôme pair de degré 4, le degré d de V ′ vaut 3, donc la matrice anti-
symétrique G est de taille 3 × 3 ou 4 × 4, selon le cas. Nous allons donner une expression explicite2

des éléments de cette matrice en fonction des coefficients ajk, a′jk et cjk. Remarquons immédiatement
que les coefficients sjk sont nuls si j et k sont de parités distinctes.

Premièrement : le cas β = 1, n pair.

Lemme 4.8. — On a

G =

 0 gn−3,n−2 0
gn−2,n−3 0 gn−2,n−1

0 gn−1,n−2 0

 ,

avec

gn−3,n−2 = −gn−2,n−3 = − cn−3,nan,n+1cn+1,n−2

1− an−2,n+1cn+1,n−2
,

gn−1,n−2 = −gn−2,n−1 = −(cn−1,nan,n+1 + cn−1,n+2an+2,n+1)cn+1,n−2

1− an−2,n+1cn+1,n−2
.

Preuve du lemme 4.8. — On rappelle la relation donnée par le lemme 3.2

aj,k−3ck−3,k + aj,k−1ck−1,k + aj,k+1ck+1,k + aj,k+3ck+3,k = δjk,

ainsi

sjk =
n−1∑
�=k−3

aj�c�k = δjk −
k+3∑
�=n

aj�c�k.

On a

D =

 sn−3,n−3 0 sn−3,n−1

0 sn−2,n−2 0
sn−1,n−3 0 sn−1,n−1

 ,

avec 
sn−3,n−3 = 1− an−3,ncn,n−3,
sn−1,n−3 = −an−1,ncn,n−3,

sn−2,n−2 = 1− an−2,n+1cn+1,n−2,
sn−3,n−1 = −an−3,ncn,n−1 − an−3,n+2cn+2,n−1,
sn−1,n−1 = 1− an−1,ncn,n−1 − an−1,n+2cn+2,n−1,

2On aura besoin des équivalents de ces coefficients, c’est pourquoi il faut des expressions développées des coefficients
gjk en fonction des coefficients ajk, a

′
jk et cjk. Voir la note de la page 66 pour des explications complémentaires.
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d’où
detD = sn−2,n−2(sn−3,n−3sn−1,n−1 − sn−1,n−3sn−3,n−1).

En posant
α = sn−3,n−3sn−1,n−1 − sn−1,n−3sn−3,n−1,

on a

D−1 = (t�k)n−3≤�,k≤n−1 =

 sn−1,n−1

α 0 − sn−3,n−1

α
0 1

sn−2,n−2
0

− sn−1,n−3

α 0 sn−3,n−3

α

 .

Explicitons α :

α = (1− an−3,ncn,n−3)(1− an−1,ncn,n−1 − an−1,n+2cn+2,n−1)
−(an−1,ncn,n−3)(an−3,ncn,n−1 + an−3,n+2cn+2,n−1)

= 1− an−3,ncn,n−3 − an−1,ncn,n−1 − an−1,n+2cn+2,n−1

+an−3,ncn,n−3an−1,n+2cn+2,n−1 − an−1,ncn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1.

D’où, d’après le théorème 3.1, on a

gn−3,n−2 = −cn−3,n−2 +
cn−3,n−2 − cn−3,n−6sn−6,n−2 − cn−3,n−4sn−4,n−2

sn−2,n−2
,

et
sn−6,n−2 = −an−6,n+1cn+1,n−2 et sn−4,n−2 = −an−4,n+1cn+1,n−2,

d’où

gn−3,n−2 =
(cn−3,n−2an−2,n+1 + cn−3,n−6an−6,n+1 + cn−3,n−4an−4,n+1)cn+1,n−2

1− an−2,n+1cn+1,n−2

= − cn−3,nan,n+1cn+1,n−2

1− an−2,n+1cn+1,n−2
.

De même,

gn−1,n−2 = −cn−1,n−2 +
cn−1,n−2 − cn−1,n−4sn−4,n−2

sn−2,n−2

=
(cn−1,n−2an−2,n+1 + cn−1,n−4an−4,n+1)cn+1,n−2

1− an−2,n+1cn+1,n−2

= −(cn−1,nan,n+1 + cn−1,n+2an+2,n+1)cn+1,n−2

1− an−2,n+1cn+1,n−2

et

gn−1,n−3 =
n−1∑

�=n−3

(cn−1,� − cn−1,n−4sn−4,�)t�,n−3 = 0

car, d’après le positionnement des zéros de D−1, 5 = n− 3 ou n− 1, donc cn−1,� = 0 et sn−4,� = 0.

Deuxièmement : le cas β = 1, n impair.

Lemme 4.9. — On a

G =


0 gn−3,n−2 0 gn−3,n

gn−2,n−3 0 gn−2,n−1 0
0 gn−1,n−2 0 gn−1,n

gn,n−3 0 gn,n−1 0

 ,
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avec

gn−2,n−3 = −cn−2,n−3 +
1
α

(
a′n−5,ncn,n−3cn−2,n−5(an−1,n+2cn+2,n−1 − 1)

+a′n−1,n(cn−2,n−3cn,n−1 − cn−2,n−1cn,n−3 − cn,n−3cn−2,n−5cn−2,n−5an−5,n+2cn+2,n−1)
)

+
1
α

((1− an−1,n+2cn+2,n−1)(cn−2,n−3 + cn−2,n−5an−5,ncn,n−3)

−an−1,n(cn−2,n−3cn,n−1 − cn−2,n−1cn,n−3 − cn,n−3cn−2,n−5cn−2,n−5an−5,n+2cn+2,n−1))

gn−1,n−2 = −cn−1,n−2 +
1
γ

(
−a′n,n+3cn+3,n(cn−1,n−2 + cn−1,n−4an−4,n+1cn+1,n−2)

+a′n,n+1(cn−1,ncn+1,n−2 − cn−1,n−2cn+1,n + cn−1,n−4an−4,n+3cn+3,ncn+1,n−2)
)

gn,n−3 = −cn,n−3 +
1
α
cn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1),

gn,n−1 = −cn,n−1 +
1
α

(cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1),

où

α = a′n−3,ncn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1) + a′n−1,n(cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1)
+(1− an−3,ncn,n−3)(1− an−1,n+2cn+2,n−1)− an−1,n(cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1)

et

γ = a′n,n+3cn+3,n(an−2,n+1cn+1,n−2 − 1)
−a′n,n+1(cn+1,n−2an−2,n+3cn+3,n + cn+1,n).

Preuve du lemme 4.9. — On rappelle que l’on dispose de la relation

a′n,k−3ck−3,k + a′n,k−1ck−1,k + a′n,k+1ck+1,k + a′n,k+3ck+3,k = 0.

Compte tenu des propriétés de parité des coefficients, on trouve{
sn−3,n−3 = 1 +

(
a′n−3,n − an−3,n

)
cn,n−3,

sn−1,n−3 =
(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−3,{

sn−2,n−2 = 1− an−2,n+1cn+1,n−2,
sn,n−2 = −a′n,n+1cn+1,n−2,

{
sn−3,n−1 =

(
a′n−3,n − an−3,n

)
cn,n−1 − an−3,n+2cn+2,n−1,

sn−1,n−1 = 1 +
(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−1 − an−1,n+2cn+2,n−1,{

sn−2,n = −an−2,n+1cn+1,n − an−2,n+3cn+3,n,
sn,n = −a′n,n+1cn+1,n − a′n,n+3cn+3,n.

Donc

D =


sn−3,n−3 0 sn−3,n−1 0

0 sn−2,n−2 0 sn−2,n

sn−1,n−3 0 sn−1,n−1 0
0 sn,n−2 0 sn,n

 ,

d’où
detD = αγ,

avec

α = sn−3,n−3sn−1,n−1 − sn−1,n−3sn−3,n−1,

γ = sn−2,n−2sn,n − sn,n−2sn−2,n.
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De plus

α = (1 +
(
a′n−3,n − an−3,n

)
cn,n−3)(1 +

(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−1 − an−1,n+2cn+2,n−1)

−(
(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−3)(

(
a′n−3,n − an−3,n

)
cn,n−1 − an−3,n+2cn+2,n−1)

= 1 +
(
a′n−3,n − an−3,n

)
cn,n−3 +

(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−1 − an−1,n+2cn+2,n−1

+
(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1 −

(
a′n−3,n − an−3,n

)
cn,n−3an−1,n+2cn+2,n−1

= a′n−3,ncn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1) + a′n−1,n(cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1)
+(1− an−3,ncn,n−3)(1− an−1,n+2cn+2,n−1)− an−1,n(cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1)

et

γ = (1− an−2,n+1cn+1,n−2)(−a′n,n+1cn+1,n − a′n,n+3cn+3,n)
−(−a′n,n+1cn+1,n−2)(−an−2,n+1cn+1,n − an−2,n+3cn+3,n)

= a′n,n+3cn+3,n(an−2,n+1cn+1,n−2 − 1)
−a′n,n+1(cn+1,n−2an−2,n+3cn+3,n + cn+1,n).

Ainsi

D−1 = (t�k)n−3≤�,k≤n =


sn−1,n−1

α 0 − sn−3,n−1

α 0
0 sn,n

γ 0 − sn−2,n

γ

− sn−1,n−3

α 0 sn−3,n−3

α 0
0 − sn,n−2

γ 0 sn−2,n−2

γ

 .

D’où, d’après le théorème 3.2, on a

gn−2,n−3 = −cn−2,n−3 +
∑

�=n−3,n−1

(cn−2,� − cn−2,n−5sn−5,�) t�,n−3

= −cn−2,n−3 +
1
α

(cn−2,n−3sn−1,n−1 − cn−2,n−1sn−1,n−3)

+
1
α
cn−2,n−5(sn−5,n−1sn−1,n−3 − sn−5,n−3sn−1,n−1),

or {
sn−5,n−3 =

(
a′n−5,n − an−5,n

)
cn,n−3,

sn−5,n−1 =
(
a′n−5,n − an−5,n

)
cn,n−1 − an−5,n+2cn+2,n−1,

donc

sn−5,n−1sn−1,n−3 − sn−5,n−3sn−1,n−1

=
(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−3(

(
a′n−5,n − an−5,n

)
cn,n−1 − an−5,n+2cn+2,n−1)

−
(
a′n−5,n − an−5,n

)
cn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1 +

(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−1)

= −
(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−3an−5,n+2cn+2,n−1 −

(
a′n−5,n − an−5,n

)
cn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1)

et

cn−2,n−3sn−1,n−1 − cn−2,n−1sn−1,n−3

= cn−2,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1 +
(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−1)− cn−2,n−1

(
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−3

=
(
a′n−1,n − an−1,n

)
(cn−2,n−3cn,n−1 − cn−2,n−1cn,n−3) + cn−2,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1).

Ainsi, il vient

gn−2,n−3 = −cn−2,n−3 +
1
α

((
a′n−1,n − an−1,n

)
(cn−2,n−3cn,n−1 − cn−2,n−1cn,n−3)

+cn−2,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1)− cn−2,n−5

((
a′n−1,n − an−1,n

)
cn,n−3an−5,n+2cn+2,n−1

+
(
a′n−5,na

′
n−5,n − an−5,n

)
cn,n−3cn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1)

))
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gn−2,n−3 = −cn−2,n−3 +
1
α

(
a′n−5,ncn,n−3cn−2,n−5(an−1,n+2cn+2,n−1 − 1)

+a′n−1,n(cn−2,n−3cn,n−1 − cn−2,n−1cn,n−3 − cn,n−3cn−2,n−5cn−2,n−5an−5,n+2cn+2,n−1)
)

+
1
α

((1− an−1,n+2cn+2,n−1)(cn−2,n−3 + cn−2,n−5an−5,ncn,n−3)

−an−1,n(cn−2,n−3cn,n−1 − cn−2,n−1cn,n−3 − cn,n−3cn−2,n−5cn−2,n−5an−5,n+2cn+2,n−1)) .

gn−1,n−3 = 0,

gn,n−3 = −cn,n−3 +
∑

�=n−3,n−1

cn�t�,n−3

= −cn,n−3 +
1
α

(cn,n−3sn−1,n−1 − cn,n−1sn−1,n−3)

= −cn,n−3 +
1
α
cn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1),

gn−1,n−2 = −cn−1,n−2 +
∑

�=n−2,n

(cn−1,� − cn−1,n−4sn−4,�)t�,n−2

= −cn−1,n−2 +
1
γ

(cn−1,n−2sn,n − cn−1,nsn,n−2)

+
1
γ
cn−1,n−4(sn−4,nsn,n−2 − sn−4,n−2sn,n)

or {
sn−4,n−2 = −an−4,n+1cn+1,n−2,

sn−4,n = −an−4,n+1cn+1,n − an−4,n+3cn+3,n,

donc

sn−4,nsn,n−2 − sn−4,n−2sn,n

= a′n,n+1cn+1,n−2(an−4,n+1cn+1,n + an−4,n+3cn+3,n)
−an−4,n+1cn+1,n−2(a′n,n+1cn+1,n + a′n,n+3cn+3,n)

= cn+3,ncn+1,n−2(a′n,n+1an−4,n+3 − a′n,n+3an−4,n+1).

Ainsi, il vient

gn−1,n−2 = −cn−1,n−2 +
1
γ

(
cn−1,n−4cn+3,ncn+1,n−2(a′n,n+1an−4,n+3 − a′n,n+3an−4,n+1)

−cn−1,n−2(a′n,n+1cn+1,n + a′n,n+3cn+3,n) + cn−1,na
′
n,n+1cn+1,n−2

)
= −cn−1,n−2 +

1
γ

(
−a′n,n+3cn+3,n(cn−1,n−2 + cn−1,n−4an−4,n+1cn+1,n−2)

+a′n,n+1(cn−1,ncn+1,n−2 − cn−1,n−2cn+1,n + cn−1,n−4an−4,n+3cn+3,ncn+1,n−2)
)

gn,n−2 = 0

et

gn,n−1 = −cn,n−1 +
∑

�=n−3,n−1

cn�t�,n−1

= −cn,n−1 +
1
α

(cn,n−1sn−3,n−3 − cn,n−3sn−3,n−1)

= −cn,n−1 +
1
α

(cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1).

Troisièmement : le cas β = 4.
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Lemme 4.10. — On a

G =

 0 g2n,2n+1 0
g2n+1,2n 0 g2n+1,2n+2

0 g2n+2,2n+1 0

 ,

avec

g2n+1,2n+2 = a2n+1,2n+2 −
1
α
a2n+1,2n−2 (c2n−2,2n−1(1− a2n−3,2nc2n,2n−3)

+c2n−2,2n−3a2n−3,2nc2n,2n−1) a2n−1,2n+2,

g2n,2n+1 =
a2n,2n+1 + a2n,2n+3c2n+3,2n−2a2n−2,2n+1

1− a2n−2,2n+1c2n+1,2n−2
,

où

α = 1− a2n−3,2nc2n,2n−3 − a2n−1,2nc2n,2n−1 − a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1

+a2n−3,2nc2n,2n−3a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1 − a2n−3,2nc2n,2n−1a2n−1,2n+2c2n+2,2n−3.

Preuve du lemme 4.10. — On rappelle la relation donnée par le lemme 3.7

aj,j−3cj−3,k + aj,j−1cj−1,k + aj,j+1cj+1,k + aj,j+3cj+3,k = δjk,

ainsi

sjk =
2n−1∑
�=j−3

aj�c�k = δjk −
j+3∑
�=2n

aj�c�k.

On trouve


s2n−3,2n−3 = 1− a2n−3,2nc2n,2n−3,
s2n−3,2n−1 = −a2n−3,2nc2n,2n−1,

s2n−2,2n−2 = 1− a2n−2,2n+1c2n+1,2n−2,{
s2n−1,2n−3 = −a2n−1,2nc2n,2n−3 − a2n−1,2n+2c2n+2,2n−3,
s2n−1,2n−1 = 1− a2n−1,2nc2n,2n−1 − a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1,

avec

D =

 s2n−3,2n−3 0 s2n−3,2n−1

0 s2n−2,2n−2 0
s2n−1,2n−3 0 s2n−1,2n−1

 .

Donc
detD = s2n−2,2n−2 (s2n−3,2n−3s2n−1,2n−1 − s2n−3,2n−1s2n−1,2n−3) .

Posons

α = s2n−3,2n−3s2n−1,2n−1 − s2n−3,2n−1s2n−1,2n−3

= (1− a2n−3,2nc2n,2n−3)(1− a2n−1,2nc2n,2n−1 − a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1)
−(−a2n−3,2nc2n,2n−1)(−a2n−1,2nc2n,2n−3 − a2n−1,2n+2c2n+2,2n−3)

= 1− a2n−3,2nc2n,2n−3 − a2n−1,2nc2n,2n−1 − a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1

+a2n−3,2nc2n,2n−3a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1 − a2n−3,2nc2n,2n−1a2n−1,2n+2c2n+2,2n−3.

On a

D−1 = (t�k)2n−3≤�,k≤2n−1 =

 s2n−1,2n−1

α 0 − s2n−3,2n−1

α
0 1

s2n−2,2n−2
0

− s2n−1,2n−3

α 0 s2n−3,2n−3

α

 .
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D’où, d’après le théorème 3.3, on a

g2n+1,2n+2 = a2n+1,2n+2 − (s2n+1,2n−1 − s2n+1,2n−3t2n−3,2n−3s2n−3,2n−1

+s2n+1,2n−3t2n−3,2n−1(1− s2n−1,2n−1)− s2n+1,2n−1t2n−1,2n−3s2n−3,2n−1

+s2n+1,2n−1t2n−1,2n−1(1− s2n−1,2n−1))a2n−1,2n+2

= a2n+1,2n+2 − s2n+1,2n−1a2n−1,2n+2 −
1
α

(−s2n+1,2n−3s2n−1,2n−1s2n−3,2n−1

−s2n+1,2n−3s2n−3,2n−1(1− s2n−1,2n−1) + s2n+1,2n−1s2n−1,2n−3s2n−3,2n−1

+s2n+1,2n−1s2n−3,2n−3(1− s2n−1,2n−1))a2n−1,2n+2

= a2n+1,2n+2 − s2n+1,2n−1a2n−1,2n+2 −
1
α

(−s2n+1,2n−3s2n−3,2n−1

+s2n+1,2n−1s2n−3,2n−3 + s2n+1,2n−1(s2n−1,2n−3s2n−3,2n−1

−s2n−3,2n−3s2n−1,2n−1))a2n−1,2n+2

= a2n+1,2n+2 −
1
α

(s2n+1,2n−1s2n−3,2n−3 − s2n+1,2n−3s2n−3,2n−1)a2n−1,2n+2,

or {
s2n+1,2n−3 = a2n+1,2n−2c2n−2,2n−3,
s2n+1,2n−1 = a2n+1,2n−2c2n−2,2n−1,

ainsi, on a

s2n+1,2n−1s2n−3,2n−3 − s2n+1,2n−3s2n−3,2n−1

= a2n+1,2n−2c2n−2,2n−1(1− a2n−3,2nc2n,2n−3) + a2n+1,2n−2c2n−2,2n−3a2n−3,2nc2n,2n−1

= a2n+1,2n−2(c2n−2,2n−1(1− a2n−3,2nc2n,2n−3) + c2n−2,2n−3a2n−3,2nc2n,2n−1),

ainsi, il vient

g2n+1,2n+2 = a2n+1,2n+2 −
1
α
a2n+1,2n−2 (c2n−2,2n−1(1− a2n−3,2nc2n,2n−3)

+c2n−2,2n−3a2n−3,2nc2n,2n−1) a2n−1,2n+2,

g2n,2n+2 = 0

et

g2n,2n+1 = a2n,2n+1 − (s2n,2n−2 + s2n,2n−2t2n−2,2n−2(1− s2n−2,2n−2))a2n−2,2n+1

= a2n,2n+1 −
(
s2n,2n−2 + s2n,2n−2

1− s2n−2,2n−2

s2n−2,2n−2

)
a2n−2,2n+1

= a2n,2n+1 −
s2n,2n−2

s2n−2,2n−2
a2n−2,2n+1

= a2n,2n+1 +
a2n,2n+1c2n+1,2n−2 + a2n,2n+3c2n+3,2n−2

1− a2n−2,2n+1c2n+1,2n−2
a2n−2,2n+1

=
a2n,2n+1 + a2n,2n+3c2n+3,2n−2a2n−2,2n+1

1− a2n−2,2n+1c2n+1,2n−2
.

4.5 Équivalents des éléments des matrices G

Dans cette section, nous allons donner les équivalents3 des coefficients gjk à l’aide des équivalents
des coefficients ajk, a′jk et cjk donnés à la section 4.2 de cette partie et des expressions de ces coeffi-
cients obtenues à la section 4.4. La difficulté provient du fait que l’on doit diviser par detD.

3L’erreur faite dans la version précédente lors du calcul de la contribution des termes dépendants de Gn(λ, µ) (voir
les théorèmes 3.1, 3.2 et 3.3) du noyau matriciel pour la statistique locale des valeurs propres au bord du spectre faisait
qu’une estimation du type O(n) des coefficients des matrices G était suffisante. À présent, les équivalents sont nécessaires.
Cependant, les coefficients de G étant des fractions rationnelles en les coefficients ajk, a

′
jk et cjk, il reste à calculer les

équivalents des numérateurs, par rapport à la version précédente.
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Premièrement : le cas β = 1, n pair.

On utilise les lemmes 4.1 et 4.4, pour réaliser les calculs des équivalents des coefficients gjk, dont
les expressions sont données par le lemme 4.8.

Lemme 4.11. — On a

gn−3,n−2 =
n
√
−t

4
(
√

1 + u−
√

1− u) + O(n2/3),

gn−1,n−2 =
n
√
−t

2
√

1− u + O(n2/3).

Preuve du lemme 4.11. — On commence par prouver que 1 − an−2,n+1cn+1,n−2 est équivalent à

une constante non nulle lorsque n→ +∞. On a, avec ε = (−1)[
n−2

2 ]

cn+1,n−2 =
n

4
√
−t

(√
1 + u +

√
1− u

)
+ O (1) .

De plus, on a

an−2,n+1 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 3v/2
sin v/2

−
√

1− u

1 + u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

+
1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
.

Or
1
2π

∫ π

0

√
1− u

1 + u cos v
cos 3v/2
cos v/2

dv =
1√

1 + u

(
−1
u
− 1

2

)
+

1√
1− u

(
1
u
− 1

)
et

1
2π

∫ π

0

√
1 + u

1 + u cos v
sin 3v/2
sin v/2

dv =
1√

1 + u

(
1
u

+ 1
)

+
1√

1− u

(
−1
u

+
1
2

)
.

D’où

an−2,n+1 =
1

n
√
−t

[
1√

1 + u

(
2
u

+ 2
)

+
1√

1− u

(
−2
u

+ 1
)

+
ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

[
2(1 + u)
u
√

1 + u
− 2(1− u)

u
√

1− u
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
2
√

1 + u−
√

1− u

u
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Ainsi

1− an−2,n+1cn+1,n−2 = A(u, ε) + O

(
1

n1/3

)
,

avec

A(u, ε) = 1− 1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)
(

2
√

1 + u−
√

1− u

u
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
=

1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)
(

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

)
> 0

car u ∈]0, 1[, on obtient le résultat cherché. Afin de conforter nos hypothèses faites à la section 3.5
sur le comportement général de detD, nous allons donner l’équivalent de α , bien qu’ici ce soit inutile
pour le calcul des équivalents des coefficients gjk. On rappelle que

α = 1− an−3,ncn,n−3 − an−1,ncn,n−1 − an−1,n+2cn+2,n−1

+an−3,ncn,n−3an−1,n+2cn+2,n−1 − an−1,ncn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1.
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On a

cn,n−1 =
n

4
√
−t

(√
1 + u +

√
1− u

)
+ O (1) ,

cn,n−3 =
n

4
√
−t

(√
1 + u−

√
1− u

)
+ O (1) ,

cn+2,n−1 =
n

4
√
−t

(√
1 + u−

√
1− u

)
+ O (1)

et

an−1,n =
1

n
√
−t

(
1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

an−3,n =
1

n
√
−t

(
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

an−1,n+2 =
1

n
√
−t

(
− 1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

an−3,n+2 =
1

n
√
−t

(
1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

En effet,

an−1,n =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

√
1 + u +

√
1− u

1 + u cos v
dv +

−1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
,

et
1
2π

∫ π

0

1
1 + u cos v

dv =
1

2
√

1− u2
.

De plus,

an−3,n =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 3v/2
sin v/2

+
√

1− u

1 + u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

+
−1
2

(
1√

1− u
+

1√
1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
et

an−1,n+2 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 3v/2
sin v/2

+
√

1− u

1 + u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

+
−1
2

(
1√

1− u
+

1√
1 + u

)
− ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
− 1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Enfin

an−3,n+2 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 5v/2
sin v/2

+
√

1− u

1 + u cos v
cos 5v/2
cos v/2

)
dv

+
−1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

−ε
(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
,
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or
1
2π

∫ π

0

√
1− u

1 + u cos v
cos 5v/2
cos v/2

dv =
1√

1 + u

(
2
u2

+
1
u
− 1

2

)
+

1√
1− u

(
− 2
u2

+
1
u

+ 1
)

et
1
2π

∫ π

0

√
1 + u

1 + u cos v
sin 5v/2
sin v/2

dv =
1√

1 + u

(
− 2
u2
− 1

u
+ 1

)
+

1√
1− u

(
2
u2
− 1

u
− 1

2

)
.

D’où

an−3,n+2 =
1

n
√
−t

(
1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Il vient

α = B(u, ε) + O

(
1

n1/3

)
,

avec

B(u, ε) = 1− 1
4

(√
1 + u−

√
1− u

) (
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4
− 1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
−1

4
(√

1 + u +
√

1− u
) (

1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
+

1
16

(√
1 + u−

√
1− u

)2
(
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

) (
− 1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
− 1

16
(√

1 + u−
√

1− u
)2

(
1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

) (
1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
= 1 +

1
2

√
1 + u−

√
1− u√

1− u
− 1

4
(√

1 + u +
√

1− u
) (

1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
=

1
4

+
1
4

√
1 + u√
1− u

− ε

4

√
1 + u +

√
1− u

(1− u2)1/4

=
1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)
(

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

)
= A(u, ε) > 0.

Ce qui montre que dans ce cas detD ∼ c > 0, lorsque n→ +∞.
On calcule l’équivalent de gn−3,n−2. On a

an,n+1 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

√
1 + u−

√
1− u

1 + u cos v
dv +

1
2

(
1√

1− u
+

1√
1 + u

)
− ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

ainsi,

−cn−3,nan,n+1cn+1,n−2 =
n
√
−t

4
(
√

1 + u−
√

1− u)A(u, ε) + O(n2/3),

donc

gn−3,n−2 =
n
√
−t

4
(
√

1 + u−
√

1− u) + O(n2/3).

On calcule l’équivalent de gn−1,n−2. On a

an+2,n+1 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

−
√

1 + u−
√

1− u

1 + u cos v
dv +

1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

( −1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,
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ainsi,

(−cn−1,nan,n+1 − cn−1,n+2an+2,n+1)cn+1,n−2

=
n
√
−t

4
((
√

1 + u +
√

1− u)− (
√

1 + u−
√

1− u))A(u, ε) + O(n2/3),

donc

gn−1,n−2 =
n
√
−t

2
√

1− u + O(n2/3).

Deuxièmement : le cas β = 1, n impair.

Lemme 4.12. — Pour j, k ∈ {n− 3, n− 2, n− 1}, on a

gn−2,n−3 =
n

4
√
−t(−

√
1 + u +

√
1− u) + O(n2/3),

gn−1,n−2 = O(n2/3).

Et on a

gn,n−3 + cn,n−3 = −
√
n(−t)1/4 (1 + u)1/4

2
√

2
+ O(n1/6),

gn,n−1 + cn,n−1 = −
√
n(−t)1/4 (1 + u)1/4

2
√

2
+ O(n1/6).

Preuve du lemme 4.12. — D’après le lemme 4.9, on voit, en utilisant les lemmes 4.1, 4.2 et 4.4,
que

α = a′n−3,ncn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1)
+a′n−1,n(cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1) + O(1)

et

γ = a′n,n+3cn+3,n(an−2,n+1cn+1,n−2 − 1)
−a′n,n+1(cn+1,n−2an−2,n+3cn+3,n + cn+1,n).

On veut montrer que α et γ se comporte comme c
√
n, avec c �= 0, ce qui sera suffisant pour obtenir

l’équivalent. On commence par α. On a, avec ε = (−1)[
n−1

2 ],

a′n−3,n = −
√

2
n

1
(−t)1/4

( −ε
(1− u)1/4

+
1

(1 + u)1/4

)
+ O

(
1

n5/6

)
,

a′n−1,n = −
√

2
n

1
(−t)1/4

(
ε

(1− u)1/4
+

1
(1 + u)1/4

)
+ O

(
1

n5/6

)
.

De plus,

cn,n−3 =
n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O (1) ,

cn+2,n−1 =
n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O (1) ,

cn,n−1 =
n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O (1) .
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Enfin,

an−1,n+2 =
1

n
√
−t

(
2(
√

1 + u−
√

1− u)
u

− 1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

an−3,n+2 =
1

n
√
−t

(
(−
√

1 + u +
√

1− u)3

u2
+

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

En effet, on a

an−1,n+2 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 3v/2
sin v/2

−
√

1− u

1 + u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

+
1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
1√

1 + u

(
2
u

+ 2
)

+
1√

1− u

(
−2
u

+ 1
)

+
ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
2(
√

1 + u−
√

1− u)
u

− 1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
et

an−3,n+2 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 5v/2
sin v/2

−
√

1− u

1 + u cos v
cos 5v/2
cos v/2

)
dv

+
1
2

(
1√

1− u
+

1√
1 + u

)
+

−ε
(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
1√

1− u

(
4
u2
− 2

u
− 1

)
+

1√
1 + u

(
− 4
u2
− 2

u
+ 2

)
− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
(−
√

1 + u +
√

1− u)3

u2
+

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Donc
α =
√
n(−t)1/4A(u, ε) + O(n1/6),

avec

A(u, ε) =
1

2
√

2

(
ε

(1− u)1/4
− 1

(1 + u)1/4

)
(
√

1 + u +
√

1− u)

×
(

1− 1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)
(

2(
√

1 + u−
√

1− u)
u

− 1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

))
− 1

2
√

2

( −ε
(1− u)1/4

− 1
(1 + u)1/4

)
×

(
(
√

1 + u−
√

1− u)

+
1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)2
(

(−
√

1 + u +
√

1− u)3

u2
+

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

))
=

1
2
√

2

[(
ε

(1− u)1/4
− 1

(1 + u)1/4

) (
−1

4
(
√

1 + u +
√

1− u)2
(
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

))
+

( −ε
(1− u)1/4

− 1
(1 + u)1/4

) (
1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)2
(

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

))]
= − 1

4
√

2
(
√

1 + u +
√

1− u)2

(1 + u)1/4

(
1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

)
< 0.
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car u ∈]0, 1[, ce qui donne le résultat cherché. Pour γ, on a

a′n,n+3 =

√
2
n

1
(−t)1/4

(
ε

(1− u)1/4
+

1
(1 + u)1/4

)
+ O

(
1

n5/6

)
,

a′n,n+1 =

√
2
n

1
(−t)1/4

( −ε
(1− u)1/4

+
1

(1 + u)1/4

)
+ O

(
1

n5/6

)
.

De plus, on a

cn+3,n =
n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O (1) ,

cn+1,n−2 =
n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O (1) ,

cn+1,n =
n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O (1) .

Enfin, on a

an−2,n+1 =
1

n
√
−t

( −1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

an−2,n+3 =
1

n
√
−t

(
1√

1− u
+

−ε
(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

En effet, on a

an−2,n+1 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 3v/2
sin v/2

+
√

1− u

1 + u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

−1
2

(
1√

1− u
+

1√
1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

( −1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
et

an−2,n+3 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 5v/2
sin v/2

+
√

1− u

1 + u cos v
cos 5v/2
cos v/2

)
dv

−1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

−ε
(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
1√

1− u
+

−ε
(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Donc
γ =
√
n(−t)1/4B(u, ε) + O(n1/6),
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avec

B(u, ε) =
1

2
√

2

(
ε

(1− u)1/4
+

1
(1 + u)1/4

)
×

(
−
√

1 + u +
√

1− u +
1
4
(
√

1 + u−
√

1− u)2
( −1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

))
+

1
2
√

2

( −ε
(1− u)1/4

+
1

(1 + u)1/4

)
×

(
−
√

1 + u−
√

1− u− 1
4
(
√

1 + u−
√

1− u)2
(

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

))
=

1
2
√

2

[
2ε
√

1− u

(1− u)1/4
− 2
√

1 + u

(1 + u)1/4
+

(
√

1 + u−
√

1− u)2

2(1 + u)1/4

( −1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)]
=

1
2
√

2
1

(1 + u)1/4

( −1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

) (
2
√

1− u2 +
1
2
(
√

1 + u−
√

1− u)2
)

=
1

4
√

2
(
√

1 + u +
√

1− u)2

(1 + u)1/4

( −1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

)
= A(u, ε) < 0,

car u ∈]0, 1[, on obtient le résultat cherché.
On calcule l’équivalent de gn−2,n−3, on a

gn−2,n−3 = −cn−2,n−3 +
1
α

(
a′n−5,ncn,n−3cn−2,n−5(an−1,n+2cn+2,n−1 − 1)

+a′n−1,n(cn−2,n−3cn,n−1 − cn−2,n−1cn,n−3 − cn,n−3cn−2,n−5cn−2,n−5an−5,n+2cn+2,n−1)
)

+ O(n1/2).

On a

cn−2,n−3 =
n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O(1),

cn−2,n−1 =
n

4
√
−t(−

√
1 + u−

√
1− u) + O(1),

cn−2,n−5 =
n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O(1),

a′n−5,n = −
√

2
n

1
(−t)1/4

(
ε

(1− u)1/4
+

1
(1 + u)1/4

)
+ O

(
1

n5/6

)
et

an−5,n+2 =
1

n
√
−t

(
2(
√

1 + u−
√

1− u)3

u3
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

En effet, on a

an−5,n+2 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 7v/2
sin v/2

−
√

1− u

1 + u cos v
cos 7v/2
cos v/2

)
dv

+
1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
,

or

1
2π

∫ π

0

√
1− u

1 + u cos v
cos 7v/2
cos v/2

dv =
1√

1 + u

(
− 4
u3
− 2

u2
+

2
u

+
1
2

)
+

1√
1− u

(
4
u3
− 2

u2
− 2

u

)
et

1
2π

∫ π

0

√
1 + u

1 + u cos v
sin 7v/2
sin v/2

dv =
1√

1 + u

(
4
u3

+
2
u2
− 2

u

)
+

1√
1− u

(
− 4
u3

+
2
u2

+
2
u
− 1

2

)
,
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d’où

an−5,n+2 =
1

n
√
−t

[
1√

1 + u

(
8
u3

+
4
u2
− 4

u

)
+

1√
1− u

(
− 8
u3

+
4
u2

+
4
u

)
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O(n−4/3)

=
1

n
√
−t

(
2(
√

1 + u−
√

1− u)3

u3
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O(n−4/3).

Ainsi, on a

gn−2,n−3 + cn−2,n−3 =
1
α

(
n3/2(−t3/4)

8
√

2

)[( −ε
(1− u)1/4

− 1
(1 + u)1/4

) (
(
√

1 + u−
√

1− u)2

+(
√

1 + u +
√

1− u)2 − 1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)2
(

2(
√

1 + u−
√

1− u)3

u3
− 1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

))
+

( −ε
(1− u)1/4

− 1
(1 + u)1/4

) (
− (
√

1 + u +
√

1− u)2

+
1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)3
(

2(
√

1 + u−
√

1− u)
u

− 1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

))]
+ O(n2/3)

=
1
α

(
n3/2(−t3/4)

8
√

2

)( −ε
(1− u)1/4

− 1
(1 + u)1/4

) [
(
√

1 + u−
√

1− u)2

+
1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)3
(

2(
√

1 + u−
√

1− u)
u

− 2(
√

1 + u−
√

1− u)3

u3

)]
+ O(n2/3)

=
1
α

(
n3/2(−t3/4)

8
√

2

)( −ε
(1− u)1/4

− 1
(1 + u)1/4

)
×

[
(
√

1 + u−
√

1− u)2 + (
√

1 + u +
√

1− u)2 − 4
]
+ O(n2/3)

= O(n2/3).

D’où, il vient
gn−2,n−3 =

n

4
√
−t(−

√
1 + u +

√
1− u) + O(n2/3).

On calcule l’équivalent de gn−1,n−2, on a

gn−1,n−2 = −cn−1,n−2 +
1
γ

(
−a′n,n+3cn+3,n(cn−1,n−2 + cn−1,n−4an−4,n+1cn+1,n−2)

+a′n,n+1(cn−1,ncn+1,n−2 − cn−1,n−2cn+1,n + cn−1,n−4an−4,n+3cn+3,ncn+1,n−2)
)
.

On a

cn−1,n−2 =
n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O (1) ,

cn−1,n−4 =
n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O (1)

et

an−4,n+1 =
1

n
√
−t

(
1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

an−4,n+3 =
1

n
√
−t

( −1√
1− u

− −ε
(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.
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En effet, on a

an−4,n+1 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 5v/2
sin v/2

+
√

1− u

1 + u cos v
cos 5v/2
cos v/2

)
dv

−1
2

( −1√
1− u

+
1√

1 + u

)
+

ε

(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

(
1√

1− u
+

ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
et

an−4,n+1 =
1

n
√
−t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 + u

1 + u cos v
sin 7v/2
sin v/2

+
√

1− u

1 + u cos v
cos 7v/2
cos v/2

)
dv

−1
2

(
1√

1− u
+

1√
1 + u

)
+

−ε
(1− u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)
=

1
n
√
−t

( −1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Ainsi, on a

gn−1,n−2 + cn−1,n−2 =
1
γ

(
n3/2(−t3/4)

8
√

2

)[( −ε
(1− u)1/4

+
1

(1 + u)1/4

) (
− (
√

1 + u−
√

1− u)2

−(
√

1 + u +
√

1− u)2 +
1
4
(
√

1 + u−
√

1− u)3
(
− 1√

1− u
− ε

(1− u2)1/4

))
−

(
ε

(1− u)1/4
+

1
(1 + u)1/4

) (
(
√

1 + u−
√

1− u)(
√

1 + u +
√

1− u)

+
1
4
(
√

1 + u−
√

1− u)3
(

1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

))]
+ O(n2/3)

=
1
γ

(
n3/2(−t3/4)

8
√

2

)[
ε

(1− u)1/4
(4− 2u)

+
1

(1 + u)1/4

(
−4− 2u− 1

2
(
√

1 + u−
√

1− u)3
(

1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

))]
+ O(n2/3)

=
1
γ

(
n3/2(−t3/4)

8
√

2(1 + u)1/4

)[
ε

(1− u)1/4

(
(4− 2u)

√
1 + u− 1

2
(4− 2u)

√
1 + u +

1
2
(4 + 2u)

√
1− u

)
+

1√
1− u

(
−(4 + 2u)

√
1− u− 1

2
(4− 2u)

√
1 + u +

1
2
(4 + 2u)

√
1− u

)]
+ O(n2/3)

=
1
γ

(
n3/2(−t3/4)

16
√

2(1 + u)1/4

)(
1√

1− u
− ε

(1− u)1/4

)
(
√

1 + u +
√

1− u)3 + O(n2/3)

=
n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O(n2/3).

D’où, il vient
gn−1,n−2 = O(n2/3).

On calcule l’équivalent de gn,n−3 + cn,n−3, on a

cn,n−3(1− an−1,n+2cn+2,n−1) =
n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u)

×
(

1− 1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)
(

2(
√

1 + u−
√

1− u)
u

− 1√
1− u

+
ε

(1− u2)1/4

))
+ O(n2/3)

=
n

16
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u)2
(

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

)
+ O(n2/3),
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d’où, il vient

gn,n−3 + cn,n−3 = −
√
n(−t)1/4 (1 + u)1/4

2
√

2
+ O(n1/6).

On calcule l’équivalent de gn,n−1 + cn,n−1, on a

cn,n−1 + cn,n−3an−3,n+2cn+2,n−1 =
n

4
√
−t

(√
1 + u−

√
1− u

+
1
4
(
√

1 + u +
√

1− u)2
(

(−
√

1 + u +
√

1− u)3

u2
+

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

))
+ O(n2/3)

=
n

16
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u)2
(

1√
1− u

− ε

(1− u2)1/4

)
+ O(n2/3),

d’où, il vient

gn,n−1 + cn,n−1 = −
√
n(−t)1/4 (1 + u)1/4

2
√

2
+ O(n1/6).

Troisièmement : le cas β = 4.

Lemme 4.13. — On a

g2n,2n+1 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

)
+ O(n2/3)

et

g2n+1,2n+2 =
n

4
√
−2t

[ (√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

−
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

)]
+ O(n2/3).

Preuve du lemme 4.13. — D’après le lemme 4.10, en utilisant les lemmes 4.5 et 4.7, il suffit de
prouver que

1− a2n−2,2n+1c2n+1,2n−2

et

α = 1− a2n−3,2nc2n,2n−3 − a2n−1,2nc2n,2n−1 − a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1

+a2n−3,2nc2n,2n−3a2n−1,2n+2c2n+2,2n−1 − a2n−3,2nc2n,2n−1a2n−1,2n+2c2n+2,2n−3

sont équivalents à des constantes non nulles lorsque n → +∞. On pose ε = (−1)n et on commence
par

1− a2n−2,2n+1c2n+1,2n−2.

On a

a2n−2,2n+1 = −a2n+1,2n−2 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

+ O (1)

et

c2n+1,2n−2 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
sin 3v/2
sin v/2

−
√

1−
√

2u
1 +
√

2u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

+
1
2

(
−1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
− ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
−1

n
√
−2t

(
2

√
1−
√

2u−
√

1 +
√

2u√
2u

+
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.
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Ainsi

1− a2n−2,2n+1c2n+1,2n−2 = A(u, ε) + O

(
1

n1/3

)
,

avec

A(u, ε) = 1 +
1
4

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

×
(

2

√
1−
√

2u−
√

1 +
√

2u√
2u

+
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)

=
1
4

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (

1√
1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
> 0,

car u ∈]0, 1/
√

2[, ce qui donne le résultat cherché. Pour α, on a

a2n−1,2n =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

+ O (1) ,

a2n−3,2n =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

+ O (1) ,

a2n−1,2n+2 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

+ O (1)

et

c2n,2n−1 =
1

n
√
−2t

(
1√

1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

c2n,2n−3 =
1

n
√
−2t

(
−1√

1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

c2n+2,2n−1 =
1

n
√
−2t

(
−1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

c2n+2,2n−3 =
1

n
√
−2t

(
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

En effet, on a

c2n,2n−1 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
+

√
1−
√

2u
1 +
√

2u cos v

)
dv

−1
2

(
−1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
− ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
1

n
√
−2t

(
1√

1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

c2n,2n−3 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
sin 3v/2
sin v/2

+

√
1−
√

2u
1 +
√

2u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

−1
2

(
1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
− ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
1

n
√
−2t

(
−1√

1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,
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c2n+2,2n−1 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
sin 3v/2
sin v/2

+

√
1−
√

2u
1 +
√

2u cos v
cos 3v/2
cos v/2

)
dv

−1
2

(
1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
+

ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
1

n
√
−2t

(
−1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
,

c2n+2,2n−3 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
sin 5v/2
sin v/2

+

√
1−
√

2u
1 +
√

2u cos v
cos 5v/2
cos v/2

)
dv

−1
2

(
−1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
+

ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
1

n
√
−2t

(
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Ainsi

α = B(u, ε) + O

(
1

n1/3

)
,

avec

B(u, ε) = 1 +
1
4

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (

1√
1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)

+
1
4

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (

−1√
1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)

+
1
4

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (

1√
1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)

+
1
16

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)2

(
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

) (
1√

1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)

− 1
16

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)2

(
−1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

) (
−1√

1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)

= 1 +
1
4

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

2√
1−
√

2u

+
1
4

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (

−1√
1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)

=
(

1− 1
2
− 1

4

)
+

(
1
2
− 1

4

) √
1 +
√

2u√
1−
√

2u
+

1
4

ε
(√

1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

(1− 2u2)1/4

=
1
4

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (

1√
1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
= A(u, ε) > 0,

car u ∈]0, 1/
√

2[, ce qui donne le résultat cherché.
On calcule l’équivalent de g2n,2n+1, on a

a2n,2n+1 = −a2n+1,2n =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

+ O (1) ,

a2n,2n+3 = −a2n+3,2n =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

+ O (1)
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et

c2n+3,2n−2 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
sin 5v/2
sin v/2

−
√

1−
√

2u
1 +
√

2u cos v
cos 5v/2
cos v/2

)
dv

+
1
2

(
1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
− ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
1

n
√
−2t

(
(
√

1−
√

2u−
√

1 +
√

2u)3

2u2
+

1√
1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.

Ainsi, il vient

g2n,2n+1 =
√
−2t

A(u, ε)
n

4

[(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

+
1
4

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)2

×
(

(
√

1−
√

2u−
√

1 +
√

2u)3

2u2
+

1√
1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)]
+ O(n2/3)

=
√
−2t

A(u, ε)
n

16

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)2

(
1√

1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O(n2/3)

=
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

)
+ O(n2/3).

On calcule l’équivalent de g2n+1,2n+2, on a

a2n+1,2n+2 = −a2n+2,2n+1 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

+ O (1) ,

c2n−2,2n−1 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

(
−

√
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
+

√
1−
√

2u
1 +
√

2u cos v

)
dv

−1
2

(
1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
+

ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
1

n
√
−2t

(
−1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
et

c2n−2,2n−3 =
1

n
√
−2t

[
1
2π

∫ π

0

( √
1 +
√

2u
1 +
√

2u cos v
+

√
1−
√

2u
1 +
√

2u cos v

)
dv

−1
2

(
−1√

1−
√

2u
+

1√
1 +
√

2u

)
+

ε

(1− 2u2)1/4

]
+ O

(
1

n4/3

)

=
1

n
√
−2t

(
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O

(
1

n4/3

)
.
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Ainsi, il vient

g2n+1,2n+2 − a2n+1,2n+2 =
√
−2t

A(u, ε)
n

16

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

×
[(

−1√
1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)(
1− 1

4

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
))

×
(

−1√
1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)
+

(
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)

×
(

1
4

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)) (

1√
1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

)]
+ O(n2/3)

=
√
−2t

A(u, ε)
n

16

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

×
(

1√
1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)
+ O(n2/3)

= −n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

)
+ O(n2/3).

D’où, on a

g2n+1,2n+2 =
n

4
√
−2t

[ (√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

−
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

)]
+ O(n2/3).

4.6 Résultats sur les régimes asymptotiques global et local

Dans cette section, nous donnons les résultats concernant le régime asymptotique les matrices
aléatoires étudiées dans cette partie. Commençons par rappeler quelques définitions. On note ρn (λ) =
p
(n)
1β (λ) la densité de probabilité marginale d’une valeur propre, la densité d’états ρ (λ), si elle existe,

est définie par la limite (ici au sens de la topologie de la convergence simple)

lim
n→+∞

ρn (λ) = ρ (λ)

et on appelle spectre, le support de la densité d’états ρ (λ). L’étude de cette quantité relève de l’étude
du régime global. Nous étudierons aussi deux quantités relatives au régime local, à savoir la statistique
locale des valeurs propres à l’intérieur et au bord du spectre. Ces quantités sont définies comme suit.
On rappelle d’abord que la probabilité Rn (∆) qu’un intervalle ∆ ne contienne aucune valeur propre
est donnée par

Rn (∆) =
n∑
�=0

(−1)�

5!

∫
∆�

Qdet (σnβ (λp, λq))1≤p,q≤� dλ1 . . .dλ�.

La statistique locale des valeurs propres à l’intérieur du spectre est alors définie comme la limite, si elle
existe, de Rn (∆), avec ∆ =

(
λ0, λ0 + v

nρn(λ0)

)
, où λ0 est tel que ρ (λ0) �= 0 et v est un réel positif fixé

et celle au bord du spectre comme la limite, si elle existe, de Rn (∆), avec ∆ =
(
λ0 − w

cn2/3 , λ0 + v
cn2/3

)
,

où λ0 est un point du bord du spectre et v, w et c sont des réels positifs fixés.
Pour étudier ces trois quantités, nous utiliserons les formules des noyaux matriciels que nous

avons obtenues dans la troisième partie. Ces formules comportent deux parties : une partie principale
qui fait intervenir le noyau reproduisant et une partie asymptotiquement négligeable qui fait intervenir
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les éléments de la matrice G et quelques coefficients supplémentaires simples à estimer. Pour la partie
principale, faisant intervenir le noyau reproduisant, le travail est presque totalement réalisé dans [2],
il suffit juste de remarquer que l’on peut dériver et intégrer les formules asymptotiques. En effet, le
noyau reproduisant intervient pour des classes de matrices aléatoires unitairement invariante (le cas
β = 2) et le comportement asymptotique (universel) du noyau reproduisant est bien étudié dans ce
cadre : voir [12] et [5]. Pour la partie négligeable, nous avons fait le travail préparatoire nécessaire
dans les sections 4.2, 4.3 et 4.4 de cette partie. Cependant, le cas de la statistique locale des valeurs
propres au bord du spectre est un peu plus compliqué.

Définissons les fonctions

s(x) =
sinπx

πx
, a(x, y) =

Ai(x)Ai′(y)−Ai′(x)Ai(y)
x− y

et

bβ (x, y) =
1
2
Ai(x)

(
cβ −

∫ +∞

y
Ai(t)dt

)
, avec cβ =

{
1 si β = 1
0 si β = 4

Premièrement : le cas β = 1.

Théorème 4.1. — Considérons les matrices aléatoires à loi orthogonalement invariante (1.1), avec
V (λ) = tλ2

4 + gλ4

8 , tel que g > 0, t < 0 et ωcr = t2/4g > 1, alors on a les résultats suivants.
(i) La densité d’états existe (la limite existant au sens de la topologie de la convergence simple) et vaut

ρ (λ) =
g |λ|
2π

√
max

(
0,

(
Z2

1 − λ2
) (

λ2 − Z2
2

))
,

avec

Z1 =
(−t− 2

√
g

g

) 1
2

et Z2 =
(−t + 2

√
g

g

) 1
2

.

(ii) La statistique locale des valeurs propres à l’intérieur du spectre est donnée par

lim
n→+∞

Rn

((
λ0, λ0 +

v

nρn (λ0)

))
=

+∞∑
�=0

(−1)�

5!

∫ v

0
· · ·

∫ v

0
Qdet (τ1 (xp, xq))1≤p,q≤� dx1 . . .dx�,

avec

τ1 (x, y) =
(

s (x− y) −s′ (x− y)∫ x−y
0 s (u) du− ε (x− y) s (x− y)

)
,

où v est un réel positif fixé et λ0 est tel que ρ (λ0) �= 0, i.e. λ0 ∈ (−Z2,−Z1) ∪ (Z1, Z2).
Plus précisément, on a

lim
n→+∞

1

(nρn (λ0))
k

Qdet
(
σn1

(
λ0 +

xp
nρn (λ0)

, λ0 +
xq

nρn (λ0)

))
1≤p,q≤k

= Qdet (τ1 (xp, xq))1≤p,q≤k

uniformément pour (xp)1≤p≤k dans un compact de Rk.
(iii) Pour la statistique locale des valeurs propres au bord du spectre, on a

lim
n→+∞

Rn

((
Zj −

wj

cjn2/3
, Zj +

vj

cjn2/3

))
=

+∞∑
�=0

(−1)�

5!

∫ v

−w
· · ·

∫ v

−w
Qdet (θ1 (xp, xq))1≤p,q≤� dx1 . . .dx�,

avec w2 = w, v2 = v et w1 = −v, v1 = −w et

θ1 (x, y) =

(
(a + b1)(x, y) −∂(a+b1)

∂y (x, y)∫ x
y (a + b1) (u, y) du− ε (x− y) (a + b1)(y, x)

)
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où v, w sont des réels positifs fixés et cj = (−1)j21/3√gZj.
Plus précisément, on a

lim
n→+∞

1(
cjn2/3

)k Qdet
(
σn1

(
Zj +

xp

cjn2/3
, Zj +

xq

cjn2/3

))
1≤p,q≤k

= Qdet
(
(−1)jθ1 (xp, xq)

)
1≤p,q≤k

uniformément pour (xp)1≤p≤k dans un compact de Rk.

Deuxièmement : le cas β = 4.

Théorème 4.2. — Considérons les matrices aléatoires à loi symplectiquement invariante (1.1), avec
V (λ) = tλ2

2 + gλ4

4 , tel que g > 0, t < 0 et ωcr = t2/4g > 2, alors on a les résultats suivants.
(i) La densité d’états existe (la limite existant au sens de la topologie de la convergence simple) et vaut

ρ (λ) =
g |λ|
4π

√
max

(
0,

(
Z2

1 − λ2
) (

λ2 − Z2
2

))
,

avec

Z1 =
(−t− 2

√
2g

g

) 1
2

et Z2 =
(−t + 2

√
2g

g

) 1
2

.

(ii) La statistique locale des valeurs propres à l’intérieur du spectre est donnée par

lim
n→+∞

Rn

((
λ0,λ0 +

v

nρn (λ0)

))
=

+∞∑
�=0

(−1)�

5!

∫ v

0
· · ·

∫ v

0
Qdet (τ4 (xp, xq))1≤p,q≤� dx1 . . .dx�,

avec

τ4 (x, y) =

(
s (2 (x− y)) −s′ (2 (x− y))∫ 2(x−y)
0 s (u) du s (2 (x− y))

)
,

où v est un réel positif fixé et λ0 est tel que ρ (λ0) �= 0, i.e. λ0 ∈ (−Z2,−Z1) ∪ (Z1, Z2).
Plus précisément, on a

lim
n→+∞

1

(nρn (λ0))
k

Qdet
(
σn4

(
λ0 +

xp
nρn (λ0)

, λ0 +
xq

nρn (λ0)

))
1≤p,q≤k

= Qdet (τ4 (xp, xq))1≤p,q≤k

uniformément pour (xp)1≤p≤k dans un compact de Rk.
(iii) La statistique locale des valeurs propres au bord du spectre est donnée par

lim
n→+∞

Rn

((
Zj −

wj

cjn2/3
, Zj +

vj

cjn2/3

))
=

+∞∑
�=0

(−1)�

5!

∫ v

−w
· · ·

∫ v

−w
Qdet (θ4 (xp, xq))1≤p,q≤� dx1 . . .dx�,

avec w2 = w, v2 = v et w1 = −v, v1 = −w et

θ4 (x, y) =
1
2

(
(a + b4)(x, y) −∂(a+b4)

∂y (x, y)∫ x
y (a + b4) (u, y) du (a + b4)(y, x)

)

et où v, w sont des réels positifs fixés et cj = (−1)j
√

2gZj.
Plus précisément, on a

lim
n→+∞

1(
cjn2/3

)k Qdet
(
σn4

(
Zj +

xp

cjn2/3
, Zj +

xq

cjn2/3

))
1≤p,q≤k

= Qdet
(
(−1)jθ4 (xp, xq)

)
1≤p,q≤k

uniformément pour (xp)1≤p≤k dans un compact de Rk.

Remarque. — La convergence simple aux points du bord du spectre s’obtient en utilisant le résultat
de la statistique locale au bord du spectre.
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4.7 Preuves des résultats

Preuve du théorème 4.1. — Pour cette preuve, rappelons la forme du noyau matriciel

σn1 (λ, µ) =
(

Sn (λ, µ) Dn (λ, µ)
Jn (λ, µ) STn (λ, µ)

)
,

avec

Dn (λ, µ) = −∂Kn

∂µ
(λ, µ)−Mn (λ, µ) ,

Sn (λ, µ) = Kn (λ, µ) + (εµ " Mn) (λ, µ) + αn(λ),
Jn (λ, µ) = (ελ " Kn) (λ, µ)− ε(λ− µ) + ελ " (εµ " Mn) (λ, µ) + (ε " αn)(λ)− (ε " αn)(µ),

où
Mn (λ, µ) = Gn (λ, µ)−Hn (λ, µ)

est donc de la forme (en fait, ici d = 3) d’après les lemmes 4.11 et 4.12

Mn (λ, µ) =
d−1∑

p,q=−d
m(n)
pq ψn+p (λ)ψn+q (µ) , avec m(n)

pq = O (n)

et (en fait, lorsque n est pair αn = 0)

αn(λ) =
−1∑

p=−d
bn+p,nψn+p (λ) , avec bn+p,n = O

(√
n
)
.

(i) Montrons l’existence de la densité d’états. Les formules exprimant les densités de probabilité
marginale et le noyau matriciel donnent

ρn (λ) =
1
n
Sn (λ, λ) =

1
n
Kn (λ, λ) +

1
n

(εµ " Mn) (λ, λ) +
1
n
αn(λ),

d’après le travail effectué dans [2] pour le noyau reproduisant, pour obtenir le résultat il suffit de
montrer que

lim
n→+∞

1
n

(εµ " Mn) (λ, λ) = 0 et lim
n→+∞

1
n
αn(λ) = 0

pour tout λ ∈ R. Or, compte des formules ci-dessus et du lemme 4.3, on a les estimations uniformes
suivantes ∣∣∣∣ 1n (εµ " Mn) (λ, µ)

∣∣∣∣ ≤ d∑
p,q=−d

∣∣∣∣ 1nm(n)
pq

∣∣∣∣ |ψn+p (λ)| |(ε " ψn+q) (µ)| = O(n−1/3) (4.3)

et ∣∣∣∣ 1nαn(λ)
∣∣∣∣ ≤ −1∑

p=−d

∣∣∣∣ 1nbn+p,n

∣∣∣∣ |ψn+p (λ) | = O(n−1/3) (4.4)

qui donnent le résultat.
(ii) Nous allons étudier le comportement asymptotique des trois quantités Dn (λ, µ) , Sn (λ, µ) et

Jn (λ, µ) pour le régime local à l’intérieur du spectre. Soit λ0 tel que ρ(λ0) �= 0, posons xn = x
nρn(λ0)

et yn = y
nρn(λ0) . Ainsi, pour chaque λ0, il existe un δ > 0 tel que si x et y sont dans un compact alors

λ0+xn et λ0+yn sont dans la partie P = (−Z2+δ,−Z1−δ)∪(Z1+δ, Z2−δ). Nous utiliserons la norme
de la convergence uniforme sur P , rappelons que d’après le lemme 4.3, on a ‖ψn+s‖L∞(P ) = O(1).
Montrons que

lim
n→+∞

1
nρn(λ0)

Sn (λ0 + xn, λ0 + yn) = s(x− y),
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d’après ce que l’on sait du cas β = 2, on a

lim
n→+∞

1
nρn(λ0)

Kn (λ0 + xn, λ0 + yn) = s(x− y)

uniformément en (x, y) dans un compact de R2. Pour obtenir le résultat cherché, on doit montrer

lim
n→+∞

1
nρn(λ0)

(εµ " Mn) (λ0 + xn, λ0 + yn) = 0

et
lim

n→+∞
1

nρn(λ0)
αn(λ0 + xn) = 0.

ce qui découlent des estimations (4.3) et (4.4). Montrons que

lim
n→+∞

1
(nρn(λ0))2

Dn (λ0 + xn, λ0 + yn) = −s′(x− y).

D’après les résultats de [2], on peut dériver les formules, il vient

−1
(nρn(λ0))2

∂Kn

∂µ
(λ0 + xn, λ0 + yn) =

−1
nρn(λ0)

∂Kn

∂y
(λ0 + xn, λ0 + yn) ,

ainsi
lim

n→+∞
−1

(nρn(λ0))2
∂Kn

∂µ
(λ0 + xn, λ0 + yn) = −s′(x− y).

Donc, il suffit de voir que

lim
n→+∞

1
(nρn(λ0))2

Mn (λ0 + xn, λ0 + yn) = 0,

or, on voit facilement que
‖Mn‖L∞(P×P ) = O(n),

ce qui donne le résultat. Montrons que

lim
n→+∞

Jn (λ0 + xn, λ0 + yn) =
∫ x−y

0
s(u)du− ε(x− y).

Pour cela, on utilise l’antisymétrie de Jn(λ, µ) qui donne Jn(λ, λ) = 0 pour tout λ ∈ R. On va étudier
la limite de

Jn (λ0 + xn, λ0 + yn)− Jn (λ0 + yn, λ0 + yn) .

On a

(ελ " Kn)(λ, µ) =
1
2

(∫ λ

−∞
Kn(ν, µ)dν −

∫ +∞

λ
Kn(ν, µ)dν

)
=

∫ λ

−∞
Kn(ν, µ)dν − 1

2

∫ +∞

−∞
Kn(ν, µ)dν,

ainsi

(ελ " Kn)(λ0 + xn, λ0 + yn)− (ελ " Kn)(λ0 + yn, λ0 + yn)

=
∫ λ0+xn

−∞
Kn(ν, λ0 + yn)dν −

∫ λ0+yn

−∞
Kn(ν, λ0 + yn)dν

=
∫ λ0+xn

λ0+yn

Kn(ν, λ0 + yn)dν =
1

nρn(λ0)

∫ x

y
Kn(λ0 +

u

nρn(λ0)
, λ0 +

y

nρn(λ0)
)du,
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donc

lim
n→+∞

((ελ " Kn)(λ0 + xn, λ0 + yn)− (ελ " Kn)(λ0 + yn, λ0 + yn))

=
∫ x

y
s(u− y)du =

∫ x−y

0
s(u)du.

De plus
ε(λ0 + xn − λ0 − yn) = ε(x− y).

Pour conclure, il reste à prouver que

lim
n→+∞

(ελ " (εµ " Mn)(λ0 + xn, λ0 + yn)− ελ " (εµ " Mn)(λ0 + yn, λ0 + yn)) = 0

et
lim

n→+∞
((ε " αn)(λ0 + xn)− (ε " αn)(λ0 + yn)) = 0.

On a

|ελ " (εµ " Mn)(λ0 + xn, λ0 + yn)− ελ " (εµ " Mn)(λ0 + yn, λ0 + yn)|

≤
d∑

p,q=−d

∣∣∣m(n)
pq

∣∣∣ |ε " ψn+p (λ0 + xn)− ε " ψn+p (λ0 + yn)| |(ε " ψn+q) (λ0 + yn)|

≤
d∑

p,q=−d
O(
√
n) |ε " ψn+p (λ0 + xn)− ε " ψn+p (λ0 + yn)| = O(1/

√
n)

car

|ε " ψn+p (λ0 + xn)− ε " ψn+p (λ0 + yn)|

=
∣∣∣∣∫ λ0+xn

λ0+yn

ψn+p

∣∣∣∣ = O

(
1
n

)
.

De manière similaire

|(ε " αn)(λ0 + xn)− (ε " αn)(λ0 + yn)| = O(1/
√
n),

ainsi, on a le résultat.
(iii) On constate donc que le noyau matriciel admet une limite avec une normalisation non

homogène. Cependant comme nous voulons montrer que

lim
n→+∞

1

(nρn (λ0))
k

Qdet
(
σn1

(
λ0 +

xp
nρn (λ0)

, λ0 +
xq

nρn (λ0)

))
1≤p,q≤k

= Qdet (τ1 (xp, xq))1≤p,q≤k

uniformément pour (xp)1≤p≤k dans un compact de Rk, il suffit de voir que dans l’expression du
déterminant quaternionique les termes antidiagonaux du noyau matriciel sont toujours multipliés entre
eux en nombres égaux. Compte tenu de la formule algébrique qui définit le déterminant quaternionique
Qdet (qrs)1≤r,s≤k, il suffit de prouver que la propriété tient pour

1

(nρn (λ0))
�
Tr(qp1p2qp2p3 · · · qp�p1),

notons

qpipi+1 =

(
a

(i)
11 a

(i)
12

a
(i)
21 a

(i)
22

)
,
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alors

Tr(qp1p2qp2p3 · · · qp�p1) =
2∑

s1,...,s�=1

a(1)
s1s2 · · · a

(�)
s�s1

.

Il faut prouver qu’il y a autant de termes a
(i)
12 que de termes a

(j)
21 (i et j ne comptant pas) dans

chaque terme de la somme ci-dessus. Or une telle suite d’indices est formée de la façon suivante
(s1s2)(s2s3)(s3s4) · · · (s�s1) où s1s2s3s4 · · · s� est une suite quelconque de 1 et de 2. Une récurrence
assure alors du résultat. On prend pour hypothèse de récurrence : pour 5 entier ≥ 1, il y a autant
de (12) que de (21). Pour 5 = 1, pas de tel couple, donc c’est vrai. Montrons que si l’hypothèse de
récurrence est vraie pour les entiers ≤ 5, alors elle est vraie pour 5+ 1. Considérons une suite de 5+ 1
couples. Premier cas, si le dernier couple est (11) ou (22) alors on a une suite de la forme

(1·) · · · (·1)(11) ou (2·) · · · (·2)(22)

et on peut appliquer l’hypothèse à la suite des 5 premiers couples. Deuxième cas, si le dernier couple
est (12) ou (21) alors quitte à inverser les rôles de 1 et 2, on peut prendre (21) alors on a une suite de
la forme

(1·) · · · (·2)(21)

qui plus précisément est de la forme

(1·) · · · (·1)(12)(22) · · · (22)(21),

où le nombre de (22) consécutifs devant le dernier couple (21) peut être nul ; on peut alors appliquer
l’hypothèse à la suite notée

(1·) · · · (·1)

ci-dessus et on obtient le résultat.
(iv) Pour finir, on doit prouver que l’on peut passer à la limite dans

Rn

((
λ0, λ0 +

s

nρn (λ0)

))
=

n∑
�=0

(−1)�

5!

∫ s

0
· · ·

∫ s

0
Qdet

(
σ̃n1

(
λ0 +

xp
nρn (λ0)

, λ0 +
xq

nρn (λ0)

))
1≤p,q≤�

dx1 . . .dx�,

où

σ̃n1

(
λ0 +

xp
nρn (λ0)

, λ0 +
xq

nρn (λ0)

)
est le noyau avec sa normalisation inhomogène et où l’on dérive et intègre par rapport aux xp. Posons

d
(n)
� =

(−1)�

5!

∫ s

0
· · ·

∫ s

0
Qdet

(
σ̃n1

(
λ0 +

xp
nρn (λ0)

, λ0 +
xq

nρn (λ0)

))
1≤p,q≤�

dx1 . . .dx�,

si 0 ≤ 5 ≤ n et d
(n)
� = 0 si 5 > n. Alors,

Rn

((
λ0, λ0 +

s

nρn (λ0)

))
=

+∞∑
�=0

d
(n)
� .

De plus, pour tout 5 ∈ N, on a
lim

n→+∞
d

(n)
� = d�,

où

d� =
(−1)�

5!

∫ s

0
· · ·

∫ s

0
Qdet (τ1 (xp, xq))1≤p,q≤� dx1 . . .dx�.
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Enfin, comme la convergence

lim
n→+∞

σ̃n1

(
λ0 +

x

nρn (λ0)
, λ0 +

y

nρn (λ0)

)
= τ1 (x, y)

est uniforme sur (0, s)2 et que les éléments de τ1 (x, y) sont des fonctions bornées sur (0, s), on en déduit
que les éléments de σ̃n1

(
λ0 + x

nρn(λ0) , λ0 + y
nρn(λ0)

)
sont bornés par une constante C > 0. Ainsi, en

appliquant l’inégalité d’Hadamard, on obtient∣∣∣∣∣ Qdet
(
σ̃n1

(
λ0 +

xp
nρn (λ0)

, λ0 +
xq

nρn (λ0)

))
1≤p,q≤�

∣∣∣∣∣ ≤ (
25C2

)�/2
,

d’où ∣∣∣d(n)
�

∣∣∣ ≤ s�

5!
(
25C2

)�/2
.

Le majorant est le terme général d’une série convergente, donc, en appliquant le théorème de conver-
gence dominé, on obtient le résultat.

(v) Pour le comportement au bord du spectre, on procède comme précédemment pour la partie
dépendant du noyau reproduisant. D’après les résultats de [2] sur le noyau reproduisant, on sait que

lim
n→∞

1
cjn2/3

Kn

(
Zj +

x

cjn2/3
, Zj +

y

cjn2/3

)
= (−1)ja(x, y).

Pour les autres termes, comme la norme de la convergence uniforme de ψn+s sur un voisinage du bord
du spectre est seulement O(n1/6) (voir le lemme 4.3), la situation est plus compliquée que dans le
cas de l’intérieur du spectre. Nous allons avoir besoin des équivalents suivants, uniformément en x
appartenant à un compact, on a

1
cjn2/3

ψn+s

(
Zj +

x

cjn2/3

)
=

(−1)σ0+j

√
2n(−t)1/4(1 + (−1)ju)1/4

Ai(x) + O(n−2/3)

où σ0 = (2− j)
[
n+s

2

]
et on a

si n + s impair,

ε " ψn+s

(
Z2 +

x

c2n2/3

)
=

1√
2n(−t)1/4

(
−1

3 +
∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

+ O(n−2/3),

si n + s pair,

ε " ψn+s

(
Z2 +

x

c2n2/3

)
=

1√
2n(−t)1/4

[
(−1)[

n+s
2 ]

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

]
+ O(n−2/3)

et si n + s impair,

ε " ψn+s

(
Z1 +

x

c1n2/3

)
=

1√
2n(−t)1/4

[
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)[

n+s
2 ]

(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

]
+ O(n−2/3),

si n + s pair,

ε " ψn+s

(
Z1 +

x

c1n2/3

)
=

(−1)[
n+s

2 ]
√

2n(−t)1/4

(
1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

+ O(n−2/3).

En effet, les formules asymptotiques et leur analyse donnent (avec les notations de la preuve du lemme
4.2)

ψn+s(λ) = (−1)σ0
n1/6√gλ√
|Φ′(λ)|

Ai(n2/3Φ(λ) + O(n−1/3))(1 + O(n−1)),
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où σ0 = (2− j)
[
n+s

2

]
. De plus, comme Ai′(t) = O(|t|1/4) lorsque |t| → +∞, il vient

Ai(n2/3Φ(λ) + O(n−1/3)) = Ai(n2/3Φ(λ)) + O(n−1/6).

Donc, uniformément en λ ∈ (Zj − δ, Zj + δ), on a

ψn+s(λ) = (−1)σ0
n1/6√gλ√
|Φ′(λ)|

Ai(n2/3Φ(λ)) + O(1).

Avec, Φ(Zj) = 0 et Φ′(Zj) = cj , il vient, uniformément en x appartenant à un compact,

1
cjn2/3

ψn+s

(
Zj +

x

cjn2/3

)
=

(−1)σ0

√
n

√
gZj

cj
√
|cj |

Ai
(
n2/3

(
Φ′(Zj)
cjn2/3

x + O(n−4/3)
))

+ O(n−2/3)

=
(−1)σ0

√
n

√
gZj

cj
√
|cj |

Ai(x) + O(n−2/3)

=
(−1)σ0+j

√
2n(−t)1/4(1 + (−1)ju)1/4

Ai(x) + O(n−2/3).

De plus, on a

ε " ψn+s

(
Zj +

x

cjn2/3

)
=

1
2

∫ Zj+
x

cjn
2/3

−∞
ψn+s −

∫ +∞

Zj+
x

cjn
2/3

ψn+s


=

1
2

∫
R

ψn+s −
∫ +∞

Zj+
x

cjn
2/3

ψn+s

=
1
2
a′n,n+s −

∫ +∞

Zj

ψn+s −
∫ Zj

Zj+
x

cjn
2/3

ψn+s.

Ainsi, on a,
si n + s impair,

ε " ψn+s

(
Zj +

x

cjn2/3

)
= −

∫ +∞

Zj

ψn+s +
∫ Zj+

x

cjn
2/3

Zj

ψn+s

et si n + s pair,

ε " ψn+s

(
Zj +

x

cjn2/3

)
=

∫ Zj

0
ψn+s +

∫ Zj+
x

cjn
2/3

Zj

ψn+s.

Or, on a, par un changement de variables λ = Zj + t
cjn2/3 ,

∫ Zj+
x

cjn
2/3

Zj

ψn+s(λ)dλ =
∫ x

0

1
cjn2/3

ψn+s

(
Zj +

t

cjn2/3

)
dt

=
(−1)σ0+j

∫ x
0 Ai√

2n(−t)1/4(1 + (−1)ju)1/4
+ O(n−2/3).

De plus, d’après le lemme 4.2, on a si n + s impair,

−
∫ +∞

Zj

ψn+s = −
∫ Z1+δ

Z1

ψn+s −
∫ Z2+δ

Z2−δ
ψn+s + O(n−1), si j=1,

= −
∫ Z2+δ

Z2

ψn+s + O(n−1), si j=2
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et si n + s impair, ∫ Zj

0
ψn+s =

∫ Z1

Z1−δ
ψn+s + O(n−1), si j=1,

=
∫ Z1+δ

Z1−δ
ψn+s +

∫ Z2

Z2−δ
ψn+s + O(n−1), si j=2,

ce qui donne le résultat cherhé d’après la preuve du lemme 4.2.
Nous aurons aussi besoin des équivalents suivants, pour n + p pair et n + q impair, on a4

(ε " ψn+p) (Z2 + xn) (ε " ψn+q) (Z2 + yn)− (ε " ψn+q) (Z2 + xn) (ε " ψn+p) (Z2 + yn)

=
1

2n
√
−t

(
1√

1 + u
+

(−1)[
n+p

2 ]

(1− u2)1/4

)(
−

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−7/6)

et

(ε " ψn+p) (Z1 + xn) (ε " ψn+q) (Z1 + yn)− (ε " ψn+q) (Z1 + xn) (ε " ψn+p) (Z1 + yn)

=
1

2n
√
−t

(
(−1)[

n+p
2 ]+[n+q

2 ]
√

1− u
+

(−1)[
n+p

2 ]

(1− u2)1/4

)(∫ x

y
Ai

)
+ O(n−7/6).

En effet, on a

(ε " ψn+p) (Z2 + xn) (ε " ψn+q) (Z2 + yn)− (ε " ψn+q) (Z2 + xn) (ε " ψn+p) (Z2 + yn)

=
1

2n
√
−t

[(
(−1)[

n+p
2 ]

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

) (
−1

3 +
∫ y
0 Ai

(1 + u)1/4

)

−
(
−1

3 +
∫ x
0 Ai

(1 + u)1/4

) (
(−1)[

n+p
2 ]

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

)]
+ O(n−7/6)

=
1

2n
√
−t

(
1√

1 + u
+

(−1)[
n+p

2 ]

(1− u2)1/4

)(
−

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−7/6)

et

(ε " ψn+p) (Z1 + xn) (ε " ψn+q) (Z1 + yn)− (ε " ψn+q) (Z1 + xn) (ε " ψn+p) (Z1 + yn)

=
1

2n
√
−t

[(
(−1)[

n+p
2 ] (1

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

) (
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)[

n+q
2 ]

(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

)

−
(

−1
(1 + u)1/4

+ (−1)[
n+q

2 ]
(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

) (
(−1)[

n+p
2 ] (1

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

)]
+ O(n−7/6)

=
1

2n
√
−t

(
(−1)[

n+p
2 ]+[n+q

2 ]
√

1− u
+

(−1)[
n+p

2 ]

(1− u2)1/4

)(∫ x

y
Ai

)
+ O(n−7/6).

On remarque qu’il suffit de calculer les contributions des termes complémentaires pour
ελ " εµ " (Jn(λ, µ) − Jn(µ, µ)), avec λ = Zj + xn et µ = Zj + yn, car les contributions pour les
autres éléments du noyau matriciel s’en déduisent par des dérivations. Ainsi, on calcule les limites de

4L’erreur de la preuve de la version précédente était d’avoir dit que
‖ψn+p ⊗ (ε � ψn+q)− ψn+q ⊗ (ε � ψn+p)‖L∞((Zj−δ,Zj+δ)2) = O(n−1/2) et que

‖(ε � ψn+p) ⊗ (ε � ψn+q) − (ε � ψn+q) ⊗ (ε � ψn+p)‖L∞((Zj−δ,Zj+δ)2) = O(n−7/6), ce qui est faux. En fait, il y a une
contribution au niveau des constantes d’intégration, qui rend faux les arguments données dans la version précédente. La
méthode de calcul des contributions des termes dépendants de Hn et Gn est totalement différente maintenant.
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ελ " εµ " ((Gn −Hn)(λ, µ)− (Gn −Hn)(µ, µ)), avec λ = Zj + xn et µ = Zj + yn.
On traite d’abord le cas n = 2r pair, on a, d’après le théorème 3.1,

Gn(λ, µ) = −gn−3,n−2(ψn−2(λ)ψn−3(µ)− ψn−3(λ)ψn−2(µ))
−gn−1,n−2(ψn−2(λ)ψn−1(µ)− ψn−1(λ)ψn−2(µ))

et

Hn(λ, µ) = cn−3,nψn−3(λ)ψn(µ) + cn−1,nψn−1(λ)ψn(µ)
+cn−2,n+1ψn−2(λ)ψn+1(µ) + cn−1,n+2ψn−1(λ)ψn+2(µ),

avec, d’après le lemme 4.1,

cn−3,n = −n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O(1),

cn−1,n = −n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O(1),

cn−2,n+1 = −n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O(1),

cn−1,n+2 = −n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O(1).

On calcule d’abord la partie principale de −(ελ " εµ " Hn)(λ, µ), avec λ = Z2 + xn et µ = Z2 + yn, on
a, d’après ce qui précède,

−(ελ " εµ " Hn)(λ, µ) =
(n

4
√
−t

) 1
(
√

2n(−t)1/4)2

[
(
√

1 + u−
√

1− u)

×
{(
−1

3 +
∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

(
(−1)r

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

)
+

(
−1

3 +
∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

(
(−1)r+1

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

)}

+(
√

1 + u +
√

1− u)

{(
−1

3 +
∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

(
(−1)r

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

)

+

(
(−1)r−1

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

) (
−1

3 +
∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

} ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[ (
1−

√
1− u

1 + u

)(
−1

3
+

∫ x

0
Ai

) (
4
3

+ 2
∫ y

0
Ai

)
+ (−1)r

(
√

1 + u +
√

1− u)
(1− u2)1/4

(∫ x

0
Ai−

∫ y

0
Ai

)

+

(
1 +

√
1− u

1 + u

)((
−1

3
+

∫ x

0
Ai

) (
2
3

+
∫ y

0
Ai

)
+

(
2
3

+
∫ x

0
Ai

) (
−1

3
+

∫ y

0
Ai

)) ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[
−8

9
+

5
3

∫ x

0
Ai− 1

3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

+

(
(−1)r

(
√

1 + u +
√

1− u)
(1− u2)1/4

−
√

1− u

1 + u

)∫ x

y
Ai

]
+ O(n−1/6).

De même, on calcule la partie principale de (ελ " εµ " Gn)(λ, µ), avec λ = Z2 + xn et µ = Z2 + yn, on
a, d’après ce qui précède et le lemme 4.11,

(ελ " εµ " Gn)(λ, µ) =
(n

4
√
−t

) ( ∫ x
y Ai

2n
√
−t

)

×
[
(
√

1 + u−
√

1− u)
(

1√
1 + u

+
(−1)r−1

(1− u2)1/4

)
+ 2
√

1− u

(
1√

1 + u
+

(−1)r−1

(1− u2)1/4

)]
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
1− (−1)r

(
√

1 + u +
√

1− u)
(1− u2)1/4

+

√
1− u

1 + u

)∫ x

y
Ai + O(n−1/6).
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Ainsi, il vient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + xn, Z2 + yn)

=
1
8

(
−8

9
+

5
3

∫ x

0
Ai− 1

3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai +

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
−8

9
+

8
3

∫ x

0
Ai− 4

3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6),

donc

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + xn, Z2 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + yn, Z2 + yn)

=
1
2

(
2
3

(∫ x

0
Ai−

∫ y

0
Ai

)
+

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai−

∫ y

0
Ai

∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
2

(∫ x

y
Ai

) (
2
3

+
∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
2

(∫ x

y
Ai

) (
2
3

+
1
3
−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
2

(∫ x

y
Ai

) (
1−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

On calcule maintenant la partie principale de −(ελ " εµ "Hn)(λ, µ), avec λ = Z1 + xn et µ = Z1 + yn,
on a, d’après ce qui précède,

−(ελ " εµ " Hn)(λ, µ) =
(n

4
√
−t

) 1
(
√

2n(−t)1/4)2

[
(
√

1 + u−
√

1− u)

×
{(

−1
(1 + u)1/4

+ (−1)r−2

(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

)
(−1)r

(
1
3 −

∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

+

(
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)r−1

(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

)
(−1)r+1

(
1
3 −

∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

}

+(
√

1 + u +
√

1− u)

{(
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)r−1

(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

)
(−1)r

(
1
3 −

∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

+

(
(−1)r−1

(
1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

) (
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)r

(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

)} ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[ (√
1 + u

1− u
− 1

)(
2
3

+
∫ x

0
Ai

) (
−2

3
+ 2

∫ y

0
Ai

)
− (−1)r

(
√

1 + u +
√

1− u)
(1− u2)1/4

(∫ x

0
Ai−

∫ y

0
Ai

)

+

(√
1 + u

1− u
+ 1

)((
2
3

+
∫ x

0
Ai

) (
1
3
−

∫ y

0
Ai

)
+

(
1
3
−

∫ x

0
Ai

) (
2
3

+
∫ y

0
Ai

)) ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[
8
9

+
1
3

∫ x

0
Ai− 5

3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

−
(

(−1)r
(
√

1 + u +
√

1− u)
(1− u2)1/4

+

√
1 + u

1− u

)∫ x

y
Ai

]
+ O(n−1/6).

De même, on calcule la partie principale de (ελ " εµ " Gn)(λ, µ), avec λ = Z1 + xn et µ = Z1 + yn, on
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a, d’après ce qui précède,

(ελ " εµ " Gn)(λ, µ) =
(n

4
√
−t

) (
−

∫ x
y Ai

2n
√
−t

)[
(
√

1 + u−
√

1− u)
(

(−1)r−1+r−2

√
1− u

+
(−1)r−1

(1− u2)1/4

)
+2
√

1− u

(
(−1)r−1+r−1

√
1− u

+
(−1)r−1

(1− u2)1/4

)]
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
3 + (−1)r

(
√

1 + u +
√

1− u)
(1− u2)1/4

+

√
1 + u

1− u

)∫ x

y
Ai + O(n−1/6).

Ainsi, il vient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + xn, Z1 + yn)

=
1
8

(
8
9

+
1
3

∫ x

0
Ai− 5

3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai + 3

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
8
9
− 8

3

∫ x

0
Ai +

4
3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6),

donc

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + xn, Z1 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + yn, Z1 + yn)

= −1
2

(∫ x

y
Ai

) (
1−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

On traite maintenant le cas n = 2r + 1 impair, on a, d’après le théorème 3.2,

Gn(λ, µ) = −gn−2,n−3(ψn−3(λ)ψn−2(µ)− ψn−2(λ)ψn−3(µ))
+gn−1,n−2(ψn−1(λ)ψn−2(µ)− ψn−2(λ)ψn−1(µ))

et

Hn(λ, µ) = cn−3,nψn−3(λ)ψn(µ) + cn−1,nψn−1(λ)ψn(µ)
+cn−2,n+1ψn−2(λ)ψn+1(µ) + cn−1,n+2ψn−1(λ)ψn+2(µ),

avec le lemme 4.1, on a

cn−3,n = −n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O(1),

cn−1,n = −n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O(1),

cn−2,n+1 = −n

4
√
−t(
√

1 + u−
√

1− u) + O(1),

cn−1,n+2 = −n

4
√
−t(
√

1 + u +
√

1− u) + O(1).

On calcule maintenant la partie principale de −(ελ " εµ "Hn)(λ, µ), avec λ = Z2 + xn et µ = Z2 + yn,
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on a, d’après ce qui précède,

−(ελ " εµ " Hn)(λ, µ) =
(n

4
√
−t

) 1
(
√

2n(−t)1/4)2

[
(
√

1 + u +
√

1− u)

×
{(

(−1)r−1

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

) (
−1

3 +
∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

+

(
(−1)r

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

) (
−1

3 +
∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

}

+(
√

1 + u−
√

1− u)

{(
(−1)r

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

) (
−1

3 +
∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

+

((
−1

3 +
∫ x
0 Ai

)
(1 + u)1/4

) (
(−1)r+1

(1− u)1/4
+

(
2
3 +

∫ y
0 Ai

)
(1 + u)1/4

)} ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[ (
1 +

√
1− u

1 + u

)(
2
3

+
∫ x

0
Ai

) (
−2

3
+ 2

∫ y

0
Ai

)
− (−1)r

(
√

1 + u−
√

1− u)
(1− u2)1/4

(∫ x

0
Ai−

∫ y

0
Ai

)

+

(
1−

√
1− u

1 + u

)((
2
3

+
∫ x

0
Ai

) (
−1

3
+

∫ y

0
Ai

)
+

(
−1

3
+

∫ x

0
Ai

) (
2
3

+
∫ y

0
Ai

)) ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[
−8

9
− 1

3

∫ x

0
Ai +

5
3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

−
(

(−1)r
(
√

1 + u−
√

1− u)
(1− u2)1/4

+

√
1− u

1 + u

)∫ x

y
Ai

]
+ O(n−1/6).

De même, on calcule la partie principale de (ελ " εµ " Gn)(λ, µ), avec λ = Z2 + xn et µ = Z2 + yn, on
a, d’après ce qui précède et le lemme 4.12,

(ελ " εµ " Gn)(λ, µ)

=
(n

4
√
−t

) (
−

∫ x
y Ai

2n
√
−t

)
(
√

1 + u−
√

1− u)
(

1√
1 + u

+
(−1)r−1

(1− u2)1/4

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
−1 + (−1)r

(
√

1 + u−
√

1− u)
(1− u2)1/4

+

√
1− u

1 + u

)∫ x

y
Ai + O(n−1/6).

Ainsi, il vient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + xn, Z2 + yn)

=
1
8

(
−8

9
− 1

3

∫ x

0
Ai +

5
3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai−

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
−8

9
− 4

3

∫ x

0
Ai +

8
3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6),

donc

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + xn, Z2 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + yn, Z2 + yn)

=
1
2

(∫ x

y
Ai

) (
−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

De plus, on a
αn(λ) = (cn−3,n + gn−3,n)ψn−3(λ) + (cn−1,n + gn−1,n)ψn−1(λ),

donc, il vient

1
c2n2/3

αn (Z2 + xn) =
√
n(−t)1/4 (1 + u)1/4

2
√

2
× 2×

(
1√

2n(−t)1/4
Ai(x)

(1 + u)1/4

)
+ O(n−1/6)

=
1
2
Ai(x) + O(n−1/6).
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Ainsi, on a

(ε " αn)
(
Z2 +

x

c2n2/3

)
− (ε " αn)

(
Z2 +

y

c2n2/3

)
=

1
c2n2/3

∫ x

y
αn

(
Z2 +

s

c2n2/3

)
ds

=
1
2

∫ x

y
Ai + O(n−1/6).

puisque la convergence de l’intégrande est uniforme en la variable s appartenant à un compact.
En conclusion, on obtient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + xn, Z2 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + yn, Z2 + yn)
+ε " αn(Z2 + xn)− ε " αn(Z2 + yn)

=
1
2

(∫ x

y
Ai

) (
1−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

On calcule maintenant la partie principale de −(ελ " εµ "Hn)(λ, µ), avec λ = Z1 + xn et µ = Z1 + yn,
on a, d’après ce qui précède,

−(ελ " εµ " Hn)(λ, µ) =
(n

4
√
−t

) 1
(
√

2n(−t)1/4)2

[
(
√

1 + u +
√

1− u)

×
{

(−1)r−1
(

1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

(
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)r

(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

)

+
(−1)r

(
1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

(
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)r+1

(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

)}

+(
√

1 + u−
√

1− u)

{
(−1)r

(
1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

(
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)r

(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

)

+

(
−1

(1 + u)1/4
+ (−1)r−1

(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1− u)1/4

) (
(−1)r+1

(
1
3 −

∫ y
0 Ai

)
(1− u)1/4

)} ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[ (√
1 + u

1− u
+ 1

)(
1
3
−

∫ x

0
Ai

) (
4
3

+ 2
∫ y

0
Ai

)
+ (−1)r

(
√

1 + u−
√

1− u)
(1− u2)1/4

(∫ x

0
Ai−

∫ y

0
Ai

)

+

(√
1 + u

1− u
− 1

)((
1
3
−

∫ x

0
Ai

) (
−2

3
−

∫ y

0
Ai

)
+

(
−2

3
−

∫ x

0
Ai

) (
1
3
−

∫ y

0
Ai

)) ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[
8
9
− 5

3

∫ x

0
Ai +

1
3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

+

(
(−1)r

(
√

1 + u−
√

1− u)
(1− u2)1/4

−
√

1 + u

1− u

)∫ x

y
Ai

]
+ O(n−1/6).

De même, on calcule la partie principale de (ελ " εµ " Gn)(λ, µ), avec λ = Z1 + xn et µ = Z1 + yn, on
a, d’après ce qui précède,

(ελ " εµ " Gn)(λ, µ)

=
(n

4
√
−t

) ( ∫ x
y Ai

2n
√
−t

)
(
√

1 + u−
√

1− u)
(

1√
1− u

+
(−1)r−1

(1− u2)1/4

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
−1− (−1)r

(
√

1 + u−
√

1− u)
(1− u2)1/4

+

√
1 + u

1− u

)∫ x

y
Ai + O(n−1/6).
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Ainsi, il vient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + xn, Z1 + yn)

=
1
8

(
8
9
− 5

3

∫ x

0
Ai +

1
3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai−

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
8
9
− 8

3

∫ x

0
Ai +

4
3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6),

donc

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + xn, Z1 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + yn, Z1 + yn)

= −1
2

(∫ x

y
Ai

) (
1−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

De plus, on a

1
c1n2/3

αn (Z1 + xn) =
√
n(−t)1/4(1 + u)1/4

2
√

2

(
Ai(x)√

2n(−t)1/4

) (−(−1)r−1

(1− u)1/4
+
−(−1)r

(1− u)1/4

)
+ O(n−1/6)

= O(n−1/6).

Ainsi, on a

(ε " αn)
(
Z1 +

x

c1n2/3

)
− (ε " αn)

(
Z1 +

y

c1n2/3

)
=

1
c1n2/3

∫ x

y
αn

(
Z1 +

s

c1n2/3

)
ds

= O(n−1/6).

puisque la convergence de l’intégrande est uniforme en la variable s appartenant à un compact.
En conclusion, on obtient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + xn, Z1 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + yn, Z1 + yn)
+ε " αn(Z1 + xn)− ε " αn(Z1 + yn)

= −1
2

(∫ x

y
Ai

) (
1−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

En conclusion, il vient par dérivation, pour n de parité quelconque,

lim
n→+∞

Jn

(
Zj +

x

cjn2/3
, Zj +

y

cjn2/3

)
= (−1)j

(∫ x

y
a(u, y)du +

1
2

(∫ x

y
Ai

) (
1−

∫ +∞

y
Ai

)
− ε(x− y)

)
,

lim
n→+∞

1
cjn2/3

Sn

(
Zj +

x

cjn2/3
, Zj +

y

cjn2/3

)
= (−1)j

(
a(x, y) +

1
2
Ai(x)

(
1−

∫ +∞

y
Ai

))
et

lim
n→+∞

1
(cjn2/3)2

Dn

(
Zj +

x

cjn2/3
, Zj +

y

cjn2/3

)
= (−1)j

(
−∂a

∂y
(x, y)− 1

2
Ai(x)Ai(y)

)
.

Preuve du théorème 4.2. — Pour le cas β = 4, la preuve est similaire à celle du cas β = 1 ; il
faut cependant donner les calculs des termes complémentaires pour la statistique locale au bord du
spectre. On a, d’après ce qui est fait pour le cas β = 1,

1
cjn2/3

ψ2n+s

(
Zj +

x

cjn2/3

)
=

(−1)σ0+jAi(x)
√

2n(−2t)1/4
(
1 + (−1)j

√
2u

)1/4
+ O(n−2/3),

avec σ0 = (2− j)
[

2n+s
2

]
,

si 2n + s impair,

ε " ψ2n+s

(
Z2 +

x

c2n2/3

)
=

1√
2n(−2t)1/4

(
−1

3 +
∫ x
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

+ O(n−2/3),
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si 2n + s pair,

ε " ψ2n+s

(
Z2 +

x

c2n2/3

)
=

1√
2n(−2t)1/4

[
(−1)[

2n+s
2 ]

(1−
√

2u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

]
+ O(n−2/3)

et si 2n + s impair,

ε " ψ2n+s

(
Z1 +

x

c1n2/3

)
=

1√
2n(−2t)1/4

[
−1

(1 +
√

2u)1/4
+ (−1)[

2n+s
2 ]

(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

]
+ O(n−2/3),

si 2n + s pair,

ε " ψ2n+s

(
Z1 +

x

c1n2/3

)
=

(−1)[
2n+s

2 ]
√

2n(−2t)1/4

(
1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

+ O(n−2/3).

De plus, on a pour 2n + p pair et 2n + q impair, on a

(ε " ψ2n+p) (Z2 + xn) (ε " ψ2n+q) (Z2 + yn)− (ε " ψ2n+q) (Z2 + xn) (ε " ψ2n+p) (Z2 + yn)

=
1

2n
√
−2t

(
1√

1 +
√

2u
+

(−1)[
2n+p

2 ]

(1− 2u2)1/4

)(
−

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−7/6)

et

(ε " ψ2n+p) (Z1 + xn) (ε " ψ2n+q) (Z1 + yn)− (ε " ψ2n+q) (Z1 + xn) (ε " ψ2n+p) (Z1 + yn)

=
1

2n
√
−2t

(
(−1)[

2n+p
2 ]+[ 2n+q

2 ]√
1−
√

2u
+

(−1)[
2n+p

2 ]

(1− 2u2)1/4

)(∫ x

y
Ai

)
+ O(n−7/6).

On a aussi d’après le théorème 3.3,

Gn(λ, µ) = g2n,2n+1(ψ2n(λ)ψ2n+1(µ)− ψ2n+1(λ)ψ2n(µ))
−g2n+1,2n+2(ψ2n+2(λ)ψ2n+1(µ)− ψ2n+1(λ)ψ2n+2(µ))

et

Hn(λ, µ) = −(a2n,2n+3ψ2n(λ)ψ2n+3(µ) + a2n+2,2n+3ψ2n+2(λ)ψ2n+3(µ)
+a2n+1,2n+4ψ2n+1(λ)ψ2n+4(µ) + a2n+2,2n+5ψ2n+2(λ)ψ2n+5(µ)),

avec, d’après le lemme 4.5,

a2n,2n+3 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

+ O(1),

a2n+2,2n+3 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

+ O(1),

a2n+1,2n+4 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

+ O(1),

a2n+2,2n+5 =
n

4
√
−2t

(√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

+ O(1).

On calcule d’abord la partie principale de −(ελ " εµ " Hn)(λ, µ), avec λ = Z2 + xn, µ = Z2 + yn et
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ε = (−1)n, on a, d’après ce qui précède,

−(ελ " εµ " Hn)(λ, µ) =
(n

4
√
−2t

) (
1√

2n(−2t)1/4

) [ (√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

×
{(

ε

(1−
√

2u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

) ((
−1

3 +
∫ y
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

)

+

(
−ε

(1−
√

2u)1/4
+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

) ((
−1

3 +
∫ y
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

)}

+
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) {(

−ε
(1−

√
2u)1/4

+

(
2
3 +

∫ x
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

) ((
−1

3 +
∫ y
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

)

+

((
−1

3 +
∫ x
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

) (
ε

(1−
√

2u)1/4
+

(
2
3 +

∫ y
0 Ai

)
(1 +

√
2u)1/4

)} ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[ 1 +

√
1−
√

2u
1 +
√

2u

 (
4
3

+ 2
∫ x

0
Ai

) (
−1

3
+

∫ y

0
Ai

)

+

1−

√
1−
√

2u
1 +
√

2u

 ((
2
3

+
∫ x

0
Ai

) (
−1

3
+

∫ y

0
Ai

)
+

(
−1

3
+

∫ x

0
Ai

) (
2
3

+
∫ y

0
Ai

))

+
ε
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

(1− 2u2)1/4

(∫ x

0
Ai−

∫ y

0
Ai

) ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[
− 8

9
− 1

3

∫ x

0
Ai +

5
3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai−

√
1−
√

2u
1 +
√

2u

(∫ x

y
Ai

)

+
ε
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

(1− 2u2)1/4

(∫ x

y
Ai

) ]
+ O(n−1/6).

De même, on calcule la partie principale de (ελ " εµ " Gn)(λ, µ), avec λ = Z2 + xn et µ = Z2 + yn, on
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a, d’après ce qui précède et le lemme 4.13,

(ελ " εµ " Gn)(λ, µ) =
(n

4
√
−2t

) (
−

∫ x
y Ai

√
2n(−2t)1/4

)

×
[ (√

1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

) (
1√

1 +
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)

−
((√

1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)
−

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

))

×
(

1√
1 +
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

) ]
+ O(n−1/6)

=
−

∫ x
y Ai

8

[
− 1−

√
1−
√

2u
1 +
√

2u
+ ε

(
1 +
√

2u
1−
√

2u

)1/4

+ ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4

+

(√
1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

)1 +

√
1−
√

2u
1 +
√

2u
+ ε

(
1 +
√

2u
1−
√

2u

)1/4

+ ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4

+1−

√
1−
√

2u
1 +
√

2u
− ε

(
1 +
√

2u
1−
√

2u

)1/4

+ ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4


]
+ O(n−1/6)

=
−

∫ x
y Ai

8

[
− 1−

√
1−
√

2u
1 +
√

2u
+ ε

(
1 +
√

2u
1−
√

2u

)1/4

+ ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4

+

1− ε
(

1−
√

2u
1+
√

2u

)1/4

1 + ε
(

1−
√

2u
1+
√

2u

)1/4


2 + 2ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4
 ]

+ O(n−1/6)

=
−

∫ x
y Ai

8

[
1−

√
1−
√

2u
1 +
√

2u
+

ε
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

(1− 2u2)1/4

]
+ O(n−1/6)

Ainsi, il vient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + xn, Z2 + yn)

=
1
8

(
−8

9
− 1

3

∫ x

0
Ai +

5
3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai−

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
−8

9
− 4

3

∫ x

0
Ai +

8
3

∫ y

0
Ai + 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6),

donc

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + xn, Z2 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z2 + yn, Z2 + yn)

=
1
2

(∫ x

y
Ai

) (
−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

On calcule maintenant la partie principale de −(ελ " εµ "Hn)(λ, µ), avec λ = Z1 + xn, µ = Z1 + yn et
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ε = (−1)n, on a, d’après ce qui précède,

−(ελ " εµ " Hn)(λ, µ) =
(n

4
√
−2t

) (
1√

2n(−2t)1/4

) [ (√
1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)

×
{(

ε
(

1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

) (
−1

(1 +
√

2u)1/4
− ε

(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

)

+

(
−ε

(
1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

) (
−1

(1 +
√

2u)1/4
+

ε
(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

)}

+
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) {(

−ε
(

1
3 −

∫ x
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

) (
−1

(1 +
√

2u)1/4
− ε

(
−2

3 −
∫ y
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

)

+

(
−1

(1 +
√

2u)1/4
+

ε
(
−2

3 −
∫ x
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

) (
ε
(

1
3 −

∫ y
0 Ai

)
(1−

√
2u)1/4

)} ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[ √
1 +
√

2u
1−
√

2u
+ 1

 (
2
3
− 2

∫ x

0
Ai

) (
2
3

+
∫ y

0
Ai

)

+

√
1 +
√

2u
1−
√

2u
− 1

 ((
1
3
−

∫ x

0
Ai

) (
−2

3
−

∫ y

0
Ai

)
+

(
−2

3
−

∫ x

0
Ai

) (
1
3
−

∫ y

0
Ai

))

+
ε
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

(1− 2u2)1/4

(
−

∫ x

0
Ai +

∫ y

0
Ai

) ]
+ O(n−1/6)

=
1
8

[
8
9
− 5

3

∫ x

0
Ai +

1
3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai−

√
1 +
√

2u
1−
√

2u

(∫ x

y
Ai

)

−
ε
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

(1− 2u2)1/4

(∫ x

y
Ai

) ]
+ O(n−1/6).

De même, on calcule la partie principale de (ελ " εµ " Gn)(λ, µ), avec λ = Z1 + xn et µ = Z1 + yn, on
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a, d’après ce qui précède,

(ελ " εµ " Gn)(λ, µ) =
(n

4
√
−2t

) ( ∫ x
y Ai

√
2n(−2t)1/4

)

×
[ (√

1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

) (
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)

−
((√

1 +
√

2u +
√

1−
√

2u
)
−

(√
1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
) (√

1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

))

×
(

−1√
1−
√

2u
− ε

(1− 2u2)1/4

) ]
+ O(n−1/6)

=

∫ x
y Ai

8

[√
1 +
√

2u
1−
√

2u
+ 1 + ε

(
1 +
√

2u
1−
√

2u

)1/4

+ ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4

+

(√
1 +
√

2u− ε(1− 2u2)1/4√
1 +
√

2u + ε(1− 2u2)1/4

) (
1√

1−
√

2u
+

ε

(1− 2u2)1/4

)(
2
√

1−
√

2u
) ]

+ O(n−1/6)

=

∫ x
y Ai

8

[
1 +

√
1 +
√

2u
1−
√

2u
+ ε

(
1 +
√

2u
1−
√

2u

)1/4

+ ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4

+

1− ε
(

1−
√

2u
1+
√

2u

)1/4

1 + ε
(

1−
√

2u
1+
√

2u

)1/4


2 + 2ε

(
1−
√

2u
1 +
√

2u

)1/4
 ]

+ O(n−1/6)

=

∫ x
y Ai

8

[
3 +

√
1 +
√

2u
1−
√

2u
+

ε
(√

1 +
√

2u−
√

1−
√

2u
)

(1− 2u2)1/4

]
+ O(n−1/6)

Ainsi, il vient

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + xn, Z1 + yn)

=
1
8

(
8
9
− 5

3

∫ x

0
Ai +

1
3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai + 3

∫ x

y
Ai

)
+ O(n−1/6)

=
1
8

(
8
9

+
4
3

∫ x

0
Ai− 8

3

∫ y

0
Ai− 4

∫ x

0
Ai

∫ y

0
Ai

)
+ O(n−1/6),

donc

(ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + xn, Z1 + yn)− (ελ " εµ " (Gn −Hn))(Z1 + yn, Z1 + yn)

= −1
2

(∫ x

y
Ai

) (
−

∫ +∞

y
Ai

)
+ O(n−1/6).

En conclusion, il vient par dérivation,

lim
n→+∞

In

(
Zj +

x

cjn2/3
, Zj +

y

cjn2/3

)
= (−1)j

(∫ x

y
a(u, y)du− 1

2

(∫ x

y
Ai

) (∫ +∞

y
Ai

))
,

lim
n→+∞

1
cjn2/3

Sn

(
Zj +

x

cjn2/3
, Zj +

y

cjn2/3

)
= (−1)j

(
a(x, y)− 1

2
Ai(x)

(∫ +∞

y
Ai

))
et

lim
n→+∞

1
(cjn2/3)2

Dn

(
Zj +

x

cjn2/3
, Zj +

y

cjn2/3

)
= (−1)j

(
−∂a

∂y
(x, y)− 1

2
Ai(x)Ai(y)

)
.
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