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Georg Cantor: Beitrage zur Begriindung der transfiniten
Mengenlehre

Unter einer ,,Menge" verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,, Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.

]

Jeder Menge M kommt eine bestimmte , Machtigkeit” zu, welche wir ihre
Kardinalzahl” nennen.

»Machtigkeit” oder , Kardinalzahl” von M nennen wir den Allgemeinbegriff,
welcher mit Hilfe unseres aktiven Denkverdgens dadurch aus der Menge M
hervorgeht, daB von der Beschaffenheit ihrer verschiedenen Elemente m und
von der Ordnung ihres Gegebenseins abstrahiert wird.



Fregesche Mengenlehre

Mengengleichheit Jede Menge ist durch ihre Elemente vollstandig be-
stimmt. D.h., zwei Mengen M und L sind gleich, wenn sie dieselben
Elemente enthalten:

M =L falls Vx:x & M genau dann, wenn x € L

Mengenbildung Ist ¢ ein einstelliges Pradikat, so gibt es eine Menge M
(die Extension des Pradikats), die genau diejenigen Gegenstande enthilt,
auf die ¢ zutrifft. D.h.:

Vx : x € M genau dann, wenn ¢(x)

In Zeichen schreiben wir {z | ¢(x)} fiir die Extension von . (Wegen der
ersten Forderung ist die Extension eines Pradikats eindeutig bestimmt.)



Die natiirlichen Zahlen nach Frege

Frege wollte damit die Zahlen definieren. So ist die Fregesche Zwei definiert
als

2p :={M | M hat genau zwei Elemente}

und man kann sagen, daB M genau zwei Elemente enthalt, wenn gilt:

e MV enthalt mindestens zwei Elemente. D.h.:
dx,y:x e Mundy e M und z #y

und

e N/ enthalt hochstens zweil Elemente. D.h.:

Ve,y,z € M : x =y oder y = z oder x = 2



Die Russelsche Antinomie

Das Prinzip der unbeschrankt zulassigen Mengenbildung implziert einen Wi-
derspruch: Betrachte die Menge

R:={x|x &x}

Dann ist:
ReR genau dann, wenn RZR

Dieser Widerspruch zeigte, daB Freges Prinzip der freien (unbeschrankten)
Mengenbildung aufgegeben werden muBte.



Das Extensionalitatsaxiom

Axiom. Zwei Mengen sind gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten.
Also:

M =L <— Ve:x € M < x € L

Definition. Eine Menge M heiBt Teilmenge der Menge L, wenn gilt

Ve:zx e M = x € L.

Fur diesen Fall schreiben wir M C L.

Gilt auBerdem M +# L, so nennen wir M eine echte Teilmenge und schreiben
M C L.




Das Aussonderungsaxiom

Axiom. Sei ¢ eine Bedingung, die von freien Variablen abhangen kann. Sei
M eine Menge, dann gibt es eine Menge L mit

Ve:x e L<=xe& M und p(x).

Fiir diese Menge schreiben wir:

{r € M|p(x)}



Das Paarbildungsaxiom

Axiom. Fiir beliebige x und y gibt es eine Menge M, so dal3

Vz:ze M < z=x oder z = y.

Wir schreiben {x,y} fiir diese Paarmenge. Sie ist wegen Extensionalitat ein-
deutig.

Definition von Einermengen. Der Fall + = y ist im Paarbildungsaxiom
nicht ausgeschlossen. In diesem Fall schreiben wir {x} fiir die eindeutig be-
stimmte Menge die

Veize{a} <= z=1

erfullt.



Das Axiom von der Vereinigungsmenge

Axiom. Sei M eine Menge, dann gibt es eine Menge V (M), genannt
Vereinigung iiber M, so daB3

Ve:x e V(M) <= (Jye M : x € y)

gilt.
Bemerkung. Fiir jedes Element m € M gilt: m C V(M).

Beweis. Sei namlich x € m, so gibt es ein m € M mit x € m. Mithin ist
x € V(M). Also:
Ve:xem=—x€ V(M)

D.h.om CV(M). q.e.d.

Definition. Fiir zwei Mengen M und L heiBt
MUL:=V({M,L}) ={x|xz € M oder x € L}
auch die Vereinigung von M und L.



Das Axiom von der Potenzmenge

Axiom. Fiir jede Menge M gibt es die Menge aller ihrer Teilmengen, also eine
Menge P(M) mit
Vr:x e P(M) <= xC M.

Beispiel. Ist M = {m, [} eine Paarmenge, so ist die Potenzmenge

P(M) = {0, {m} ,{l} {m,1}}

Die Potenzmenge hat also 4 Elemente.

Allgemein hat die Potenzmenge einer n-elementigen Menge 2" Elemente.



Das Axiom von der leeren Menge

Axiom. Es gibt eine leere Menge . D.h., Vx : x & 0.

Bemerkung. Erst mit diesem Axiom ist die Existenz von Mengen sicherge-
stellt. Jetzt gibt es aber auch gleich sehr viele.



Das geordnete Paar nach Kuratowski

Definition. Fiir zwei Mengen z und y heiBt

(z,y) == {{z} ,{z,y}}

das geordnete Paar von x und y.

Die wichtige Eigenschaft des geordneten Paares ist:
(xlayl) — (l’g,yg) < Ir1 = X2 und Yy = Y2

Dies folgt aus dem Extensionalitatsaxiom.

Definition. Durch
(z,9,2) = ((z,9), 2)

werden Tripel definiert.




Das Kreuzprodukt zweier Mengen

Satz und Definition. Fiir je zwei Mengen M und L gibt es eine (wegen
Extensionalitit sogar genau eine) Menge M x L, genannt Kreuzprodukt oder

direktes Produkt, mit:

V2 : z2ze€MXL < (JreMyel:z= (xy)).
Also wird das Kreuzprodukt beschrieben durch den Mengenterm
MxL={z|3zreM,yeL:z=(x,y)}
Wir schreiben auch
MxL=A(x,y)|xe M, ye L}

In dieser Darstellung heiBen x und y Laufvariablen. Sie durchlaufen M bzw.
L.

Beweis:



Relationen

Definition. Eine freie Relation ist eine Menge R geordneter Paare.

Sind M und L Mengen, so ist eine Relation zwischen M und L ein Tripel
(M, L, R), worin R eine Teilmenge von M X L ist. Die Menge R ist also eine
freie Relation. Wir nennen M den Definitionsbereich der Relation und L ihren
Wertebereich.

Eine Relation zwischen M und M nennen wir eine Relation auf M.

Bemerkung. Fiir jede freie Relation R gibt es Mengen, M und L, so daf3
R C M x L. Genauer: die Ausdricke

{z]3y:(z,y) € R}

und
{y|3z: (z,y) € R}
definieren Mengen, das Urbild und das Bild von R.



Funktionen

Definition. Eine Relation f C M x L zwischen den Mengen M und L heil3t
Funktion (oder Abbildung) von M nach L, wenn es fiir jedes x € M genau
ein y € L gibt, fiir das (z,y) € f. Dieses durch x eindeutig bestimmte y € L
notieren wir als

f(x)
und nennen es den Wert der Funktion f an der Stelle . Wir sagen auch, f
bilde x auf y ab.

Durch die Notation
f:M— L

driicken wir aus, daB wir mit f eine Funktion von M nach L meinen.

Bemerkung. Genaugenommen ist eine Funktion also ein Tripel
(M,L,f C M x L)

dessen dritter Eintrag, der Werteverlauf oder der Graph der Funktion ist.




Urbilder, Injektivitat, Surjektivitat und Bijektivitat

Definition. Fiir y € L definiert der Ausdruck

[yl ={z e M| f(z) =y}

eine Menge nach Aussonderungsschema. Wir nennen sie, die Urbildmenge von
y unter f und ihre Elemente heiBen Urbilder von y. Die Funktion f heiBt
injektiv, wenn jedes y € L hochstens ein Urbild hat. Die Funktion f heiBt
surjektiv, jedes y € L mindestens ein Urbild hat. Die Funktion f heiB3t bijektiv,

wenn sie injektiv und surjektiv ist. In diesem Fall hat jedes y € L genau ein
Urbild und die Menge

f7=Aly,x) € Lx M| (z,y) € f}

ist eine Funktion von L nach M, die Umkehrfunktion zu f.

Bemerkung. Zueinander bijektive Mengen haben gleichviele Elemente. Wir
nennen zueinander bijektive Mengen gleichmachtig.




Verkettung von Funktionen

Satz und Definition. Seien M, L und K Mengen. Ferner seien f : M — L
und g : L — K Funktionen. Dann ist die Verkettung

gof:={(mk)e Mx K|3JleL:(ml) e fund(l,k)ecg}
ich lese das als ,,g nac eine Funktion von M nach K. Es gilt:
(ich lese das als ,g nach f*“) eine Funkti M nach K. Es gil

(g0 f)(m) = g(f(m)) Vm € M

Bemerkung. Seien f : M — L, g: L — K und h : K — H Funktionen.
Verkettung von Funktionen assoziativ ist:

(hog)of=ho(gof)




Die identische Funktion

Definition. Fiir jede Menge M ist
idy ={(z,y) e M x M |z =y} ={(x,2) |z € M}
eine Funktion. Sie erfiillt die definierende Bediungung
idys(m) =m Vme M

Die Funktion id,; heiBt auch die identische Abbildung auf M.

Bemerkung. Funktionen werden oft als Zuordnungen eingefiihrt. Dann liegt
eine Notation wie die folgende nahe:

r +— X



Funktionen sind keine Zuordnungsvorschriften

In der Literatur findet sich zuweilen die Erlauterung, daB8 eine Abbildung eine
Abbildungsvorschrift sei. Das ist irrefiihrend, selbst fiir Funktionen, die durch
eine Vorschrift (was auch immer das sein mag) erklart werden kénnen. So
betrachte man die Funktionen

f:R — R
T — oz’
und
g:R — R

r = 1+ (x+1)(z—1)

Diese Funktionen sind gleich, aber die zur Definition von f und g angegebenen
Vorschriften sind verschieden.



Ein Satz von Cantor

Satz. Keine Menge ist gleichmachtig mit ihrer Potenzmenge. Genauer: Sei M
eine Menge und f : M — P(M) eine Funktion. Dann ist f nicht surjektiv.

Beweis. Wir bilden die Teilmenge

Li={reM|z¢ f(z)}
und behaupten, daB L € P(M) nicht im Bild von f liegen kann.

Nehmen wir also an, es gabe ein y € M mit L = f(y). Dann ware

yel <=  yé&flyy <= yé&L

Das ist absurd. q.e.d.

Korollar. Es gibt keine ,groBte” Menge. Insbesondere gibt es keine Allmenge,
also eine Menge {z | x = x}, die alles enthilt.



Das Schicksal der Fregeschen Zahlen

Folgerung. Es gibt keine Menge M, die alle einelementigen Mengen enthalt.
Insbesondere ist 1r keine Menge.

Beweis. Die einelementigen Mengen sind gerade die Mengen der Form {x}.
Wir haben also die Annahme zum Widerspruch zu fiihren, daB es eine Menge

M gibt mit
Ve : {z} e M

Sei also M so eine Menge. Wir bilden die Vereinigung
L:=V(M)
Dann gilt fiir jedes x:
{r}eM = {2} CL=—=2x€lL

Also enthalt L alles. Aber es gibt keine Allmenge. q.e.d.



Das Ersetzungsaxiom (Fraenkel)

Axiom. Sei p(x,y) ein zweistelliges Pradikat (das von weiteren freien Varia-
blen abhidngen darf). Sei M eine Menge, so daB gilt:

Vee M3ly: p(x,y).
Dann gibt es eine Menge L, so dab:

Yy : yel <= (JxeM:pxy)).

Bemerkung. Das Ersetzungsschema sichert, dal8 der Ausdruck ¢ eine Funk-
tion f auf M beschreibt, indem es postuliert, da8 die Bildmenge L existiert
(d.h., daB es eine Menge gibt, die als Bildmenge fungieren kann). Dann gibt
es auch das direkte Produkt M x L, und daraus laBt sich f per Aussonde-
rungsschema bilden:

f=A@,y) e M x L|p(x,y)}.
Auf diese Weise gilt ¢(x, f(x)) fiir jedes x € M.



Das Auswahlaxiom

Axiom. Seien M und L Mengen, und sei R C M X L eine Relation. Wenn
gilt:
VmeMIleL:(ml eR

dann gibt es eine Funktion f : M — L mit f C R, alsoso daB (m, f(m)) € R
fuir jedes m € M.

Alternative Formulierung. Sei f : M — L eine surjektive Funktion. Dann
gibt es einen Schnitt, d.h. eine Funktion g : L — M, so daB

Vye L: f(gy) =v.

Alternative Formulierung. Sei M eine Menge, deren Elemente nicht-leere
und paarweise disjunkte Mengen sind. Dann gibt es eine Menge L, so dal3
Jjedes Element von L genau einem Element von M als Element angehort.

Definition: Zwei Mengen sind disjunkt oder elementfremd, wenn sie kein Ele-
ment gemeinsam haben.




Beweis” des Auswahlaxiom

Behauptung. Jede Surjektion hat einen Schnitt.

Beweis. Sei f : M — L surjektiv. Dann gibt es zu jedem y € L ein z, € M,
das von y abhangt (dafiir der Index), mit:

fxy) =y
Nun definiere die Abbildung:

g: L — M
Yy = xy,

Dann ist g ein Schnitt zu f, denn fiir y € L haben wir

flo(y) = flz,) =y q.e.d.



Ordnungen

Definition. Sei M eine Menge. Eine Relation <:= (M, M, R C M x M) auf
M heiBt Ordnung oder partielle Ordnung, wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

1. Die Relation < ist reflexiv:

Vee M :z<x

2. Die Relation < ist antisymmetrisch:

Ve,yeM: zyundyzrz=—=2x=y

3. Die Relation < ist transitiv:

Ve,y,z€ M: x=<yundy<z=—2x =<2

Bemerkung: Wir schreiben dabei = < y fiir (z,y) € R.



Vergleichbarkeit

Definition. Zwei Element z,y € M heien vergleichbar beziiglich <, wenn

r <y oder y=<X=zx

gilt. Sind je zwei Elemente von M vergleichbar miteinander beziiglich <, so
heit die Ordnung < total oder Anordnung.

Beispiel. Die vertraute Kleiner-Gleich-Relation ist eine Anordnung auf der
Menge R der rellen Zahlen.



Beispiel: Ordnung durch Inklusion

Beispiel 4.2. Sei M eine Menge. Dann ist die Relation
(P(M), P(M), {(A,B)|A,BeP(M)und AC B} CP(M) x P(M))

(hier explizit als Tripel beschrieben) eine Ordnung auf der Potenzmenge P(M).
Wir nennen dies die Ordnung durch Inklusion und notieren sie mit C.

C ist reflexiv, denn x C z.

C ist antisymmetrisch, denn =z C y und y C z sagt, daB = und y die-
selben Elemente haben. Nach dem Extensionalitatsaxiom sind also die
Mengen x und y gleich: x = y.

C ist transitiv, denn x C y C z impliziert das jedes Element von x
zunachst zu y darum aber auch zu z gehort. Also folgt = C z.

Die Ordnung durch Inklusion ist keine totale Ordnung, wenn M mindestens
zwei Elemente enthalt: Verschiedene einelementige Teilmengen von M sind
nicht miteinander vergleichbar.



Die Inklusionsordnung auf P({a, b, c,d})

len a, b, c und d paarweise verschieden.

{a,b,c,d}

PN

1a,0,c} {a,b,d} {a,c,dy {b,c,dj

LT SN

a,by  {a,cp  {a,dp by ibd}y {cdj

A

105

N\

0



Kleinste, groBte, minimale und maximale Elemente

Definition. Sei < eine Ordnung auf der Menge M. Ein Element m € M
heilt

e kleinstes oder erstes Element von M beziiglich <, wenn es , kleiner” als
alle anderen ist:

VeeM: m-=<x

e groBtes oder letztes Element von M beziiglich <, wenn es ,, groBer” als
alle anderen ist:

VeeM: xz-<m

e minimal oder Minimum beziiglich <, wenn es kein , kleineres” Element
gibt:

VieeM: z<m=x=m

e maximal oder Maximum beziiglich <, wenn es kein , groBeres” Element
gibt:

VeeM: m~<r—zx=m



Eindeutigkeit des kleinsten und groBten Elements

Beobachtung. Eine Ordnung hat hochstens ein kleinstes Element und
hochstens ein groBtes Element.

Beweis. Seien a und a' zwei kleinste Elemente beziiglich der Ordnung <.
Dann ist @ < d/, weil a ein kleinstes Element ist. Ebenso gilt ¢’ < a, weil o’
ein kleinstes Element ist. Aus der Antisymmetrie von < folgt dann, daB a = d
Ist.

Das Argument fiir groBte Elemente ist analog. q.e.d.

Bemerkung. Eine geordnete Menge hat nicht unbedingt ein kleinstes oder
ein groBtes Element: Es gibt weder eine kleinste noch eine groBte relle Zahl.



Das kleinste Element

{a,b,c,d}

PN

{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}

AT RS ETN

{a,b}  {a,c¢} {a,d} {b,c¢} {b,d} {c,d}

N

{a} {b} {c} {d}

V4

0

Jedes andere Element ist groBer. Das kleinste Element ist auch minimal.



Das groBte Element

{a,b,c,d}

AN

{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}

AT ST

{a,b}  {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} A{c,d}

N

{a} {b} {c} {d}

NN

0

Jedes andere Element ist kleiner. Das groBte Element ist auch maximal.



Proposition. In einer Ordnung ist jedes kleinste Element ist minimal. Jedes
groBte Element ist maximal.

Proposition. /n einer Anordnung gelten auch die Umkehrungen: Jedes Mini-
mum ist ein kleinstes Element und jedes Maximum ist ein groBtes Element.
Insbesondere hat eine Anordnung hochstens ein Minimum und hochstens ein
Maximum.

Beweise: . ..



Teilordnungen

Satz und Definition 4.10. Sei M eine Menge, <= (M, M, R) eine Ord-
nung auf M und A C M eine Teilmenge. Dann ist

j |A = (A,A,RQAXA)

eine Ordnung auf A. Wir nennen < |4 die Einschrinkung von =< auf die
Teilmenge A oder die auf A induzierte Ordnung.

Ist < total, so ist auch die Einschrinkung < |4 total.

Beweis. Die Eigenschaften der Reflexivitat, Antisymmetrie, Transitivitat und
gegebenenfalls Totalitat vererben sich auf die Einschrankung. Das Argument
ist in jedem Fall von der Form:

Ve,...e M :p(x,...) darum Ve,...e A:p(x,...) q.e.d.



Die induzierte Ordnung auf P ({a,b,c,d})

{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}

AT ST

{a,b}  {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} A{c,d}

N A A7

tay by ey dg



Inklusionsordnung auf P~ ({a, b, ¢, d}): [ minimale Elemente

{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d} {b,c,d}

AT ST

{a,b}  {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} {c,d}

gy 10 ey 4

Es gibt keine kleineren Elemente.

Bermerkung: Es gibt hier kein kleinstes Element.



Inklusionsordnung auf P, ({a, b, ¢, d}):

maximale Elemente

{a,b, c}

{a,b,d}

{a,c,d}

{b,c,d}

AT PSRN

{a,b}  {a,c}

N

a}

la,dj

105

Es gibt keine groBeren Elemente.

b, c}

¢

Bemerkung: Es gibt hier kein groBtes Element.

{b,d} {c,d}

14}



Die Inklusionsordnung auf den ,,Bégen” in {a,b,c,d}

{a,b,c, d}

| /NN

1a;b,¢y {a,b,d} {a,c,dj 1b,c,d}

Bl S Z

1a,d}y  {bc; ¢, dj

b}

| N\

0




Ketten, Antiketten, Wohlordnungen und Teilwohlordnungen

Definition. Sei M eine Menge mit der Ordnung <. Eine Teilmenge A C M
heiBt Teilanordnung oder Kette, wenn je zwei Elemente von A beziiglich <
vergleichbar sind. Dies |aBt sich auch ausdriicken durch die Forderung, dal3 die
Einschrankung < |4 eine Anordnung sei.

Sind je zwei verschiedene Elemente von A beziiglich < unvergleichbar, so heiBt
A eine Antikette.

Definition. Sei < eine Ordnung auf M. Wir nennen < eine Wohlordnung
bzw. sagen, M werde durch < wohlgeordnet, wenn jede nicht-leere Teilmenge
von M ein kleinstes Element besitzt.

Eine Teilwohlordnung von M ist eine Teilmenge A C M, so daB sich < zu
einer Wohlordnung auf A einschrankt.




Wohlordnungen sind Anordnungen

Beobachtung. Jede Wohlordnung ist eine Anordnung.

Beweis. Sei < eine Wohlordnung auf der Menge M. Um zu zeigen, daB <
eine Anordnung ist, betrachten wir zwei Elemente x,y € M. Zu zeigen ist die

Vergleichbarkeit, also:
xr =y oder Yy

Die aber folgt daraus, daB die Teilmenge {x,y} C M ein kleinstes Element
hat. Ist x das kleinste Element, so ist z < y; und ist y das kleinste Element,

so ist y X . q.e.d.



Eine Kette

{a,b,c,d}

{a, d}

1d}



Eine maximale Kette

{a,b,c,d}

\

{a,c,d}

/

{a, d}

i

1d}

/

0



Eine Antikette

{b,c,d}

{a, b}



Eine maximale Antikette

{b,c,d}

{a,b} {a,d}



Beschranktheit

Definition. Sei M eine Menge mit der Ordnung < und A C M. Wir nennen
ein Element S € M eine untere Schranke fiir A, wenn gilt:

Vee A: <z

LaBt A eine untere Schranke zu, so heiBt A von unten beschrankt: andern-
falls heiBt A nach unten unbeschrankt. Wenn die Menge aller unteren Schran-
ken von A ein groBtes Element hat, so heit es groBte untere Schranke oder
Infimum von A. Es ist also eine untere Schranke a von A fiir die gilt:

VB € M : [3ist untere Schranke von A — ( < «

Das Element (3 ist eine obere Schranke fiir A, wenn gilt:
Vee A:x X[

LaBt A eine obere Schranke zu, so heiBt A von oben beschrankt: andern-
falls heiBt A nach oben unbeschriankt. Eine kleinste obere Schranke oder
Supremum ist eine obere Schranke w von A, fiir die gilt:

V3 € M : [3ist obere Schranke von A — w < [




Untere Schranken

{a,b,c} {a,b,d}




Untere Schranken

{a,b,c,d}

{a,b,c} {a,b,d}




Untere Schranken

14, 0}

{a,b,c,d}

{a,b,c} {a,b,d}




Untere Schranken

{a,b,c,d}

{a,b,c} {a,b,d} {a,c,d}




Untere Schranken

{a,b,c,d}

{a,b,c} {a,c,d}

Hier gibt es keine groBte untere Schranke.



Endlich, aber nach unten unbeschrankt

{b,c,d}

{b,c} {b,d} {c,d}

b ¢

In der umgebenden Menge ,, fehlen” die unteren Schranken.



Das Unendlichkeitsaxiom

Definition. Fiir jede Menge x, heiBt ™ := 2 U {z} der Nachfolger von .

Bemerkung. Nichts in unserer Mengenlehre verbietet x € x. Man kann sogar
weitere Axiome hinzufiigen, die dafiir sorgen, daB die ,, Gleichung”

z = {r}
eine eindeutige Losung hat. Fiir so ein & ware dann:

r=xU{r} =xa"

Definition. Eine Menge M heiBt induktiv wenn gilt:

1. M enthilt die leere Menge als Element: () € M.

2. M ist unter Nachfolgerbildung abgeschlossen: Vo € M : 2™ € M.

Axiom. Es gibt eine induktive Menge U..



Der Anfang der Zahlenreihe

Wir setzen

Oy := 0

Iy = OX]:ONU{ON}:{ON}

— 1t = 1y U{ln} = {On, 1n}

IN = ZEZZNU{QN}:{ON,lN,QN}

Iy = 35 =35 U{3x} = {On, Ly, 25, 31}

Gut ist, daB die Zahl i genau o Elemente hat. Die Menge aller natiirlichen
Zahlen soll offensichtlich sein:

IN* := {ON71N72N73N74N7“°}

Aber was sollen die Piinktchen ,,..." bedeuten?



Die naturlichen Zahlen nach John von Neumann

Satz und Definition 5.7. Der Ausdruck
IN* :={u|VM : M ist induktiv—-p € M}

beschreibt eine Menge, die wir als Menge der von Neumann-Zahlen bezeich-
nen. Dies ist die ,kleinste” induktive Menge. Genauer:

1. IN* jst induktiv.

2. IN* ist die kleinste induktive Menge: Ist M eine beliebige induktive Menge,
so ist N* C M. Ist insbesondere, M C IN* induktiv, so ist M = IN*.

Satz 5.8. Fiir jede von Neumann-Zahl ;i € IN* ist

V(p) Cu=V(") Cpu'

Insbesondere ist keine von Neumann-Zahl ihrem Nachfolger gleich. AuBerdem
sind zwei von Neumann-Zahlen gleich, wenn sie gleiche Nachfolger haben.

Beweise: . ..



IN* ist wohlgeordnet durch Inklusion |

Erinnerung 7?. Vu e N*: V() Cpu=V(u") C u™.

Lemma. Keine von Neumann-Zahl v ist Teilmenge eines ihrer Elemente. Ins-
besondere ist v & v.

Beweis. A :={v e N"|Vuecv:vZu}
Wir zeigen, daB A induktiv ist. Augenscheinlich ist ) € A.
Seialsov € Aund p € vt =vU{r}. Dannist ; € v oder 1 = v.

nwerv — nCrv=—uCvrvcrv  =vuy=—vecAd
Transitivitat vCrT

U =v —— ng:i_ugyCy+:>y+gM:>y+EA
vCv

Also ist A induktiv und damit A = IN*.

Ware nun v € v, dann ware v = v € v und damit v C v € v, also ware v
Teilmenge eines Elements (namlich v). q.e.d.



IN* ist wohlgeordnet durch Inklusion |l

~—~
—t
~—

Erinnerung. VueN*: V() Cu=V(E") Cu®
Ywepu:uZv
&

—~ —~
W DN
—_— —

Lemma. Fiir jede von von Neumann-Zahl 1 € IN* ist ) = u oder ) € p.

Beweis. A:={u e N*|u=10oder ) € u}
Offensichtlich ist () € A.
Sei nun € A. Dann ist 1 = () oder () € 1.

u:@;ﬁu+:@+®ﬁ}@€u+:>u+€fl
Vep = 0epuy = pu A
pCpt

Also ist A induktiv und damit A = IN*. q.e.d.



IN* ist wohlgeordnet durch Inklusion |l

Erinnerung. Ve N*:  V(p) Cpu=V(u") cu' (1)
YWwepu: v (2)
e (3)
0 = p oder () € p (4)

Lemma. Fiir je zwei von Neumann-Zahlen i, v € IN* gilt:

[INSH7 — (/ﬁéyoderpﬁzy)

Beweis. A .= {v e N*|Vuev:pu" €voder um =v} C IN*
D e A dennVue0:...ist wahr.
Sei v € A. Wir zeigen: Vu € vm =vU{v}:p" € v’ oder pt =v"

MEV:A>,LL+EVQV+Oder,u+:VEV+:>/L+€V+
ve

p=v = pu=vr

Also v € A. Somit ist A induktiv. Also A = IN*. q.e.d.



IN* ist wohlgeordnet durch Inklusion |V

Erinnerung. Vi e IN* V(p) Cpu=Vp")cu®
YVweu:u<v
&
0= 1 oder ) € p
VVE,LL:V+€,LLOderV+:,LL

Lemma. Fiir je zwei von Neumann-Zahlen i, v € IN* gilt:

we v — nwC v

Beweis. Die Menge v ist transitiv (1). Also ist ;1 C v.
Wegen (2) ist v & . Also ist  C v.

O

S

/N /N /N /N /YN
Ot V)
N— N N N NS

q.e.d.



IN* ist wohlgeordnet durch Inklusion V

Erinnerung. VueN*: V(u)Cu=Vu")cu®
Yweu:vCu
)= oder ) € p
Vv e p:vt €poderv =p

Satz 5.15. Vuy,vr e N*: pu€ev oder veu oder v=yu

Beweis. A, :={v € N* | u € v oder v € ;1 oder v = 1}

D e A, wegen (3). Seinunv € A,
MEV———iu€u+:>u+€AM
vCv

VE/LﬁV+E/LOderV+—/L:>V+EAN
4

V= — cvi=veA
i vt=vU{v} H i

Also ist A, = IN*, und zwar fiir jedes ;1 € IN*.

p—

/N N N /N
wWw Do
N— N N

S



IN* ist wohlgeordnet durch Inklusion VI

p—t

Erinnerung. VueIN*: V(u) Cu=V(u") cu®
YVveu:vCu
D= oder () € p
Vv e p:vt € poderv =p

()

/N /N /N /N /N
=~ W
N— N N N NS

&y

Vv eIN": u € v oderv €y oderv = p

Korollar. Fiir je zwei von Neumann-Zahlen i, v € IN* gilt:

we v <~ w v

Beweis. Die Richtung 1 € v = p C v folgt aus (2).

Sei nun 1 C v. Nach (5) gibt es drei Moglichkeiten. Davon ist iy = v offen-
sichtlich unvertraglich mit y C v.

Aber auch v € i scheidet aus. Denn dann ware mit (2) auch v C p.

Also bleibt nur y € v. q.e.d.



IN* ist wohlgeordnet durch Inklusion VII

~—~
—t
~—

Erinnerung. Vu,v e N*: pev< uCv

—~
DO
~—~

it € v oderv ey oderv =p
(1) und (2) = pCvoderv Cpu (3)

Satz 5.17 (Wohlordnungsprinzip). IN* ist durch C wohlgeordnet: Jede
nicht-leere Teilmenge B C IN* hat ein C-kleinstes Element.

Beweis. Sei B C IN* Teilmenge ohne kleinstes Element. Wir zeigen B = ().
A = {p € IN* | pu ist untere Schranke von B} ist also disjunkt zu B.
Vue B: ) C u. Also ) € A. Sei € A, d.h., p ist untere Schranke von B.

¢ A= JveB: W v=—vcCcpuy = puCrcu’
(3) peA,veB

— — v — u € B Widerspruch
pt=pU{p} 2 veB 8

Also ist ut € A und darum A induktiv, also A = IN*.
Somitist B=BNN*=BNA=1. q.e.d.



Endlichkeit von Mengen

Fakt und Definition 5.22. Fiir eine Menge M sind aquivalent:
1. Es gibt eine von-Neumann-Zahl 11 € IN* die gleichmachtig zu M ist.
Es gibt keine injektive Funktion IN* — M.
Es gibt keine surjektive Funktion M — IN*.
Jede injektive Funktion von M nach M ist bijektiv. (Dedekind)

Jede surjektive Funktion von M nach M ist bijektiv.

S & N

Jede nicht-leere Teilmenge A C P(M) der Potenzmenge hat ein mini-
males Element beziiglich Inklusion:

V0 #£AACPM) dJxc AVyeA:yCax=—y=x  (Tarski)

Sind diese Bedingungen erfiillt, so nennen wir M endlich und die
gleichmachtige von Neumann-Zahl # M ihre Machtigkeit oder Kardinalitat.




Wohldefiniertheit der Kardinalitat endlicher Mengen

Aufgabe 5.19. Die leere Menge () ist die einzige von Neumann-Zahl, die nicht
Nachfolger einer von Neumann-Zahl ist. Fiir jede andere von Neumann-Zahl
w ist V(u) der Vorgédnger:

Vu e N*: 0 p <= (V(u) € N* und pu=V(u)")

Aufgabe 5.20. Seien i, € IN* zwei von Neumann-Zahlen. Sind die Nach-
folger = und vt gleichmachtig, so sind auch u und v gleichmachtig.

Aufgabe 5.21. Gleichmachtige von Neumann-Zahlen sind gleich.

Wohldefiniertheit der Kardinalitdat 5.23. Sei M eine endliche Menge,
dann gibt es genau eine zu M gleichmachtige von Neumann-Zahl.

Beweis. Die Existenz folgt aus der Endlichkeit von M.

Fir die Eindeutigkeit betrachten wir u, v € IN* und Bijektionen f : un — M
und g : v — M. Dannist g"' o f : © — v eine Bijektion und somit u = v
nach Aufgabe 5.21. q.e.d.



Intuitionen: Gleichmachtigkeit zu von Neumann-Zahlen

Diese Endlichkeitsdefinition sagt einfach, daBB genau die Mengen endlich sind,
die sich zahlen lassen. Eine Menge, die gleichmachtig ist zu

4N:{ON71N72N73N}

hat augenscheinlich vier Elemente.



Intuitionen: Unendlichkeit via IN*

Hier haben wir zwei Kriterien fiir Unendlichkeit. Sei M eine unendliche Menge.
Dann hat sie mindestens ein Element mg. Nun ist

My :={x e M|z # my}

immer noch unendlich, und hat darum ein Element m. So fahren wir fort und
erhalten paarweise verschiedene Elemente

moy, My, Mo, ... € M

Die Abbildung 7z — m,; ist dann eine injektive Funktion IN* — M.

Umgekehrt ist m; — ¢ eine Abbildung definiert auf einer Teilmenge von M
und surjektiv auf IN*. Fortsetzen (irgendwie) auf ganz M liefert eine Surjektion

M — IN*.



Intuitionen: Dedekind-Endlichkeit

Dedekind-Endlichkeit formalisiert das ,, Schubfachprinzip®:

Murmeln sollen auf Schubfacher verteilt werden. Sind es mehr Mur-
meln als Facher, so werden mindestens zwei im selben Fach landen.

Angewendet auf eine injektive Abbildung M — M mit endlichem M heiBt
das, daB das Bild nicht eine echte Teilmenge von M sein kann.



Intuitionen: Tarski-Endlichkeit

Hier ist der positive Teil schnell erklart: eine endliche Menge hat eine endliche
Potenzmenge. Jede Teilmenge darin ist also eine endliche, durch Inklusion
geordnete Menge. Als endliche Ordnung hat sie ein minimales Element.

Interessanter ist die Frage, warum fiir unendliches M die Potenzmenge P(M)
eine Teilmenge B C P(M) enthalten soll, die kein C-minimales Element hat.




Intuitionen: Kuratowski-Endlichkeit

Eine Menge soll doch wohl dann endlich sein, wenn sie sich aus der leeren
Menge dadurch gewinnen |aBt, daB ein Element nach dem andern hinzugefiigt
wird. Die folgende Definition bringt diese Vorstellung zu Geltung: die Vereini-
gung zweler endlicher Mengen ist endlich, die leere Menge ist endlich, und alle
Einermengen sind endlich. Die ,, Gesamtheit” (nicht ,,Menge"!) aller endlichen
Mengen ist die kleinste Gesamtheit, die () und alle Einermengen enthilt und
abgeschlossen ist unter Vereinigung.

Da diese Gesamtheit aber keine Menge ist, miissen wir uns auf die Teilmengen
einer vorgegebenen Menge M einschranken:

Definition. Eine Menge M heiBt Kuratowski-endlich, wenn jede Teilmenge
B C P(M), die gegeniiber Vereinigung abgeschlossen ist und auBerdem die
leere Menge und alle Einermengen {m} fiir m € M enthalt, schon M als
Element enthalt:

Ve,ye B:xUy &€ B und
VB CP(M): e B und — MEeRB
Vme M :{m} € B



Angeordnete Korper |

Definition. Ein angeordneter Korper ist ein Korper K mit Nullelement 0 €
K, Einselement 1 € K, Addition und Multiplikation

+: K xK — K

(a,f) = a+p
K x K — K
(0576) — O"B

und einer Anordnung < auf K (genannt Kleiner-Gleich), die mit den
Korperverkniipfungen in folgendem Sinne vertraglich ist:

1. Die Kleiner-Gleich-Relation ist invariant unter Addition:

a < — a+y<p+vy Vo,p,yEK

2. Die Kleiner-Gleich-Relation ist invariant unter Multiplikation mit nicht-
negativen Elementen:

a<Bund0<xy — a-v < By Va,B,v € K



(Angeordnete) Korper |l

Klammerersparnisregeln.

a—f:=a+ (—p) — [ ist additives Inverses
o 1
B B

Also: Punkt- vor Strichrechnung. Klammern setzen wir nicht, wenn das Er-
gebnis nicht von der Klammerung abhangt.

Potenznotation. Wir setzen



(Angeordnete) Korper |l

Beobachtung. /n einem Korper K gilt 0 - o = 0 fiir jedes Element o € K.

Satz und Definition. Additive Inverse sind eindeutig (LA). Das additive In-
verse von « bezeichnen wir mit —a. Multiplikative Inverse sind eindeutig (LA).
Das multiplikative Inverse eines Elements a ¢ 0 bezeichnen wir mit é

Folgerung. In einem Kérper K ist fiir jedes o € K das Produkt (—1) -« ein
und damit das additive Inverse —a.. Es ist namlich

a+(-1)-a = 1-a+(-1)«
= (1+(=1) -«
— 0«
= 0



(Angeordnete) Korper IV

Proposition. (—1)-(—1) = 1.

Beweis.

1

1+0
14+0-(=1)
1+ (1+(=1))-(—1)
1+1-(=1)+(=1)-(-1)
1+ (=1)+(-1)-(-1)

- (—1)



(Angeordnete) Korper V

Nullteilerfreiheit. Jeder Korper K ist nullteilerfrei, d.h.:

r#0undy#0 <+— zxy+#0 Ve,y e K

In Worten und negativ formuliert: ein Produkt verschwindet genau dann, wenn
mindestens einer seiner Faktoren verschwindet.

Beweis. Das sollte aus der linearen Algebra bekannt sein. Hier eine Erinnerung
an den wesentlichen Punkt: Sei = # 0 aber zy = 0. Dann ist:
1 1

y=—ary=—-0=0 q.e.d.
T T



Angeordnete Korper VI: Das Einselement ist positiv

Proposition. In einem angeordneten Korper K sind Quadrate nicht-negativ:
0<a-« Va e K

Insbesondere ist 0 < 1. (Und 0 # 1 gilt in jedem Korper.)

Beweis. Fir o € K ist 0 < o oder o < 0, weil die Relation < total ist. Im

Fall 0 < afolgt0=0-a<a-a.

Im Fall & < 0 folgt 0 = a+ (—a) < 0+ (—a) = —a. Damit ergibt sich unter
Anwendung des ersten Falles auf das nicht-negative —a die Ungleichung

= ((=1)-a)-((-1)-a)
= (-1 (-1) a-a
= l-a-«

und es folgt wieder 0 < «a - a. q.e.d.



Die Mutter aller Ungleichungen

0 < 12 und Gleichheit nur fir x =0

Diese Ungleichung gilt in jedem angeordneten Korper.

Etliche Ungleichungen ergeben sich aus ihr durch (zuweilen trickreiche) Ma-
nipluation.



Monotonie der dritten Potenz

Anwendung. /n einem angeordneten Korper gilt:

r<y = <y

Beweis. Rechnung zeigt:
20° —2°) = (y — 2)(y° + v + 2y + 2* + 27)
= (y—2)[y* + (y +2)* + 2]
Nun sind Summen von Quadraten nicht negativ:
0<y’+ (y+az)+a
Ist nun z <y, folgt auch 0 <y — 2 und darum:
0 < (y—a)y" + (y+2)°+27] = 2(y° — 2?)
Mit 0 < % erhalten wir durch Multiplikation:

0<y’—a° — r? <y



Strenge Monotonie der dritten Potenz

Anwendung. In einem angeordneten Korper gilt auBBerdem:

T <y — <y

Beweis. Erinnerung:
20° — 2°) = (y — 2)[y” + (y + )* + 27
Ist nun lberdies x < y, so ist zunachst

0£y—x

Ferner ist nun
0<y” +(y+x)+ 2’

denn mindestens einer der Summanden 3? und 2 ist echt positiv (y # 0 oder
x # 0). Damit ist

2" —2°) = (y — o)y’ + (y + )" + 2] # 0

und die Aussage folgt mit Nullteilerfreiheit. q.e.d.



Ordnungs-Vollstandigkeit

Satz und Definition 6.22. Sei M eine Menge und < eine Ordnung auf M.
Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1. Jede nach oben beschrankte, nicht-leere Teilmenge von M hat ein Su-
premum.

2. Jede nach unten beschrankte, nicht-leere Teilmenge von M hat ein Infi-
mum.

3. Fiir je zwei nicht-leere Teilmengen A, B C M mit x < y fiir allex € A
und alle y € B gibt es ein Element m € M mit:

r<m<y fiir alle x € A und alle y € B

Die Voraussetzungen sagen: jedes Element von A ist untere Schranke
von B und jedes Element von B ist obere Schranke von A.

M heiBt ordnungs-vollstandig beziiglich <, wenn diese Bedingungen erfiillt
sind.




Beweis: (2) = (3)

(2) Jede nach unten beschrankte, nicht-leere Teilmenge von M hat ein Infi-
mum.

(3) Jedes Element von () # A C M sei untere Schranke von () # B C M und
jedes Element von B sei obere Schranke von A. Dann gibt es eine Element
m € M, das zugleich obere Schranke von A und untere Schranke von B ist.

Beweis. Da A nicht-leer ist, ist B nach unten beschrankt. Mit (2) hat B also
ein Infimum m und es ist m < y fiir jedes y € B. Da ferner jedes Element
x € A eine untere Schranke von B ist, gilt nach Definition des Infimum:
x < m fiir jedes x € A. q.e.d.

Bermerkung. Die Implikation (1) = (3) zeigt man genauso mit vertausch-
ten Rollen von A und B.



Beweis: (3) = (2)

(2) Jede nach unten beschrankte, nicht-leere Teilmenge von M hat ein Infi-
mum.

(3) Jedes Element von () # A C M sei untere Schranke von () # B C M und
jedes Element von B sei obere Schranke von A. Dann gibt es eine Element
m € M, das zugleich obere Schranke von A und untere Schranke von B ist.

Beweis. Sei B eine nach unten beschrankte, nicht-leere Teilmenge von M
Wir bilden die Menge

A={re M|Vye B:xz <y}

aller unteren Schranken von B. Da B nach unten beschrankt ist, ist A auch
nicht-leer. Dann gibt es nach Annahme (3) ein m € M mit:

r<m<y fir alle x € Aund alle y € B

Damit ist m Infimum vonB.



Kehrwerte Positiver Grol3en

Beobachtung. /n einem angeordneten Korper gilt:

1

O<zrz — 0<-—
i

Beweis. Zum Widerspruch nehmen wir £ < 0 an und multiplizieren beide

Seiten mit dem nicht-negativen Element x. Dann erhalten wir die absurde
Aussage 1 < 0. q.e.d.

8



1
0 <}

Erinnerung. 0 <z — 0K %

Beobachtung.
1
0< =<1
2

Beweis. 0 < 1. Wir addieren auf beiden Seiten 1 und sehen: 1 < 2. Transiti-

vitat ergibt:
0<?2

Wir nehmen den Kehrwert: |
0<—
2

Wir addieren auf beiden Seiten % und erhalten die zweite Behauptung:

1
— <1 .e.d.
2 4-€



Das arithmetische Mittel

Proposition 6.14. Seien o < 3 Elemente eines angeordneten Kérper. Dann
ISt:

Also: das arithmetische Mittel zweier verschiedener GroBen liegt echt dazwi-
schen. Insbesondere ist jeder angeordnete Korper eine unendliche Menge.

Beweis. Nach Voraussetzung ist 0 < 8 — a. Wir multiplizieren damit

0< ! <1
2
und erhalten: 5
0 < 2&<B—&
und schlieBlich addieren wir « und erhalten
&<&+6<5 q.e.d.

2



Dedekindsche Schnitte

Definition 6.23. Sei K eine angeordneter Korper. Ein Dedekindscher Schnitt
ist ein Paar (L, R) zweier Teilmengen L, R C K, so daB gilt:

1. Beide Teilmengen sind nicht leer:
L#0 und R # 1)
2. Zusammen iberdecken die beiden Teilmengen K':

K=LUR

3. Die beiden Teilmengen sind disjunkt, d.h., sie haben keine Elemente ge-
meinsam:

LNR=1
4. Jedes Element von A ist kleiner-gleich jedem Element von R:
A<p VAe L peR

D.h.: jedes Element von L ist untere Schranke von R und jedes Element
von R ist obere Schranke von L.



Beispiel

Bemerkung. In Q) ist durch

L = {peq|p’ <2}
R = {,LLEQ‘2<,LL3}

ein Dedekindscher Schnitt gegeben.

Beweis. Monotonie von z — 2° ...

Aufgabe. Zeige: der Korper () ist nicht ordnungs-vollstandig.



Schnittelemente

Satz 6.24. Sei K ein angeordneter Kérper und (L, R) ein Dedekindscher
Schnitt in K. Dann gibt es hochstens ein Schnittelement o € K, fiir das gilt:

A<o Viel c<p VpeER

Beweis. Sei 0 € K ein Schnittelement. Nach Eindeutigkeit des Supremums
reicht es zu zeigen, daB daB o das Supremum von L ist.

Sei also a € K eine obere Schranke von L. Zu zeigen ist 0 < «.

Mit K = L U R unterscheiden wir zwei Falle:

a € R: Da o eine Schnittzahl ist, gilt unmittelbar o < a.

a € L: Wir nehmen zum Widerspruch a < o an. Mittelbildung ergibt:
o+ 0o
2
Das Mittel “22 kann also nicht in R liegen, gehort also zu L. Aber
dann war « keine obere Schranke von L, womit wir einen Widerspruch

gefunden haben. q.e.d.

< 0O

o <



Dedekind-Vollstandigkeit |

Satz 6.26. Ein angeordneter Kérper K ist genau dann ordnungs-vollstandig,
wenn er Dedekind-vollstandig ist, d.h. wenn es zu jedem Dedekindschen
Schnitt (L, R) in K ein Schnittelement gibt.

Beweis —>. Sei zunichst K ordnungs-vollstandig und (L, R) ein Dedekind-
scher Schnitt. Dann ist die Bedingung (6.22-3) mit A = L und B = R erfiillt.
Damit folgt die Existenz des gesuchten Schnittelements.

Erinnerung (6.22-3). A # () und B # () und jedes Element von A ist
kleiner als jedes Element von B. Dann gibt es ein Element, das zugleich obere
Schranke von A und untere Schranke von B ist.



Dedekind-Vollstandigkeit

Satz 6.26. Ein angeordneter Korper K ist genau dann ordnungs-vollstandig,
wenn er Dedekind-vollstandig ist, d.h. wenn es zu jedem Dedekindschen
Schnitt (L, R) in K ein Schnittelement gibt.

Beweis <. Nun sei K Dedekind-vollstandig. Wir zeigen, daB8 jedes nicht-
leere, nach oben beschrankte A C K ein Supremum hat (6.22-1).

L = {aeK|dJxreA:a<u}
R = {ae K|VreA:x<a} Menge deroberen Schranke

K=LUR und 0=LNR komplementare Bedingungen
L #10 reA=zxr—-1€lL
R#0 3 obere Schranke von A = 3 € R

a€lLundfpfeR — dreA:a<z<y

Also ist (L, R) ein Dedekind-Schnitt. Sei o das Schnittelement.



Dedekind-Vollstandigkeit |ll

Satz 6.26. Ein angeordneter Korper K ist genau dann ordnungs-vollstandig,
wenn er Dedekind-vollstandig ist, d.h. wenn es zu jedem Dedekindschen
Schnitt (L, R) in K ein Schnittelement gibt.

Beweis < (Fortsetzung). Das Element ¢ € K entspricht dem Schnitt:

L = {aeK|dreA:a<u}
R = {ae K|Vxe A:x <a} Menge der oberen Schranke

A<o VAeL c<p VpeR
Wir behaupten: ¢ ist obere Schranke von A.

o+ « o+ «
< 0 =

RNL =
; 2€ﬂ (/-

o< a0EcA = o<

Sei nun 3 € K eine obere Schranke von A, d.h. 8 € R. Die zweite Bedingung
fiir das Schnittelement o impliziert dann o < 5. Damit ist o kleinste obere
Schranke von A. q.e.d.



Der Korper der reellen Zahlen

Definition 6.27. Wir wahlen einen beliebigen ordnungs-vollstandigen Korper
und nennen ihn R. Seine Elemente bezeichnen wir als reelle Zahlen.

Bemerkung (Existenzfrage). Es stellt sich unmittelbar die Frage, ob es
ordnungs-vollstindige Korper liberhaupt gibt (wie in der Definition stillschwei-
gend angenommen). Die Axiome der Mengenlehre, die wir bisher eingefiihrt
haben, erlauben es, die Existenz angeordneter Korper zu beweisen. Entschei-
dend ist dabei das Unendlichkeitsaxiom, das die Existenz der Menge IN* ga-
rantiert. Einen Existenzbeweis fiir die reellen Zahlen liefere ich erst spater, weil
er an dieser Stelle zu schwierig ware. Fiir's erste verspreche ich, daB es einen
ordnungs-vollstandigen Korper gibt.



Die Eindeutigkeit des Korpers der reellen Zahlen

Definition 6.29. Seien K und K’ zwei angeordnete Korper. Eine Abbildung
f K —K'

heiBt Morphismus angeordneter Korper, wenn gilt:

1. fla+8)=fla)+ f(B) fir alle o, 5 € K.

2. fla-B8) = fla)- f(B) fir alle a, 8 € K.
3. a< 8 = f(a) < f(P) fir alle a, 8 € K.

Ist f bijektiv, so heillt f Isomorphismus. In diesem Fall ist die Umkehrabbildung
auch ein Morphismus angeordneter Korper.

Versprechen. Seien K und K' ordnungs-vollstandige Kérper. Dann gibt es
(genau) einen Isomorphismus f : K — K' angeordneter Kérper. Wir sagen:
der Korper der reellen Zahlen ist eindeutig bis auf (eindeutige) Isomorphie.




Die Zahlbereiche

In diesem Abschnitt fixieren wir einen beliebigen angeordneten Korper IK. Wir
definieren die Teilmengen

NCZCQCK

der natiirlichen, der ganzen und der rationalen Zahlen in K.

Implizit hangen diese Teilmengen vom Korper IK ab. Wenn wir die
Abhangigkeit betonen wollen, schreiben wir auch:

Ng A Qx

Spater ist unser gewahlter Korper stets R und wir benutzen die Bezeichnungen
IN := ]NR, 7, = ZR und Q = QIR-

Wichtig ist aber, daBB wir nicht grundsatzlich IK als ordnungs-vollstandig an-
nehmen. Wir machen diese Annahme nur, wenn sie notig wird, und dann
formulieren wir sie explizit.



Nochmal: die naturlichen Zahlen

Definition 7.1. Ein Teilmenge A C KK heiBt induktiv, wenn 0 € A ist und A
unter Addition der Eins abgeschlossen ist, d.h.:

VrireA— (r+1)e€ A
Wir nennen die Elemente von
IN :=D({A € P(K) | A ist induktiv})

naturliche Zahlen. Wir setzen

= 1+1

= 24+1=1+1+1
S+1=1+141+1

= 44+1=14+1+1+1+41
= Od+1l=1+1+1+1+1+1

< NS BT JUR N
|



Abgeschlossenheit unter Addition

Satz 7.4. Die Summe zweier natlirlicher Zahlen ist eine natiirliche Zahl.

Beweis. Wir definieren die Teilmenge A C IN wiefolgt:
A={meN|VvneN:m+nelN}

Offensichtlich ist A = IN zu zeigen. Dazu argumentieren wir, daB A induktiv
ist. (Vollstandige Induktion)

Zunachst ist 0 € A, denn fiir jedesn € N ist 0 +n =n € .

Nun zur Abgeschlossenheit unter Addition von Eins. Sei m € A. Zu zeigen ist
m-+1¢e A, dh.
(m+1)+nelN VnelN

Nun ist aber fuir n € N auch n +1 € N, weil IN induktiv ist. Damit haben
WiIr:
(m+1)+n=m+1+n)=m+n+1)eN q.e.d.

Aufgabe. Das Produkt mn zweier natirlicher Zahlen ist wieder eine
natirliche Zahl.



Natiirliche Zahlen sind nicht-negativ

Beobachtung 7.6. Keine natiirliche Zahl ist negativ.

Beweis. Sei A :={m € IN|0 < m}. Wir zeigen, daB A induktiv ist.
Weil die Kleiner-Gleich-Relation reflexiv ist, ist 0 < 0 und somit 0 € A.
Sei nun m € A. Nun ist 0 <= 1. Darum

0<m — I1<m+1 — 0<m+1 q.e.d.



Positive natiirliche Zahlen

Lemma 7.7. Fiir jede natiirliche Zahl m € IN gilt:
0#m — m—1€NN

Damit gilt fiir m € IN auch

1<m = 0#m =— m-1elN = 0<m-1 = 1<m

und die Bedingungen sind alle zueinander aquivalent.

Beweis. Wir setzen A :={m € IN|0 = m oder m — 1 € IN} und zeigen, daB
A induktiv ist. Offenbar ist 0 € A. Wir beobachten auBerdem, daB 1 € A ist,
weill 1 —1=0¢& IN ist.

Seinunm € A. Zuzeigenist m+1 € A. Istm=0,soistm+1=1¢€ A. Ist
m # 0, so folgt aus m € A, daB m — 1 € N ist. Dann aber ist (m+1) —1 =
m € IN und somit m + 1 € A. q.e.d.



Die Ordnung auf IN ist algebraisch charakterisierbar |

Satz 7.8-a. Fiir zwei natiirliche Zahlen m und n gilt:

m<n <— n—m €N
Beweis. ==n—-—- melN—=0<n-m—=>0+m<n—m<n.
= Ap={nelN|m<n = n—melN} und A:={meN|A, =N}
Ay={neN|n—-0eN}=N=0c A
(7.7) = A1 =IN=—=1€ A

mecAundm+1<n=—=1<m+1<n=—>n-1€N

0<m (7.7)
— n—1€A4, = (n—1)—meN
A,,=IN m<n—1

— n—(m+1)eN

n—(m+1)=(n—1)—m

Also folgt aus m € A, daBm + 1 € A ist. q.e.d.



Die Ordnung auf IN ist algebraisch charakterisierbar Il

Satz 7.8-b. Fiir zwei natiirliche Zahlen m und n gilt:

m < n <= m+1<n

Beweis. Wir nutzen (7.8-a) und die Aquivalenzen aus (7.7):

m<n <= m<nundm#n
def <

(8<:>) n—meéeNundn—m=£0

7.8-a

<— n—meNund1<n—m

(7.7)

<(—T)> (mn—m)—1=n—(m+1) €N
— m+1<n

(7.8-a)

= (7.7)

<: (7.7) und: (n—m)—lE]N]NTi_ n—mé&N
Inauktiv



Das Wohlordnungsprinzip fiir die natiirlichen Zahlen

Satz 7.9. Jede nicht-leere Menge M natiirlicher Zahlen hat ein
kleinstes Element a € M, d.h. a < m fiir jedes m € M.

Beweis. Sei M C IN eine Teilmenge ohne kleinstes Element. Betrachte:

A={nelN|n<mVme M} Menge der unteren Schranken

MNA=40, denn sonst: M N A # () = M hat kleinstes Element

0 € A, denn: 0 ist untere Schranke von IN und M C IN.
A induktiv, denn:

ncA<VmeM: n<m = VYmeM:n<m

Def A ANM=0
— VmeM: n+1<mw<nit+1cA
(7.8-b) Def A

Alsoist A=IN unddarum @ =ANM=NNM= M. q.e.d.



Das archimedische Prinzip

Satz 7.10. /st IKX ordnungs-vollstandig, so gibt es zu jedem Element r € K
gibt es eine natiirliche Zahl m € IN mit r < m.

Kurz: In einem ordnungs-vollstandigen Korper IK ist die Menge Nk nach oben
unbeschrankt.

Beweis. \Ware IN nach oben beschrankt, so sei ¢ € KK eine kleinste obere
Schranke.

oc— 1< 0= o —1 ist keine obere Schranke

— dnelN:co—1<m=—o<m+1€IN 7

q.e.d.



Rekursive Definitionen |

Satz 7.11. Sei M eine Menge, mg € M ein Element und F': N x M — M
eine Abbildung. Dann gibt es genau eine Abbildung

fN— M

die folgenden zwei Bedingungen geniigt:

F(0) =mq
f(n+1)=F(n, f(n)) Vn € N

Wieder sagen wir, f sei durch (1) und (2) induktiv oder rekursiv definiert.

Ve N
N =
N—

Bemerkung. Auch das geht genauso mit von Neumann-Zahlen: Sei M eine
Menge, my € M ein Element und F' : N*M — M eine Abbildung. Dann

gibt es genau eine Abbildung f : IN* — M die folgenden zwei Bedingungen
genugt:

f(0)
f(p")

)
E(u, f(p))  VuwelN



Rekursive Definitionen I

Gegeben: F': IN x M — M, gesucht: f : IN — M mit

f(0) = mo
f(n+1)=F(n, f(n)) Vn € N

/N N
N +—
N——

Beweis von Satz 7.11 (Eindeutigkeit). fi, fo : IN — M wie gefordert.
A={neN| fi(n) = fo(n)}

0 € A, denn: f1(0) = mgy = f5(0)
ncA=—n+1¢€ A, denn:
nec A= filn) = fo(n)
= filn+1) = F(n, fi(n)) = F(n, fa(n)) = fa(n + 1)

Also ist A induktiv und damit A = IN. q.e.d.



Rekursive Definitionen Il

Gegeben: F': IN x M — M, gesucht: f : IN — M mit

f(0) = my (1)
f(n+1)=F(n, f(n)) Vn € N (2)

Beweis von Satz 7.11 (Existenz). Eine Teilmenge A C IN x M heiBe
F-induktiv, wenn gilt:

(0,mg) € A und (n,m)e A= (n+1,F(n,m)) € A

R:=D(H{ACNx M| A: F-induktiv}) ist die kleinste F-induktive Menge.
B:={xeN|3dlye M: (z,y) € R} ist induktiv:
0 € B, denn:

Existenz (0,mg) € R, also 3y € M : (0,y) € R.

Eindeutigkeit Sei (0,m') € R mit m’ # my, dann ware R' := R\ {(0,m')}
eine kleinere F-induktive Menge. /



Rekursive Definitionen IV

Beweis von Satz 7.11 (Existenz). A C IN x M ist F-induktiv, wenn:
(0,mg) € A und (n,m)e A= (n+1,F(n,m)) € A
R:=D({ACN x M| A: F-induktiv}) ist die kleinste F-induktive Menge.

B:={xeN|3dlye M: (x,y) € R} ist induktiv:

ne€ B= n+1¢€ B, denn sei y, € M das Element mit (n,y,) € R. Wir
untersuchen die moglichen Partner von n + 1.

Existenz (n+ 1, F(n,y,)) € R. Also dJye M : (n+ 1,y) € R.

Eindeutigkeit Sei (n + 1,7') € R mit ¢/ # F(n,y,), dann wére R :=
R\ {(n+1,y)} eine kleinere F-induktive Menge. /
Sonst gibe es namlich (n,y) € R mit y = F(n,y). Aber da y, der
einzige Partner von n in R ist, folgte y = y,, und dann 3/ = F'(n,y,).

Also ist B = IN und die Menge R ist Graph der gesuchten Funktion f. q.e.d.



Potenzen

Nun konnen wir Potenzen mit hoheren Exponenten einfiihren:

Beispiel 7.13. Fiir ein Korperelement x € K sind die Potenzen x™ rekursiv
erklart durch:

2V =1

xm+1 — 7 _:Cm

Aufgabe 7.14. Zeige: 2" = 2™ . 2"

Vorschau. Spater haben wir ganze Zahlen. Dann setzen wir



/Z3hlen mit natirlichen Zahlen |

Definition 7.16. Fir eine natirliche Zahl m € IN setzen wir
m| :={xeN|z<m}={0,1,...,m—1} € P(IN)
Dies ist der zu m gehorige Hauptanfang von IN.

Rekursive Interpretation. Die Abbildung m — [m)| geniigt der Rekursions-
formel

0
m] U {mj

0]
m + 1]
mit der Rekursionsabbildung
IN x P(IN) — P(IN)
(m, A) — AU{m}

Beweis.
m+1={zeN|lz<m+1}={reN|xz <m}
={reN|z<moderz=m}=[m|U{m}



/Z3ihlen mit natirlichen Zahlen Il

Satz und Definition 7.17. Die Rekursionen

H0=0 g9(0) =0
flm+1) = f(m) g(p") = g(p) +1
definieren zueinander inverse Bijektionen f : IN — IN* und g : IN* — IN.

Beweis. Die Verkettungen f o g und g o f erfiillen rekursive Definitionen:

(fog)®) = f(0)=10
(fog)(uh) = f(a(u™) = flgw)+1)=(fog)(n)"
und
(g0 f)(0)=g(0) =0
(go ) (m—+1)=g(f(m+1))=g(f(m)") = (go f)(m)+1

Die Eindeutigkeitsaussage des Rekursionssatzes impliziert daher:

fog=idn- go f=1dn

Also sind f und g zueinander inverse Bijektionen (3.18). q.e.d.



/3hlen mit natirlichen Zahlen Il

Satz und Definition 7.17 (Fortsetzung). Jede von Neumann-Zahl p ist
gleichmachtig zu [g(u)].

Beweis. Setze A := {u € IN* | 1 ist gleichmachtig zu [g(p)|} C IN™.
Dann ist ) € A, denn es ist [g(0)] = [0] = 0.
Erinnerung: [m + 1] = [m| U {m}. Ziel: p € A —= u* € A.

Sei nun p € A. Wir setzen m := g(u). Nach Definition von A gibt es eine
Bijektion:
h:pu— |m] (bijektiv)

Wir setzen h zu einer Abbildung
h'opt =pU{u} = [mlu{m}=|m+1]

fort durch die Setzung 1 — m. Die Fortsetzung h™ ist surjektiv und wegen
m & [m] auch injektiv. Damit ist 4+ € A. Also ist A induktiv. q.e.d.



Zahlen mit nattrlichen Zahlen IV

Satz und Definition 7.17. Die Rekursionen

f(0)=10 g(0) =0
flm+1) = f(m)" g(p*) = g(p) +1

definieren zueinander inverse Bijektionen f : IN — IN* und g : IN* — IN.
Jede von Neumann-Zahl 1 ist gleichméchtig zu [g(u)].

Zu jeder endlichen Menge M gibt genau eine natiirliche Zahl |M| € N, so
daB [|M|| und M gleichméachtig sind. Wir nennen |M| die GréBe von M.

Eindeutigkeit: Seien m,n € IN, so daB [m]| und [n| gleichméachtig zu M
sind. Dann folgt:

flm) = lg(f(m))] = lm| = M = [n] = |g(f(n))] = f(n)
Also ist f(m) = #M = f(n) und m = n, weil g injektiv ist.
Existenz: Offenbar tut's |M| := g(#M) € IN. q.e.d.



Die ganzen Zahlen

Definition 7.19. Elemente der Menge
Z:={recK|dmneN:r=m-n}={m—-—n|m,n & N}

heiBen ganze Zahlen.

Die ganzen Zahlen sind diejenigen, die sich als Differenzen natirlicher Zahlen
schreiben lassen.



Rechnen mit ganzen Zahlen

Satz 7.20. Die ganzen Zahlen 7. sind abgeschlossen gegeniiber Addition,
Subtraktion und Multiplikation: Summe, Differenz und Produkt zweier ganzer
Zahlen sind wieder ganze Zahlen.

Beweis. Seien a; und as ganze Zahlen. Dann gibt es natiirliche Zahlen
mi,ni, Mo, Ng € IN mit

ap —=m; —nq und as — 1Mo — N9
Dann ist
a1 + Qo = (m1 —n1)+(m2—n2) — (m1+m2) — (n1+n2) cZ

denn my +mgo € IN und ny +ny € IN nach Satz (7.4). Genauso argumentieren
wir fir die Differenz

a; — ag = <m1—n1) —(mg—TLQ) = (m1+n2) — (n1+m2) cZ
Fiir das Produkt ist

ajas = (my—mnq1)(mo—nz) = (mimo+ning)—(ming+nimse) € 2 q.e.d.



Ganze Zahlen vergleichen

Proposition 7.21. Seia € Z. Dann ist a € IN oder —a € IN.

Beweis. Sei a« = m — n fir m,n € IN. Nach Totalitat der Kleiner-Gleich-
Relation ist m < n oder n < m. Nach Satz (7.8) ist im ersten Fall ist
—a=n—m € IN und im zweiten Fall a = m — n € IN.

Aufgabe 7.22. Seien a und b ganze Zahlen. Zeige:

a<b = b—aec N



Briiche

Definition 7.23. Die Elemente der Menge

Qz{gEKFMﬁEZ:q:%}:{%

heien rationale Zahlen oder Briiche. In einer Darstellung

mbeZme#O}

1=

heiBt a der Zahler und b der Nenner.

Bemerkung 7.24. Jede rationale Zahl hat eine Darstellung, in der der Nenner
eine naturliche Zahl ist, denn:



Rechnen mit Briichen

Satz 7.25. () ist abgeschlossen unter den vier Grundrechenarten. Genauer:
sind ¢ und p rationale Zahlen, so sind auch die Summe q + p, die Differenz
q — p und das Produkt qp wieder rationale Zahlen. Ist iiberdies p # 0, so
existiert der Quotient % und ist wieder eine rationale Zahl.

() erbt alle Rechenregeln und die Ordnugnsrelation von IK. Insbesondere ist ()
selbst ein angeordneter Korper.

Beweis. Die Behauptung folgt mit Satz (7.20) aus den leicht zu verifizierenden
Rechenregeln:

ai 4 a9 B a1b2 + b1a2
b~ by b102

ay a9 B a1a9

b by bib

ai a9 B a1b2
bl bg N b1a2



Briiche vergleichen

Beobachtung 7.27. Fiir zwei rationale Zahlen ¢ = g—i und ¢y = g—j darge-
stellt mit positiven Nennern b,by € IN, gilt:

< gy s> B2
d1 > g2 by = by
a a
N blbg—l < blbg—z
by bo

< boa; < bias
<— bias — bsa; € N

denn 0 < b1by. Damit ist GroBenvergleich in ) auf die Grundrechenarten
zurlickgetiihrt. q.e.d.

Wichtig. Die Teilmengen IN, Z und () hangen nicht von der Anordnung des
umgebenden Korper KK ab.

Sogar die auf () induzierte Ordnung ist aber durch die Algebra bereits eindeutig
bestimmt. Es gibt also nur eine mogliche Anordnung der rationalen Zahlen.



Archimedische Korper

Definition 7.29. Ein angeordneter Kérper K heilt archimedisch, wenn zwi-
schen je zwei verschiedenen Elementen oo < 3 eine rationale Zahl liegt, d.h.,
wenn es ein ¢ € Qi mit o < ¢ < B gibt.

Beobachtung 7.31. In einem archimedisch angeordneten Kérper K gilt das
archimedische Prinzip:

Zu jedem Element o gibt es eine natiirliche Zahl m € INg mit
a < m.

Kurz: N ist nach oben unbeschrankt.

Beweis. Nur der Fall 0 < o muB behandelt werden. Sei % > (), mit naturlichen
Zahlen m,n € INg als Zahler und Nennen, eine rationale Zahl zwischen « und

a + 1. Dann ist
m

a< —<m q.e.d.
n



Ordnungs-vollstandige Korper sind archimedisch

Satz 7.33. Gilt in einem Koérper K das archimedische Prinzip, so ist er
ein archimedischer Korper. Das betriff nach (7.10) insbesondere ordnungs-
vollstandige Korper.

Beweis. Seien o« < [ zwei verschiedene Elemente von K. Haben o und
[ verschiedenes Vorzeichen, so liegt 0 dazwischen. Wir betrachten den Fall
0 < a < (. Der verbleibende Fall a < 5 < 0 ist symmetrisch.

Nach dem archimedischen Prinzip gibt es m € N mit 0 < 5%& < m. Dann
folgt
0<ma<ma+1<mp

Ebenfalls mit dem archimedischen Prinzip gibt es ein n € INg mit
M :={x € Ng |z <mp} C [n]

Die Menge M ist also endlich und hat als endliche durch < angeordnete Menge
ein groBtes Element m, d.h., m;, < mpB < m, + 1. Es folgt, ma < m,.
SchlieBlich ist darum a < =+ < 3. q.e.d.



Rationale Approximationen in archimedischen Korpern

Beobachtung 7.30. Sei K ein archimedischer Kérper und o € K ein belie-
biges Element. Dann ist

sup{q € Qr | < a} =a=inf{q, € Qg | a < ¢}

Denn nach Definition ist o eine untere Schranke von {q, € Qi | @ < ¢, }. Eine
groBere kann es aber nicht geben, denn zwischen ihr und o miite ja noch
eine rationale Zahl liegen. q.e.d.

Proposition 7.32. In einem archimedischen Kérper 3Bt sich jedes Element
beliebig genau durch rationale Elemente approximieren: Sei K ein archime-
discher Korper und o« € K beliebig. Dann gibt es zu jedem Korperelement
e > 0 rationale Zahlen q;, g, € Qg mit:

G <a<qg<qTe

£

Beweis. Wir wahlen ¢; rational mit o — 5 < ¢ < « und g, rational mit

a<q <a+s. q.e.d.



Universalitat der Briiche

Bemerkung 7.28. Ausdriicke der Form

—(1+1+14+1+1)
I+1+1
lassen sich in jedem angeordneten Korper interpretieren. Die Bedeutung von
Beobachtung (7.27) liegt darin, daB der GroBenvergleich fiir Ausdriicke dieser
Form unabhangig davon ist, in welchem angeordneten Korper wir sie ausrech-
nen. Die Ungleichung

1 _ I1+1
I+1 ~1+1+41
gilt in jedem angeordneten Korper.

Seien K und K’ angeordnete Korper. Vermoge (7.17) erhalten wir Bijektionen
Ny +— IN* «—— Ny o Qi +— Qx

die mit allen Grundrechenarten vertraglich ist. Es gibt genau eine solche Bi-
jektion, und sie automatisch mit der Anordnung vertraglich (siehe 7.27). Sie
besteht gerade in der Uminterpretation von Ausdriicken.



Die Starrheit der Rationalen Zahlen

Die Diskussion des vorigen Abschnitts, insbesondere (7.27) und (7.28), kdnnen
wir wiefolgt zusammenfassen:

Satz 8.1. Seien K und K' zwei angeordnete Kérper. Dann gibt es genau
einen Kérpermorphismus von Qg nach K'. Sein Bild ist Qg und er ist auto-
matisch anordnungserhaltend. q.e.d.

Korollar 8.2. Seien K und K' zwei angeordnete Kérper. Dann sind die
Teilkorper Qi und Qg auf eindeutige Weise isomorph, und die Isomorphie
Ist eine Isomorphie angeordneter Korper. q.e.d.



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen |

Lemma 8.3. Seien K und K' angeordnete Kérper. Zusatzlich sei K' ar-

chimedisch. Dann gibt es hochstens einen Morphismus angeordneter Korper
o : K — K.

Beweis. Seien ¢ : K — K’ und ¢ : K — K’ zwei Morphismen angeord-
neter Korper. Wir haben zu zeigen, daB die Abbildungen ¢ und v (wertever-
laufs)gleich sind. Sei also ferner oo € K beliebig. Zu zeigen ist nun noch:

p(a) = h(a)
Ware aber p(a) < 1(a), so gabe es eine rationale Zahl ¢ € Qx mit
pla) < elg) =v(q) < (o)
und es folgte der Widerspruch
a<q<a

Den verbleibenden Fall ¢(a) < ¢(a) behandelt man analog. q.e.d.



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen Il

Satz 8.4. Sei K ein archimedischer und K' ein ordnungsvollstandiger Kérper.
Dann gibt es genau einen Morphismus angeordneter Kérper o : K — K.

Sind insbesondere K und K' beide ordnungs-vollstindig, so sind sie isomorph,
und zwar vermoge eines eindeutig bestimmten Isomophismus. Kurz: die reellen
Zahlen sind eindeutig bis auf eindeutige Isomorphie.

Beweis (Definition von ). Die Eindeutigkeit folgt aus Lemma (8.3).
Weil fiir jedes x € K die Menge {q € Qx | * < g} nach unten beschrankt ist,
wird durch
o: K — K'
z — inf M, mit M, :={q € Qg | ¢ € Qx mit x < ¢}

ist eine Abbildung © : K — K’ erkliart. Der Ubergang ¢ — @ ist die Um-

interpretation rationaler Zahlen von einem umgebenden Korper zum andern
(siehe 7.28).



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen Il

o: K — K'
x +— inf M, mit M, :=1{q € Qg | ¢ € Qx mit x < ¢}

Beweis (o erhdlt rationale Approximationen). ¢(q) = ¢ fiir ¢ € Qx:
Wegen (7.30) ist ¢ = inf M, fiir rationales ¢ € Qx.

@ erhalt die Ordnung:
r<yinK = Jq.¢d <cQr:z<q<q <y
K arch.
— () <7< ¢ < p(y)

Also fir q;, x, q, € K mit rationalem ¢; und gq,:

g<zr<q¢g = q=¢@) <) <olq@)=0



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen IV

o: K — K
r — inf M, mit M, :={q € Qg | ¢ € Qx mit x < q}

Beweis (¢ ist additiv). Das heiBt:

p(x+y) = @)+ oY)
Grundsatzlich gibt es drei Moglichkeiten:

ol +y) > o(x) + oY)
plx+y) <o)+ oy)
p(r+y) = p(x) + v(y)

b

Um Gleichheit zu zeigen, geniigt es also, die
Widerspruch zu fiihren.

Wir fiithren die Annahme (2 + y) > () +p(y) zum Widerspruch. In diesem
Fall gibt es namlich eine rationale Zahl ¢ € K mit:

0<g<ol@+y)— (plx)+ey)

oder

oder

eiden Alternativen jeweils zum



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen V

o: K — K'
x +— inf M, mit M, :={q € Qg | ¢ € Qx mit x < ¢}

Beweis (¢ ist additiv, Fortsetzung). Wahle ¢, ¢,, ¢, € K mit:

- q q
0<g<pl@+y)—(pl@)+ey)) Ga=5<T<dq G5 <Yy<g
Qe T Qy — 4 < T+Y < (g T qy

Da ¢ ordnungserhaltend ist, folgt:

Q0 _ 7 _
<h—§<¢®%<% md<h—§<¢w%<%

— G+ ¢ —g<o@)+oly) <G+,
Tt —q<e+ty) <g@+7,

Das aber widerspricht der Annahme () + ¢(y) +7 < p(x + y).



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen VI

o: K — K'
x +— inf M, mit M, :==1{q € Qg | ¢ € Qx mit x < ¢}

Beweis (¢ ist multiplkativ). Das Argument fiir die Multiplikativitat von ¢
ist ahnlich, wird aber durch Vorzeichen verkompliziert. Wir zeigen

O<z,ye K = p(ry) = o(x) o(y)
Wieder gibt es drei Moglichkeiten:

p(zy) > @) p(y) oder (xy) < (x)p(y) oder o(zy) = o(x)p(y)

und wir widerlegen hier lediglich p(zy) > ¢(x) ©(y). In diesem Fall gabe es
ein ¢ € Qg mit 0 <7 < p(zy) — w(x) p(y). Wir wahlen ferner eine rationale
Zahl ¢ > = + y und eine rationale Zahl ¢ € K mit:

O<<€<£

2q’
0<e<(



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen VII

¢ : K — K’ ordnungserhaltend, additiv, schreibt rationale Zahlen bloB um.

0 <7< plzy) —olx)py) 0<e<yg
x—|_y<q/ O<€<q/

Beweis (¢ ist multiplkativ, Fortsetzung). Wahle ¢,,q, € Qx mit:

0<q,<x<q;+c¢ und O0<q, <y<gy,+e
= gy <7y < (g +e)(q, +¢) = quqy, +e(qe +q,) + €
< @iy + ¢+ < qugy +26q' < qugy +q
— Gy < p(ry) <@gy +q
Diese Rechnung erklart die kryptische Wahl von ¢’ und . Nun wenden wir ¢
an und erhalten mit analoger Rechnung:
0< @ <op(r)<qy+¢ und 0<q <ely) <g,+¢
— = Gy < @) e(y) <@gy + 7
Und da ist der Widerspruch.



Die Eindeutigkeit der reellen Zahlen VII|

¢ : K — K’ ordnungserhaltend, additiv, multiplikativ auf positiven Zahlen.

Beweis (¢ ist multiplkativ, SchluB3).
p(0) = 0
—p(z)

Wegen 0z = 0 folgt dann zunachst Multiplikativitat auf nicht-negativen Zah-
len:

@ Ist additiv —= {

5
|
=
I

0<z,yc K — p(ry) = o(z) p(y)
Ist nun x < 0 und y > 0, so ist —x > 0 und wir haben:
p(ry) = —p(—zy) = —o(—x) p(y) = ©(z) (y)
Ist schlieBlich y < 0, so rechnen wir analog:
plry) = —p(z(—y)) = —p(x) o(—y) = o(r) P(y)

wobei diese Rechnung mit der Zeile vorher fiir beliebiges x € K giiltig ist.
q.e.d.



Folgen

Definition 9.1. Eine Abbildung a : IN — R heiBt reelle Zahlenfolge oder
Folge reeller Zahlen. Traditionell bezeichnet man den Wert von a an der Stelle
m als m-tes Glied der Folge oder auch als Folgenterm. Ferner ist dafiir die
Notation a,, anstelle von a(m) liblich. Anstelle der Funktionsnotation a : N —
R verwendet man tblicherweise die Familiennotation:

(am>me]N

Ich probiere hier etwas anderes: Mit der Notation a, notiere ich die Folge und
mit a; thren Wert an der Stelle .

(I« Der Stern Y symbolisiert das Argument.
Analog ware f(¥) fiir eine normal notierte Funktion.

Wir kénnten dann f(%) : R — R schreiben.
Hm ... warum eigentlich nicht?



Beschranktheit und Betrag

Definition 9.3. Eine Folge a, reeller Zahlen heiBt nach unten beschrankt,
wenn ihr Bild (die Folge ist eine Funktion!) eine nach unten beschrankte Teil-
menge von R ist. Entsprechend heiBt die Folge a, nach oben beschrankt, wenn
ihr Bild nach oben beschrankt ist. Eine Folge, die nach unten und nach oben
beschrankt ist, heiBt beschrankt.

Die  Begriffe ~ Supremum, kleinste obere Schranke, Infimum  und
groBte untere Schranke werden ebenso vom Bild der Folge auf die Folge
selbst lbertragen.

Definition 9.4. Durch
| :R— R

x fur 0 < zx
X +—
—x furx <0

wird die Betragsfunktion auf den reellen Zahlen erklart. Wie die % -Notation
andeutet, notieren wir den Betrag von x mit |z|.




Haufungspunkte

Definition 9.5. Wir fiihren folgende Sprechweise ein: Seien r und s re-
elle Zahlen und sei ¢ eine reelle Zahl mit 0 < e. Wir sagen r
liege in der e-Umgebung von s, wenn |r —s| < ¢ ist. Implizit in dieser Sprech-
weise steck die Definition der e-Umgebung als Teilmenge von R. Die Menge

B.(s) :={reR||r—s|<ce}

ist die e-Umgebung von s.

Definition 9.7. Eine Zahl A € R heit Haufungspunkt der Folge a, reeller
Zahlen, wenn in jeder (noch so kleinen) e-Umgebung von X\ unendlich viele
Folgenglieder liegen:

Ve>0: {i€N||a; — A <e} ist unendlich



Grenzwert und Konvergenz

Definition 9.8. Eine Zahl A € R heiBt Grenzwert oder Limes der Folge a,
reeller Zahlen, wenn in jeder (noch so kleinen) e-Umgebung von X fast alle
(d.h. alle bis auf hochstens endlich viele) Folgenglieder liegen:

Ve >0: {ie€IN||a; — Al £ e} ist endlich

In diesem Fall sagen wir auch, die Folge a, konvergiere gegen den Grenzwert
A. Die Bedingung 1aBt sich auch wiefolgt ausbuchstabieren:

Ve>0 dhelN Vi>h: |ao,—)N<e

Eine Folge, die (gegen mindestens einen Grenzwert) konvergiert heiBt
konvergent. Wir schreiben dafiir

A = lim q;
1—00

Eine Folge, die gegen keinen Wert konvergiert, heiBBt divergent. Eine Folge
heiBt Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert.




Eine Frage der Wohldefiniertheit

Bemerkung 9.9. Fiir eine Folge a, und eine Zahl A € R sind folgende Be-
dingungen aquivalent:

~—~
—t
~—

Ve>0: {ieIN||a; — A £ e} ist endlich
Ve>0 dhelN Vi>h: |ao,—)N<e (2)

()

Beweis. Fiir festes ¢ betrachten wir die Menge:
{i e N|l|a; — A £ ¢}

Als Teilmenge von IN ist sie endlich genau dann, wenn sie beschran Bedin-
gung (2) sagt nun, daB all diese Mengen (also fiir jedes ¢ > 0) beschrankt
sind, wahrend Bedingung (1) lediglich ihre Endlichkeit fordert. Das aber ist
fur Teilmengen von IN eben aquivalent. q.e.d.



Eindeutigkeit des Grenzwertes

Bemerkung 9.11. Eine reelle Zahlenfolge a, hat hochstens einen Grenzwert.
Genauer gilt: hat die Folge a, einen Grenzwert, so hat sie keine weiteren
Haufungspunkte.

A=A

5 > (0 und die

Beweis. Wir nehmen an, daBB A\ £ Ay ist. Dann ist € :=
beiden Mengen

={i e IN||a; — M| < €}
AQZ:{iEIN"ai—)\2’<€}

sind disjunkt. Ist nun A; ein Grenzwert, so enthalt A; fast alle natiirlichen
Zahlen, d.h., alle bis auf hochstens endlich viele. Insbesondere ist A, eine
endliche Menge. Dann aber ist Ay kein Haufungspunkt. q.e.d.

Aufgabe 9.10. Jeder Grenzwert ist auch Haufungspunkt.

Aufgabe 9.14. Ein eindeutiger Haufungspunkt ist nicht unbeding Grenzwert.



Nullfolgen und Betrag

Beobachtung 9.15. Fiire > 0 und x € R ist
r € B.(0) = | < e = |z| € B.(0)
Sei nun a, eine Folge reeller Zahlen. Dann ist:
{i e N|a; € B.(0)} ={i € N| |a;] € B-(0)}

Also ist a, genau dann eine Nullfolge, wenn die Folge |a,| der Betrige eine
Nullfolge ist. q.e.d.



Limes inferior und Limes superior

Definition 9.17. Sei a, eine Folge. Wir betrachten die Mengen

L:={zxeR|{ieN|a <z} ist endlich}
R:={zxzeR| {i e N|xz <a;} ist endlich}

Wir nennen L die Linksmenge und R die Rechtsmenge der Folge a,.

Ist die Linksmenge L nicht-leer und nach oben beschrankt, so nennen wir
die kleinste obere Schranke von L den Limes inferior der Folge a,; und ist
die Rechtsmenge R nicht-leer und nach unten beschrankt, so nennen wir die
groBte untere Schranke von R den Limes superior von a,.

Wir notieren Limes inferior und Limes superior, falls sie existieren, mit:

liminf a; := sup L bzw. limsupa; :=inf R
=00 i—00



Das Gemeinsame in diesen Definitionen

Jede dieser Definitionen variiert das Thema: gegeben eine Teilmenge
M C R, enthalt die Menge

{iE]N\aZ-GM}

endlich viele, unendliche viele oder sogar fast alle natiirlichen Zah-
len?

Erinnerung. Teilmengen endlicher Mengen sind endlich.
Obermengen unendlicher Mengen sind unendlich.

Die Vereinigung zweier endlicher Mengen ist endlich.

() ist endlich.

IN ist unendlich.

Endliche Teilmengen von R haben ein kleinstes und ein groBtes Element.



Beschranktheit und Randmengen

Beobachtung 9.18. Die Linksmenge L einer Folge a, ist nicht-leer genau
dann, wenn a, nach unten beschrankt ist. Entsprechend ist die Rechtsmenge
der Folge nicht-leer genau dann, wenn a, nach oben beschrankt ist.

Beweis. Wir zeigen nur die Linksversion. Ist a, von unten beschrankt durch
br, so ist jedes x < by, Element der Linksmenge, denn fiir solche x ist

Und die leere Menge () ist endlich.

Sei umgekehrt x € L ein Element der Linksmenge. Dann ist
{aia; <o}

eine endliche Teilmenge von R und hat also ein kleinstes Element. Dies ist
eine untere Schranke der Folge a,. q.e.d.



L <R

Beobachtung 9.19. Seien L und R die Links- bzw. Rechtsmenge der Folge
a,. Dann ist:

L <R
Das soll heiBen: Ist x € L und y € R, dann ist x < y.

Insbesondere:

1. L und R sind disjunkt.
2. Ist L # ), so ist R nach unten beschrinkt.

3. Ist R # (), so ist L nach oben beschrankt.
Mit (9.18) ergibt sich unmittelbar:

Fiir eine beschrankte Folge existieren sowohl der Limes inferior als
auch der Limes superior.



L <R

Beobachtung 9.19. Seien L und R die Links- bzw. Rechtsmenge der Folge
a,. Dann ist:

L <R
Das soll heiBen: Ist x € L und y € R, dann ist x < y.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition:

r Ly — r ¢ [ odery & R

Sei also y < z. Dann ist

Darum ist mindestens eine der beiden Mengen unendlich. Es ist also = ¢ L
oder y ¢ R. q.e.d.



L erstreckt sich nach links, R nach rechts

Beobachtung 9.20. Seien L und R die Links- bzw. Rechtsmenge der Folge
ay. Seien ferner x < y reelle Zahlen. Dann gilt:

yelL—=xecl
reR—yeR

Insbesondere:

1. Hat L ein Supremum, so enthalt L jede Zahl, die kleiner ist als sup L.

2. Hat R ein Infimum, so enthalt R jede Zahl, die groBer ist als inf R.

Beweis. 1<y = {ieN|g<z}C{ieN|q <y}
Ist nun y € L so ist die Obermenge endlich und es folgt x € L.

Sei nun = < sup L, dann ist x keine obere Schranke von L und es gibt ein
y € L mit v <y. Wir haben eben gesehen, daBB nun = € L folgt.

Die beiden Aussagen liber R argumentiert man symmetrisch. q.e.d.



Limes inferior und superior sind Haufungspunkte

Beobachtung 9.21. Existiert der Limes inferior der Folge a,, so ist er
Haufungspunkt von a,. Symmetrisch: Existiert der Limes superior der Folge,
so ist er einer ihrer Haufungspunkte.

Beweis. Sei L die Linksmenge von a, und A = sup L der Limes inferior. Wir
haben zu zeigen, daB3 in jeder e-Umgebung von A unendlich viele Folgenglieder
liegen. Sei also £ > 0 eine beliebig vorgegebene Genauigkeit.

)\+%§§L:> {z’E]N
N—cel = {ieN|g;<AN—¢e}={ieN|X—¢e £ a;} endlich

ai§A+§} C{ieN|a; < A+e} unendlich

Also ist
fieN|A—e<a<A+et={ieN|a,<A+e}\{ieN|X—ecLa;}

unendlich: In B.(\) liegen unendlich viele Folgenglieder. q.e.d.



Der Limes inferior ist der kleinste Haufungspunkt

Aufgabe 9.22. Sei a, eine Folge, deren Limes inferior existiert, was ja heiBt,
dal die Linksmenge

L:={xeR|{t€N|a; <z} ist endlich}

nicht-leer und nach oben beschrankt ist. Zeige, daB kein Haufungspunkt von
a, kleiner ist als das Supremum sup L. Also: der Limes inferior ist der kleinste
Haufungspunkt, sofern er existiert.



Konvergenz via Limes inferior und Limes superior

Satz 9.23. Eine Folge a, konvergiert genau dann, wenn ihre Linksmenge L
und ihre Rechtsmenge R beider nicht-leer sind und sup L = int R gilt. Da-
durch ist dann auch der Limes von a, gegeben.

Beweis. Fiir jedes A € R und jedes € > 0 gilt:

{ielN|a; BN} = {ieN|ag,<A—¢e} U {ieN|A+e<aq}
endlich > endlich und endlich
1. Die Folge a, konvergiert gegen A.

<= 2. Firjedese >0ist \—c &€ Lund A+¢ € R.

<= 3. Jede reelle Zahl x < A ist Element von L aber nicht von R und
jede reelle Zahl y > X ist Element von R aber nicht von L.

<= 4. supL =\=inf R.

L und R sind disjunkt (sogar L < R) nach (9.19).
L ist Anfang und R ist Ende von R nach (9.20) q.e.d.



Haufungspunkte beschrankter Folgen

Korollar 9.24. Jede beschrankte Folge a, hat mindestens einen
Haufungspunkt. Hat sie genau einen Haufungspunkt, so ist dieser ihr
Grenzwert.

Beweis. Eine beschrinkte Folge hat nach (9.19) Limes inferior und Limes
superior. Das sind nach 9.21 Haufungspunkte.

Hat die Folge nur einen Haufungspunkt, so stimmen Limes inferior und su-
perior liberein. Nach (9.23) ist die Folge also konvergent gegen den einen
Haufungspunkt. q.e.d.



Cauchy-Konvergenz |

Satz und Definition 9.30. Eine Folge a, reeller Zahlen konvergiert genau
dann, wenn sie Cauchy-konvergent ist, d.h. wenn gilt:

Ve>0 JdhelN Vij>h: l|a,—a4|<c
Fiir e > 0 setzte: H.:={hecN|Vi,j>h:|a;, —aj| <e}

Beweis —>. Seien L und R die Links- bzw. Rechtsmenge von a,. Sei x € L
und y € R. Dann gibt es ein h mit

r < a <y Vi > h
xel yeR

Dann ist:
heH, ,#

Ist nun sup L = inf R, so konnen wir y — x unter jede vorgegebene Schranke
e > (0 driicken. Also:

Jede konvergente Folge ist Cauchy-konvergent. q.e.d.



Cauchy-Konvergenz ||

Satz und Definition 9.30. Eine Folge a, reeller Zahlen konvergiert genau
dann, wenn sie Cauchy-konvergent ist, d.h. wenn gilt:

Ve>0 JhelN Vi j>h: laj—aj|<e
Fir e > 0 setzte: H.:={heN|Vi,j > h:l|a; —aj| <¢e}
Beweis <—. Aus h € H. folgt:

apb — e < a; < ap+¢€ Vi>h

Insbesondere ist aj, — ¢ € L und aj, + ¢ € R. Ist also H. # (), so sind L und
R beide nicht-leer und es gilt:

supL <inft R <2¢+suplL

Ist a, Cauchy-konvergent, so gilt die Ungleichung fiir jedes ¢ > 0 und es folgt
sup L = inf R und damit Konvergenz. q.e.d.



Monotonie

Definition 9.36. Eine Folge a, reeller Zahlen heil3t

1. monoton wachsend (steigend), wenn gilt

1< :>CLZ'§CLJ' Vi,7 € IN

2. streng monoton wachsend (steigend), wenn gilt

1< — a; < Q; Vi,7 € N

3. monoton fallend, wenn gilt

1< _——>CLZ'ZCLJ' Vi,7 € IN

4. streng monoton fallend, wenn gilt

1<) = a; > a Vi, 7 € N



Monotonie und Beschranktheit

Beobachtung 9.37. Eine nach oben beschrankte, monoton wachsende Folge
konvergiert gegen ihr Supremum.

Analog konvergiert eine nach unten beschrankte, monoton fallende Folge ge-
gen ihr Infimum.

Beweis. Sei a, eine nach oben beschrankte Folge und w sei ihre kleinste obere
Schranke.

Ist y > w, so liegen alle Folgenglieder unterhalb von y. Also ist y Element der
Rechtsmenge R.

Ist umgekehrt © < w, so ist « keine obere Schranke von a, und es gibt ein h
mit x < aj. Well a, monoton ist, liegen alle weiteren Folgenglieder ebenfalls
oberhalb von x und x gehort zur Linksmenge L.

w<y—uyenR
r<w=—x€L

Also ist sup L = w = inf R. Somit konvergiert a, gegen w. q.e.d.



Die Eulersche Zahl |

Beispiel 9.39. Die Folge

R 1 m =0

e 1M -

i (1+ )" sonst

Ist monoton wachsend und nach oben beschrankt. Also konvergiert sie. lhr
Grenzwert wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet.

Beweis der Monotnonie. Zunachstist g = 1 < 2 = ey. Flir hohere Indizes
bilden wir den Quotienten aufeinanderfolgender Glieder. Wir erhalten:

emi1 m -+ 2 m+1 m =+ 1 m_ m -+ 2 m+1 m m+1m_|_1
e, \m+1 m \m+1 m+ 1 m

m? + 2m m+1m+1 o
_(m2—|—2m—|—1) T_( )
- (1_ m + 1 )m+1 m m+1 1
(7.15) (m+1)?2) m m+1 m

1+ kr < (14 2)* fir -1 < . q.e.d.



Die Eulersche Zahl Il

Beispiel 9.39. Die Folge
1 m =0
e 1M > -
(1+2L)" sonst
Ist monoton wachsend und nach oben beschrankt durch 4. Also konvergiert
sie. lhr Grenzwert wird Eulersche Zahl genannt und mit e bezeichnet.

Beweis der Beschranktheit. Monotonie = gerade Indizes 2m reichen.

1 m 1 "
0<=<1- < 1 — O0<zy<y
2 2m + 1 (7.15) 2m + 1 A
<
U

Quadrieren: 0<z<y
1 1\
D<-—<1[1-— 0 < 22
4= ( 2m + 1> =s
~ _ also:
Stiirzen ergibt: 0 < 22 < 4

1 2m
0 < ey, = (1 + —) <4 q.e.d.
2m



Die geometrische Folge |

Beispiel 9.42. Die geometrische Folge zur Basis t ist die Folge t* : i — t'.
Sie ist eine Nullfolge fiir —1 < t < 1, sie konvergiert fiir —1 <t <1 und sie
Ist beschrankt fir —1 <t <1,

Fiirt = —1 hat sie zwei Haufungspunkte, namlich 1 und —1. Fiirt < —1 und
flir 1 <t hat sie keine Haufungspunkte und ist unbeschrankt.

Beweis t € {0,1, —1}.

t = 0: Hier ist die Folge (1,0,0,0,...) ultimativ konstant. Sie konvergiert ge-

gen 0.

t = 1: Hier ist die Folge (1,1,1,1,...) konstant. Sie konvergiert gegen 1.

t = —1: Hier alterniert die Folge (1,—1,1,—1,...) zwischen den Werten 1

und —1. Sie ist nach unten und nach oben beschrankt, hat die beiden
Haufungspunkte 1 und —1, aber keinen Grenzwert. q.e.d.




Die geometrische Folge Il

Beispiel 9.42. Fiir —1 <t < 1 ist t* eine Nullfolge.

Beweis. t* Nullfolge <= |t|" Nullfolge; und ¢ = 0 war oben. Also 0.B.d.A.:

0 < t < 1: Einfache Induktion:
0<t <t VieN

Wir sehen also, dalB t* monoton fallt.

Also konvergiert t* gegen das Infimum A\ der Folge. Da 0 eine untere
Schranke ist, gilt 0 < \. Wir behaupten A = 0.

A1 — 1) A1 — 1)

D<A = 0< — Je:0<e<

0<1—t
— te < A=A = t(A+¢e) <\

t*—>)\:>3ie]N:t"'<>\+e:t>t”1<t()\+e)<)\ 4



Die geometrische Folge |ll

Beispiel 9.42. Istt < —1 oder 1 < t, so ist t* unbeschrankt.

Beweis.

1 < t: Eine einfache Induktion zeigt, daB3 die Folge in diesem Fall streng mono-
ton wachst. Ferner ist sie unbeschrankt: Andernfalls konvergierte t* ge-
gen die kleinste obere Schranke . Diese Annahme 1aBt sich mit dhnlichen
Argumenten wie im Fall 0 < ¢ < 1 zum Widerspruch fiihren. Siehe Auf-
gabe (9.43).

t < —1: Die Folgen t* und |t|" unterscheiden sich bloB in den Vorzeichen. Also
kann t* auch nicht konvergieren. q.e.d.




Majorisierung

Definition 10.1. Sei M eine Menge und f,g : M — R zwei reellwertige
Funktionen auf M. Wir sagen, daB g die Funktion f (iiberall) majorisiert,
wenn f(z) < g(x) fir alle x € M gilt. Wir schreiben dafiir f < g oder unter

Verwendung der J-Notation f(3) < g(¥).

Wir sagen, daB g die Funktion f (iiberall) strikt majorisiert, wenn f(xz) < g(z)
fir alle x € M gilt. Wir schreiben dafiir f < g oder unter Verwendung der

*-Notation f(%) < g(%).

Wir sagen, daB ¢ die Funktion f fast (iiberall) majorisiert, wenn f(x) < g(x)
flr fast alle x € M gilt. Wir schreiben dafiir f < g oder unter Verwendung
der y-Notation f(3) < g(3).

Wir sagen, daB ¢ die Funktion f fast (iiberall) strikt majorisiert, wenn f(x) <
g(x) fur fast alle x € M gilt. Wir schreiben dafiir f<1g oder unter Verwendung

der Y-Notation f(%) <1 g(%).

Eine iiberall majorisierende Funktion majorisiert insbesondere fast iiberall.




Majorisierung und Seitenmengen

Beobachtung 10.2. Seien a, und b, zwei Zahlenfolgen mit Linksmengen L,
bzw. Ly und Rechtsmengen R, bzw. Ry. Dann gilt:

a, < b, — L,C Ly, und R,2 Ry

Beweis. Beobachte, daB allgemein gilt:
b, < x — a; < x oder a; £ b,
Darum ist:
{fielN|p<z}C{ieN|ag <z}U{ieN|a; £} (1)
Nun ist nach Definition der Linksmenge:

rel, <= {ielN|a; <=z} istendlich

—(_1—)> {ie N|b <z} istendlich <« x¢€l,

Rechtsmengen behandelt man symmetrisch. q.e.d.



Engfiihrung und Einschniirung |

Korollar 10.3. Seien a,, b, und c, drei Folgen mit
ax by Ly
Dann gilt:
1. Ist a, nach unten beschrankt so ist b, nach unten beschrankt.

2. Ist ¢, nach oben beschrankt, so ist b, nach oben beschrankt.

3. Konvergieren a, und c, gegen A, so konvergiert auch b, gegen ).

Beweis. L,, R,, Ly, Ry, L., R.: Links- bzw. Rechtsmenge von ay, b,, c,.
(102) = L, CLy,CL.und R, 2 Ry DO R,

a, nach u. beschr. <= ) # L, =— 0 # L, <= b, nach u. beschr.
(9.18) LoCLy (9.18)

Das ist (1). Und (2) argumentiert man symmetrisch.



Engfiihrung und Einschniirung Il

Korollar 10.3. Seien a,, b, und c, drei Folgen mit
a, <0, e,

Dann gilt:
3. Konvergieren a, und c, gegen A\, so konvergiert auch b, gegen \.

Beweis. L,, R,, Ly, Ry, L., R.: Links- bzw. Rechtsmenge von a,, b,, c,.
(102) = L, CLy,CL.und R, 2 Ry D R,

sup L, < supl; < supl,
a, und c, konvergent — IA IA IN
inf R, < infR, < infR,

Konvergieren a, und c, gegen denselben Limes, folgt durgangig Gleichheit:
sup L, =sup L, =sup L, = inf R, = inf R, = inf R,

Insbesondere konvergiert b, ebenfalls gegen diesen Limes (9.23). q.e.d.



Kofinalitat

Definition 10.4. Wir nennen zwei Folgen a, und b, fast gleich oder kofinal,
wenn gilt a, < b, und b, < a,. Wir notieren dafiir a, = b,.

Das bedeutet, daBB a, und b, nur an endlich vielen Stellen voneinander abwei-
chen.

Beobachtung 10.5. Aus dem Einschniirungssatz (10.3) folgt unmittelbar,
daB zwei fast gleiche Folgen entweder beide konvergieren (und dann gegen
denselben Limes) oder beide nicht konvergieren. q.e.d.

Aufgabe 10.10. Fast gleiche Folgen haben dieselben Haufungspunkte.



Kofinalitt ist eine Aquivalenzrelation

Beobachtung 10.6. Die Relation < ist reflexiv: Seien a, eine Zahlenfolge,
dann ist offensichtlich a, < a,. q.e.d.

Beobachtung 10.7. Die Relation < ist transitiv: Fiir je drei Zahlenfolgen a,,
b, und c, gilt:

a, <b, wund b, <c, — a, < c,

Beweis. Fiir reelle Zahlen z, y und z gilt:
r¥Lz — xLyoderyLz

Die Vereinigung zweier endlicher Mengen ist endlich. q.e.d.

Korollar 10.8. Kofinalitit ist eine Aquivalenzrelation, also reflexiv (folgt
aus 10.6), transitiv (folgt aus 10.7), und symmetrisch (klar nach Definiti-
on 10.4). q.e.d.




Gliedweise Operationen auf Folgen

Definition 10.11. Seien a, und b, zwei Folgen. Dann konnen wir die Folgen
gliedweise addieren, subtrahieren und multiplizieren. Verschwindet keines der
Glieder von b,, so 1aBt sich auch der Quotient bilden:

a, +b, :m— a,, + b,
a, — b, : m— a,, — b,

aby : m— a,,b,,

a a
by b
Entsprechend sind fiir eine reelle Zahl s erklart:
S
s+a, S—a, SsSa, —
Ay

Beobachtung 10.12. Eine Folge a, konvergiert gegen A\ genau dann, wenn
A — a, eine Nullfolge ist. q.e.d.



Rechnen mit Kofinalitat und Beschranktheit

Beobachtung 10.13. Sind a, ~ a/ und b, =~ b, so folgt

/
a a
/ / / / ! 1./ * *
ax+b, ~ a, +b, a,—b, ~ a,—b, aby, ~ a.b, —~ — q.e.d.

b,

Bemerkung 10.14. Sind a, und b, beide beschrankt, so sind auch die Summe
a, + b,, die Differenz a, — b, und das Produkt a,b, beschrankt.

Aufgabe 10.15. Finde zwei beschrankte Folgen a, und b, derart, daBB b; £ 0
fiir jeden Index 7 € N ist und daB3 der Quotient z—: keine beschrankte Folge ist.



Rechnen mit Nullfolgen

Proposition 10.16. Summe, Differenz und Produkt zweier Nullfolgen sind
wieder Nullfolgen.

Beweis. Wir behandel nur das Produkt — das ist am schwierigsten. Seien
also a, und b, Nullfolgen. Da eine Folge genau dann eine Nullfolge ist, wenn
die Folge ihrer Betrage eine Nullfolge ist, konnen wir ohne Beschrankung der
Allgemeinheit annehmen, daB a, und b, nur nicht-negative Terme haben.

Fir 0 <az,y <e <1gilt: 0<ay < c* <e. Fiir beliebiges 0 < ¢ < 1 gilt
also:

Liegen fast alle a; und fast alle b; in B.(0), dann liegen auch fast
alle Produkte a;b; in B.(0). q.e.d.

0<z<2z'und0<y<y = 0<uay<zy

Aufgabe 10.17. Sei a, eine Nullfolge und b, beschrankt. Zeige, dal3 das Pro-
dukt a.b, eine Nullfolge ist.



Rechnen mit Grenzwerten |

Proposition 10.18. Konvergiert sowohl a, als auch b,, so konvergieren auch
die Summe a, +b,, die Differenz a, —b, und das Produkt a,b,. Die Grenzwerte
sind die Summe, die Differenz, bzw. das Produkt der Grenzwerte:

lim (a, + b,) = (lim ay) + (lim b,)

*—200 *—00 *—00
g e =0 = (g a0 = (i b)
g tabe) = (B, 61,0

Ist b, gliedweise ungleich O und ist iiberdies 0 #£ lim,_. b,, so konvergiert der
Quotient 7= und es gilt:

*
. Gy lImy 00 Qs
lim — = —
x—00 D lim, 00 by

Beweis Summe und Differenz. Es konvergiere a, gegen A\, und b, gegen
M. Dann sind A\, — a, und Ay — b, Nullfolgen. Also ist A\, — a, + A\ — b, =
Ao + Ay — (ay + by) eine Nullfolge. Darum konvergiert a, + b, gegen A, + Ap.
Das Argument fiir a, — b, ist entsprechend.



Rechnen mit Grenzwerten ||

Proposition 10.18. Konvergiert sowohl a, als auch b,, so konvergieren auch
die Summe a,+0b,, die Differenz a, — b, und das Produkt a,b,. Die Grenzwerte
sind die Summe, die Differenz, bzw. das Produkt der Grenzwerte:

lim (axby) = (lim a,)( lim by)

*— 00 *— 00 *— 00

Ist b, gliedweise ungleich O und ist iiberdies 0 #£ lim,_. b,, so konvergiert der
Quotient 7 und es gilt:

*
a, lim, o ay

lim — = —
*—00 by im0 b

Beweis Produkt. Fiir das Produkt haben wir die Nullfolge
()\a — a*)()\b — b*) — )\a)\b — ()\a — CL*)b* — a*()\b — b*) — CL*b*

Da konvergente Folgen beschrankt sind, sind (A, — a4)bs, und a,(A, — by)
Nullfolgen wegen (10.17). Es folgt, daB A, A, — a.b, eine Nullfolge ist. Daher
konvergiert a,b, gegen A\, \p.



Rechnen mit Grenzwerten IlI

Proposition 10.18. Konvergiert sowohl a, als auch b,, und ist b, gliedweise
ungleich 0 und ist iiberdies 0 # lim,_,,, b4, so konvergiert der Quotient z—: und

es gilt:
. Oy im0
lim — = —
x—00 by im0 s

Beweis Kehrwert (= Quotient). Da b, konvergiert, hat b, auBer dem
Limes A, keine weiteren Haufungspunkte (9.11). Also ist 0 kein Haufungspunkt
von b,. Es gibt also ein € > 0, so daB nur endlich viele Folgenglieder in B.(0)
liegen. Da kein Folgenglied verschwindet, konnen wir € soweit verkleinern, daB3
kein Folgenglied in B.(0) liegt. Dann liegen aber alle Glieder der Folge i in
B1(0). Das heiBt:

S

— ist beschrankt.
*

1 1 1
= A, — b,
N, b, )\bb*( b= by)

beschrankt (Nullfolge mal beschrankte Folge). q.e.d.

Dann aber ist




Cauchy-Kokonvergenz

Definition 9.31. Seien a, und b, zwei Folgen. Wir nennen a, und b,
Cauchy-kokonvergent, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein Schwellindex h € IN existiert,
so daB fiir Indizes ¢, j > h stets |a; — b;| < € gilt. Wir notieren dafiir:

a, = by

Aufgaben 9.33 und 9.35. Zwei Folgen Cauchy-kokonvergierern genau
dann, wenn beide konvergieren, und zwar gegen denselben Limes.

Aufgabe 10.19. Die Aussage (10.18) laBt eine alternative Formulierung zu:
Seien ay, a’, b, und b/ Folgen. Ferner sei a, = o/, und b, = b.. Dann gilt auch

/ / / / ! 1./
a/*—l_b*ia/*—'_b* a*_b*ia/*_b* G*b*ﬁa*b*

Kokonvergieren b, und b/, gegen einen von 0 verschiedenen Grenzwert, so ist
liberdies

/
*

b, b,

a, a

g W



Teilfolgen

Definition 10.20. Sei a, eine Folge reeller Zahlen und b, eine Folge
natiirlicher Zahlen. Dann konnen wir die Glieder der Folge b, als Indizes in
die Folge a, benutzen und die Folge a;, bilden. Als Abbildung ist diese Folge
einfach die Verkettung:

1 — by — ap,
Wir nennen Folgen, die sich so schreiben lassen, Teilfolgen der Folge a,, sofern
b, streng monoton wachst. Durch diese Forderung wird ausgeschlossen, daB

in der Teilfolge ein Glied a; mehrfach vorkommt: Eine streng monotone Folge
ist insbesondere eine injektive Abbildung.

Beobachtung 10.21. Sei M C R eine nach oben unbeschrinkte Menge.
Dann gibt es eine streng monoton wachsende Folge a, mit Bild in M.

Beweis. Das offensichtliche Argument geht so: Da M unbeschrankt (insbe-
sondere nicht-leer) ist, gibt es ein Element mg € M. Nun gibt es ein Element
mq > mg, nun gibt es ein Element ms > my, nun gibt es ein Element
ms > Mo, €tcC.



Hm ...

Beobachtung 10.21. Sei M C R eine nach oben unbeschrinkte Menge.
Dann gibt es eine streng monoton wachsende Folge a, mit Bild in M.

Beweis (jetzt richtig). Wir betrachten den Relationsgraphen

R:={(zx,y) e M x M |z <y}
M unbeschrinkt =— Ve M3dye M : (z,y) € R
Auswahlaxiom (3.31) — dF: M — M mit F(z) > x

Diese Funktion F' formalisiert den Tell , gegeben m; € M, dann wahlen wir
m;11 > m;  des intuitiven Arguments.

Mit der ,, Wahlfunktion” F' konnen wir die Folge a, rekursiv definieren durch

ayg € M Dbeliebig
Ajr1 = F(CLZ) > Ay

Es ist also klar, daB a, streng monoton wachst. q.e.d.



Die Teilfolge zu einer Teilmenge M C IN

Beobachtung 10.22. Eine streng monoton wachsende Folge ist durch ihr
Bild eindeutig bestimmt. Anders herum: Sind a, und b, zwei streng monoton
wachsende verschiedene Folgen, dann unterscheiden sich ihre Bildmengen.

Beweis. Aus a, # b, folgt die Existenz eines kleinsten 1 € IN mit a; # b;. Wir
nehmen a; < b; an (notigenfalls vertauschen wir die Rollen von a, und b,).
Dann kommt die Zahl a; nicht unter den Gliedern der Folge b, vor. Fiir j <1
ist namlich b; = a; < a; und fir j > ¢ ist b; > b; > a;. q.e.d.

Proposition 10.23. Zu jeder unendlichen Teilmenge M C IN gibt es genau
eine streng monoton wachsende Folge m, mit Bild M.

Beweis. Wichtig ist hier, daB IN wohlgeordnet ist. Darum hat die nicht-leere
Teilmenge M ein kleinstes Element my. Da M unendlich ist, ist aber auch
{x € M | mg < x} nicht-leer und hat ein kleinstes Element m; > myg. Dann
ist {x € M | my < x} nicht-leer und hat ein kleinstes Element ms > m;. Das
geht so weiter, und jedes Element von M erwischen wir irgendwann.



Hm ...

Proposition 10.23. Zu jeder unendlichen Teilmenge M C IN gibt es genau
eine streng monoton wachsende Folge m, mit Bild M.

Beweis. Formal geht das mit Rekursion:

F-M—M mo = min M

~

m — min{x € M |m < x} miy1 = F(m;) > m,;
Monotonie ist klar, und Eindeutigkeit haben wir in (10.22) gesehen.

Rekursion — Bild(f) C M

Sei y € M minimal mit y ¢ Bild(f). Dann ist zunachst y > my = min M.
Sei ferner i € IN minimal mit y < f(i). Dannist also 0 < i und f(i — 1) <y
(Gleichheit kann nicht angehen, weil y ja nicht im Bild von f liegt). Dann
aber ware

f@)=min{r e M| f(i—1) <z} <y 4 q.e.d.



Monotone Teilfolgen

Lemma 10.24. Jede Folge hat eine monoton wachsende oder eine streng
monoton fallende Teilfolge.

Beweis. Sei a, eine Folge. Wir betrachten die Menge
M::{iE]N\Vj>i:aj<ai}§]N
und unterscheiden die beiden Falle

M ist unbeschrankt: In diesem Fall sei b, eine streng monoton wachsende
Folge in M wie in (10.21) angegeben. Die Teilfolge a;, ist dann streng
monoton fallend.

M ist beschrankt: Sei m € IN eine Schranke. Das heiBt:
i>m = 1 ¢M = dj>i:0a;<a;

~ m< g <11 < 19 <13 <---
~ iy < Ay S Ay S Qg S

und dann ist die Folge a;, monoton wachsend. q.e.d.(hm...)



Nochmal Bolzano-Weierstral3

Aufgabe 10.26. Sei a, eine Zahlenfolge. Zeige, daB A € R genau dann
Haufungspunkt von a, ist, wenn a, eine Teilfolge hat, die gegen A konvergiert.

Bemerkung 10.27. Daraus ergibt sich ein zweiter Beweis fiir Bolzano-
WeierstraB: eine beschrankte Folge hat eine monotone Teilfolge, die ist immer
noch beschrankt und konvergiert darum. Dieser Grenzwert der Teilfolge ist
dann Haufungspunkt der urspriinglichen Folge.



Indexverschiebung

Definition 10.28. Sei a, eine Zahlenfolge und m € Z. Wir definieren die
Folgen a,.,, und a,,_, wiefolgt:

)
. Qjt+m 1+ m € IN
Ayt - 0> S
0 sonst

_ Qi M —1€ N
Qs = 0 > <

0 sonst

Wir nennen eine Folge der Form a,,, mit m € IN einen Rest oder ein Ende
der Folge a,.

Wir nennen die Folge a, ultimativ blah, wenn sie einen Rest hat, der blah ist.
/.B. ist a, ultimativ monoton wachsend, wenn ab einem Schwellindex m € IN

gilt:

a; < Qg1 Vi >m

Beobachtung 10.29. /st eine Folge blah, so ist sie ultimativ blah. q.e.d.



Folge und Folgenreste |

Beobachtung 10.30. Sei a, eine Zahlenfolge, m € IN eine natliirliche Zahl
und M C R eine beliebige Teilmenge. Dann gilt:

{ieN|ja,e M}\{i € N|a; € M undi>m} C|[m] endlich
{ie N|a;, € M} istendlich <= {ie€ N|a;, € M} ist endlich

Diese Aquivalenz 13Bt sich fiir verschiedene Teilmengen M ausbuchstabieren:

1. Eine Folge und jeder ihrer Reste haben diegleichen Links- und Rechts-
mengen. (M = (—oo, x| oder M = |z,00))

2. Ist ein Ende der Folge a, nach unten (oben) beschriankt, so ist a, nach
unten (oben) beschrankt, allerding méglicherweise mit einer anderen

Schranke. (Folgt aus 1.)

3. Eine Folge a, hat dieselben Haufungspunkte wie jeder ihrer Reste. Der

Rest a,.,, konvergiert genau dann, wenn a, konvergiert. In diesem Fall
bleibt der Limes gleich. (M = B.()\)) q.e.d.



Folge und Folgenreste Il

Korollar 10.31. Eine ultimativ nach unten beschrankte und ultimativ mono-
ton fallende Folge konvergiert. q.e.d.

Korollar 10.32. Sei a, eine Folge. Gibt es )0 <t < 1 so daB3
|CLZ'_|_1| S t ‘CLZ| flir alle 1 > m

gilt, so wird der Folgenrest |a, . ,,| majorisiert von dem Vielfachen |a,,| t* einer
geometrischen Folge. Also ist ist a, eine Nullfolge. q.e.d.

Aufgabe 10.33. Die Fakultat m/! einer natiirlichen Zahl ist rekursiv definiert
durch

ol=1
m+ 1! = (m + 1)m!
Sei x € R beliebig. Zeige, daB die Folge Z—T eine Nullfolge ist.

Aufgabe 10.34. Sei 0 < z < 1 und k£ € IN. Dann ist %"*2* : m — mFa™
eine Nullfolge.



Die Folge der Differenzen

Definition 10.35. Die Folge Aa, ist definiert durch
ACLZ' = Q1 — ay

Wir haben also:
ACL* — Qx41 — Qyx

Ay,  Ag ai a2 as a4
Aa, a1 — ag s — a1 as — a9 as, — as

Beobachtung 10.36. Konvergiert a,, so ist Aa, eine Nullfolge. (Folgt aus
Cauchy-Konvergenz) q.e.d.



Die Folge der Partialsummen

Definition 10.37. Sei a, eine Zahlenfolge. Wir definieren rekursiv die Folge
Y.a, wiefolgt:

ZCLO — Qo
Va1 = (Ba;) + aip
Mit der Summennotation konnen wir das auch auf folgende Weisen schreiben:

m
X, = g a; = g a;
i=0

<m

Wir nennen die Terme von Xa, Partialsummen der Folge a,.

A« a aq a9 as
2a, Qg ap + aj ap + a; + as ap + a1 + as + as
AXa, aq a9 as a4

Beobachtung 10.38. Fiir eine Folge a, ist a,.1 = AXa,. Konvergiert Ya,,
dann ist a, eine Nullfolge (10.36).



Folgen falten und Differenzenkalkiil

Definition 10.39. Seien a, und b, zwei Folgen.
— Z(a*bm—*)m

b5 | agbs
by | agby
bs | apbs
ba | agbs
by | apby

bo | apby

(ay * by )

a1b5
a1b4
a1b3
a1b2
a1b1

ai bo

a2b5
a2b4
a2b3
a2b2
a2b1

as bo

asbs
a3b4
a3b3
asby
a3b1

as bo

a4b5
a4b4
a4b3
a4b2
a4b1

a4 bo

a5 b5

asby -

asbs
a5 bo

a5b1

asby - -

Faltungsprodukt

ai

Ya, = a, x 1*

a2

as

a4

as

Summennotation:

(ax * by)m

m

Z a;bp—i

1=0

(a*>kb*>4:: a0b4-+-albg-+-agbg-+-a3b1-+-a4b0
(a*>k1*)4:::a014-+-a113-+-a212-+—a311-+—a410 = Xay



Geometrische Folgen Falten

Beispiel 10.42. Seien s £ t. Wir falten die geometrischen Folgen s* und t*.
Aus

m m m
1=0 1=0 1=0

m-+1

m

_ Z gigmAl—i _ Z gigm+1—i
1=0 1=1

_ tm+1 . Sm+1

erhalten wir
1

:t—s
S t

p— S*—

s —1 s—1

1

S xt* —
s —1

(t*+1 . S*Jrl) (S*Jrl . t*+1)

*

Bemerkung. s* x s* = (1,2s,3s%,4s%,...)

Nochmal, diesmal mit Nummer 10.41. >a, = a,x (1,1,1,...) = a, % 1*



Reihen

Definition 11.1. Ist eine Folge gegeben in der Form Xa,, so bezeichnen wir
sie als Reihe. Konvergiert Xa,, so schreiben wir

00 J
g a, ‘= g a; ;= lim »a, = lim g a;
* : *—00 J—r00 4
Den Grenzwert einer konvergenten Reihe nennen wir auch ihre Summe.

Bemerkung. Wir unterscheiden in der Notation zwischen der Folge Xa, der
Partialsummen und ihrem Limes ) a,, so er existiert.

Die Notation > " a; wird uneinheitlich und teilweise sogar mehrdeutig ver-
wendet. Sie kann beides bedeuten.



Die harmonische Reihe

Beispiel 11.2. Die harmonische Reihe

sl 1,11 1 11111,
~m 1 2 3 4 5 6 7 8 9

divergiert, denn sie majorisiert die offensichtlich divergente Reihe

1+1+1+1+1+1+1+1+ 1 N
1 2 4 4 8 8 8 8 16
Hier ist es von Vorteil, die Indizierung bei 1 anzufangen. In der Summe konnen

wir das.

In der %-Notation konnen wir die Folge der Partialsummen schreiben als Zﬁ.
Hier muB die Indizierung bei 0 anfangen, weil Folgen als Abbildungen immer
auf ganz IN definiert sind.



Die geometrische Reihe

©. @)

Beispiel 11.4. Die geometrische Reihe Y ° t' zur Basis t € R ist gegeben
durch

J
S Y =14t
i=0
Fir —1 <t <1 konvergiert >:t* und es gilt:

,I: 1
-
. 1 -1
1=0
Beweis. Mit (10.42) und (10.41) ist:
1 ¢ 1
Yt =tk 1 = —1"— ——t* — —— q.e.d.

1 -1 1 -1 =00 1 — 1

Archimedes hat gezeigt, daB die geometrische Reihe zur Basis i konvergiert
und zwar gegen den Grenzwert %.



Absolute Konvergenz und Summierbarkeit

Definition 11.5. Sei a, eine Folge. Die Reihe Xa, konvergiert absolut, wenn
die Reihe ¥ |a,| konvergiert.

Eine Reihe heiBt bedingt konvergent, wenn sie konvergiert, aber nicht absolut
konvergiert.

Beobachtung und Definition 11.6. Die Reihe Ya, konvergiert genau dann
absolut, wenn die Folge a, summierbar ist, d.h., wenn die Menge

{zm

el

I CN end/ich}

beschrankt ist.

Beobachtung 11.7. Sei Xa, absolut konvergent. Dann ist die Folge der
Reihenreste m +— > |Guim| = D oo, |axim| eine Nullfolge wegen:

Z*|a*+m| = (ﬂli_{%ozmz Z|CL@ hm Z‘CL@ (%LH;OZMZD

<m 1<m 1<m <m




Umordnungen

Definition 11.8. Sei a, eine Folge und 7 : IN — IN eine bijektive Abbildung.
Dann nennen wir die Verkettung a,(,) eine Umordnung der Folge a,.

Die zu einer Umordnung gehdrige Reihe bezeichnen wir mit (a,(.)). Die
Klammerung deutet an, das wir erst die Folge umordnen und dann zu Parti-
alsummen ubergehen. Wir betrachten also

Ar0) + Qr(1) + +++ + Ar(i) ¢ + 1 Summanden
und nicht

ap +ay + - -+ az) m(i) + 1 Summanden



Der Umordnungssatz |

Satz 11.9. Ist eine Reihe Xa, absolut konvergent, dann konvergieren alle
Umordnungen ¥ (ax(.)), und iiberdies alle gegen denselben Limes.

Insbesondere konvergiert jede absolut konvergente Reihe.

Beweis. Wir betrachten die Folgen s,, := > ;"a; und s 1= > . (ax
von Partialsummen. Nach (9.33) reicht es zu zeigen, daB s, und s7 Cauchy-
kokonvergent (9.31) sind. Sei also ¢ > 0. Wir suchen ein h € IN mit:

Z A — Z Ar(j)
i=0 j=0

Y.a, absolut konvergent = Y |as| Cauchy-konvergent
er.

> |sp —sh| = VYm,n > h

Zunachst gibt es also A’ € IN mit

i J

J
= >3 lal =Y larl = D i Vj>i> W

k=0 k=0 k=141



Der Umordnungssatz Il

Satz 11.9. Ya, = Z(aw(*)), falls Ya, absolut konvergiert.

Beweis (Fortsetzung). Durch Weglassen nicht-negativer Summanden kann
eine Summe nicht wachsen. Also ist

max M
% > Z lag| > Z la,,] VM C N endlich und > b’
k=1+1 meM

Nun wahlen wir h > h’ so, daB
{0,1,..., 0} C{x(0),w(1),...,7(h)}

ist. Fiir m,n > h kommen dann die Summanden ag, aq,...,a, sowohl in
D io@;alsauchin % az;) vor. Wir kénnen sie in beiden Summen abziehen
und erhalten fiir zwei endliche Menge I,J > h':

Zai—z%u) — Zai—z% §Z]a¢]+2]aj]<€
i=0 =0 '

iel jed iel jed
Also sind s, und s7 Cauchy-kokonvergent. q.e.d.

’5m - SZ’ -




Der groBBe Umordnungssatz

Aufgabe 11.12. Wenn eine Reihe nicht absolut konvergiert, so hat sie eine
divergente Umordnung.

Aufgabe 11.13. Sei Xa, eine bedingt konvergente Reihe und A € R beliebig.
Dann gibt es eine Umordnung X(a,(,)), die die Summe A hat.

Definition 11.14. Man nennt eine Reihe Xa, unbedingt konvergent, wenn
jede Umordnung ¥(a.(.)) konvergiert.

Satz 11.15. Eine Reihe konvergiert genau dann absolut, wenn sie unbedingt
konvergiert. In diesem Fall konvergieren alle Umordnungen absolut und un-
bedingt gegen dieselbe Summe. Eine bedingt konvergente Reihe kann so um-

geordnet werden, daB die Umordnung eine beliebig vorgegebene Summe an-
nimmt.



Das Majorantenkriterium absoluter Konvergenz

Satz 11.18. Seien a, und b, Folgen nicht-negativer Zahlen derart, daB b,
einen Folgenrest a,.,, fast iiberall majorisiert:

Ay+m < b,

Wenn die Reihe b, konvergiert, dann konvergiert auch Xa,.

Beweis. Zunachst beseitigen wir das ,,fast”. Es gibt namlich ein n € N, so dal3
Gyimin < byin. Nun sind die alle Folgenglieder nicht-negativ. Die Partialsum-
men wachsen also monoton und es geht um die Frage ihrer Beschranktheit.
Die Partialsummen von a, lassen sich beschranken durch die Partialsummen

von b, vermoge:
m—+n

2a, < Z a; | + Xbiin
i=0
Y.a, Ist also monoton und beschrankt also konvergent. q.e.d.



Anwendung: Beschrankte Vielfache geometrischer Reihen

Beispiel 11.19. Sei a, eine beschrankte Folge und 0 < t < 1. Dann kon-
vergiert Y.a,t* absolut. Ist namlich |a,| < 3, so wird |a.t*| durch Bt* majori-
siert. q.e.d.

Beispiel 11.21. Fiir jede reelle Zahl x € R konvergieren die folgenden Reihen

absolut:
exp(x) = Z % Exponentialfunktion/-reihe
m=0 |
0 p2m+1
sin(z) = Z(_l)m@m O Sinusfunktion /-reihe
m=0 '
o0 2m
cos(x) = Z(—l)m 2! Cosinusfunktion /-reihe
m=0 '
Wende (11.19) auf ©; = (zi{m(%)m an, denn (2;’# ist beschrankt (10.33).

q.e.d.



Potenzreihen und ihr Konvergenzradius |

Satz und Definition 11.22. Sej>.a,x* eine Potenzreihe. Dann gibt es genau
ein nicht-negatives R € R U {oc} mit folgenden Eigenschaften:

1. Ist |z| < R, dann konvergiert Ya,x* absolut.

2. Ist |x| > R, dann divergiert Xa,x*.

Wir nennen R den Konvergenzradius der Potenzreihe Ya,x*. Er ist gegeben
als das Supremum der Menge

M = {S c R ‘ 4,8~ beschréinkt}

sofern sie beschrankt ist. Ist M unbeschrankt, so gilt R = oc.

Bemerkung: der formal erlaubte Wert R = oo bedeutet einfach, dalB r < oo
stets und x > oo niemals erflillt ist.

Bemerkung. Der Konvergenzradius kann 0 sein. (Aufgabe 11.28)



Potenzreihen und ihr Konvergenzradius ||

M = {3 e R ‘ a,S” beschrénkt}

Beweis. Ist 0 < x <y € M, dann ist mit ¢ := % < 1:

a,r” = (ay°)t"

ein Produkt aus einer beschrankten und einer geometrischen Folge.
Nach (11.19) konvergiert Ya,x* also absolut. Daraus folgt die erste Behaup-
tung.

AuBerdem folgt x € M.

Ist umgekehrt 0 <y € M und y < z dann ist also z ¢ M und a,z* nicht be-
schrankt und die Reihe Xa,z* divergiert. Daraus folgt die zweite Behauptung.



Eine Abzahlung von IN x IN

Beobachtung. IN x IN /3Bt sich bijektiv auf IN abbilden (abzihlen).

Es gibt viele Aufzahlungen. Diese zwei werden noch wichtig:

27 48 |47 146 |45 |44 |43 |42
20| 26 35134333231 (30]41
14119125 24123122 121120129140
9 |13]18|24 1514113121928 |39
b | 8 | 1217]23 |7 |6 |11]18]27 |38
2 (4|7 |11]16]22 3121510172637
0|1 ]3]6|10]15]21 O 1]419]16]25|36

Die erste sollte an die Faltung erinnern.

Je zwei Aufzahlungen unterscheiden sich durch Umordnung vermittels einer
Bijketion 7 : N — IN.



Doppelfolgen und Doppelreihen

Definition 11.30. Eine Abbildung a : IN x IN — R heiBt Doppelfolge. Der
entsprechende Summenausdruck ZZ’;:O a;; heiBt Doppelreihe.

Frage. Was ware ein guter Wert fiir die Doppelsumme: ) |, > . a;
Idee: nutze eine Bijektion f : IN — IN x IN und setze

Zi Zj Aij == Z* Af(x)

Dumm nur, daBB der Wert der Summe kann von der Aufzahlung f abhangen
kann: Ist die Reihe bedingt konvergent, kénnen wir durch eine geeignete
Aufzahlung jeden Wert erzielen.

Definition 11.30. Die Doppelfolge a,, heiBt summierbar, wenn:
( )

> layl| M C N x N endlich 3 ist beschrénkt
| (4.7)eM )

_/\

Aquivalent: Y(af)) konvergiert absolut / unbedingt.



Der Doppelreihensatz |

Satz 11.32. Sei a,, eine summierbare Doppelfolge. Dann gilt:

1. Fiir jede Bijektion f : IN — IN x IN konvergiert die Reihe ¥(a(,)) absolut
gegen einen von | unabhangigen Wert .

2. Die Zeilen a;e und Spalten a,; haben absolut konvergente Reihen Xa;,
und 2a,;.

3. Ferner konvergieren die Reihe der Spaltensummen und die Reihe der Zei-
lensummen beide absolut, und zwar gegen \:

oo oo ©.9)

0.
ay=A=) Y ai

i=0 j=0 j=0 i=0
Beweis zu (1) und (2). X |af(| ist wichst monoton (Summanden > 0)
und ist beschrankt. Also konvergiert ¥(a ) absolut und darum unbedingt.

Fiir die Reihen Xa;, und Xa,; argumentiert man dhnlich: Die Reihe X |aq| ist
monoton und beschrankt.



Der Doppelreihensatz ||

Satz 11.32. Sei a,, summierbar, f Aufzdhlung und N = ) af(v- Dann
kovergieren die folgenden Reihen absolut:

i j=0 \i=0

Beweis. Sei [ eine Summierbarkeitsschranke fiir die Doppelfolge a,,. Dann
ist fir alle m,n € IN: Y 7 > "% (la;;| < 8. Fiir jedes m ist also die die
monoton wachsende Folge n +— > " > % |a;;| durch 3 beschrénkt. Darum
konvergiert sie gegen einen Grenzenwert < (. Also:

g

Vm € IN

Das heiBt >, > . a;; konvergiert absolut. Fiir die Reihe der Spaltensummen
argumentiert man entsprechend.



Der Doppelreihensatz ||

Satz 11.32. Sei a., summierbar, f Aufzahlung und \ = ) ay(). Dann:
az-j = )\ = az-j
i=0 j=0 j=0 i=0
Beweis. > ;> . a;; konvergiert (absolut) und es bleibt noch zu sehen, daB A

die Summe dieser Reihe der Zeilensummen ist. Sei ¢ > 0. Wir benutzen (11.7)
und finden

heIN mit Z ‘af(k.)‘ <%
k=h+1

Nun wahlen wir

melN mit  {f(0),f(1),.... f(R)} €{(5,7) 1,7 <mj

Dann ist:

ZZCLZ] Zaf < Z }af(k)’ <% Vn;,n; > m

1=0 7=0 k=h+1



Der Doppelreihensatz |V

Satz 11.32. Sei a,. summierbar, f Aufziahlung und A\ =) ay

oo 00 oo 00
CLZ'j = )\ = CLZ'j
1=0 5=0 7=0 =0

Beweis. Die Ungleichung bleibt fir n; — oo erhalten:

>3 - Zaf

1=0 5=0

k=h4+1
Andererseit ist auch:

Mithin ist

zm: i ajj € IB&()\) Vn;, > m

i=0 j=0
Damit ist > ;> ai; = \.

< > apm <

¢ o0 c
A= o) = Dl | < D lasw| <5
k=0 k=h+1 k=h+1

. Dann:



Das Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen |

Satz 11.33. Seien Ya, und Xb, zwei absolut konvergente Reihen. Dann kon-
vergiert X(a, * b,) absolut gegen (D>, a.) (D, by).

Beweis. Wir betrachten die Doppelfolge
(4,7) ¥ a;b;

und beobachten, daB3 sie summierbar ist: Fiir jede endliche Teilmenge M C
IN x IN ist

S b= 3 by < (iu) (f;b)

(i,j)eM (i,7)eM

Damit konvergiert jede Anordnung dieser Doppelreihe absolut und gegen die-
selbe Reihensumme.

Das Produkt der Limiten ist der Limes der Produkte:

ST SUTS SIUENTS 2 SUEN S 9p 9211

<m I<m <m I<m 1<m 1<m



Das Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen ||

Satz 11.33. Seien YXa, und b, zwei absolut konvergente Reihen. Dann kon-
vergiert 3.(a, * b,) absolut gegen (D, a.) (D, by).

Beweis. Die Folgenglieder >, > .. a;b; treten jedoch als Teilfolge der
Partialsummen einer bestimmten Anordnung der Doppelreihe auf:

(apby) + (agbt + a1by + aiby) + (agbs + a1by + asbs + asby + ashy) + - - -

Darum konvergiert die Doppelreihe Zijaibj gegen das Produkt
(Z* CL*) (Z* b*)

Die Folge > (a, * by) 1aBt sich ebenfalls als Teilfolge der Partialsummen einer
anderen Anordnung der Doppelfolge auffassen:

(aobo) + (a0b1 -+ albo) -+ (a0b2 -+ albl -+ agbo) N

Darum konvergiert > (a, * b,) gegen dieselbe Reihensumme. q.e.d.

Die Klammerung deutet an, welche Partialsummen zur Teilfolge gehoren.



Produkte von Potenzreihen

Anwendung 11.34. Seien Ya,x* und Xb,x™ zwei Potenzreihen. Wir bilden
thr formales Produkt durch Ausmultiplizieren und Zusammentfassen von Ter-
men gleicher Ordnung:

(ZCL*;I;*)(Z[?*:U*) — (CLO + a1x + CLQCIJ2 4. )(b() + bz + b2x2 I )
— (agby) + (aght + a1bo)z + (agbs + arby + asby)z® + - --
o Z(CL* b S b*)x*

Das formale Produkt der Potenzreihen korrespondiert dem Faltungsprodukt
der Koeffizientenfolgen.

Wo beide Potenzreihen absolut konvergieren, konvergiert das formale Produkt

auch, und zwar gegen das Produkt der Rethensummen.

Beweis. Folgt aus (11.33) und der Identitat

(Z aibmi> " = Z(aixi)(bm—ixm_i)

i=0 i=0
— (ax * by)x™ = (ax™) * (bex™) q.e.d.



Binomialkoeffizienten

Definition 11.36. Fir zwei natiirliche Zahlen m < n heiBt

(:D = m!(nni m)]

Binomialkoeffizient. Man spricht das Symbol als ,n iiber m" aus. Ich sage
gern “m aus n" wegen der folgenden kombinatorischen Interpretation:

Aufgabe 11.38. Eine endliche Menge der GroBe n hat genau (:1) Teilmengen
der GroBe m.

Die Menge {a, b, c,d} hat die 2-elementigen Teilmengen

{a,b} {a,c} {a,d} {b,c} {b,d} {c, d}

Das sind gerade (;L) = % = 6 Stiick.



Rekursionsformel

Beobachtung 11.37. Fiirm +1 <n ist:

(mi 1) " (Z) T m+t 1)!(:!—m— o m!(nni m)!

nl(n —m) nl(m+ 1)

Tt Dln—m) " mt Din—m)

~ nl(n—m)+nl(m+1)
 (mA+ D (n—m)!

B nl(n+1)
- (m+D(n—m)!

~ (m +(T1L)1+(;)i m)l (Z: 11)




Das Pascallsche Dreieck




Der binomische Satz

Satz 11.39. (z +y)" = Zf:o (Ij)xzyk—z

Beweis. Wir gehen mit Induktion nach k£ vor. Der Fall £ = 0 ist klar.

Fir den Induktionsschritt rechnen wir

(z+ 9 = (@ +y) (@ +y)k = (z+y) X, )y
= 0 (alyt T o ()
= (D" 00 (Datyt Xy (D (D)
= a T (e g T ()t ety
= ("D)aly 0 ()t ()2
= Sy (7t

Damit ist das Gewiinschte gezeigt. q.e.d.



Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

Satz 11.40. exp(z + y) = exp(x) exp(y) fiir alle xz,y.

Beweis. Wir werten von rechts nach links aus und erhalten mit der Produkt-
formel fiir absolut konvergente Reihen:

exp(z) exp(y) = (Z —7) ( %) ID I




Eigenschaften der Exponentialfunktion

Das meiste hier ist Ubungsaufgabe:

1. exp(z +y) = exp(x) exp(y)

1
exp(—x)

2. exp(x) =
3. exp(x) >0
4. Die Exponentialfunktion = + exp(z) wachst streng monoton.

5. Zu jedem € > 0 gibt es ein x € R mit exp(x) < ¢



Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen

oo 2m+1
sin(z) = mzzo (2m + 1)!
cos(x) = Z
m=0
sin(0) =0 sin(—z) = — sin(x)
’-Term
cos(0)=1 cos(—x) = cos(x)
sin(x 4+ y) = sin(x) cos(y) £ cos(x) sin(y)
Additionstheoreme
cos(z £+ y) = cos(z) cos(y) F sin(x) cos(y)

sin(x)® 4 cos(z)” =1 Pythagoras

Die Additionstheoreme r_echnen sich so wie die Funktionalgleichung der Expo-
nentialfunktion. (Siehe Ubungsaufgaben)



Intervalle

Definition 12.1. Seien a < b reelle Zahlen. Intervalle sind:

(a,b):={zx e R|a <z <b} offenes Intervall
a,b:={reR|a<x<b} abgeschlossenes Intervall
(a,b]:={z e R|a <z <b} halboffenes Intervall
a,b):={x e R|a<x<b} halboffenes Intervall
(—o0,b:={r e R|x < b}
(—o0,b):={r e R|x < b} offenes Intervall
a,00):={reR|a <z}
(a,00):={r € R|a<x} offenes Intervall

(—00,0): =R offenes Intervall

Intervalle sind beschrankt oder unbeschrankt Die GroBen a und b heiBen linke
bzw. rechte Intervallgrenze. lhre Differenz b —a heiBt Lange des Intervalls. Die
Lange eines beschrankten Intervall I C R notieren wir mit |1]|.

Wir nennen ein Intervall entartet, wenn es aus einem einzigen Punkt besteht
oder leer ist: (a,a) oder |a,al.




Unterteilungen

Definition 12.4. Sei [ := |a, b] ein abgeschlossenes, beschrinktes, nicht-
entartetes Intervall. Unter einer Unterteilung von I verstehen wir eine endliche

Teilmenge J C I, die die Endpunkte enthalt: {a,b} C J. Die Elemente von
J nennen wir Unterteilungspunkte oder Unterteilungsstellen.

Als Teilmenge J C I C R erbt eine Unterteilung die <-Relation von den
reellen Zahlen. Als endliche angeordnete Menge ist 7 wohlgeordnet (4.21).
Die Elemente von 7 lassen sich also der GroBe nach nummerieren:

J={a=ay<a; <--<a,=>b}

Die offenen Intervalle (a;,a;11) nennen wir Unterteilungsstiicke oder
Unterteilungsintervalle.

Beobachtung 12.6. Zwei Punkte x < y liegen genau dann im gleichen Un-
terteilungsstiick, wenn kein Unterteilungspunkt zwischen ihnen liegt, soll hei-
Ben:

T~y = JNx,yl=0

Insbesondere ist x + x genau dann, wenn x ein Unterteilungspunkt ist.



Verfeinerungen

Definition 12.7. Sind 7; und J5 zwei Unterteilungen von I mit
{a,b} C T C T C 1,

so heilt /> eine Verfeinerung von ;. Bei einer Verfeinerung kommen also nur
Unterteilungspunkte hinzu, es gehen aber keine verloren.

Aquivalent: Jedes Unterteilungsstiick der Verfeinerung 7, ist enthalten in ei-
nem Unterteilungsstiick 7.



Treppenfunktionen

Definition 12.8. Sei [ := |a, b] ein abgeschlossenes, beschrinktes, nicht-
entartetes Intervall und f : I — R eine reellwertige Funktion auf 1.
Wir nennen f eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung J =
{a=ay<a <---<a,=>}von I gibt, so daB f konstant ist auf jedem
der Unterteilungsstiicke (a;, a;11). Wir sagen in diesem Fall, daB J bezeugt,
daB f eine Treppenfunktion ist.

Bemerkung 12.9. Die Unterteilung J bezeugt, dalB f : I — R eine Trep-
penfunktion ist, genau dann, wenn fiir x < y aus [ gilt:

flz)# flyy = JeeTJ:xz<a<y

Also: Zwei Stellen, an denen sich f unterscheidet, sind durch mindestens einen
Unterteilungspunkt getrennt.



Graph einer Treppenfunktion mit bezeugender Unterteilung




Der Vektorraum der Treppenfunktionen

Bemerkung und Definition 12.11. Tr(/) := {Treppenfunktionen auf I}
sei die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall I.

Tr(7) ist ein Vektorraum ist, d.h., abgeschlossen beziiglich punktweiser Addi-
tion von Funktionen und punktweiser Multiplikation mit Skalaren.

Multiplikation ist dabei klar: Ist f : I — R eine Treppenfunktion mit Zeuge
J C I und s € R, soist das Produkt sf : I — R eine Treppenfunktion, und
wir erfahren das vom gleichen Zeugen 7.

Seien nun fi, fo : I — R zwei Treppenfunktionen mit Zeugen /7 bzw. 7.
Dann ist die Vereinigung /1 U J5 eine gemeinsame Verfeinerung, die bezeugt,
daB die Summe f; + f5 eine Treppenfunktion ist. Ist namlich x < y mit

fi(x) + folx) # fi(y) + fo(y), so folgt fi(x) # fi(y) oder fo(x) # fo(y).

Mithin sind = und y durch einen Unterteilungspunkt aus J; oder > getrennt.



Die Flache unter dem Graphen einer Treppenfunktionen |

Lemma und Definition 12.12. Sei [ ein abgeschlossenes, beschranktes,
nicht-entartetes Intervall und f : I — R eine Treppenfunktion, bezeugt von
der Unterteilung J = {apy < a1 <---<a,} C I. Fir ¢ € [n| wahlen wir
einen beliebigen Punkt z; € (a;,a;.1) im jeweiligen Unterteilungsstiick. Dann

ISt .
/f = Z f(xi) (i1 — ai)
1 i=0

unabhangig von der Wahl der bezeugenden Unterteilung 7 und unabhangig
von der Wahl der Stitzstellen z;.

Wir nennen flf das bestimmte Integral von f oder auch die
Flache unter dem Graphen.

Beweis. Die Unabhangigkeit von der Wahl der Stiitzstellen x; ist klar: Eben
weil die Treppenfunktion konstant auf dem Unterteilungsstiick (a;, a;11) ist,
hangt der Faktor f(z;) nicht davon ab, welcher Punkt in (a;,a;11) genau
gewahlt wird.



Die Flache unter dem Graphen einer Treppenfunktionen |

Lemma und Definition 12.12. Fiir z; € (a;, a;41) ist

/If = nzjlf(ﬂfz) (aiv1 — a;)

unabhangig von der Wahl der bezeugenden Unterteilung 7.

Beweis. Fiir die Unabhangigkeit von der Verteilung fiihren wir zunachst eine
Bezeichnung ein, die die erst auszuschlieBende Abhangigkeit von der Unter-
teilung wenigstens in der Notation anzeigt. Wir setzen:

/jf = nzjlf(l"z) (@iv1 — a;)

Nun ist zu zeigen:

Sind J7 und J5 zwei Unterteilungen von I, die beide bezeugen, dal3
f : I — R eine Treppenfunktion ist, dann ist

/1f— N



Die Flache unter dem Graphen einer Treppenfunktionen ||

Lemma und Definition 12.12. Sind 7; und J5 zwei Unterteilungen von I,
die beide bezeugen, daBB f : I — R eine Treppenfunktion ist, dann ist

= !

Beweis. Diese Behauptung zeigen wir, indem wir argumentieren, dal3 sich das
Integral beziiglich einer Unterteilung nicht andert, wenn wir zu einer Verfei-
nerung tbergehen. Dann ist namlich

/jlf—/jl%f— R

denn J1 U > ist ja eine gemeinsame Verfeinerung von J; und Js.

Invarianz des Integrals unter Unterteilung ergibt sich aber induktiv bereits
daraus, daB Hinzufiigen eines einzelnen weiteren Unterteilungspunktes den
Wert des Integral nicht zu andern vermag.



Die Flache unter dem Graphen einer Treppenfunktionen [V

Lemma und Definition 12.12. Sei J Unterteilung, die bezeugt, daB f eine
Treppenfunktion ist, und s € (a;,a;11) ein zusdtzlicher Unterteilungspunkt.

Dann ist
o=
JU{s} J
Beweis. Wir rechnen:

le%f—Ejﬂ@M%H—@a+f@»@_@ﬂ+f@ﬂ@%y_@

1=0

+ S ) (a1 — a)

1=j+1
j—1
— Zf(l‘z) (az—l—l ) -+ f(x]) Aj4+1 — ‘|_ Z f xz az—l—l )
i=0 1=7+1

_ /j f q.e.d.



Die Flache unter dem Graphen einer Treppenfunktionen V




Linearitat

Aufgabe 12.15. Durch f — [, f ist eine lineare Abbildung

/ :Tr(I) — R
defininiert. Das heiBt:

1. Integration ist additiv:

/I(erg):/Ier/Ig Vf, g€ Tr(l)

2. Integration ist vertraglich mit skalarer Multiplikation:

/I(Sf):S/If Vs e R, f e Tr(I)



Monotonie

Proposition 12.16. Weil das Intervall I nicht zu einem einzelnen Punkt ent-
artet, also |I| > 0 gilt, ist das Integral monoton in folgendem Sinne:

Sind f < g Treppenfunktionen auf I, dann ist f[f < f[g.

Beweis. Mit Linearitat (12.15) ist nur zu zeigen, daB

0</I(g—f)

ist. Nun sei J eine Unterteilung von I, die bezeugt, daB g — f eine Trep-
penfunktion ist. Auf den Unterteilungsstiicken der Unterteilung ist g — f > 0
jewells konstant. Da es nur endlich viele Unterteilungsstiicke gibt, nimmt g— f
hier nur endlich viele, samtlich strikt positive Werte an. Es gibt also ein € > 0,
so daBB g — f > ¢ auf allen Unterteilungsstiicken ist. Dann ist:

O<\I!€</J(g—f) q.e.d.



Links- und Rechtsmengen

Definition 12.17. Sei f : I — R eine reellwertige Funktion auf dem abge-
schlossenenen Intervall I. Die Linksmenge L und Rechtsmenge R von f sind
wiefolgt erklart:

L=L(f):= <(/g g€ Tr(l) undg<f\>
(J T J
R:R(f)::</g g€ Tr(l) und f < gy
(J T J

Wir schreiben L(f) bzw. R(f), wenn wir die Abhangigkeit von f betonen
wollen, oder wenn wir Links- und Rechtsmengen zu verschiedenen Funktionen
betrachten.

Bemerkung 12.18. Es ist durchaus moglich, daB f keine majorisierende
Treppenfunktion zulaBt. In diesem Fall hat f eine leere Rechtsmenge. Ent-
sprechend kann der Fall einer leeren Linksmenge auftreten, wenn f keine
Treppenfunktion majorisiert.



L <R

Proposition 12.19. Esist L < R, das heiBt:

relLundye R — x<uy

Beweis. Sei + € L und g : I — R eine Treppenfunktion mit ¢ < f und
xr = flg. Entsprechend sei h > f eine Treppenfunktion mit f]h =y € R.
Dann ist g < h und wegen (12.16) folgt z = [, g < [,h =y. q.e.d.

Aufgabe 12.20. Sei x < y. Zeige:

yel — xze€l
reR — yekR



Das Integral

Definition 12.21. Wir nennen f : I — R integrierbar, wenn sup L = inf R
gilt. In diesem Fall nennen wir

/f:: sup L = inf R
I

das bestimmte Integral der Funktion f auf dem Intervall I. Ist I = |a,b],
schreiben wir in Anlehnung an die Summennotation auch

[r=]s

Andere mogliche Notationen involvieren eine wahlbare Integrationsvariable:

/abf(x)dx—/lf(x)dx:—/lf




Ein Kriterium der Integrierbarkeit

Aufgabe 12.22. Sei f : I — R eine Funktion auf einem abgeschlosse-
nen, beschankten, nicht-entarteten Intervall. Zeige, daB3 folgende Bedingungen
aquivalent sind.:

1. Die Funktion f ist integrierbar.

3. . Fiir jedes € > 0 gibt es Treppenfunktionen g_,qg_ : I — R mit g_ <

f < g+ und:
/g+§6+/g
1 I

5. Es gibt genau eine reelle Zahl &, so daB fiir jedes € > 0 Treppenfunktionen
gi,g_ : I — R existieren mit g_ < f < g, und:

/g—§€§/9+§6+/g—
1 1 I

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist

SE



Integrierbarkeit monotoner Funktionen |

Proposition 12.23. Sei f : [a,b] — R monoton wachsend, d.h.:
r<y = [flo)<fly) Ve,yeclal)

Dann ist f integrierbar. Monoton fallende Funktionen sind auch integrierbar.

Beweis. Wir teilen |a, b] in m > 1 gleichgroBe Unterteilungsstiicke:

In={a=ay<a; < <a,=>1} mit ai::a—kib;na
Wir betrachten die Treppenfunktionen
[ —R il —R
[ f(ao) [ f(a1) ap < < a
f(ar) f(az) a; <z < ag
T < T < :
f(am—2) flam—1) amo2 < <ap
S (@m—1) Slam)  amr <@ < ap




Integrierbarkeit monotoner Funktionen |l

Beweis Fortsetzung. Dann ist mit Monotonie von f:

fn < f <
und:
) ( ij@df(&iH)) B (Z b_af(az)
=S ) - )
- T—na - (flair1) = f(a:) = (b_a)(fr(r?)—f(a))

Zu jedem ¢ > 0 gibt es also ein m mit:

[si<ev [

Die Integrierbarkeit von f folgt nun aus (12.22).



Integrierbarkeit monotoner Funktionen Il (m = 2)




Integrierbarkeit monotoner Funktionen Il (m = 4)




Integrierbarkeit monotoner Funktionen Il (m = 8)




Integrierbarkeit monotoner Funktionen Il (m = 16)




Integrierbarkeit monotoner Funktionen Il (m = 32)







Integrierbarkeit monotoner Funktionen Il (m = 128)




Integrierbarkeit monotoner Funktionen Il (m = 256)




Die Integrierbarkeit der Potenzen

Korollar 12.24. Fiir jeden natiirlichen Exponenten k € IN ist die Funktion
x> a2 auf [0, 1] monoton und damit integrierbar. Wir setzen

1
Lb); ::/ wtdx
0



Die Integrale der Potenzen |

1
HE = e

Beweis. Sei f : x — z* definiert auf dem Intervall [0,1]. Seien L und R
die Links- bzw. Rechtsmenge von f. Die konstanten Funktionen x — —1 und
x +— 2 zeigen, daB —1 € L und 2 € R ist. Also ist L nach oben beschrankt
(durch 2) und R nach unten (durch —1). Insbesondere existieren sup L und

inf R und es ist sup L < inf R.

Wir zeigen zunachst inf R < k+r1 Dazu konstuieren wir eine Familie von

Treppenfunktionen, die alle f majorisieren. Sei t € (0,1) und N € IN=L. Wir
betrachten die Unterteilung:

O<tVN <tV 1. ctP<ct<1



Die Integrale der Potenzen I

1
inf R < ——
in R_k+1

Beweis. Betrachte die Treppenfunktion

gt,N . [0,1] — R

L 0< <t
tIN=Dk N« ¢N-

T > < :
th t? <z <t
1 t<x <l
2 an Unterteilungspunkten

Mit dieser kiinstlichen Wahl an den Unterteilungsstellen ist f < g; n.



Die Integrale der Potenzen Il

/
/
/
/
/
/
/]
/]
77
777




Die Integrale der Potenzen |V

1
inf R < ——
1n _]{—I—l

Beweis. Wir berechnen [ g; -
1
0

= (1—1) (1 ot 2 t(Nl)(/f+1)) 4 ¢ NkgN

_tN(k—l—l)
= (1—1) T 4 ¢N(k+D)
Also ist
_tN(k—l—l)
inf R < (1= t)—— + VD

und durch den Grenziibergang N — oo erhalten wir:

P < 1 —t¢ 1
111 =
— 1 —thtl 14t tR




Die Integrale der Potenzen V

1
inf R < ——
—k+1
Beweis. Nun wollen wir £ ganz nah bei 1 wahlen. Formal betrachten wir eine
Folge t;, die gegen 1 konvergiert. Wir konnen zum Beispiel £; := 1 —% wahlen.
Betrachten wir damit den Grenziibergang ¢ — oo, erhalten wir aus

1
inf R < -
L+t +t24+- -+t

schlieBlich die gewiinschte Ungleichung:

1
inf R < -
ST L k1l




Die Integrale der Potenzen VI

1

SupL Z k‘——|—1

Beweis. Um sup L abzuschatzen, betrachten wir die Treppenfunktionen

hthI[O,l] — R
0 0<x <t
tNE N < < N

:13|—><:
2k P2 <<t

th t<ax<l1

—1 an Unterteilungspunkten



Die Integrale der Potenzen VI|

/
/
/
/|
/]
/
/
/
y
mf




Die Integrale der Potenzen VIII

1
sup L = 7=

Beweis. mit f > h; x. Nun ist

1
/ hen =t (1 —t) + 7@t =) + -+t =) oY - 0)
0

1_tN(k-|—1)
4k
=t"(1 —1t) T cL
Also ist N(EAL)
1—t
sup L > t"(1 — t) T

und mit dem Grenziiberganz N — oo ergibt sich:
1 o 1=t . 1

k
SUPLZt(l_t>1_tk+1 tl—tk+1_t1_|_t—|—t2—|—---—|—tk




Die Integrale der Potenzen IX

1

SupL Z k‘——|—1

Beweis. Daraus analog zum vorigen Fall:

1
SupL Z k‘——|—1

Also ist sup L = %ﬂ = inf R.

q.e.d.



Monotonie des Integral

Beobachtung 12.27. Sind f und g reellwertige Funktionen definiert auf I
und gilt | < g, dann wird jede von | strikt majorisierte Treppenfunktion auch
von g strikt majorisiert. Es folgt:

L(f) € L(9)
Sind f und g iiberdies integrierbar, dann ist
/f =sup L(f) < sup L(g) = /g q.e.d.
I I

Frage 12.28. Seien f, g : I — R beide integrierbar und es gelte f < ¢, d.h.,
f wird von g strikt majorisiert. Folgt dann auch eine strikte Ungleichung

)< b

fur die Integrale? Wenn f und g beide Treppenfunktionen sind, haben wir
in (12.16) eine positive Antwort gefunden. Fiir den allgemeinen Fall, sehe
ich noch kein Argument. Spater werden wir sehen, daBB zumindest fiir stetige
Funktionen die Antwort ebenfalls positiv ist.



Additivitat des Integral

Proposition 12.29. Seien f,q : I — R zwei integrierbare Funktionen. Dann
ist die Summe f + g : I — R integrierbar, und es gilt:

firsa- (1) ([

Beweis. Seien fi,g+ Treppenfunktionen auf I mit f- < f < f. und
und g < g < g+. Dann sind f_ + g_ und f. + g, ebenfalls Trep-
penfunktionen und es gilt:

f-otg-<fH+g<[f++yg+

L(f+g)2{r+y|re L(f) undy € L(g)} =: L(f) + L(g)
R(f+g)2{z+y|lxre R(f) und y € R(g9)} = R(f) + R(g)

sup L(f + g) > sup L(f) + sup L(g)
) >

—inf R(f)+inf R(g) >inf R(f +¢g) > supL(f+g)



Linearitat des Integral

Aufgabe 12.30. Sei f : I — R eine integrierbare Funktion und o € R ein
Skalar. Dann ist das Vielfache af : I — R integrierbar, und es gilt:

[af=a s

Durch Kombination von (12.29) und (12.30) ergibt sich:

Korollar 12.31. Seien fi,...,f, : I — R integrierbare Funktionen und
ai, ...,y € R feste Faktoren. Dann ist die Linearkombination Zyil a; fi
I — R integrierbar, und es gilt:

/Iiilmfi = icyiflfi q.e.d.



Streckung und Stauchung im Argument

Aufgabe 12.32. Sei f : I — R integrierbar und @ ## 0. Dann ist die Funktion

g:al — R
(2

0}

/(ylg:’&‘/lf

integrierbar, und es gilt:



Integrierbarkeit auf Teilintervallen

Proposition 12.33. Sei f : I — R integrierbar und J C I ein abgeschlos-
senes Teilintervall von I. Dann ist die Einschrinkung f|; : J — R ebenfalls
integrierbar.

Beweis. Sei f integrierbar, also sup L(f) = inf R(f). Fiir jedes £ > 0 gibt es
also Treppenfunktionen g_ < f < gy mit [, g+ — [;9- = [, (94 —g-) <e.

Wir schranken g4 auf das Teilintervall J ein und erhalten:

g7 < flr < g+ls

— /g+ /9 /9+ /<9+ g-) <e

denn fiir positive Treppenfunktionen ist das Integral wirklich die Flache unter
dem Graphen. Es folgt:

sup L(f|;) <inf R(f|;) <sup L(f|;)+e  Ve>0
und die Integrierbarkeit der Einschrankung f|; folgt. q.e.d.



Unterteilungsadditivitat des Integral |

Proposition 12.34. Sei I = [a,c] und b € I. Ferner sei f : I — R eine
Abbildung. Sind die Einschrankungen f|i, und f| ) beide integrierbar, so
Ist f integrierbar, und es gilt:

c b c
fo-fr
a a b
Beweis. Wir zeigen

L(f) 2 L(fliaw) + L(flpa) und  R(f) 2 R(fljan) + B(flp.q)

Daraus folgt

sup L(f) > SupL(f‘[a,b]) + SUPL(f‘[b,c])

inf R(fljap) + inf R(f|pqg) > inf R(f) (12219) sup L(f)

Also ist f integrierbar mit: [ f = fff + [ f



Unterteilungsadditivitat des Integral Il

Proposition 12.34. Sei I = |a,c] und b € I. Ferner sei f : I — R eine
Abbildung. Sind die Einschrankungen f|i, und f| ) beide integrierbar, so
Ist f integrierbar, und es gilt:

[ /f+/ f
L(f) 2 L(fljap) + L(flp.q)

Beweis. Sei g, eine Treppenfunktion auf |a,b] mit g, < fl,; und g, eine
Treppenfunktion auf [b, c| mit g, < f|; 4. Wir definieren

g:la,cf— R
<<
s g(x) a<z<b
gr(x) b<z<c

Dann ist g eine Treppenfunktion mit ¢ < f und [ ¢ = fabgL + [ gn: Wir
missen nur b als Unterteillungspunkt vorgeben. q.e.d.



Umordnen der Integrationsgrenzen

Bemerkung 12.35. Wir setzen

[r=-[
=

Damit ist dann unabhangig von den GroBenverhaltnissen zwischen a, b, und ¢

stets ) : )
Af=lf+£f

sobald f integrierbar ist auf dem kleinsten Intervall, das a, b und ¢ enthalt.
q.e.d.

und

fur alle a, b, c.



Nochmal zur Integration der Potenzen |

Beispiel 12.36. Fiir jeden Exponenten k € IN ist die Funktion f : x +— 2"
auf jedem abgeschlossenen beschrinkten Intervall |a,b| integrierbar und es
gilt

b
/ ZdeZC S (bk+1 . Cl,k—l—l) _

Beweis. Zunachst wenden wir (12.32) auf das Beispiel (12.24) an und erhal-
ten: Fir a > 0 ist z — 7 . auf [0, o integrierbar und es ist

L 1
/—d:c—/ (f) d:c:oz/ *dx = auy
o 0

Anwendung der Linearitit ergibt die Integrierbarkeit von = +— 2% auf [0, o]

mit: N
/ ZIZ’k dr = Iukoék‘—l—l
0



Nochmal zur Integration der Potenzen ||

Beispiel 12.36.

b
/ ZdeZC _ /J,k(bk+1 L ak+1) _

Beweis. Fiir a < 0 erhalt man Integrierbarkeit auf [«, 0] mit:

/ — dz = — o

Also mit der Konvention (12.35) wieder:

e
/ CIZ’deIf:,U/kOKk—l—l
0

Der allgemeine Fall ergibt sich daraus durch Verkleben und wir haben:

b b a
/ ttdx = / wdax — / wFdx = (b]”“Jrl — akH) q.e.d.
a 0 0



Punktweise Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 12.42. Sei M eine Menge und f, : M — R sei eine
Folge reellwertiger Funktionen auf M. Das ist nichts anderes als eine Funktion
f:INx M — R, aber wir betrachten die Funktionen x — f(¢, ) als einzelne
Funktionen auf M, indiziert durch das erste Argument ;.

Definition 12.43. Sei M eine Menge und f, : M — R eine
Folge reellwertiger Funktionen auf M. Fir jedes Element m € M st
dann f.(m) eine Zahlenfolge. Wir sagen, daB die Funktionenfolge f,
konvergiert punktweise gegen die Funktion g : M — R, wenn f,(m) fiir
jedes m € M gegen g(m) konvergiert. Wir konnen das ausbuchstabieren: f,
konvergiert punktweise gegen g genau dann, wenn fiir jedes m € M und jedes
e > 0 ein Schwellindex h € N existiert, so daB f;(m) € B.(g(m)) fiir alle
1 > h gilt. Formal:

Vme M Ve>0 dheN Vi>h: fi(m) e B.(g(m))



GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 12.44. Sei M eine Menge und f, : M — R eine
Folge reellwertiger Funktionen auf M. Die Folge f, konvergiert gleichmaBig
gegen g : M — R, wenn wenn fiir jedes € > 0 ein Schwellindex h € IN

existiert, so daB f;(m) € B.(g(m)) fir alle i« > h und alle m € M gilt.
Formal:

Ve>0 dhelN Vi>h Vme M : fi(m) € B.(g(m))

Man sieht, die beiden Varianten unterscheiden sich in der Abfolge der Quan-
toren. Daraus ergibt sich unmittelbar:

Beobachtung 12.45. Konvergiert f, : M — R gleichmaBig gegen g : M —
R, so konvergiert f, auch punktweise gegen g. q.e.d.

Ve>0 dhelN Vi>h Vme M : fi(m) € B.(g(m))
Vme M Ve>0 dhe N Vi>h: fi(m)e B.(g(m))



GleichmaBige Konvergenz von Potenzreihen

Beispiel 12.46. Sei f(x) = Xa,x* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R und I sei ein abgeschlossenes beschranktes Intervall in (—R, R). Dann
konvergiert die Funktionenfolge der Partialsummen

m

fn(x) := Z a; '

i=0
auf I gleichmabBig gegen die Funktion f.

Beweis. Sei I = [a,b] mit |a| < R und |b| < R. Sei ¢ der groBere der beiden
Werte |a| und |b|. Dann ist 0 < ¢ < R und Xa,c* konvergiert absolut.

Sei nun £ > 0 beliebig. Da Xa,c* absolut konvergiert, gibt es ein h € N, so
daB > >, |a;| ¢ < ¢ ist. Dann ist fiir jedes m > h und jedes z € I:

0.0
f(z) = fn(2)| = Zaifﬁi Szyaiaji‘ SZ‘CLi‘Ci <e
1>m 1>m i=h

Also konvergiert die Funktionenfolge f, gleichmaBig gegen f. q.e.d.



Integration gleichmaBiger Limiten |

Satz 12.47. Sei I ein abgeschlossenes beschranktes Intervall und f, : I —
R eine Folge integrierbarer Funktionen, die gleichmaBig gegen eine Funktion
g : I — R konvergiert. Dann ist g integrierbar, und es gilt

[o=1m [ 5
T 1— 00 I

Beweis. Seien L die Links- und R die Rechtsmenge der Funktion g.

Wegen gleichmaBiger Konvergenz gilt: Zu jedem £ > 0 gibt es einen Schwell-
index h € IN, so daB gilt:

E

fi(z) — m < g(z) e< fi(x) + Veel, Yi>h

£
4|1]
Da jedes f; integrierbar ist, gibt es auBerdem Treppenfunktionen [ fi" : I —
R mit f; < fi < f:7 und

[5< <[5 <5+ [



Integration gleichmaBiger Limiten Il

Satz 12.47. Sei I ein abgeschlossenes beschranktes Intervall und f, : I —
R eine Folge integrierbarer Funktionen, die gleichmaBig gegen eine Funktion
g : I — R konvergiert. Dann ist g integrierbar, und es gilt

/ g=lm [
I 1—00 I

Beweis. Dann sind fz-i 4|I| Treppenfunktionen mit:

3 £
fi — <g<f+
41| 41|
Darum ist:
La/( ) /f——>/fz—— c L Vi > h
I 12.20)
Analog ist:

/ﬁ+feR Vi > h
i



Integration gleichmaBiger Limiten [l

Satz 12.47. Sei I ein abgeschlossenes beschranktes Intervall und f, : I — R
eine Folge integrierbarer Funktionen, die gleichmaBig gegen eine Funktion
g : I — R konvergiert. Dann ist g integrierbar, und es gilt

[o=1m [ 5
I 11— 00 I
Beweis.
£ 3 .
/fi——EL und /f@'—l——ER Vi > h
I 2 I 2
Daraus folgen zwei Dinge. Zunachst folgt,

O0<infR—suplL <¢ Ve >0

und daraus mit (8.9) die Integrierbarkeit von g:

infR:supL:/g::C
I



Integration gleichmaBiger Limiten |V

Satz 12.47. Sei I ein abgeschlossenes beschranktes Intervall und f, : I — R
eine Folge integrierbarer Funktionen, die gleichmaBig gegen eine Funktion
g : I — R konvergiert. Dann ist g integrierbar, und es gilt

/9 = lim [ f;
I 11— 00 I

Beweis. Zum anderen folgt nun auch:

/Ifz‘—C

Wieder gilt dies fiir jedes € > 0 mit einem jeweils von ¢ abhangigen h. Das
heit, in jeder e-Umgebung von ( liegen fast alle flg. Nach Definition der
Konvergenz (9.8) ist also:

<% Vi > h

/9 = (¢ = lim [ f; q.e.d.
I



Gliedweise Integration von Potenzreihen

Korollar 12.49. Sei f(x) = Ya.x* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R
und |a, b] sei ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall in (—R, R). Dann ist
f auf |a, b] /ntegr/erbar und es gilt:

b o0
/ Zazx dz = Z/ ax'dr = Z,uzaz(bZle a'tt)
i=0 ¢ 1=0
Beweis. Wende Satz (12.47) auf Beispiel (12.46) an. q.e.d.
Beispiel 12.50.
y Yy 2k S U
/ exp(:z:)d:z::/ Z—'dx: Z/ —rda




Punktweise Konvergenz reicht nicht!

Aufgabe 12.48. Die Voraussetzung der gleichmaBigen Konvergenz kann
in (12.47) nicht zu punktweiser Konvergenz abgeschwacht werden. Finde Bei-
spiele fiir folgende Szenarien:

1. Die Folge f, konvergiert punktweise gegen g und alle f; sind integrierbar,
aber g ist nicht integrierbar.

2. Die Folge f, konvergiert punktweise gegen ¢ und alle f; sind integrierbar,
und g ist auch integrierbar, aber die Folge f] f+ konvergiert nicht.

3. Die Folge f, konvergiert punktweise gegen g und alle f; sind integrierbar,
und g ist auch integrierbar, und die Folge f[ f+ konvergiert, aber nicht

gegen |, g.



Unbestimmte Integrale

Definition 12.52. Sei I ein beliebiges Intervall (offen, abgeschlossen, be-
schrankt, unbeschrankt, etc.) und f : I — R eine reellwertige Funktion auf 1.
Wir nennen f integrierbar auf I, wenn fiir jedes abgeschlossene beschrankte
Teilintervall J C I das bestimmte Integral fJf existiert.

Definition 12.53. Sei I ein beliebiges Intervall und f : I — R eine integrier-
bare reellwertige Funktion auf I. Wir nennen eine Funktion ' : I — R ein
unbestimmtes Integral von f, wenn fiir beliebige Argumente a,b € I gilt:

b
/fZF@—F@



Integrierbare Funktionen haben Integrale |

Proposition 12.54. Jede integrierbare Funktion f : I — IR hat ein unbe-
stimmtes Integral. Es ist eindeutig bestimmt durch f bis auf Addition einer

Konstanten.

Beweis (Eindeutigkeit). Sei r € [ fest gewahlt.
Seien I, Fy : I — R zwei Integrale von f. Fiir z € I ist:

Fy(x) — Fa(x) = (Fy — (Fy(z) — F(r)) + (Fi(r) — F(r))
/ / [+ (Fi(r) — Fy(r))
_Fl

Also ist Fi(x) — Fy(x) unabhangig von z, und somit unterscheiden sich F}
und F5 nur um eine additive Konstante.



Integrierbare Funktionen haben unbestimmte Integrale |l

Proposition 12.54. Jede integrierbare Funktion f : I — IR hat ein unbe-
stimmtes Integral. Es ist eindeutig bestimmt durch f bis auf Addition einer
Konstanten.

Beweis (Existenz). Wir halten r € [ weiterhin fest.

Da f auf ganz [ integrierbar ist, konnen wir eine Funktion definieren durch

F:I—R
az%/ f(s)ds
Diese Funktion F' ist ein unbestimmtes Integral von f nach (12.34)

und (12.35): b b
[1=[1- [ 1=F0)-F@

Das zeigt die Existenz. q.e.d.



Das Integral einer Potenzreihe

Beispiel 12.55. Sei f(x) := Ya.x* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R. Dann ist wegen (12.49) die Funktion f auf dem offenen Intervall (—R, R)
integrierbar und durch gliedweise Integration erhalten wir ein unbestimmtes
Integral:

F:(-R,R) — R
T / f(rydr = Z,ukakka
0 k=0

Es sei daran erinnert, daB8 die Potenzreihe >, k“—ﬁx’““ nach (11.27) eben-
falls den Konvergenzradius R hat.



Der natiirliche Logarithmus

Beispiel 12.56. Die Funktion

f:(0,00) — R

1
Xr = —
x

ist im ganzen Definitionsbereich monoton fallend. Also ist sie integrierbar und

In:(0,00) — R
x%/l f

Ist ein unbestimmtes Integral. Wir nennen In den natiirlichen Logarithmus.

1
ln(aj):/ —dr
1 T




Die Funktionalgleichung des Logarithmus

Proposition 12.57. Der natiirliche Logarithmus geniigt folgender Funktio-

nalgleichung:
In(zy) = In(x) + In(y) v,y € (0,00)
Beweis.
W 1 1 ol
In(zy) :/ —dr :/ —d?“—l—/ —dr = In(z) +:c/ —dr
1 r 1 T A z XTr
r (Y1
= In(z) + —/ —dr =1In(x) + In(y) q.e.d.
X J1 T

Bemerkung 12.58. Es sei an die Funktionalgleichung der Exponentialfunk-
tion erinnert:

exp(z +y) = exp(z)exp(y)  Va,y
In der Funktionalgleichung des Logarithmus sind die Rollen von Addition und

Multiplikation vertauscht. Es wird sich herausstellen, daB der natiirliche Loga-
rithmus die Umkehrfunktion der Exponentialabbildung ist.



Die Prokrustesstreckung ist flachentreu




Rechenschieber




Das Bild einer Menge unter einer Abbildung

Definition 13.1. Sei f : M — L eine Abbildung und A C M eine Teilmenge
des Definitionsbereichs. Das Bild der Teilmenge A unter der Abbildung f
bezeichnen wir mit:

f(A):={f(z) |z e A}

Fir eine beliebige Menge K setzen wir

fIK) = f(KNM)={f(z)] z€ KNM}



Stetigkeit und gleichmaBige Stetigkeit

Definition 13.2. Eine Abbildung f : I — R heiBt stetig im Punkt = € I,
wenn gilt:

Ve>0 36>0 : f(Bs(z)) € B(f(2))
Sie heiBt stetig, wenn sie in jedem Punkt x € I stetig ist:

Veel Ve>0 35>0 : f(Bs(x)) C B.(f(x))

Wir nennen die Abbildung f gleichmaBig stetig, wenn gilt:

Ve>0 36>0 Veel : f(Bs(z)) CB.(f(x))

Beachte, daBl die Bedingungen sich nur in der Reihenfolge der Quantoren
unterscheiden.

Bemerkung 13.3. GleichmaBige Stetigkeit impliziert Stetigkeit.



Folgenstetigkeit

Definition 13.4. Die Funktion f : I — R heiBt folgen-stetig im Punkt x €
I, wenn fiir jede Folge a, von Zahlen in I, die gegen = konvergiert, die Folge

f(a.) gegen f(x) konvergiert:

Va, Folgein I : = 1lima, = f(x)= lim f(a,)

*— 00 *— 00

Die Abbildung f heiBt folgen-stetig, wenn sie in jedem Punkt folgen-stetig ist.

Proposition 13.5. Sei f : I — R eine Funktion und x € I, dann ist f in x
stetig genau dann, wenn f in x folgen-stetig ist.

Korollar 13.6. Eine Funktion f : I — R ist stetig genau dann, wenn sie
folgen-stetig ist.



Stetigkeit impliziert Folgenstetigkeit

Beweis von Proposition 13.5. Zunichst nehmen wir an, f sei stetig in z.
Sei ferner a, eine Folge in I, die gegen x konvergiert. Zu zeigen ist, daB die

Folge f(a,) gegen f(x) konvergiert.

Seinune > 0. Da f in x stetig ist, gibt es ein zugedriges 6 > 0 mit f(Bs(z)) C
B.(f(z)). Ist nun a, eine Folge, die gegen x konvergiert, so liegen fast alle
Folgenglieder in Bs(x), weil 6 > 0 ist. Also gibt es einen Index h € N, so daB

gilt:
a; € Bs(x) Vi > h

Aus f(Bs(x)) € B.(f(x)) folgt dann:
f(a;) € Bo(f(x)) Vi > h

Das aber heiBt, daB f(a,) gegen f(z) konvergiert. q.e.d.



Folgenstetigkeit impliziert Stetigkeit

Beweis von Proposition 13.5. Fiir die Umkehrung nehmen wir an, daB
f nicht stetig in x sei. Dann gibt es ein ¢ > 0 so daB fiir jedes noch so
kleine 6 > 0 ein 2’ € Bs(z) NI mit f(2') & B.(x) existiert. Daraus basteln
wir uns eine gegen x konvergierende Folge: Zu jedem m & IN wahlen wir
(Auswahlaxiom) ein a,, € I mit

_ 1
14+m -

2. [f(z) = flam)| = €

L. |z —ay| <

Die erste Bedingung impliziert, daB a, gegen x konvergiert. Die zweite impli-
ziert, daB f(a,) auf keinen Fall gegen f(x) konvergiert. q.e.d.



Rechnen mit stetigen Funktionen

Beispiel 13.10. Seien f,g : I — R beide stetig im Punkt x € I. Dann ist
auch jede Linearkombination

af +8g:1 —- R
stetig in x. Ebenso ist das Produkt
fg: 1 —> R

stetig an der Stelle x. Wenn g nirgends in I verschwindet, ist der Quotient 5
definiert und stetig an der Stelle x.

Sei namlich a, eine beliebige Folge in I, die gegen x konvergiert. Dann ist

(af + Bg)(ar) = af(a.) + Bg(as)
Mit f(x) = lim, o f(ax) und g(z) = lim,, g(a) folgt
(af +Bg)(x) = lim (af + Bg)(ax)

aus (10.18). Die Stetigkeit von fg und 5 ergibt sich ebenso.



Beispiele stetiger Funktionen |

Beispiel 13.8. Jede konstante Funktion f ist gleichmaBig stetig. Zu jedem
e > 0 kann man 0 = 1 wahlen.

Beispiel 13.9. Die identische Funktion x — x ist gleichmaBig stetig: Man
wahle stets § = €.

Beispiel 13.11. Jedes Polynom
f(x) = ap+ a1z + agx® + - - + a,a”

beschreibt eine auf ganz R stetige Funktion: Ergibt sich aus (13.10) und den
vorigen Beispielen.

Frage. Was ist mit exp (beschrieben durch eine Potenzreihe)?

Was ist mit In (beschrieben als Integral)?



Die Stetigkeit des unbestimmten Integrals |

Proposition 13.15. Sei f : I — R Riemann-integrierbar und F' : I — R ein
unbestimmtes Integral. Dann ist F' stetig.

Beweis. Auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] C I ist f beschrdnkt nach
oben und unten, denn es gibt majorisierende und majorisierte Treppenfunktio-
nen. Sei K, eine obere Schranke und K_ eine untere Schranke.

Fura <r <s <bist:
(s — 1) /f\m: s)—F(r)<(s—r)K,
und wir erhalten fiir z, 2" € [a,b] mit 7 = min(z,2") und s = max(x, x'):
|F(x) - F(2)| <|z—2| K mit K = max{|K |, |K_|}

Daraus ergibt sich die Stetigkeit an einer Stelle x € (a,b) im Inneren.



Die Stetigkeit des unbestimmten Integrals |

Proposition 13.15. Sei f : I — R Riemann-integrierbar und F' : I — R ein
unbestimmtes Integral. Dann ist F' stetig.

Beweis. Fiir x, 2’ € [a,b] C [ ist:

F(x) — F(2')| < |z —2'| K mit K = max {|K.|,|K_|}

Gibt es kein abgeschlossenes Intervall [a,b] C I mit x € (a,b), so liegt x am
Rand von I. Dann betrachten wir ein nicht-entartetes Intervall [z, b] oder |a, ]
und die entsprechende Halfte des eben gegebenen Arguments tut's schon.

q.e.d.

Beispiel 13.16. Insbesondere ist der natiirliche Logarithmus im ganzen De-
finitionsbereich stetig.



Eine nicht gleichmaBig stetige Funktion

Beispiel 13.20. Die Funktion

f:(0,1) — R

1
X = —
x

Ist stetig, aber nicht gleichmaBig stetig.

Beweis. Stetigkeit folgt mit (13.10).
Seien nun € > 0 und £ > § > 0. Dann gilt fiir € (0, 9):
(0,1) N Bs(x) = (0,2 +9)

Insbesondere ist f auf (0,1) N Bs(x) unbeschrankt. Darum ist

f(Bs(x)) € Be(f(x)) q.e.d.



Nirgends stetige Funktionen

Beobachtung 13.21. Jedes nicht-entartete Intervall enthélt rationale Zah-
len, die in Grunddarstellung einen geraden Nenner haben, und rationale Zah-
len, die in Grunddarstellung einen ungeraden Nenner haben.

Beweis. Ein Bruch der Form hat in Grunddarstellung einen geraden
Nennen genau dann, wenn n gerade ist.

2m—+1
n

Halten wir den Nenner n fest, so ist der Abstand zwischen zwei aufeinander-
folgenden Briichen dieser Form gerade % Ist also n so groB, dal3 % kleiner ist
als die Lange des Intervalls, so fallt eine rationale Zahl dieser Form mit dem
gewahlten Nenner in das Intervall. Offenbar konnen wir sowohl gerade als auch
ungerade Nenner vorgeben, die groB8 genug sind. q.e.d.

Beispiel 13.22. Eine Funktion f die auf rationalen Zahl dann 0O ist, wenn der
Nenner in Grunddarstellung gerade ist, und 2, wenn der Nenner in Grunddar-
stellung ungerade ist, ist nirgends stetig: Fiir x beliebig und 0 < ¢ < 1 laBt
sich einfach kein 6 > 0 finden.



GleichmaBige Limiten von Folgen stetiger Funktionen |

Proposition 13.17. Sei f, : I — R eine Funktionenfolge, die gleichmaBig
gegen die Grenzfunktion f : I — R konvergiert. Sind alle f, stetig (an der
Stelle x:), so ist auch [ stetig (an der Stelle x).

Beweis (mit Folgenstetigkeit). Sei o, eine Folge in I, die gegen x konver-
giert. Jede Funktion f; ist stetig an der Stelle x. Also konvergiert f;(a,) gegen
fi(x). Wir wollen zeigen, daB f(a,) gegen f(x) konvergiert. Dies geschieht
mittels der Dreiecksunlgeichung. Es ist namlich:

f(x) = flag)| < [f(x) = file)|+[fi(x) = filay)|+]fila;) — flay)] VieN
Sei nun € > 0. Well f, gleichmaBig gegen f konvergiert, ist:

fi(r) — f(r)] < % Vr € I fiir fast alle s

Die gilt insbesondere fiir r = x und r = a;. Also gibt es ein 7 mit
£ £

f(z) — fiz)] < 3 und |fila;) — flaj)| < 3 Vj



GleichmaBige Limiten von Folgen stetiger Funktionen Il

Proposition 13.17. Sei f, : I — R eine Funktionenfolge, die gleichmaBig
gegen die Grenzfunktion f : I — R konvergiert. Sind alle f, stetig (an der
Stelle x:), so ist auch [ stetig (an der Stelle x ).

Beweis (mit Folgenstetigkeit). Es gibt ein ¢ mit:

E E

f(z) — fi(z)] < 3 und |fila;) — flaj)| < 3 Vj
SchlieBlich ist f; stetig an der Stelle z. Also:
fi(2) — fila;)] < % fiir fast alle j
Das aber impliziert, daB3 fiir fast alle 7 gilt:

() = flay)| < |f(x) = fi(z)| + | fi(z) — fila;)| + | fila;) — flaj)| <&
Damit konvergiert f(a,) gegen f(z). q.e.d.



GleichmaBige Limiten von Folgen stetiger Funktionen Il

Proposition 13.17. Sei f, : I — R eine Funktionenfolge, die gleichmaBig
gegen die Grenzfunktion f : I — R konvergiert. Sind alle f, stetig (an der
Stelle x:), so ist auch [ stetig (an der Stelle x ).

Beweis (mit -)-Stetigkeit). Sei ¢ > 0. Gesucht ist ein § > 0 derart, daB
fir alle 2" € I gilt:

z—a' <0 = |[f(z) - f(d))] <e
Wir benutzen wieder die Dreiecksungleichung:
[f(@) = f@)| < [f (@) = filo)| + [ filx) = fil@")] + [ fi(z") — f (=)

Weil die Folge f, gleichmaBig gegen f konvergiert, gibt es einen Index 7, so
daB gilt:
3

f(z) = fi(z)] < ; und f(2)) — fi(2))] < % Vo' e T



GleichmaBige Limiten von Folgen stetiger Funktionen [V

Proposition 13.17. Sei f, : I — R eine Funktionenfolge, die gleichmaBig
gegen die Grenzfunktion f : I — R konvergiert. Sind alle f, stetig (an der
Stelle x), so ist auch [ stetig (an der Stelle x).

Beweis (mit =-J-Stetigkeit). Es gibt ein ¢, so daB gilt:

f(z) = fi(z)] < % und 1f(2") — fi(2))| < % Vo' eI
Ferner ist f; stetig an der Stelle x, also gibt es 0 > 0 mit
- <6 = [fi@) - L) <

Fiir dieses 0 und jedes 2’ € Bs(x) gilt:

(@) = @) < |f(x) = fila)] + | filz) = fi(@)] + [fi(a") = f(2')] <e

Dieses 0 > 0 bezeugt dann auch, daB f an der Stelle x stetig ist. q.e.d.

Korollar 13.18. Jede Potenzreihe beschreibt im Gebiet absoluter Konvergenz
eine stetige Funktion. Insbesondere ist exp stetig. q.e.d.



Beschranktheit auf kompakten Intervallen

Satz 13.26. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist f auf |a,b] beschrankt.

Beweis. Wir zeigen, daB f nach oben beschrankt ist. Andernfalls gibt es eine
monoton wachsende und unbeschrankte Folge vy, im Bild von f. Fiir jedes y;
wahlen wir ein Urbild a; und erhalten (mit dem Auswahlaxiom) eine Folge a,
im Intervall |a, b], so daB f(a.) monoton wachst und nach oben unbeschrankt
ist. Man beachte, daB3 sich diese Eigenschaften auf jede Teilfolge vererben.

Da a, beschrankt ist, konnen wir zu einer konvergenten Teilfolge libergehen
und somit 0.B.d.A. annehmen, daB a, konvergiert. Sei x := lim, ., a, € |a,b|.
Wegen Stetigkeit konvergiert f(a,) gegen f(x).

Aber die konvergente Folge f(a,) kann nicht Teilfolge einer monoton wach-
senden und nach oben unbeschrankten Folge sein.

DaB f nach unten beschrankt ist, sieht man analog ein. q.e.d.



Maxima und Minima auf kompakten Intervallen

Satz 13.27. Sei f : |a,b] — R stetig. Dann nimmt die Funktion f in ihrem
Definitionsbereich ihr Minimum und ihr Maximum an. Das heilst es gibt r, s €
la, b] mit

flr) =inf {f(z)| z € [a, 0]}
f(s) =sup {f(z)] € [a,b]}

Beweis. Da f auf [a,b] beschrankt (13.26) ist, existiert das Supremum
sup{f(x)| = € |a,b]} und (Auswahlaxiom!) eine Folge y, = f(a,) im Bild
von f, die gegen das Supremum konvergiert:

sup {f() | = € [a,b]} = lim f(a)

_>
Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, daB a, gegen eine Stelle s € |a, b| konvergiert.
Da f an der Stelle s stetig ist, folgt:

sup 1f(s) | @ € [a, 0]} = lim f(a,) = f(s)

DaB8 die Funktion f ihr Minimum annimt, sieht man auf gleichem Wege.
q.e.d.



Der Zwischenwertsatz

Satz 13.28. Sei f : |a,b] — R stetig und y liege zwischen f(a) und f(b).
Dann gibt es eine Stelle x € |a, b], mit f(x) = y.

Beweis. Fiir y = f(a) oder y = f(b) ist nichts zu zeigen. Wir behandeln den
Fall f(a) <y < f(b). Der umgekehrte Fall hat einen entsprechenden Beweis.
Setze
L:={relabl|Vselar| : f(s) <y}
R:={r €la,b]|3s € la,r] : f(s) >y}
Dannist L < R und [a,b] = L U R. AuBerdem ist a € L und b € R. Es folgt:
supL =infR=:x

Wir behaupten, daB f(x) = y ist. Zunachst 1aBt sich x als Grenzwert einer
Folge aus L beschreiben. Mit Stetigkeit folgt dann f(z) < .

Aus r = inf R ergibt sich jedoch, daBB wir x als Grenzwert einer Folge a,
darstellen konnen, mit f(a;) > y fiir jeden Index 7. Dann folgt mit Stetigkeit

f(x) > y. q.e.d.



GleichmaBige Stetigkeit auf kompakten Intervallen |

Proposition 13.29. Sei I = [a,b] abgeschlossen und beschrankt. Dann ist
eine auf I stetige Funktion f : I — R sogar gleichmaBig stetig auf I.

Beweis. Setze flir z € [ und € > 0:

Ac(z) = {0 > 0] f(Bs(z)) € Be(f(x))}
d.(x) :=sup A.(z) € RU{oo}

Zu zeigen: zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0 mit J.(x) > § fiir jedes = € I.
Widerspruchsannahme: Jc > 0 Ja, : lim, .. 0.(a,) = 0.

O.B.d.A. (Ubergang zu konvergenter Teilfolge): lim, soca, = r € I. Hier
benutzen wir, daB I abgeschlossen und beschrankt ist.

Zunachst beobachten wir, daB fiir &’ < £ die Inklusion A.(z) C A (z) gilt.
Daraus folgt 0 < d.(x) < d.(x). Mithin ist auch §.(a,) eine Nullfolge.



GleichmaBige Stetigkeit auf kompakten Intervallen |l

Proposition 13.29. Sei I = |a, b] abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist
eine auf I stetige Funktion f : I — R sogar gleichmaBig stetig auf I.

Beweis. O.B.d.A. lim, ... a, = r € I. Die Folge §.(a,) konvergiert gegen 0.
Setze: § := 0=(r) > 0.

Dann gibt es einen Index h € N, daB a; € Bs(r) fiir jeden Index ¢ > 1 gilt.
Ist nun s € I mit |s — a;| < & ist dann:
s—r| <|s—a;]| +|a;—1] <6

und:
£

7(5) = f(@] < 1f(s) = F) + 1) = )] < 5+ 5 =¢

Also folgt:

55(&&') > Vi > h

Das steht im Widerspruch dazu, daB d.-(a,) eine Nullfolge ist. q.e.d.



Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Satz 13.30. Eine stetige Funktion f : I — R definiert auf einem Intervall I
ist integrierbar auf I. Zur Erinnerung: Das heiB3t, fiir jedes Paar a < b in I
existiert das bestimmte Integral fab f.

Beweis. Nach (13.29) ist f auf dem abgeschlossenen Intervall |[a,?]
gleichmaBig stetig. Wir wenden nun das Kriterium (12.22) an. Sei also € > 0.
Wegen gleichmé&Biger Stetigkeit gibt es ein § > 0, so daB fiir alle x, 2’ € [a, b]

gilt:
£

(b—a)
Wahle eine Unterteilung J = {a=ap < a; <--- < a, = b}, so daB jedes
Unterteilungsstiick eine Lange a;;1 — a; < 0 hat:

v -] <d = |f(x) - f(@)] <

E

max ({f([a;, ait1])}) —min ({ f([ai, aiv1])}) < b —a) Vi

Darum konnen wir Treppenfunktionen f_ < f < f. finden mit:

/abf+—/abf<5 q.e.d.




Der Mittelwertsatz |

Mittelwertsatz 13.35. Sei p : |a,b] — R integrierbar mit p > 0. Ferner sei
f :la,b] — R stetig. Dann gibt es eine Stelle t € [a,b] mit

/abfp—f(t)/abp

Beweis. Wir betrachten die stetige (13.10) Funktion

g:la, bl — R
b b b
I / o / fp— / (f(x) — f(s))p(s) d s

Da f stetig ist, gibt es nach dem Maximumprinzip (13.27) Stellen xy, und
Toax MIt:

f(xmin> — Hlff und f(xmax) — Sup f



Der Mittelwertsatz ||

Mittelwertsatz 13.35. Sei p : |a,b] — R integrierbar mit p > 0. Ferner sei
f :la,b] — R stetig. Dann gibt es eine Stelle t € |a,b|] mit

b b
fpzf(t)/ p

a

Beweis. Dann ist

b b b
glann) = Saown) [ = [ dp= [ (ints = £5)pls)ds <0

b b b -
glnn) = fons) [ 0= [ o= [ (suns ~ 1) pls)ds =0

N

>0 >0

Nun ist auch g stetig (13.10) und somit gibt es nach dem Zwischenwert-
satz (13.28) eine Stelle ¢t mit g(¢) = 0. Das aber heiBt:

/p—/ fp q.e.d.



Der Mittelwertsatz ||

Fiir die Dichtefunktion p(z) := 1 folgt unmittelbar:

Korollar 13.36. Sei f : [a,b] — R stetig (und damit integrierbar). Dann gibt
es eine Stelle t € [a, b] mit

b
/ f=(b—a)f(t) q.e.d.

Bemerkung 13.37. Die Vortstellung ist, daB ﬁfabf der ,, mittlere Wert"
von f auf dem Intervall [a, ] ist. Die Aussage ist, daB dieser Wert irgendwo
angenommen wird.

Aufgabe 13.40. Seien f,p : [a,b] — R integrierbare Funktionen. Dabei sei
p > 0. Ferner seien zwei Schranken o, 5 € R mit a < f < 3 gegeben.

Zeige: Es gibt eine Stelle t € |a, b] mit

/fp_a/p+5/



Strenge Monotonie des Integral fiir stetige Funktionen

Nun erhalten wir auch die positive Antwort fiir stetig Funktionen auf die Fra-
ge (12.28):

Korollar 13.38. Sei f : [a,b] — R stetig mit 0 < f. Dann ist 0 < fabf.

Beweis. Wir wissen aus (12.27), daB 0 < f;f ist. Wiirde das Integral ver-
schwinden, miiBte f nach dem Mittelwertsatz (13.36) den Wert O irgendwo
annehmen:

It 0:/ f=(b—a)f(t)

Es gilt sogar mehr:

Aufgabe 13.39. Sei f : |a,b] — R stetig. Ferner sei 0 < f und fiir ein
r € [a,b] sei 0 < f(r). Zeige, daB 0 < fabf.



Produkte integrierbarer Funktionen |

Proposition 12.37. Zu einer Funktion f : I — R definieren wir die erwei-
terten Links- und Rechtsmengen wiefolgt:

L=L(f):=< /g g < f und g integrierbar ;
(J T J
R=R(f) =« /g f < g und g integrierbar ;
\J 1 J

Dann ist wegen (12.27) L < R. Insbesondere ist R nach unten beschrinkt,
wenn L nicht-leer ist. Umgekehrt ist L nach oben beschrinkt, wenn R nicht-
leer ist.

Die Abbildung [ ist integrierbar genau dann, wenn L und R beide nicht-leer
sind und sup L = inf R gilt.

Beweis. Da jede Treppenfunktion integrierbar ist, gelten die Inklusionen:

ng und RQ}?



Produkte integrierbarer Funktionen Il

LCL=L(f):=" /g g < f und g integrierbar ;
(J T J
R C R = R(f) ::</g f < g und g integrierbar ;
(J T J

Beweis (Fortsetzung). Insbesondere sind L und R nicht-leer, wenn L und
R nicht-leer sind. AuBerdem folgt aus den Inklusionen die Ungleichung:

sup L < supz <inf R<infR

Sei nun R nicht-leer. Dann gibt es eine integrierbare Funktion g > f. Weil
g integrierbar ist, gibt es eine Treppenfunktion g, > g > f. Also ist auch R
nicht-leer:

R#( — R+

Analog argumentiert man:

L#0 — L+0



Produkte integrierbarer Funktionen |l|

RC R=R(f):= {/g f<gundg integrierbar}
I

Beweis (Fortsetzung). Sei R # () iiberdies nach unten beschrankt. Dann
gibt es zu jedem ¢ > 0 eine integrierbare Funktion g > f mit 5 +inf 2 > flg.
Wir konnen ferner eine Treppenfunktion g, > g > f finden, so daB auch
5 + flg > f]g+ gilt. Dann aber ist ¢ +inf R > NfIng > inf R. Da diese
Abschatzung fiir jedes € > 0 gilt, folgt intf R < inf R.

Entsprechend gilt sup L < sup L, falls L nicht-leer und nach oben beschrinkt
Ist.

Also sind L und R beide nicht-leer genau dann, wenn L und R beide nicht-leer
sind. In diesem Fall ist tiberdies

sup L = sup L und inf R = inf R

Also ist f genau dann integrierbar, wenn L und R beide nicht-leer sind und
sup L = inf R gilt. q.e.d.



Produkte integrierbarer Funktionen IV

Beobachtung 12.39. Das Produkt einer Treppenfunktion g : I — R und
einer integrierbaren Funktion f : I — R ist integrierbar.

Beweis. Zunichst (12.30) ist das Produkt einer integrierbaren Funktion mit
einer Konstanten wieder integrierbar. Nun zerfallt der Definitionsbereich der
Treppenfunktion ¢ in endlich viele Intervalle, auf denen die Funktion konstant
ist. Auf jedem dieser Unterteilungsstiicke ist das Produkt fg also integrierbar.
Aus (12.34) folgt dann die Integrierbarkeit des Produktes fg auf I.



Produkte integrierbarer Funktionen V

Proposition 12.40. Das Produkt zweier integrierbarer Funktionen f,q : I —
R ist integrierbar.

Beweis. Zunachst ist fiir jedes a € R:

fog=(f+a)g—ag

Also ist fg integrierbar, wenn (f + «)g integrierbar ist. Durch geeignete Wahl
von « konnen wir also 0.B.d.A. annehmen, daB f > 0O ist: Integrierbare Funk-
tionen sind beschrankt. Deshalb gibt es auch ein 8 > 0 mit f < £.

Sei nun € > 0. Da g integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen g_ < g < g

mit:
[ <5 fo
I

Nach (12.39) sind fg_ < fg und fg. > fg integrierbar. Also ist:

/ fo_ € E(fg) #0 und / Fg. € R(fg) #0
Il Il



Produkte integrierbarer Funktionen VI

Proposition 12.40. Das Produkt zweier integrierbarer Funktionen f, g : I —
R ist integrierbar.

Treppenfunktionen g < g < g+ mit:

Jog- < Jg</Jg+ J<p
Jr9- < Ji9+ < %+f19—
Jrf9- € L(fg) #0 und [, far € R(fg) # 0

Beweis (Fortsetzung). Ferner ist

/Ifg+—/lfg—=/lf(g+ /5 <BE:

Diese Abschitzung gilt fiir jedes ¢ > 0 und es folgt sup L(fg) = inf R(fg),
woraus mit (12.37) die Integrierbarkeit von fg folgt. q.e.d.



Der Kehrwert einer integrierbaren Funktion |

Proposition 12.41. Sei f : I — R eine integrierbar mit 0 < o« < f fiir eine
Konstante o € R. Dann ist % integrierbar.

Beweis. Zu jedem ¢ > 0 gibt es Treppenfunktionen a < f_ < f < f, mit

/If</lf+<oz25+/lf

Der Kehrwert einer nirgends verschwindenden Treppenfunktion ist wieder eine
Treppenfunktion (man kann dieselbe bezeugende Unterteilung verwenden).
Wir behaupten, daB die Fliche zwischen -+ und -~ hochstens ¢ ist. Das reicht

f— fr
nach (12.22).
Sei J = {ap<a; <---<a,} eine Unterteilung die bezeugt, daB f_ und
f+ Treppenfunktionen sind. Seien z; € (a;, a;y1) Stiitzstellen. Dann ist nach

Wahl von f_ und f.:
-1

S (01— a) (fo ) — f(21)) < o’

1=0



Der Kehrwert einer integrierbaren Funktion Il

Proposition 12.41. Sei f : I — R eine integrierbar mit 0 < o« < f fiir eine

Konstante o € R. Dann ist % integrierbar.

n—1

Z i1 — a;) (f (@) — f-(23) < ¢

1=0

Beweis (Fortsetzung). Wir rechnen fiir den Kehrwert:

ji; <f(1 ) f+(1:vz')) - : (=) <ff(2>_ ff<:£x>)>
< — (a1 — a) <f+(37z') —2f(5€z')>

1=0
1 n—1
< — 2 (@i —ai) ([ (i) — f-(21))
1=0
1 2
< Qe =¢ q.e.d



Vom Verschwinden |

Definition 14.1. Sei [ ein offenes Intervall und f : I — R eine Abbildung.
Sei k € IN. Wir sagen, daB f an der Stelle t € I mindestens von k-ter Ordnung
verschwindet, wenn gilt:

Je>0 3>0 VeelInBst) : |f(z)] <elz—t|f

und f verschwindet an der Stelle ¢ von hoherer als k-ter Ordnung
verschwindet, wenn gilt:

Ve>0 36>0 VeelnBst) : |f(z)| <elz—tf

Bemerkung 14.2. Ein Blick auf die Quantoren geniigt, und wir sehen, daB
eine Funktion, die von hoherer als k-ter Ordnung verschwindet, auch von
mindestens k-ter Ordnung verschwindet.



Vom Verschwinden |l

Definition 14.1. Sei I ein offenes Intervall und f : I — R eine Abbildung.
Sei k € IN. Wir sagen, daB f an der Stelle ¢ € I mindestens von k-ter Ordnung
verschwindet, wenn gilt:

Je>0 >0 VeelnBst) : |fz)| <elz—t

und f verschwindet an der Stelle ¢ von hoherer als k-ter Ordnung
verschwindet, wenn gilt:

Ve>0 36>0 VeelnBst) : |f(z)| <elr—tf

Bemerkung 14.4. Die Funktion f verschwindet an der Stelle £ von minde-
stens O-ter Ordnung genau dann, wenn f in einer offenen Umgebung von ¢
beschrankt ist. Warnung: f muB also bei ¢ gar nicht verschwinden!

Die Funktion f verschwindet an der Stelle ¢ von hoherer als O-ter Ordnung
genau dann, wenn f(t) = 0 ist und f an der Stelle ¢ stetig ist.

Beweis. Umformulierungen der Definition: der Faktor |z — ¢|° = 1 fallt weg.
q.e.d.



Vom Verschwinden Il|

Je>0 >0 VeelnBst) : |fz) <elz—t

Bemerkung 14.4. Die Funktion f verschwindet an der Stelle ¢ von minde-
stens erster Ordnung genau dann, wenn es auf einer offenen Umgebung von ¢
eine beschrankte Funktion g gibt, so daB auf dieser Umgebung gilt:

flz) = (z —t)g(x) (1)

Beweis. Fiir = £ t ist: flz)] <elzr—t] <= |gx)|<e

Ist nun ein f gegeben, das an der Stelle £ von mindestens erster Ordnung
verschwindet, so setzen wir g(¢) = 0 und erhalten aus (1) eine Funktion, die
von mindestens nullter Ordnung verschwindet.

Ist umgekehrt eine Funktion g gegeben, die von mindestens nullter Ord-
nung verschwindet, so definiert sie durch die Gleichung (1) die Funktion f
vollstandig und es ist f(¢) = 0. Es folgt, daB f an der Stelle £ von mindestens
erster Ordnung verschwindet. q.e.d.



Vom Verschwinden IV

Ve>0 36>0 VeelnBst) : |f(z)| <elr—tf

Bemerkung 14.4. Die Funktion f verschwindet an der Stelle ¢ von hoherer
als Ordnung genau dann, wenn es auf einer offenen Umgebung von ¢ eine
stetige, in t verschwindende Funktion g gibt, so daB auf dieser Umgebung gilt:

f(z) = (z —t)g(z) (1)

Beweis. Fiir = £ t ist: flz)] <elzr—t] <= |gx)|<e

Ist nun ein f gegeben, das an der Stelle ¢ von hoherer als erster Ordnung
verschwindet, so setzen wir g(¢) = 0 und erhalten aus (1) eine Funktion, die
von hoherer als nullter Ordnung verschwindet.

Ist umgekehrt eine Funktion ¢ gegeben, die von hoherer als nullter Ord-
nung verschwindet, so definiert sie durch die Gleichung (1) die Funktion f
vollstandig und es ist f(t) = 0. Es folgt, daB f an der Stelle ¢ von hoherer als
erster Ordnung verschwindet. q.e.d.



Bei 0 verschwindende Potenzreihen |

Beispiel 14.5. Eine Potenzreihe f(x) = ag + a1z + asx® + - - - = Na,x* mit
echt positivem Konvergenzradius R > 0 verschwindet an der Stelle 0 genau
dann von hoéherer als k-ter Ordnung, wenn die Koeffizienten a; fiir i < k
verschwinden:

O=ay=a;=---= ay;

Beweis (Induktionsverankerung). Die Abbildung f ist auf dem offenen
Intervall (—R, R) definiert. Sie verschwindet von hoherer als k-ter Ordnung
an der Stelle 0 genau dann, wenn gilt:

Ve>0 IR>6>0 Vze (=0,0) : |fz) <elz| (1)

Wir fiihren eine Induktion nach der Ordnungsgrenze k durch. Zunachst be-
trachten wir also den Fall £ = 0. In diesem Fall ist die Bedingung (1) dquivalent
dazu, daB f(0) = 0 ist und f an der Stelle O stetig ist. Fiir die Potenzreihe ist
die Stetigkeit automatisch erfiillt, und die Bedingung ist also aquivalent dazu,
daB f(0) = ag = 0 ist.



Bei 0 verschwindende Potenzreihen |l

Beispiel 14.5. Eine Potenzreihe f(x) = ag + ajx + asx® + - - - = Na,x* mit
echt positivem Konvergenzradius R > 0 verschwindet an der Stelle 0 genau
dann von hoéherer als k-ter Ordnung, wenn die Koeffizienten a; fiir i < k
verschwinden:

O=ay=a1="---=a;

Beweis (Induktionsschritt). Die Abbildung f verschwinde an der Stelle
0 von hoherer als (k + 1)-ter Ordnung. Also verschwindet f dort auch von
hoherer als k-ter Ordnung. Mit Induktion ist also

O=ay=a1=--=aqa; d.h. f(x)zﬂflwrl (@k+1+ak+29€+ak+3ﬂi‘2+"')

Ve >0 36>0 Ve (=60 : |f(x)] <elz"™
< Ve>0 F0>0 Vre(—9,0) : ]ak+1+ak+2x+ak+3x2+---|Se
e CLk+1ZO

Dasgleiche Argument zeigt die Riickrichtung, wenn wir 0 = ap = a1 = --- =
a1 annehmen. q.e.d.



Der ldentitatssatz fiir Potenzreihen

Korollar 14.6. Eine Potenzreihe f(x) von echt positivem Konvergenzradius
R > 0 verschwindet auf einem offenen Intervall um 0 genau dann, wenn alle
thre Koeffizienten verschwinden. q.e.d.

Aufgabe 14.7. Sei f(x) := Xa,z* eine Potenzreihe mit positivem Konver-
genzradius R > 0. Sei &, eine Nullfolge, die ganz im Gebiet B(0) absoluter
Konvergenz liegt und fiir keinen Index den Wert 0 annimmt. Wenn f(&;) =0
fur alle ¢ ist, dann verschwinden alle Koeffizienten a, = 0.

Wir wenden (14.6) (oder 14.7) auf die Reihe ¥(a, — by)2x* an und erhalten:

Korollar 14.8. Seien Ya,x* und X b,x* zwei Potenzreihen mit positiven Kon-
vergenzradien, die diegleich Funktion beschreiben (bzw. auf einer Nullfolge,
die aber den Wert 0 niemals annimmt, gleiche Werte annehmen). Dann ist
a, = b,.



Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als nullter Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Verschwinden von hoherer als erster Ordnung




Die Verschwindungsordnung einer Linearkombination

Beobachtung 14.9. Seien f,qg : I — R Funktionen, die beide an der Stelle
t von hoherer als k-ter Ordnung verschwinden. Dann verschwindet eine Line-
arkombination o.f + 8g an der Stelle t ebenfalls von héherer als k-Ordnung.

Beweis. Sei ¢ > (0. Wahle § > 0 so, daB fiir alle x € ]B(;( ) gilt:

f(@)] < |z —t"  und g(z)| < z—t*
\04 2 !5!
Dann ist
af (2) + Bg(@)] < Jal |£(2)|+ |3l o(x)| < elw—1|" q.e.d.
<slo—t" <slo—t"

Aufgabe 14.10. Die Funktion f : I — R verschwinde an der Stelle ¢ von
hoherer als k-ter Ordnung, und g : I — R verschwinde an der Stelle ¢ von
mindestens [-ter Ordnung. Zeige: Das Produkt fg verschwindet an der Stelle
t von hoherer als (k + [)-ter Ordnung.



Approximation

Definition 14.11. Wir sagen, daB eine Funktion g : I — R die Funktion
f an der Stelle t € I von hoherer als k-ter Ordnung approximiert, wenn die

Differenz f — g an der Stelle ¢ von hoherer als k-ter Ordnung verschwindet.
D.h.:

Ve>0 36 >0 VzelInBst) : |f(z)—gx)| <elz—t|f



Lineare Approximierbarkeit

Behauptung und Definition 14.12. Die Funktion f : I — R heiBt linear
approximierbar an der Stelle ¢ € I, wenn es ein Polynom erster Ordnung
(Gerade) g(x) = a + px gibt, das f an der Stelle ¢ von hoherer als erster
Ordnung approximiert. In diesem Fall ist die Gerade ¢ eindeutig bestimmt und
hat die Form g(x) = f(t) + pu(x —t). Also ist f linear approximierbar genau
dann, wenn eine Steigung i € R existiert, so daf

v flz) = f(t) — ple —1)

an der Stelle ¢ von hoherer als erster Ordnung verschwindet.

Beweis. Seien ¢g; und gy zwei lineare Approximationen zu f an der Stelle ¢.
Dann verschwindet die Differenz g1 — go = (f — ¢g2) — (f — g1) an der Stelle
t von hoherer als erster Ordnung. Mit (14.5), angewendet auf das Polynom
erster Ordnung h +— g1(t + h) — g2(t + h), folgt g1 — g2 = 0.

Die angegebene Form der Geraden g ergibt sich daraus, daB insbesondere
g(t) = f(t) gilt. q.e.d.



Differenzierbarkeit |

Definition 14.14. Eine Funktion f : I — R heiBt differenzierbar, an der
Stelle t € I, wenn es eine Zahl f'(¢) und eine in ¢ stetige Funktion o : I — R
gibt, so dal} gilt:

L flz) = f() + F(t) (x =) +o(z) (x = 1)
2. o(t) = 0.

In diesem Fall heiBt f'(t) die Ableitung von f an der Stelle t.

Bemerkung 14.15. Diese Definition wird oft unter Verwendung der GroBe
h := x —t formuliert. Dann ist o stetig an der Stelle O und verschwindet dort.
Die erste Bedingung lautet in dieser Fassung:

f(t+h)=f(&t)+ f(t)h+o(h)h



Differenzierbarkeit |l

Definition 14.14. Eine Funktion f : I — R heiBt differenzierbar, an der
Stelle t € I, wenn es eine Zahl f’(t) und eine in ¢ stetige Funktion o : I — R
gibt, so dal3 gilt:

L flz) = f{t) + f'(t) (x = 1) + o(z) (x = 1)
2. o(t) = 0.

In diesem Fall heiBt f'(t) die Ableitung von f an der Stelle ¢.

Bemerkung 14.16. Diese Bedingung ist mit (14.4) dquivalent dazu, daB es
eine Zahl f'(t) € R gibt, so daB die Funktion

v flz) = f(t) = f'(t) (z = 1) = o(z) (z — 1)

an der Stelle ¢ von hoherer als erster Ordnung verschwindet. Das wiederum ist
gerade die Bedingung, dal8 f an der Stelle ¢ linear approximierbar mit Steigung
f'(t) ist (14.12). q.e.d.



Differenzierbarkeit |l

Definition 14.17. Eine Funktion f : I — R heiBt differenzierbars; an der
Stelle t € I, wenn es eine an der Stelle ¢ stetige Funktion ¢g; : I — R mit

flx) = f(t) = (x = t)gi(x)

gibt. Dann nennen wir
f'(t) = ai(t)
die Ableitung von f an der Stelle ¢.

Bemerkung 14.18. Fiir x # t ist g;(x) durch
f(z) — f(t)

xr—1

gi(r) =

bestimmt. Die eigentliche Bedingung ist die Stetigkeit an der Stelle ¢.



Differenzierbarkeit |V

Definition 14.19. Eine Funktion f : I — R heiBt differenzierbary,, an der
Stelle t € I, wenn fiir je zwei gegen t konvergierende, den Werte ¢ aber
nirgends annehmende Folgen z, und y, in I\ {t} gilt:

Die induzierten Folgen von Steigungen

fla)=f0) o fe) = f®)
T, —1 Y — T

sind kokonvergent.

In diesem Fall definieren wir die Ableitung von f an der Stelle ¢ als den
f(x*)_f(t)

x*_t

gemeinsamen Limes f'(t) := lim, all dieser Steigungsfolgen.

Bemerkung 14.20. Die Definitionen (14.17) und (14.19) sind augenschein-
lich dquivalent: In (14.19) wird lediglich die stetige Fortsetzbarkeit von

flx) = f(t)
r—1
auf die Stelle x = t mit Hilfe der Folgenstetigkeitsdefinition ausbuchstabiert.

X —




Differenzierbarkeit V

Satz und Definition 14.21. Fiir eine Funktion f : I — R, definiert auf
einen offenen Intervall I, und eine Stelle t € I sind die folgenden Bedingungen
aquivalent:

1. Die Funktion f ist linear approximierbar an der Stelle t.
2. Die Funktion f ist differenzierbar, an der Stelle t.
3. Die Funktion f ist differenzierbars; an der Stelle t.

4. Die Funktion f ist differenzierbar;,, an der Stelle t.

Sind diese Bedingungen erftiillt, so stimmen alle definierten Ableitungen unter-
einander und mit der Steigung von f an der Stelle t iiberein.

Wir nennen eine Funktion f, die an der Stelle t eine und damit alle oben
genannten Bedingungen erfiillt, differenzierbar an der Stelle t. die Funktion f
ist differenzierbar auf I, wenn sie an jeder Stelle t € I differenzierbar ist.




Differenzierbarkeit VI

Satz und Definition 14.21. Fiir eine Funktion f : I — R, definiert auf
einen offenen Intervall I, und eine Stelle t € I sind die folgenden Bedingungen
aquivalent:

1. Die Funktion f ist linear approximierbar an der Stelle t.
2. Die Funktion f ist differenzierbar, an der Stelle t.
3. Die Funktion f ist differenzierbars; an der Stelle t.

4. Die Funktion f ist differenzierbar;,, an der Stelle t.

Korollar 14.22. Ein Polynom f(x) = a+ ux ersten Grades ist differenzierbar
und seine Ableitung ist konstant f'(x) = p. q.e.d.

Beweis. Die Aquivalenzen (1)<(2) und (3)<(4) haben wir schon gesehen
in (14.16) und (14.20).



Differenzierbarkeit VII

Satz und Definition 14.21. Aquivalent sind:

(2) Die Funktion f ist differenzierbar, an der Stelle t, d.h.: es gibt eine Zahl
f'(t) und eine in t verschwindende stetige Funktion o : I — R mit:

fl@) = f(t) = f(t)(x —1) +o(zx) (x — 1)

(3) Die Funktion f ist differenzierbars; an der Stelle t, d.h.: es gibt eine an
der Stelle t stetige Funktion g; mit:

fla) = ft) = (& —t)gi(x)
Beweis (Fortsetzung). Der Zusammenhang von o und g¢; ist gegeben durch:

o(x) = gi(x) — gi(1) und f(t) = gi(t)

Mit dieser Transformation tiberfiihren sich die Bedingungen unmittelbar inein-
ander:

flx) = f(t) = f'(t) (x = 1) + o(z) (x — 1) = gi(2) (x — 1) q.e.d.



Zur Notation der Ableitung

Notation 14.23. Ist f : I — R differenzierbar, so schreiben wir fiir die
Ableitung an der Stelle ¢

df

f'(1) oder p

(1) oder %f .

r=t

Die Funktion x +— f'(z) heiBt Ableitung von f. Wir notieren sie mit

df d

/

oder — oder —

/ dx dxf

Die jeweils letzten Notationen bieten sich insbesondere dann an, wenn die

Funktion durch einen komplexen Ausdruck gegeben ist. Ist z.B. f(z) = 2°—2?,

so konnen wir die Ableitung (an einer Stelle) schreiben als
d d

a4 3 2 a 2
d:c(x x ) und an an der Stelle 2 d:c(x T ) 2



Linearitat der Ableitung

Proposition 14.24. Seien f. g : [ — IR differenzierbar an der Stelle t € I.
Die Linearkombination h := af + g fiir beliegige feste Zahlen o, 5 € R ist
dann differenzierbar an der Stelle t und die Ableitung ist:

W(t) = af'(t) + Bg'(t)

Beweis. Die Abbildung f ist an der Stelle ¢ linear approximierbar mit Stei-
gung f'(t), und g ist dort linear approximierbar mit Steigung ¢'(t). Dann
verschwinden die Funktionen

v f(x) = f{t) = f'(t) (z — 1)

v —=g(r) —g(t) —g'(t) (z — 1)
an der Stelle ¢ von hoherer als erster Ordnung. Das gilt mit (14.9) auch fiir
thre Linearkombination

v = h(z) = h(t) = (f'(t) + Bg' (1)) (z — 1)
Also ist h an der Stelle ¢ linear approximierbar mit Steigung h'(t) = af'(t) +
Bg'(t). q.e.d.



Ableitung an Extremstellen

Satz 14.26. Die differenzierbare Funktion f : I — IR nehme an der Stelle t
ein (lokales) Minimum an. Dann hat f an der Stelle t verschwindende Steigung
f'(t) = 0. Gleiches gilt, wenn f ein (lokale) Maximum annimmt.

Beweis. Fiir alle Punkte x in einer offenen Umgebung von t gilt f(z) > f(?).
Da f an der Stelle ¢ differenzierbar; ist, gibt es eine an der Stelle ¢ stetige
Funktion g mit:

0 < f(z) = f(t) = (z = t)g()

Also:
gx) >0 firx >t )
glz) <0 firx<t p = g(t)=0
g stetig an der Stelle ¢ |

Darum ist f'(t) = g(t) = 0.

Die Aussage iliber Maximalstellen beweist sich analog oder |aBt sich durch
Betrachtung von — f auf den behandelten Fall zuriickfiihren. q.e.d.




Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Mittelwertsatz 14.27. Sei f : |a,b] — R stetig und im Innern (a,b) diffe-
renzierbar. Dann gibt es eine Stelle t € (a,b) mit

f(b) = f(a) = f'(t) (b— a)
Beweis. Setze i := L2=119 7y finden ist eine Stelle mit f’ (t) = p.

b_
Wir betrachten die Funktion

g(x) = f(z) = plr —a)

Dann ist g : |a,b] — R stetig mit g(a) = g(b) = f(a). Also nimmt g auf
la, b] Minimum und Maximum irgendwo an (13.27). Wenn keine Minimalstelle
im Innern liegt, also das Minimum an den Randern angenommen wird, liegt
eine Maximalstelle im Innern. In jedem Fall finden wir eine Stelle ¢t € (a,b)
mit verschwindender Ableitung (14.26). An dieser Stelle wird also g durch eine
horizontale Gerade linear approximiert und f(x) = g(x)+pu(x — a) wird durch
eine Gerade mit Steigung p linear approximiert, d.h., f'(t) = pu. q.e.d.



Die erste Differentialgleichung

Korollar 14.28. Sei f : I — R differenzierbar mit (iberall verschwindender
Ableitung. Dann ist f konstant.

Beweis. Fiir a,b € I ist nach dem Mittelwertsatz

f() = fla) = ['(t) (b—a) =0

fiir ein t € (a,b). q.e.d.



Integration erhoht die Verschwindungsordnung

Lemma 14.30. Die Funktion f : I — R sei integrierbar, stetig an der Stelle
t € I und verschwinde an dieser Stelle. Dann verschwindet das Integral

F:I—1R

x»—>/t$f(s)ds

an der Stelle t von hoherer als erster Ordnung.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir miissen § > 0 finden, so daB |F(x)| < e|x — t| fiir
alle x € Bs(t) gilt.

Dazu wahlen wir § so, daB |f(x)| = |f(x) — f(t)| < e ist fir alle 2 € By(1).
Das konnen wir tun, weil f an der Stelle ¢ stetig ist und dort verschwindet.

Nun konnen wir fiir x € Bg(t) abschatzen:

/ eds

=¢|r —t| q.e.d.




Ableiten nach der oberen Integrationsgrenze

Satz 14.32. Sei f : I — R integrierbar auf I und stetig an der Stellet € 1.

Dann ist jedes unbestimmte Integral F' von f differenzierbar an der Stelle t
mit Ableitung f(t).

Beweis. Wir miissen zeigen, dal3 die Funktion

wF(@—F(t)—f(t)(x—t)=/ff<s>ds—/ff<t>ds
— [ () = @) ds

- [ ue

an der Stelle ¢ von hoherer als erster Ordnung verschwindet. Das aber folgt un-
mittelbar aus (14.30), weil = — f(x)— f(t) an der Stelle ¢ stetig verschwindet
(also von héherer als nullter Ordnung verschwindet). q.e.d.



Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Hauptsatz 14.33. Sei f : I — R stetig (und damit integrierbar). Fiir eine
Funktion F' : I — R sind dann aquivalent:

1. F' ist ein unbestimmtes Integral von f.

2. I ist differenzierbar auf I mit Ableitung f. Hierfiir sagt man auch, dal3
F' eine Stammfunktion von f ist.

Beweis. Die Richtung (1)=(2) folgt unmittelbar aus (14.32) durch Anwen-
dung an jeder Stelle.

Fiir die Richtung (2)=(1) nehmen wir an, F' sei eine Stammfunktion. Da
f stetig ist, hat f ein unbestimmtes Integral G. Mit der schon gezeigten
Richtung schlieBen wir, daB G eine Stammfunktion von f ist. Also ist F’ =
f = G'. Ableiten ist linear (14.24), und somit verschwindet die Ableitung der

Differenz ' — (G uiberall. Mit (14.28) folgt, daB die Differenz F' — G konstant
ist. Darum ist F' ebenfalls ein unbestimmtes Integral. q.e.d.



<L In(x)

Korollar 14.34. Der natiirliche Logarithmus In ist differenzierbar, und es gilt:

d 1
P In(z) = . Vo € (0, 00)



Warnung vor unstetigen Ableitungen

Warnung 14.35. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist nicht un-
bedingt auf dem Definitionsbereich integrierbar. Darum konnen wir im Haupt-
satz nicht von einer differenzierbaren Funktion ausgehen und dann behaupten,
sie sei das Integral threr Ableitung.

Die Funktion ist fiir x # 0 differenzierbar, aber die Ableitung f’(z) schwankt
in jedem offenen Intervall um 0 von —1 nach +1. Darum ist [’ in keinem
dieser Intervalle integrierbar (oder stetig).



Ableiten und gleichmaBig konvergente Funktionenfolgen |

Definition 14.36. Eine differenzierbare Abbildung f : I — R heiBt stetig
differenzierbar, wenn die Ableitung f’ eine auf I stetige Funktion ist.

Satz 14.37. Sei f, : [ — R eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen,
die punktweise gegen eine Grenzfunktion f : I — R konvergiert. Die Folge f.
der (stetigen) Ableitungen konvergiere gleichmaBig gegen die Grenzfunktion
g: I — R. Dann ist { differenzierbar und eine Stammfunktion von g.

Beweis. Zunachst ist g als gleichmaBiger Limes stetiger Funktionen eine steti-
ge Funktion (13.17) und damit integrierbar, genauer gilt fiir beliebige a,b € I

b b
[o=tm [ = lm (2.0) - £.la) = 7O - f(@

a

Also ist f ein unbestimmtes Integral von g. Aus dem Hauptsatz (14.33) folgt
darum, daB f differenzierbar mit Ableitung g ist. q.e.d.



Ableiten und gleichmaBig konvergente Funktionenfolgen Il

Satz 14.37. Sei f, : I — R eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen,
die punktweise gegen eine Grenzfunktion f : I — R konvergiert. Die Folge f!
der (stetigen) Ableitungen konvergiere gleichmaBig gegen die Grenzfunktion
g: I — R. Dann ist { differenzierbar und eine Stammfunktion von g.

Warnung 14.38. Die Formulierung von Satz (14.37) erscheint ungewohnt.
Wir hatten vielleicht auf ein Ergebnis der folgenden Art gehofft:

Der gleichmaBige Limes einer Folge stetig differenzierbarer Funktio-
nen ist (stetig) differenzierbar und seine Ableitung ist der punktweise
(gleichmaBige) Limes der Ableitungsfolge.

Aussagen dieser Art sind jedoch falsch.



Die Produktregel |

Produktregel 14.40. Seien f,qg : I — R differenzierbar an der Stelle t € 1.
Dann ist das Produkt h := fq differenzierbar an der Stelle t und die Ableitung

ISt:

W(t)=f'(t)gt) + f(t) g'()

Beweis. An der Stelle ¢ verschwinden die Funktionen
v fz) = f(t) = f(t) (x — 1)

z—g(z) —g(t) —g'(t) (x —t)

hoherer als erster Ordnung. Die Funktionen x +— ¢(¢) und = > f(x) sind in
einer Umgebung von t beschrankt. Darum verschwinden dort auch von hoherer
als erster Ordnung die Produkte:

z = f(z) g(t) — f() g(t) = f' () g(t) (z — 1)
z— f(z) g(x) — f(z) g(t) — f(z) g'(t) (x — 1)



Die Produktregel Il

z = f(x)g(t) = f(t)g(t) = f'(t) g(t) (x — 1)
z = f(x)g(z) — f(x)g(t) — f(z)g'(t) (x —1)

verschwinden an der Stelle £ von hoherer als erster Ordnung.

Beweis (Fortsetzung). AuBerdem verschwindet

z= (f(z) = f)g'() (x—1) = fla) g (t) (x = 1) = f(t) g'(t) (z — 1)
an der Stelle ¢ von hoherer als erster Ordnung: Der Faktor x — ¢t verschwindet

von mindestens erster Ordnung und der Faktor f(x) — f(t) verschwindet von
hoherer als nullter Ordnung.

Darum verschwindet auch die Summe

£(@) g(2) — £(8) g(t) — (F () 9(t) — F(5) (1)) (2 — 1)
h(z) At ()
an der Stelle ¢t von hoherer als erster Ordnung. Das aber heiBt gerade, daB h =

fg an der Stelle ¢ linear approximierbar ist mit Steigung h'(t) = f'(t) g(t) +
f(t)g'(t). q.e.d.




Partielle Integration

Partielle Integration 14.41. Scien f, g : I — R stetig differenzierbar. Dann
ist flira,b € I:

b
/ F(2)g(@) +9(e) fz) da = F(b)g(b) — fla) gla) =: [fg]"

Die umgestellte Form zeigt die intendierte Anwendung:
b
[ 1w g@ar=isdt - [ o) 1@z

Beweis. Die Ableitungen f" und ¢’ sind nach Voraussetung stetig auf /. Darum
ist die Funktion
f'g+ 19
stetig. Wir wenden den Hauptsatz (14.33) darauf an und erkennen fg als
unbestimmtes Integral seiner Ableitung - f(z) g(z) = f'(z) g(x)+f(z) ¢'(z).
q.e.d.



Die Quotientenregel Hinweis

Aufgabe 14.56. Beweise die Quotientenregel: Seien f,g : I — R an der
Stelle t € I differenzierbar. Ferner sei g(t) # 0. Dann ist der Quotient h := 5

differenzierbar an der Stelle ¢ mit Ableitung J'(t) = HUA0-L0I10,




Proposition 14.45. Fiir k € IN; ist

d o 1
—2F = k2*1  und mit dem Hauptsatz: / sFds = A
d h 0 k —|— 1

Die Funktion x — 2 ist konstant und darum verschwindet ihre Ableitung.

Beweis. Wir fuhren eine Induktion nach k& durch, die wir bei £ = 0 und der
verschwindenden Ableitung anfangen. Wir rechnen:

d o d ki

d:cx _d:c(:m)
. d k d 4
—(Ex):c +:C(E:I:)

— 2F gkt
= (k4 1)a"

Der Induktionsschritt von k auf k + 1 ist somit auch gerechtfertigt. q.e.d.



Die Kettenregel |

Kettenregel 14.43. Sei f : I — J differenzierbar an der Stelle t € I und
g - J — R differenzierbar an der Stelle f(t) € J. Dann ist die Verkettung
h:=gqgo f:I— R differenzierbar an der Stelle t und die Ableitung ist:

W(t) =g'(f(t) [ ()

Der Faktor f'(t) wird auch innere Ableitung genannt.

Beweis. Die Funktion f ist differenzierbarg; an der Stelle ¢. Also gibt es eine
an der Stelle t stetige Funktion f/: I — R mit:

fl@) = f(t) = fi(z) (x = 1)

Dabei ist f'(t) = f/(t). Entsprechend gibt es eine an der Stelle f(¢) stetige
Funktion 9}(15) - J — R mit:

9(y) — g(f(t) = g (v) (v — f(2))
Hier gilt ¢'(f(¢)) = g}, (f(2)).



Die Kettenregel |l

Beweis (Fortsetzung). Wir rechnen:

h(z) = h(t) = g(f(x)) = g(f(t))
= 9y (f(@)) (f(x) = f(1))
= 9y ([(2)) [ (@) (z = 1)

Die so definierte Funktion h; : I — R ist stetig an der Stelle ¢. Also ist i dort
differenzierbars;. Die Ableitung hat den Wert

W(t) = hi(t) = gy (F (1)) f3(t) = g'(f () f'() q.e.d.



Integration durch Substitution

Substitutionsregel 14.44. Sei f : [ — J stetig differenzierbar und g : J —
R stetig mit unbestimmtem Integral G : J — R. Dann gilt fiir a,b € I:

b f(0)
z)) fl(x)dx = = [G)
| ot raa= [ Coway= Gy,

Beweis. Das unbestimmte Integral G ist nach dem Hauptsatz differenzierbar
und eine Stammfunktion von g. Nun wende die Kettenregel auf die Verkettung
G o f an. q.e.d.



Die Ableitung einer Potenzreihe |

Satz 14.47. Sei f(x) = Xa,x* eine Potenzreihe mit positivem Konvergenz-
radius R > 0. Dann ist  auf (— R, R) stetig differenzierbar und die Ableitung
wird im ganzen Definitionsbereich (— R, R) durch die Potenzreihe beschrieben,
die sich aus f(x) durch gliedweises Ableiten ergibt:

o0

fl(x) = a;41(i + 1)z’
i—0

Beweis. Die Potenzreihe > > a;41(i + 1)a* haben wir als formale Ableitung
von f(z) in Aufgabe (11.26) schon betrachtet und dort gesehen, daB sie
ebenfalls den Konvergenzradius R hat.

Die Partialsummen >_"" | a;2" sind Polynome und ihre Ableitung ist mit (14.24)
und (14.45) gegeben durch

m m—1
d ; . ; Partialsumme der
dx (Zo it ) B ; a1 i+ 1)z formalen Ableitung



Die Ableitung einer Potenzreihe |l

Beweis (Fortsetzung). Nach (12.46) ist die Konvergenz der Partialsummen
gegen die Reihe auf jedem abgeschlossenen Teilintervall [a,b] C (=R, R)
gleichmaBig. Insbesondere haben wir fiir 0 < r < R auf dem Intervall (—7,7)
die gleichmaBige Konvergenz:

m m—1 00
d . . | | -
@(Z x) =Y anli+ e’ Eo Y e+ e

Wir deduzieren mit (14.37), daB Xa,x* auf (—r,r) eine Stammfunktion der
formalen Ableitung Ya,.1 (9% + 1)z* ist. Auf der anderen Seite ist jedes t €
(—R, R) enthalten in einem Intervall (—r,7) mit 0 < r < R. Darum gilt

an jeder Stelle in (=R, R). q.e.d.



d d .: d
- exp() +—sin(x) +-cos(7)
Beispiel 14.48. Fiir die Exponentialfunktion gilt
= exple) = exp()
—exp(x) = exp(z
dr p p
Beweis
L) = 3 H =Y 4 ) = 3 = el
—— ex - . — — = eX
dz P d:z:z:O ! — (24 1)! — ! P
q.e.d
Aufgabe 14.49. Zeige:
d
P sin(x) = cos(x)
d



Mehrfache stetige Differenzierbarkeit

Definition 14.59. Eine Funktion f : I — R heiBt 0-fach stetig differenzier-
bar, wenn sie stetig ist. Fiir £ > 1 nennen wir f k-fach stetig differenzierbar,
wenn f differenzierbar ist, und die Ableitung f’ (k — 1)-fach stetig differenzier-
bar ist. Wir nennen die Funktion f glatt, wenn sie k-fach stetig differenzierbar

ist fiir jede Ordnung k.

Augenscheinlich sind die stetig differenzierbaren Funktionen gerade die einfach
stetig differenzierbaren Funktionen.



Approximierbarkeit von hoherer Ordnung

Definition 14.60. Wir nennen f : I — R approximierbar von k-ter Ordnung
an der Stelle ¢ € I, wenn es ein Polynom ¢;(z) = ag+ a2+ asx® +- - -+ apa”
gibt, das f an der Stelle £ von hoherer als k-ter Ordnung approximiert.

Ist f an jeder Stelle in I approximierbar von k-ter Ordnung, so nennen wir f
approximierbar von k-ter Ordnung.

Bemerkung 14.61. In diesem Fall ist das Polynom ¢;() eindeutig bestimmt.
Seien namlich g;(z) und ¢7(z) zwei approximierende Polynome. Dann ver-
schwindet ihre Differenz g/ (x) — g?(x) an der Stelle t von hoherer als k-ter
Ordnung und hat darum verschwindende Koeffizieten (14.5). q.e.d.



Der Satz von Taylor

Satz 14.62. Die Funktion f : I — R sei (k + 1)-fach stetig differenzierbar.
Dann ist fiir x,t € I:

; :U—t
:Z D) + Ry
1=0

(z —t)°
2l

= F(O) + (2 =0 f/(6) + SO + o+ () + R

mit dem Restglied

v ok
Rj41 :/t (@ kf) f(k+1)(§)df

Ferner gibt es ein s zwischen t und x mit:

FER(6) (Lagrangsche Form des Restgliedes)



Beweis des Taylorschen Satzes: Induktionsverankerung £ = 0

Beweis. Fiir den Anfang & = 0 ist der Taylorsche Satz eine unmittelbare
Konsequenz des Hauptsatzes (14.33), denn es ist:

/f YdE = f(t) /< é)f@)ds:f(t)wl



Beweis des Taylorschen Satzes: Schritt von £ auf £ — 1

k j v ek
fhazij@f”f@@—%law'5>ﬂ“%@d§

7!
i=0

Beweis. Fiir den Induktionsschritt wenden wir partielle Integration auf das
Restglied an. Sei also f nicht bloB (k + 1)-fach sondern (k + 2)-fach stetig
differenzierbar. Dann ist:

v ek
R e AGLE
E=x

—x_fkﬂ k+1 x_(517_£)kle k+2
il ><£>L - [ S e

kL T (g )it
:(fk:)l)! f(k:+1)(§) +/t ((kf)l)! f(k+2)(§)d§

k+1 l T — k+1
f<x>=Z(x;” ) + / | 0 f>1>! FE(E) g




Die Lagrangesche Form des Restgliedes

Es gibt ein s zwischen ¢ und = mit:

(z — 1)

(k+1)! FE(s) (Lagrangsche Form des Restgliedes)

Ryy1 =

Beweis. Dazu wenden wir den Mittelwertsatz mit Dichtefunktion (13.35) an.

Wir betrachten die Dichte p : & — (a’;f) und beobachten, daB8 p nur an der

Stelle £ = x einen Nulldurchgang hat. Also dndert p das Vorzeichen nicht auf
dem Intervall [, x|. Dann gibt es also eine Stelle s € [t, z] mit

i

T x o \ktl
[ o5t ac= 140 [ e e - {— | e
r— ) t
_((k+)1)! 0 (s)

Dabei haben wir (13.35) mit einer negativen Dichte angewendet fiir den Fall,
daB k ungerade und x < t ist. q.e.d.



Approximation mehrfach stetig differenzierbarer Funktionen |

Korollar 14.64. Sei f : I — R mindestestens k-fach stetig differenzierbar.
Dann ist f an jeder Stelle t € I von k-ter Ordnung approximierbar. Das
approximierende Polynom ist gerade durch die Taylorentwicklung gegeben.
Wir haben namlich die Darstellung

(z—t)"

Fo) = FO+ = 0 F O+ o B 0 4 @ o

worin o : I — R an der Stelle t von hoherer als nullter Ordnung verschwindet
(stetiger Nulldurchgang). Somit (14.10) verschwindet der Term (x — t)"o(x)
von hoherer als k-ter Ordnung.

Beweis. Wir wenden den Satz von Taylor an. Aufpassen miissen wir aber bei
der Differenzierbarkeitsordnung. Wir erhalten darum bloB:

(z —t)’
)]

<2>t+...+(x—t)“ =D(4) + R
f) (k—l)!f (2) k

fx) = ft)+(x—1)f(t)+



Approximation mehrfach stetig differenzierbarer Funktionen |l

F@) = FO) + (z — ) f'(t) + SLfO@) 4o 4 T f () 4 (2 — )o(a)
F(@) = f(8) + (@ — ) f(8) + S D) 4o+ G f BN 4 R

Beweis (Fortsetzung). Das Restglied stellen wir in der Lagrangschen Form
dar:

(x—t)k (k) .
Ry = Y (sy) fiir ein s, € |t, 2]

k!

(z —t)" p S P (s0) — FP(1)
k!
of

= FP ) + (x —t)
9

k!
Damit ist die Funktion o : I — R bestimmt. Sie hat an der Stelle x =t einen
stetigen Nulldurchgang, weil f*) stetig ist und stets gilt:

\ - 7

s, —t| < |x — 1 q.e.d.



Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 0)

x +— 0




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 1)

0+ (x—1)




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 2)

0+ (z—1)—2(x—1)*




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 3)

v 0+ (x—1)—2x—-1)°*+3x—1)°3




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 3)

1+ h+— 0+ h—2h%+30°




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 4)

1+h—=0+4+h—2hn%+ 303 — 4h*




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 5)

14+ h+— 0+ h—2h%+3h% — 4h* + BR°




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 6)

14+h— 0+ h—2h%*+3h% — 4h* + 5h° — 6A°




Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 7)

1+h—0+h—2h2+3h% —4h* +5h° — 6h0 + 7h



Taylorapproximation des Logarithmus (Ordnung 8)

Konvergenzradius 1

14+ h—=0+h—2h%+3h% —4h* + 5h° — 6h5 + 7Th" — 8h8



Verschwindende Taylorentwicklung

R 0 x =10
exp(—%) x # 0



Eine hinreichende Bedingung fiir Minima (und Maxima)

Korollar 14.65. Sei f : I — R mindestens zweifach stetig differenzierbar.
An der Stelle t € I verschwinde die Ableitung f'(t) = 0. Die zweite Ableitung
sei echt positiv f”(t) > 0. Dann nimmt f an der Stelle t ein lokales Minimum
an. Das heiBt, es gibt ein 6 > 0, so daB f(x) > f(t) ist fiir alle x # t in
IB(;(?f) N 1.

Beweis. Mit (14.64) stellen wir dar:

(z — 1)’
)

flx)=fO) +@—t)f' )+ ') + (z — t) o()

Da f/(t) = 0 ist erhalten wir:

T
flx) = f(t) + (f"(t) — 20(z))

Die Funktion o verschwindet stetig an der Stelle ¢ und f” ist dort echt positiv.

Also gibt es 6 > 0, so daB f”(t) — 20(x) > 0 in der 6-Umgebung von t gilt.

Damit ist das gesuchte & gefunden, denn es gilt| (z —¢)* > 0 | mit Gleichheit
nur fir x = t. q.e.d.




Kriterium fiir Extremalpunkte

Aufgabe 14.66. Sei f : I — R glatt. Es sei £ > 1 die erste Ordnung, fiir
die Ableitung %) an der Stelle ¢ verschwindet:

=0 firj=%k

Zeige: Ist k gerade und f*) (1) > 0, so hat f an der Stelle ¢ ein lokales
Minimum. Ist k& gerade und f*)(t) < 0, so hat f an der Stelle ¢ ein lokales
Maxiumum. Ist £ ungerade, so hat f an der Stelle ¢ weder ein lokales Minimum
noch ein lokales Maximum.



Logarithmus und Exponentialfunktion |

Korollar 14.50. Der natiirliche Logarithmus und die Exponentialfunktion
sind zueinander inverse Funktionen:

x Ve e R
Y Vy >0

In(exp(z))
exp(In(y))

Beweis. Beide Funktionen sind differenzierbar: Nach (14.34) ist der Kehrwert
die Ableitung des Logarithmus, wahrend nach (14.48) die Exponentialfunktion
beim Differenzieren unverandert bleibt. Darum ist die Verkettung differenzier-
bar, und wir erhalten fiir die Ableitung:

d 1

E ln(exp(x)) — exp(x)

Mit dem Hauptsatz (14.33) schlieBen wir

exp(x) =1

In(exp(x)) = In(exp(z)) — 0 = In(exp(z)) — In(exp(0)) = /Ol‘ lds ==



Logarithmus und Exponentialfunktion Il

Korollar 14.50. Der natiirliche Logarithmus und die Exponentialfunktion
sind zueinander inverse Funktionen:

x Vr e R
Y Vy >0

In(exp(z))
exp(In(y))

Beweis (Fortsetzung). Nun wollen wir bestatigen, daB fiir jedes y > 0

exp(In(y)) =y

ist. Aus (11.44), (11.42) und (11.41) folgt, daB das Bild der Exponential-
funktion das offene Intervall (0, 00) ist, also der ganze Definitionsbereich des
natiirlichen Logarithmus. Also gibt es ein x € R mit y = exp(x) und wir
erhalten:

A\

exp(In(y)) = exp (Tn(exp(a:)}) = exp(z) =y q.e.d.




Interpretation der Eulerschen Zahl

Proposition 14.51. Es ist e = exp(1). Das 1Bt sich dquivalent ausdriicken
durch In(e) = 1.

* =

Erinnerung 9.39. ¢ = lim, (1 +

Beweis. Der Logarithmus ist stetig. Darum gilt:

In(e) = In (;32&( %) ) B JL%1“<(1+%)k>
—,}E&“ﬂ( )

In(1 1+ L) —In(1
= lim n( + = lim ( +k) n(l)
k—00 1//€ k—00 1//€
dln 1
d.:z:() 1



Verallgemeinerte Potenzen |

Verallgemeinerte Potenzen 14.52. Fiir x > 0 und £ € R setzen wir
2" = exp(kIn(x))

Wir nennen z" eine (verallgemeinerte) Potenz von x zum Exponenten k. Es
gelten die Potzengesetze:

k
o = k! und (zy)" = 2™y"

k

AuBerdem lassen sich die Ableitungen bestimmen:
d d ,

— " = kat und —x" =In(z) x

dx dk

Beweis. Natiirlich benutzen wir die Funktionalgleichungen von Exponential-
funktion (11.40) und Logarithmus (12.57). Wir erhalten:

1 (2y)" = exp(kIn(ay))
ook i) " exp(k{In(z) + In(y)))
e und = exp(kIn(a) + kn(y)
kol — €X P]g/fln( z)) exp(kIn(y))
— gj Y



Verallgemeinerte Potenzen I

Verallgemeinerte Potenzen 14.52.

2" = exp(kIn(x))

d
dxx ka und dkx

Beweis (Fortsetzung). Die Ableitungen berechnen sich wiefolgt:

gk = L exp(kIn(z))

Y (k) (S In(r)) 4ok = L oxp(kIn(z))
= exp(kIn(z)) (%) und = exp(kIn(z)) (LK In(z))
= kala™! = 2" In(x)
= kgt

q.e.d.

N~

r2 furzxz >0

Vo {o fiir £ = 0



Invertierbare Funktionen und ihre Ableitung |

Umkehrregel 14.70. Seien I und J zwei offene Intervalle und f : I — J
sei eine stetige Bijektion mit ebenfalls stetiger Umkehrung g .= f~t:J — I.
Ferner sei f differenzierbar an der Stelle xo € I. Dann ist die Umkehrung g
an der Stelle yy := f(xy) genau dann differenzierbar, wenn f'(xq) # 0 ist. In

diesem Fall gilt
1

g/(y()) — f/(x())

Beweis. Wir bilden die Steigungsfunktionen

f(z) = f(xo)  f(x) — w0

fo:x— =

X — X T — X
;o o9(y) —g(y)  gly) — o
o - Y =

Y — Yo Y—Yo

Nach Voraussetzung hat f; eine stetige Fortsetzung auf die Stelle xy mit Wert
f(x0). Zu zeigen ist, daB sich g stetig auf y, fortsetzen 13Bt genau dann, wenn

f'(x0) # 0 ist.



Invertierbare Funktionen und ihre Ableitung |

fle) = flxo) _ f(x) —wo

fo @ =

L — X T — X
p o o9) —gw)  gly) — xo
Jgo - Y = =

Y — Yo Y — Yo

Beweis (Fortsetzung). Das ergibt sich aus der Rechnung:

N 9 2o flew) —w  9ly)—x0 y—wo
90(y) Jolg(y)) = = —— ) = 0w o =

die fiir y # vy, die ldentitat

L
D) = T

bestatigt. Da g und fj stetig sind, ist hiermit genau dann eine an der Stelle

Yo stetige Funktion definiert, wenn der Nenner dort nicht verschwindet. Wie

vorhergesagt, ist in diesem Fall der Wert von g;(yo) = f'(lmo)' q.e.d.




Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen |

Lemma 14.71. Sei I ein offenes Intervall um O und f : I — R eine stetig
differenzierbare Funktion mit f(0) = 0 und f'(0) = 1. Dann gibt ese > 0 und
0 > 0 so daB fiir jede rechte Seite y € |—6, 0| die Gleichung f(x) = 1y in der
Unbestimmten x eindeutig I6sbar ist im Intervall x € |—e,¢]. Die eindeutige
Losung hangt stetig von y ab. Kurz: Die Funktion f ist in einer Umgebung
von O stetig umkehrbar.

Beweis (erste Version). Die Ableitung ist stetig. Aus f'(0) = 1 > 0 folgt
darum, daB es ein ¢ > 0 gibt, so daB f'(x) > 0 ist fir alle x € |—¢,¢].
Mit (14.29) schlieBen wir, daB f auf [—¢,¢| streng monoton wachst. Insbe-
sondere ist f auf [—¢, €] injektiv.

Nun wahlen wir § > 0 so, daB |—d,d] C [f(—¢), f(¢)] ist. Da f stetig ist, 1aBt
sich mit dem Zwischenwertsatz (13.28) jedes y € [—9, d] in der Form y = f(x)
darstellen mit einem (wie gesehen eindeutig bestimmten) z € [f(—¢), f(e)].

Damit ist die eindeutige Losbarkeit der Gleichungen f(x) = y fiir Werte y
hinreichend nahe bei 0 gezeigt.



Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen Il

Lemma 14.71. [ 5 0 offen, f : I — R stetig differenzierbar, f(0) = 0 und
f'(0) =1. Es gibt e > 0 und 6 > 0, so daB fiir jede Gleichung f(x) =y mit
y € |—0,0| eindeutig I6sbar ist mit x € |[—&,|. Die eindeutige Ldsung hangt
stetig von y ab.

Beweis (Fortsetzung). Es bleibt die stetige Abhangigkeit der Losung x von
der rechten Seite y zu zeigen. Sei y, eine Folge in [—4, 0], die gegen y € [—9, ¢]
konvergiert. Nun ist x = g¢(y) das Urbild von y unter f. Entsprechend ist
r, = g(1yy) die Urbildfolge zu y,. Zu zeigen ist, daB x, gegen x konvergiert
(Folgenstetigkeit der Umkehrabbildung g).

Nun ist x, eine beschrankte Folge, da sie das Intervall [—&, ] nicht verlaBt.
Sie hat darum mindestens einen Haufungspunkt A. Sei a, eine Teilfolge von
r,, die gegen \ konvergiert. Da f stetig ist, konvergiert f(a,) gegen f(\).
Da f(ay) eine Teilfolge von y, ist, konvergiert f(a,) gegen y. Eindeutigkeit
des Grenzwertes impliziert darum, daB f(\) = y ist. Die Injektivitat von f
auf dem Intervall [—¢, ¢| impliziert dann A = z. Also hat z, genau einen
Haufungspunkt, namlich x. Nach (9.24) konvergiert x, gegen . q.e.d.



Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen Il

Lemma 14.71. [ 5 0 offen, f : I — R stetig differenzierbar, f(0) = 0 und
f(0) = 1. Es gibt ¢ > 0 und § > 0, so daB fiir jede Gleichung f(x) =y mit
y € |—0,9] eindeutig I6sbar ist mit x € |—¢,¢|. Die eindeutige Lésung hangt
stetig von y ab.

Beweis (zweite Version). Fiir y € R definieren wir die stetig differenzierbare
Abbildung

¢,: I — R
r—y+x— f(x)
Wir beobachten:

1. Eine Stelle x ist ein Fixpunkt der Abbildung ®, genau dann, wenn y =
f(x) ist:
r=o,(x)=y+z— f(z) = y = f(x)



Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen IV

f(0) =0 f1(0) =1 Oy(x) =y +a— f(z)
Beweis (Fortsetzung).

2. Die Abbildung ist ®, stetig differenzierbar mit @, (x) = Lo, (v) =
1 — f'(x). Insbesondere verschwindet die Ableitung an der Stelle 0. Es
gibt also ein ¢ > 0, so daB3 ]CI)’y(t)} < 1 ist fiir alle ¢ € [—¢,¢].

3. Da f(0) =0 ist, gilt ,(0) =y +0— f(0) =v.

4. Fiir je zwei Stellen s,t € |—¢,¢] gibt es nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung (14.27) ein £ zwischen s und ¢ mit

D,(s) — @, (B)] = |2,(€) (s~ 1)] < |5 — 1

Die Abbildung ® kontrahiert.




Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen V

f(0) =0 f1(0) =1 Oy(z) =y +a— f(z)
Beweis (Fortsetzung).

5. Insbesondere ist fiir t € [—¢, €]

1 €
Dy (2) — y| = [Py(t) — Py(0)] < 1 1
Fiir |y| < 3¢ bildet die Abbildung @, das Intervall [—¢, ] in sich ab.

1] <

Wir setzen § := 2 und setzen ab jetzt y € [0, ] voraus.

6. Fiir ein gegebenes y hat die Gleichung f(z) = y hochstens eine Losung
im Intervall [—¢, €], denn (siehe Punkt 1) die Abbildung ®,, hat héchstens

einen Fixpunkt in [—&,]. Sind namlich s und ¢t zwei Fixpunkte, so folgt
aus (4):

1
s =t =|Dy(s) -y = 7 ls—t] = [s—1=0



Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen VI

f(0)=0 f1(0) =1 Oy(x) =y +a— f(z)
Beweis (Fortsetzung).

7. Wir definieren rekursive die eine Folge von Funktionen
Gu  [—0,0] — [—¢€, €]
durch
g0(y) =0
gi+1(y) == Py(xi) =y + gi(y) — f(9:(y))

Aus der Darstellung g;+1(y) = ®,(x;) folgern wir induktiv, daB das Bild
von g; im Intervall [—¢, | enthalten ist und darum g; .1 wohldefiniert ist.

8. Aus der Darstellung g;11(y) = v + gi(y) — f(9:(y)) folgern wir induktiv,
daB all g; stetig sind.



Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen VII

f(0) =0 f1(0) =1 Oy(x) =y +a— f(z)
Beweis (Fortsetzung).

9. Fiir jedes feste y und je zwei Indices 7 < 7 konnen wir abschatzen:
9i(y) — 9;W)| < 9i(y) = gia @) + - + [g5-1(y) — 9;(y)]

< |9i(y) — gir1(v)| (1 Lo )

4 42
14

<lg90(y) — 91(y) 13
_y L4
— Wligis

£
< — —0

4 00

Die Folge g,(y) ist also Cauchy-konvergent. Die Funktionenfolge g, kon-
vergiert darum punktweise gegen eine Grenzfunktion g : [—6, 9] — [—¢, €]



Invertierbarkeit stetig differenzierbarer Funktionen VII|

D, (r) =y +— f(x) 9:(y) = 9,0 <

Beweis (Fortsetzung).

10. Fiir jedes j > 7 liegt g;(y) in der 5-Umgebung von g;(y). Darum

11.

liegt auch der Limes g(y) in der ;;-Umgebung von g;(y). Diese Di-
stanzabschatzung hangt nicht von y ab. Die Folge g, konvergiert also
gleichmaBig gegen g. Darum ist g stetig wegen (8).

Die Stetigkeit von @, impliziert, daB der Grenzwert ¢g(y) = lim,_,~ ¢x(y)
ein Fixpunkt ist. Wir haben namlich:

07 (I)y(()) ) (I)y((I)y(O)) ) ce. T g(y)
®,(0), Py(Py(0)), Py(Py(®y(0))), ... = Pylg(x))

Also ist g(y) die eindeutig bestimmte (6) Losung der Gleichung f(x) =y
im Intervall |—¢, ¢].

Nach (10) hangt diese Losung stetig von y ab. q.e.d.



Der Umkehrsatz |

Satz 14.72. Sei f : I — R stetig differenzierbar und t eine Stelle in I. Dann
sind aquivalent:

1. Die Abbildung f hat an der Stelle t eine nicht-verschwindende Ableitung
f'(t) # 0.

2. Die Funktion f ist in einer Umgebung von t stetig umkehrbar und die
Umkehrung ist an der Stelle t differenzierbar.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die Umkehrung stetig differenzierbar und

hat an der Stelle f(t) die Ableitung f,i(t)

Beweis. Die Funktionen

T:x— x4+t und oYy

f'(t)

sind glatt, bijektiv, und haben eine glatte Umkehrung.



Der Umkehrsatz ||

L y—f()
)

Beweis (Fortsetzung). (1) = (2): Sei f/(t) # 0. Dann erfiillt die Verkettung

flz+1) - f(t)
(@)

die Voraussetzungen von Lemma (14.71), und wir schlieBen, daB ¢ in einer
Umgebung von 0 stetig umkehrbar ist. Dann ist aber f = 77 'ogoo ™! in einer
Umgebung von t stetig umkehrbar. Mit der Umkehrregel (14.70) schlieBen wir,

daB die Umkehrung differenzierbar an der Stelle f(¢) mit Ableitung f%(t) Ist.

(2) = (1): Sei nun f in einer Umgebung von ¢t stetig umkehrbar mit einer
an der Stelle f(t) differenzierbaren Ableitung, so folgt aus der Umkehrregel

unmittelbar, daB f'(t) # 0 ist.

T:x—x+t und oy

g:=cofoT:x+



Der Umkehrsatz Il

Satz 14.72. Sei f : I — R stetig differenzierbar und t eine Stelle in I. Dann
sind aquivalent:

1. Die Abbildung f hat an der Stelle t eine nicht-verschwindende Ableitung
f'(t) # 0.

2. Die Funktion f ist in einer Umgebung von t stetig umkehrbar und die
Umkehrung ist an der Stelle t differenzierbar.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so ist die Umkehrung stetig differenzierbar und

hat an der Stelle f(t) die Ableitung f%(t)

Beweis (Fortsetzung). Es bleibt der Zusatz zu zeigen. Da f stetig differen-
zierbar ist, folgt aus f'(t) # 0, daB die Ableitung f” in einer offenen Umgebung
U von t nicht verschwindet. An jedem Punkt dieser Umgebung sind darum
die Voraussetzungen erfiillt und wir erhalten die Differenzierbarkeit der Um-
kehrung an allen Punktes der Bildes f(U). q.e.d.



Fixpunkte durch lteration |
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Fixpunkte durch Iteration |l
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Fixpunkte durch lteration IV
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Der Arcussinus

Beispiel 14.73. Die Sinus-Funktion sin ist stetig differenzierbar (sogar glatt)

und an der Stelle 0 ist die Ableitung <22(0) = cos(0) = 1. Also ist die Sinus-

Funktion in einer Umgebung von 0 invertierbar mit stetig differenzierbarer
Umbkehrfunktion. Man nennt die Umkehrung

arcsin : [—§, 5] — R
den Arcussinus. Wir kobnnen die Ableitung mit Hilfe der Umkehrregel bestim-
men:

d n(y) 1
— arcsin(y) =
dy Y cos(arcsin(y))
B 1
i\/l — sin(arcsin(y))”
1

= o= v
Es gilt das positive Vorzeichen, weil der Cosinus im Bild |
nirgends negativ ist.

_ T

5, o) des Arcussinus



Umkehrfunktionen trigonometrischer und hyperbolischer
Funktionen

Bemerkung 14.74. In Beispiel (14.73) zeigt sich ein allgemeines Prinzip.
Nehmen wir an, eine stetig differenzierbare und invertierbare Funktion f mit
Umkehrung ¢ habe eine Ableitung f’, die sich als Funktion von f ausdriicken
laBt:

f'(@) =¥(f(x))
Dann konnen wir die Ableitung ¢’ der Umkehrfunktion einfach angeben. Es ist

namlich mit = g(y) und damit y = f(z):
1 1 1

99 =T T @) )

Dieses Prinzip ist anwendbar auf die Funktionen sin, cos, tan, sinh, cosh und
tanh. Im Abschnitt (A.2) findet sich die entsprechende Tabelle.




Der Raum R™

Definition 15.1. Das m-fache Kreuzprodukt R = R X --- x R ist die
Menge aller m-Tupel reeller Zahlen. Wir schreiben diese Tupel als Spalten-

oder Zeilenvektoren.

Durch komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation versehen wir R™
mit der Struktur eines reellen Vektorraumes (Vergleiche den Vektorraum der
Treppenfunktionen). Man nennen m die Dimension von R™.

Der Raum R™ hat auch eine Geometrie, denn wir konnen die Lange eines
Vektor definieren durch:

X1

_(ZC2+—|—ZC2)%_ ZC2—|—"'—|—ZC2
T 1 m _ 1 m

Lm

Der Abstand zweier Vektoren ist dann einfach die Lange ihrer Diffe-
renz. Die Formel entspricht dem, was der Satz von Pythagoras gerade fiir
kartesische Koordinaten erwarten 1aBt.




Kartesische Koordinaten

of3




Lange eines Vektor

(3]
\ 4
3 _ 2 2 — /
()] = v
4




Das Skalarprodukt

Definition 15.2. Der Abstand |38t sich auch vermoge des Skalarproduktes
von Vektoren definieren (es heiBt so, weil das Ergebnis eine skalare GroBe,
also eine Zahl, ist). Fiir zwei Vektoren

X1 U

Lm Ym

definiert man

<u7V> = szyz
i=1
Damit ist |u| = v/(u, u).



Innere Produkte in Vektorraumen

Bemerkung 15.3. Das Skalarprodukt geniigt den Bedingungen fiir ein
inneres Produkt:

(0, v) = (v, u)
(ou+ pv,w) = a(u,w) + 3 (v, w)
(u,u) >0 Gleichheit nur fiir u =0

Die erste Bedingung ist die Symmetrie. Die zweite Bedingung formuliert, daB
(Y%, w) fiir jeden festen Vektor w eine lineare Abbildung ist. Mit der Sym-
metrie folgt, daB das Skalarprodukt auch im zweiten Argument linear ist.
Es ist also eine symmetrische Bilinearform. Die dritte Bedingung nennt man
positive Definitheit.

Einen Vektorraum, auf dem ein innered Produkt fixiert ist, nennt man einen
euklidischen Vektorraum. In der linearen Algebra wird gezeigt, daB sich auf
jedem euklidischen Vektorraum kartesische Koordinaten einfiihren lasse, so
daB das innere Produkt die Form des Skalarproduktes annimmt.




Die Ungleichung von Cauchy-Schwarz

Proposition 15.4. In einem euklidischen Raum (insbesondere im R™) gilt:

(u,v>2 < (u,u) (v, v)

Beweis. Der Fall v = 0 ist offensichtlich. Sei also v # 0. Betrachte das
quadratische Polynom

r— (u,u) + 2z (u,v) + 22 (v,v) = (u+zv,u+av) >0

und bestimme die Stelle x, an der das Minimum angenommen wird. Es ist

Tmin = —%. Einsetzen ergibt:
9 T » V V,V) = , T
<V,V> <V,V>2 <V,V>

Nach Multiplikation mit (v, v) folgt die Behauptung. q.e.d.



Die Dreiecksungleichung

Aufgabe 15.5. Der Abstand von Punkten im R™ geniigt der
Dreiecksungleichung. Seien u, v und w drei Punkte in R™. Zeige:

'w—u| <|w—v|+|v—u]



Kurven im R™

Definition 15.6. Eine Abbildung v : I — R™ heiBt Kurve. Sie wird gegeben
durch m Koordinatenfunktionen ~; : I — R vermoge der Beziehung:

71(2)

(@) =
”Ym(t)

Fur
( integrierbar, beschrankt, stetig,
,blah™ € < differenzierbar, stetig differenzierbar, ;

zweifach stetig differenzierbar, ...

\
heiBt eine Kurve blah, wenn alle ihre Koordinatenfunktionen blah sind.

/



Geschwindigkeitsvektor und Geschwindigkeit

Definition 15.14. Sei v : I — R™ eine an der Stelle ¢ differenzierbare Kurve
mit Koordinatenfunktionen ~;. Dann heiBt

11
Ty=40)= | -
1

der Tangentenvektor oder Geschwindigkeitsvektor der Kurve v an der Stelle
t. Die Notation + ist in der Vorstellungswelt beheimatet, die die Kurve als
Bewegung ansieht und das Argument als Zeitpunkt auffal8t. Daher riihrt auch
die praferierte Bezeichnung t fiir die Argumente und der Name Geschwindig-
keitsvektor.

Der Betrag |y(t)| ist die Momentangeschwindigkeit zur Zeit t.




Die Lange einer Kurve

Behauptung und Definition 15.8. Ist die Kurve ~ stetig differenzierbar im
ganzen Definitionsbereich, so ist die Abbildung ¢ +— |§(¢)| stetig und damit

integrierbar. Die GroBe
b
JACGIEE

heiBt Kurvenlange. Sie gibt die Lange des Kurvenstiickes 7|, 5 an.

Beweis. Stetige Differenzierbarkeit von v bedeutet, daB die Ableitung - steti-
ge Koordinatenfunktionen hat. Dann ist die Abbildung # — >"" | 4;(t)” stetig,
weil sie mittels der Grundrechenarten aus stetigen Abbildungen zusammenge-
setzt ist. Die Stetigkeit von y +— y% impliziert dann die Stetigkeit der Verket-
tung:

2

b Z%(t)2 — (Z %(t)2> = |7(®)] q.e.d.



Die unbeschleunigte geradlinige Bewegung

Beispiel 15.9. Seien u,v € R™. Die Kurve

v:R— R"™
t—u-+1tv

beschreibt eine gerade Linie. Die Geschwindigkeit ist hier konstant. Sogar der
Geschwindigkeitsvektor ist konstant. Es gilt namlich 4(t) = v. Die Lange des
Kurvensegments |,y Ist darum

(b—a)|v]=lutbv —u—av|=[y(0) - ()

der Abstand der Endpunkte (unabhangig davon, mit welcher Geschwindidkeit
die Strecke zuriickgelegt wird).



Die kreisformige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit

Beispiel 15.10. Die Kurve
v:R — R?

cos(t)
= (i)
ist stetig differenzierbar. Es gilt:

(O] = \fsin(t)” +cos(t)’ =1 und  [3(t)] = feos(t)’ + (~sin(t))? = 1

Also ist beschreibt v(t) die Bewegung eines Punktes, der sich auf dem Ein-
heitskreis mit konstanter Geschwindigkeit 1 bewegt.

Entprechend sind cos(v) und sin(v)) die x- bzw. y-Koordinate des Punktes
auf dem Einheitskreis, der im Bogenmall gerade vy vom Punkt x = 1,y = 0
(gegen den Uhrzeigersinn) entfernt ist.

Der Umfang des Kreises ist 2. Damit ist m die kleinste positive Nullstelle von
sin(x).



Der Einheitskreis

sin

COS




Die Standardbasis

Definition 15.11. Die Vektoren

A o

0 1
0

\0/ \0/ \1/
heiBen Standardeinheitsvektoren. Sie haben jeweils die Lange 1 und fiir ihre

Skalarprodukte gilt:
0 17
<eivej> — {

1 =

Die Standardeinheitsvektoren bilden die Standardbasis des R™.




Einfache Normabschatzungen

U1

: ) c R"™ gilt:

Um

Beobachtung 15.12. Fiiru = (
il < u| < Jur] + -+ ||

Beweis. Zunachst ist

il = \Ju2 < \Jud 42 =l

Auf der anderen Seite ist:

U]
u = : = uje1 + -+ Um€em
U,
Mit |u;e;| = |u;| und der Dreiecksungleichung folgt dann:
u| < luser| + -+ lupen| = |ur] + -+ + |un



Die Tangente

Definition 15.13. Sei v : I — R™ eine Kurve und ¢t € I eine Stelle. Eine
Gerade

AR — R™

r—ua-+xv

heiBt Tangente von ~ an der Stelle ¢, wenn die Abbildung

z = [y(x) = Alz)

an der Stelle ¢ von hoherer als erster Ordnung verschwindet.




Der Tangentenvektor |

Satz 15.14. Sei v : I — R™ eine Kurve und t € I eine Stelle. Wir setzen

U1

u := ~(t). Fiir einen Vektor v = ( :

) € R sind dann aquivalent:
1. Die Kurve ~y ist differenzierbar an der Stelle t mit Ableitung (t) = v.

2. Die Gerade
r—u+(z—t)v=(u—1tv)+av

ist eine Tangente an die Kurve v an der Stelle t.

3. Es gibt eine an der Stelle t stetige Kurve 5 : [ — R™ mit:

V(@) =) =(@—=t)5(x)  und  v=75()



Der Tangentenvektor |

Satz 15.14. Sei v : I — R™ eine Kurve, t € I und v = (w

Dann sind aquivalent:

1. Die Kurve ~y ist differenzierbar an der Stelle t mit Ableitung ~(t) = v.

3. Es gibt eine an der Stelle t stetige Kurve 5 : I — R™ mit: ~v(x) — ()
(x —t)y(x) und v = ().

Beweis. Seien ~; die Koordinatenfunktionen von .
Y(t) =v ~; ist differenzierbars;

(7, stetig an der Stelle ¢

— Vi ;I =R : < () =

L i) = i(t) = (2 — )yi(e)
stetig an der Stelle ¢

(1) =v

() =~(t) = (z —t)7(z)

y

«— H:T->R"™ : « q.e.d.

2 O D

\



Der Tangentenvektor Il

Satz 15.14. Sei v : I — R™ eine Kurve, t € I, u := ~(t) und v =
(vievm ) € R™. Dann sind dquivalent:

1. Die Kurve ~ ist differenzierbar an der Stelle t mit Ableitung ~(t) = v.

2. Die Gerade v +— u+ (x — t)v = (u — tv) + xv ist eine Tangente an die
Kurve v an der Stelle t.

Beweis (1) = (2). Sei v differenzierbar an der Stelle ¢ mit Tangentenvektor
v. Dann sind die Koordinatenfunktionen ~; differenzierbar an der Stelle ¢ mit
Ableitung v;. Also:

x = i) —yi(t) — (@ —t)v; \
= x> |vi(x) — () — (x —t)y verschwindet an der Stelle ¢
= x> " |vi(x) —3i(t) — (z — t)vy] [ von hoherer als erster Ordnung
= = [y(z) = Az)]

/

mit (15.12): 1@ =A@ = /S0 (i) =30 = @ = 0)* g
<> (@) = vit) = (2 — )y




Der Tangentenvektor |V

Satz 15.14. Sei v : I — R™ eine Kurve, t € I, u := ~(t) und v =
(virvm ) € R™. Dann sind dquivalent:

1. Die Kurve ~y ist differenzierbar an der Stelle t mit Ableitung ~(t) = v.

2. Die Gerade x — u+ (x —t)v = (u — tv) + v ist eine Tangente an die
Kurve v an der Stelle t.

Beweis (2) = (1). Nun haben wir in umgekehrter Richtung:

v hy(z) = Ma) |
_ 5 verschwindet an der
= T \/Zi:l (vi(@) = 7(t) = (& = t)vy) > Stelle ¢ von hoherer
= x = |vi(z) — 7)) — (& —t)vy als erster Ordnung
= == yi(z) —%(t) — (2 — v /
mit (15.12):

m

Vi(x) — %i(t) — (2 —t)vs| < \ Z (vi(x) — () — (z — t)v;)? q.e.d.

1=1
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Unabhangigkeit der Kurvenlange von der Parametrisierung

Satz 15.15. Die Kurvenlinge ist unabhangig von der Parametrisierung: Sei
v . I — R™ eine stetig differenzierbare Kurve und g : J — [ eine stetig
differenzierbare Abbildung mit ¢ > 0, und « := 7 o g die Verkettung. Dann
ist k : J — R™ eine stetig differenzierbare Kurve, und es gilt fiir a,b € J:

/abm(c ¢ = / £)lde

Beweis. Mit der Kettenregel, angewendet auf die Koordinatenfunktionen, ha-
ben wir:

i(t) =4(9() g'(t)  undmit g’ > 0auch  [&(1)] = [7(g(1))] g'(¢)

Die Abbildung t — |¥(t)] ist stetig. Also ist mit der Substitutionsregel (14.44):

q(b)
/m ¢ = /w <<>d¢/() 5(6)) dg qe.d.



Eine infinitesimale Dreicksungleichung |

Lemma 15.16. Sei v : I — R an der Stelle t differenzierbar. Ferner sei
v(t) # 0. Dann ist auch die Funktion x + |v(x)| an der Stelle t differenzierbar
und es gilt:

d .
77 VO = [7()
Die Ableitung der Norm ist nicht groBer als die Norm der Ableitung.

Beweis. Differenzierbarkeit von |y(x)| ergibt sich aus () # 0 mit der Ketten-
regel: |v(x)| ist die Wurzel aus einer Summe von quadraten differenzierbarer
Funktionen.

Zur Abschatzung nutzen wir (15.4). Es ist

Gy (8) 3 (0)* < () sy () (1), 4(0)

Es folgt:
(1), A(0)
(@), (@) —

(1), 7(1))



Eine infinitesimale Dreicksungleichung |

Lemma 15.16. Sei v : I — R an der Stelle t differenzierbar. Ferner sei
v(t) # 0. Dann ist auch die Funktion x + |v(x)| an der Stelle t differenzierbar

und es gilt:
d
— ()| < |Y(t
= (1) < H)

Beweis (Fortsetzung). Mit %(8)’;(8% < {A(t), (1)) ist:

Dol = 5@ = 2

Dabei benutzen wir die Kettenregel L/ f(t) = QL\/% fir f(t) # 0 und:

< |5(1)]

= 0020 = T D (1) =23 w050 =2 6(0), (1)

q.e.d.



Kurvenlange und Abstand |

Satz 15.17. Sei v : I — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann gilt:
Fiir je zwei Zeiten s <t in I Ist

() = 7(s)] < / 5(6)]de

Insbesondere ist keine stetig differenzierbare Kurve zwischen zwei Punkten
kiirzer als die gerade Stecke.

Beweis. Eine verschobene Kurve t — ~(t) 4 u ist ebenfalls stetig differenzier-
bar, hat zu jeder Zeit dieselbe Ableitung und auch die Abstande durchlaufener
Punkte bleiben gleich. Mit der Wahl u = —~(s) konnen wir also 0.B.d.A.
annehmen, daB ~(s) = 0 ist. Dann ist die Ungleichung

(t)] < / 5(6)] de

Zu zeigen.



Kurvenlange und Abstand Il

Satz 15.17. Sei v : [ — R™ eine stetig differenzierbare Kurve mit ~(s) = 0.
Dann gilt fiirt > s:
t
Dl < [ h©)ldg

Beweis (Fortsetzung). Die Idee ist, Lemma (15.16) anzuwenden. Wir

mochten schreiben:
d£</ﬂv

t
d
Ol =h®] = hol = [ £ 1
Leider geht das nicht, weil an den Stellen mit v(¢) = 0, der Integrand
d H =t nicht definiert ist (Erinnerung: die Wurzelfunktion hat an der
SteIIe 0 keine Ableitung).

Wir behelfen uns wiefolgt. Sei 5 := sup{x € [s,t] | y(z) = 0}. Da 7 stetig
ist, gilt v(5) = 0. Damit ist § der spiteste Zeitpunkt in [s,t] mit v(5) = 0.



Kurvenlange und Abstand Il

Satz 15.17. Sei v : [ — R™ eine stetig differenzierbare Kurve mit ~(s) = 0.
Seit > 5 und 7 sei # 0 auf (s,t|. Dann gilt:

(t)] < / 5(€)] de

Beweis (Fortsetzung). Fiir jedes x € (5,t) ist dann mit Lemma (15.16):

(O] - ()| = / L e

(14.33) dax

d& < [ [5(§)]d¢
r=E /33

Nun sind beide Seiten als Funktion von x stetig auch in der Stelle x
Darum gilt auch die Ungleichung:

S.

()] = [1(8)] = [(5)] < / 5(6)] de < / 5(€)| de q.e.d.



Ausblick zur Lange stetiger Kurven

Definition 15.18. Sei v : I — R eine stetige Kurve. Die Kurve ~ ist von
beschrankter Variation im Intervall [a,b] C I, wenn die Menge

L.(a,b) := {Z v(ai) —y(ai-1)]

a=ayg<a; <---<ap=~= Unterteilung}

der Langen einbeschriebener Polygonziige beschrankt ist. In diesem Fall heiBt
ihr Supremum Var,(a, b) := sup L+ (a, b) die totale Variation der Kurve y im
Intervall [a,b] C I.

Satz 15.21. Sei v : I — R eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist sie
von beschrankter Variation auf jedem kompakten Teilintervall ithres Definiti-
onsbereichs. Ferner stimmen Kurvenlange und totale Variation iiberein:

b
Var, (a8) = [ 13(0)]d¢ Yia,b] C 1
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Totale Variation ist additiv

Aufgabe 15.19. Sei v : |a,b] — R stetig und von beschrankter Variation
im Definitionsbereich. Sei ferner ¢ € [a, b]. Zeige:

1. Die Kurve ~y ist von beschrankter Variation in den Intervallen |a, ¢| und

c, b).
2. Die totale Variation ist additiv:

Var,(a,b) = Var,(a, c) + Var,(c,b)



Totale Variation und Kurvenlange |

Satz 15.21. Sei v : I — R’ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist sie
von beschrankter Variation auf jedem kompakten Teilintervall ihres Definiti-
onsbereichs. Ferner stimmen Kurvenlange und totale Variation Lliberein:

b
Var, (a,8) = [ 13()]d¢ Via,b] C I

Beweis. Sei J = {a=qgy<a; <------ < a, = b} eine Unterteilung von
la, b]. Dann ist mit (15.17):

>-hiw) =l < [ horae= [Thelae

N

€L, (a,b)

Also ist fai” Y(£)| d & eine obere Schranke von L. (a,b). Also ist v von be-
schrankter Variation auf |a, b], und es gilt

b
Var, (a,b) < / 5(6)] g




Totale Variation und Kurvenlange Il

Satz 15.21. Fiir eine stetig d/fferenZIerbare Kurve v : I — R™ und ein
Intervall [a,b] C I gilt: Var,(a,b) f 7(&)| dE&.

Beweis. Wir folgern mit der Additivitat der Variation (15.19), daB fiir feste
a und t < z gilt:

(@) —~(#)| < Var,(z,¢) = Var,(a, x) — Var,(a, t) / y(&)|d &

v

€L, (2,1)
Also auch:
v(x) —v(t)| < Var, (a,r) — Var,(a, t) < / 5(6)] de
x—1 x—1 :C—t

In dieser Form gilt die Ungleichungskette jedoch auch fiir x < ¢, denn alle drei
Terme bleiben unverandert, wenn die Rollen von x und ¢ vertauscht werden:
links andern Zahler und Nenner beide ihre Vorzeichen, in der Mitte ebenso,
und im rechten Term andert der Vorfaktor sein Vorzeichen, aber auch das
Integral.



Totale Variation und Kurvenlange Il

Satz 15.21. Fiir eine stetig d/fferenZIerbare Kurve v : I — R™ und ein
Intervall |a,b] C I gilt: Var.(a,b) f 7(&)| dE&.

Beweis. Sei nun x, eine beliebige Folge in I\ {t}, die gegen t konvergiert.
Dann gilt:

Y(xx) — (1) Var,(a, z,) — Var,(a,t) 1 T
S—— < F(©)] d¢
Te — 1 Tye — 1 Tx — 1 Jy
konvergier’:;egen 17(2)| konvergier;rgegen 17(2)|

Darum konvergiert Var”(a’xgﬁz:yar”(a’t) gegen |¥(¢)| durch Einschniirung (10.3).

Also ist ¢t — Var,(a,t) differenzierbar;,, mit Ableitung |¥(¢)|. Daraus folgt

Var, (a,b) = / ()] ¢ Via,b] C I

mit dem Hauptsatz. q.e.d.



Die Gleichung 2% = —1

Wir konnen mit Ausdriicken der Form = 4+ iy rechnen und dabei so tun, als
ob i* = —1 wire:

(x1+iy)) (2o +iys) = (21 £ wo) +1i(y1 T y0)
(x1 +iyr) (w2 +iye) = 122 + 211y +iyaze Hiy1iye
= 2129 +iz1y + 1120 + 17 11ys
= 1122 +121Y2 +1Y122 — Y192

— (551552 — y1y2) +1 ($1y2 + 5132y1)

1 1 z—1y
r+iy x+iyr-—iy
T —1y
:x2—12y2
x .y

— — 1
372—|‘y2 :CZ_I_yZ

Wir sehen, daB Summen, Differenzen, Produkte und Kehrwerte von Aus-
driicken der Form = +1y stets wieder auf diese Form gebracht werden konnen.



Die Menge der komplexen Zahlen

Definition 16.1. Die Menge der komplexen Zahlen C ist die Menge R x R
von Paaren reeller Zahlen (z,y) zusammen mit den Verkniifpfungen

(21, 91) + (22, y2) = (21 + 22, Y1 + Y2)
(5’31, yl) ' (5’327 ?/2) = (371372 — Y1Y2, T1Y2 + xzyl)

Mit diesen beiden Verkniipfungen ist C ein Korper. Additives und multiplika-
tives Inverses sind gegeben durch

—(CIJ,y> — (—ZC, _y>
1 T Yy

(@) (2 +y2 224y

)

Sei z = (x,y) eine komplexe Zahl, dann nennen wir x ihren Realteil und y
thren Imaginarteil.

Aufgabe 16.2. Rechne nach, daB C ein Korper ist.



Die komplexen Zahlen als Zahlbereichserweiterung

Bemerkung 16.3 / Aufgabe 16.4. Die Teilmenge

{(z,y) € Cly =0;

ist gegeniiber Addition, Subtraktion, Multipplikation und Division abgeschlos-
sen. Die sie ist Bild des Korperhomomorphismus:

R—C
x> (x,0)

Vermoge dieser Einbettung fassen wir R als Teil von C auf. (Formal: wir nutzen
einen vollstandigen archimedisch geordneten Korper zur Konstruktion von C,
sehen, daB das Bild dieser Abbildung wieder ein vollstandiger archimedisch
angeordneter Korper ist, und nennen den dann R.)

Wir haben also nun die Zahlbereiche

NCZCQCRCC



Die imaginare Einheit

Notation 16.5. Wir setzen:

i:=(0,1)
Dann ist i* = (0> — 12,2 -0 -1). Wir nennen i die imaginire Einheit. Damit
schreiben wir:

(,y) =z +1iy
Nun kénnen wir in C die einleitenden Rechnungen glatt nachvollziehen.

Insbesondere gilt:

Die Gleichung z* = —1 hat in C zwei Lésungen, namlich i und —1.



Komplexe Zahlen als Matrizen |

Proposition 16.6. Die Menge

(¢

Ist abgeschlossen unter Matrixaddition und Matrixmultiplikation. Mit diesen
beiden Verkniipfungen ist sie ein zu C isomorpher Korper. Der Isomorphismus

Ist gegeben durch
v (o 7)
r+1Y
Yy X

Beweis. Die Formeln fiir Matrizenaddition und -multiplikation lauten:
a b L (€ f\ [a+e b+ f
c d g h) \c+g d+h

a b e [\ [(ae+bg af+bh
(c d).<g h)<06+dg cf—l—dh)

T,y c R} C MQXQ(]R>



Komplexe Zahlen als Matrizen ||

Proposition 16.6. Die Menge

T =y

y T
Ist abgeschlossen unter Matrixaddition und Matrixmultiplikation. Mit diesen
beiden Verkniipfungen ist sie ein zu C isomorpher Korper. Der Isomorphismus

Ist gegeben durch
v )
r+1Y
Yy X

Beweis. Wir spezialisieren auf Matrizen der gegebenen Form:
(IC1 —yl> (552 —y2> . (371 T T2 —UY1 —y2>
i —
Y1 21 Y2 T2 Y1+ Y2 X1+ T2
(5131 —y1> . (xz —y2> _ (3?133‘2 —Y1y2 —T1Y2 — ym)
1 T Y2 T2 Y1T2 + T1Y2  —Y1Y2 + 122

Wir erkennen, wie die Regeln der Matrizenrechnung die Vorschriften fiir Ad-
dition und Multiplikation komplexer Zahlen abbilden. q.e.d.

T,y < R} C MQXQ(R)



Komplexe Zahlen als Drehstreckungen |

Bemerkung 16.7. Eine Matrix der Form

T =y
Yy X
beschreibt eine Drehstreckung: Multiplikation mit der Matrix schickt den Stan-

dardeinheitsvektor (}) auf () und (V) auf (¥). Nun stehen () und (Y)
senkrecht aufeinander, weil ihr Skalarprodukt verschwindet. AuBerdem sind sie

gleich lang mit Lange /22 + 2.

\

N 7 G




Komplexe Zahlen als Drehstreckungen Il

Bemerkung 16.7. Eine Drehung um den Winkel 9 wird beschrieben durch

die Matrix P
(i) o) )

( — sin(¥)
cos(1)

( cos(1) )
sin(19)




Komplexe Zahlen als Drehstreckungen Il

Bemerkung 16.7. und eine Streckung um den Faktor r wird beschrieben

durch die Matrix:
r 0\ 1 0
or) "\o1

Also gibt es zu x und y einen Winkel ¥, so daB gilt:

(0 ) =L () )

=r

Den Winkel ¥ konnen wir daraus ermitteln, denn es folgt durch Betrachtung
des Eintrags unten links:

y = sin(v) v/ x? + y? — ) = arcsin J
V2 + Y2

Fir den Fall x = y = 0 ist der Winkel ¢/ nicht eindeutig bestimmt.




Komplexe Zahlen in Polarkoordinaten

Bemerkung 16.7. In
v —y\ 55 (cos(V) —sin()
(y T ) N xv+ » (Sin(ﬁ) cos (1)

=r

kann auch die ganze linke Spalte der Matrix betrachten und sieht damit:

r = 1 cos(v) und y = rsin(1)

Y r+iy =rcos(¥) +irsin(9)




Betrag und Argument

Definition 16.8. Stellen wir eine komplexe Zahl x + iy in Polarkoordinaten
dar als x + iy = rcos(¥) + irsin(¥) so heiBt r = /22 + y? der Betrag

der komplexen Zahl x + iy, und der Winkel ¥ = arcsin( 32/+ 2) ist 1hr
x?+y

Argument. Man schreibt dafiir auch

r= |z +1yl
v = arg(r +iy)

Bemerkung 16.9. Wir beobachten, daB der Betrag einer komplexen Zahl
uns schon bekannt ist: er ist durch dieselbe Formel gegeben wie die Lange des
Vektors (3 ). Insbesondere gilt die Dreicksungleichung in C:

|21 — 23| < |21 — 29| + |29 — 23 Vz1, 29,23 € U




Die Additionstheoreme

Bemerkung 16.10. Bei der Multiplikation komplexer Zahlen multiplizieren
sich ihre Betrage und addieren sich ihre Argumente.

Dies |aBt sich durch eine Rechnung bestatigen. Zunachst betrachten wir den
Fall reiner Drehungen (d.h., die Betrage sind 1):

cos(t + o) + isin( + 1) =
= (cos(11) cos(vy) — sin(vq) sin(1ds)) + i (sin(q) cos(vy) + cos() sin(vs))
= (cos(1) +isin(t)) - (cos(ts) + isin(1dsy))

Daraus ergibt sich fiir den allgemeinen Fall:

IBED) COS(Q91 + 192> -+ 7179 Sin(ﬁl + 192) —
= 1r179(cos(Vy + Vo) + sin(¥y + 99))
= ryra(cos(v) + isin(y)) - (cos(s) + isin(ds))
= r1(cos(v) +isin(¥y)) - ra(cos(vs) + isin(vy))
= (rycos(v) +irysin(dy)) - (ro cos(Ps) + irgsin(vs))



Folgen komplexer Zahlen: Konvergenz

Definition 16.11. Eine Abbildung IN — C heiBt komplexe Zahlenfolge oder
Folge komplexer Zahlen. Wir bezeichen komplexe Zahlen iiblicherweise mit z
und entsprechend bezeichnet z, eine Folge komplexer Zahlen.

Wir sagen, dal3 eine Folge z, komplexer Zahlen gegen die komplexe Zahl z
konvergiert, wenn gilt:

Ve>0 dhelN Vi>h : |z—z|<e

Dies ist formal dergleiche Begriff von Konvergenz wie fiir reelle Zahlenfolgen.
Lediglich muB man die e-Umgebung von z entsprechend definieren als:

B.(z):={"eC| |z—7| <¢e}
Also z, konvergiert gegen z, wenn in jeder e-Umgebung von z fast alle Fol-
genglieder liegen.

Entsprechend ist z ein Haufungspunkt der Folge z,, wenn in jeder e-Umgebung
unendlich viele Folgenglieder liegen.




Folgen komplexer Zahlen: Konvergenz von Real- und Imaginarteil

Jede komplexe Zahl hat Realteil und Imaginarteil. Seien x, und y, der Real-
bzw. Imaginarteil von z,. Dann konnen wir eine Folge komplexer Zahlen als
Paar von Folgen reeller Zahlen auffassen. Wir nutzen das fiir eine alternative
Definition von Konvergenz:

Definition 16.12. Eine Folge z, = z, + iy, konvergiert komponentenweise
gegen z = x + 1y, wenn die Folge x, gegen x konvergiert und wenn die Folge
Y. gegen y konvergiert. Eine Folge heiBt komponentenweise konvergent, wenn
sie komponentenweise gegen eine komplexe Zahl konvergiert.




Folgen komplexer Zahlen: Cauchy-Konvergenz

Definition 16.13. Eine Folge z, komplexer Zahlen ist Cauchy-konvergent,
wenn gilt:

Ve >0 JhelN Vi,j>h : |z—2z <c¢



Aquivalenz der Konvergenzbegriffe

Satz 16.15. Fiir Folge komplexer Zahlen z, = x, + iy, sind aquivalent:

1. Die Folge z, konvergiert.
2. Die Folge z, = z, + iy, konvergiert komponentenweise.

3. Die Folge z, ist Cauchy-konvergent.

Beobachtung 16.14. Fiir eine komplexe Zahl z = x + iy gilt:

x| < |2

yl < 7]

z| < x| + |y
2| + Jy| <217




Aquivalenz der Konvergenzbegriffe: (1) = (3)

1. Die Folge z, konvergiert.

3. Die Folge z, ist Cauchy-konvergent.

Beweis. Es konvergiere z, gegen z. Sei ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es einen
Schwellindex A mit -
Ve > h ’ZZ — Z’ < 5

Dann gilt aber fir 7, 5§ > h wegen der Dreiecksungleichung:

‘ZZ' —Zj‘ < ‘ZZ — Z’ + ’Z— Zj’ < € QEd



Aquivalenz der Konvergenzbegriffe: (3) = (2)

3. Die Folge z, ist Cauchy-konvergent.

2. Die Folge 2z, = =, + 1y, konvergiert komponentenweise.

Beweis. Die Folge z, sei Cauchy-konvergent. Wir zeigen, dal3 die Folgen x,
und vy, der Real- bzw. Imaginarteile ebenfalls Cauchy-konvergent sind. Dar-
aus folgt dann, daB3 sie konvergieren, und damit, dal z, komponentenweise

konvergiert.

Sei also € > 0. Dann gibt es einen Schwellindex h € IN, so daB gilt:
Vi,j>h 1 |z —zj| <e

Damit ist auch
v — x| <z — 2] <e

Realteil von z; — z;

Also ist z, Cauchy-konvergent. Das Argument fiir v, ist gleich. q.e.d.



Aquivalenz der Konvergenzbegriffe: (2) = (1)

2. Die Folge 2z, = =, + 1y, konvergiert komponentenweise.
1. Die Folge z, konvergiert.

Beweis. Es konvergiere x, gegen x und y, gegen y. Sei ¢ > 0. Also:

Jh, e N Vi>h, : |v—x) <

DN ™ po| M

3h, €N Vi>hy, : |y —yi <

Wir setzen:
z:=x+1y

Fir h > h,, hy und ¢ > h gilt dann:
2=z <o —ai| + |y —u] <e

Realteil von z — z; Imaginarteil von z — z;

Also konvergiert z, gegen z.



Gliedweises Rechnen mit konvergenten Folgen

Korollar 16.16. Da wir Konvergenz komponentenweise auffassen kénnen,
impliziert (10.18), daB auch fiir Folgen komplexer Zahlen gilt: Konvergiert
sowohl a, als auch b,, so konvergieren auch die Summe a, + b,, die Differenz
a, — b, und das Produkt a,b,. Die Grenzwerte sind die Summe, die Differenz,
bzw. das Produkt der Grenzwerte:

lim a, + b, = lim a, + lim b,
*—> 00 *—> 00 *—> 00

lim a, — b, = lim a, — lim b,
*— 00 *— 00 *— 00
lim a,b, = (lim a*> (lim b*)
*—> 00 *—> 00 *—> 00
Ist b, gliedweise ungleich 0 und ist iiberdies 0 = lim,_. by, so konvergiert der
Quotient 3* und es gilt:

*

. Oy im0 ay
lim — = —
x—00 D im0 by




Gliedweises Rechnen mit konvergenten Folgen

Korollar 16.16. Konvergiert sowohl z, als auch =, so konvergiert auch z,z’
mit

. / . . /
lim z,2, = (hm z*) (hm z*)
*—> 00 *—> 00 *—> 00
Beweis. Sei z = lim, ., 2z, und 2/ = lim,_., z.. Wir spalten nach Real- und
Imaginarteil:
2, =o,+1y, und z=x+iy und 2 =2 +iy. und =2 +1i9
Nun ist:

Z*Zi — (SL'*CL'; — y*yi) +1 (SC*yi -+ y*x;l

- 7 -

~
Realteil Imaginarteil

v, — v,y konvergiert gegen xx' — y1/, Realteil von 22’

v, + vy.x, konvergiert gegen xy’ + y2', Imaginarteil von 22’

Also konvergiert z,z. (komponentenweise) gegen 2z’ q.e.d.



Konvergenz des Betrages

Korollar 16.17. Wenn eine Folge z, = x,+ivy, komplexer Zahlen konvergiert,
so konvergiert die reelle Folge |z,| = \/x2 + y2 ihrer Betrige.

Beweis. Zunichst konvergiert 22 + y? wegen (10.18). Dann konvergiert

vV x2 4+ y?, well /~ folgenstetig ist.



Kokonvergenz komplexer Folgen

Aufgabe 16.18. Seien z, und 2, zwei Folgen komplexer Zahlen. Wir nennen
z, und z! kokonvergent, wenn beide Folgen konvergieren und zwar gegen
denselben Grenzwert. Wir nennen sie Cauchy-kokonvergent, wenn gilt:

Ve>0 3helN Vi,j>h : |zu—2] <e

Zeige: z, und z. sind genau dann kokonvergent, wenn sie Cauchy-kokonvergent
sind.



Reihen komplexer Zahlen

Definition 16.19. Sei a, eine Folge komplexer Zahlen. Dann bezeichnet >a,
die Folge der Partialsummen, welche wir auch als zugehorige Reihe bezeichnen.
Konvergiert die Folge Ya,, so notieren wir ihren Grenzwert mit >, a, oder

Zzﬁo Cloe-

Eine Reihe Xa, komplexer Zahlen heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe
Y |ay| ithrer Betrage konvergiert.

Eine Reihe Xa, komplexer Zahlen heiBt unbedingt konvergent, wenn je zweli
Umordnungen der Reihe kokonvergent sind.

Beobachtung 16.20. Sei z, = v, +ivy, die Aufspaltung einer komplexen Fol-
ge in Real- und Imaginarteil. Dann spaltet die zugehorige Partialsummenfolge
entsprechend

iz, = 2y + 121, q.e.d.



Absolute / Unbedingte Konvergenz komplexer Reihen

Beobachtung 16.21. Die Reihe ¥z, = Xx, + 1 Xy, sei absolut konvergent.
Wegen |z,| < |z| ist dann auch die Reihe Yz, der Realteile absolut konver-
gent. Genauso sehen wir, daB Xy, absolut konvergiert.

Umgekehrt seien Xx, und Xy, absolut konvergent. Also konvergiert auch die
Summe X(|xy| + |ys|). Wegen |z | < |xi| + |y«| konvergiert auch ¥ |z,|. Das
heilit >z, ist absolut konvergent.

Wir halten fest: Eine Reihe komplexer Zahlen konvergiert genau dann absolut,
wenn Real- und Imaginarteilreihe absolut konvergieren. q.e.d.

Beobachtung 16.22. Jede Umordnung der komplexen Reihe induziert eine
entsprechende Umordnung der Realteilreihe und der Imaginarteilreihe. Darum
ist die komplexe Reihe >z, = Xz, + 11Xy, genau dann unbedingt konvergent,
wenn sowohl die Reihe Y.z, als auch die Reihe Y.y, unbedingt konvergiert.



Der Umordnungssatz im Komplexen

Korollar 16.23 (Umordnungssatz). Eine Reihe Y.z, komplexer Zahlen kon-
vergiert genau dann absolut, wenn sie unbeding konvergiert.

Beweis. Wir zerlegen >z, = Xz, + 1>y, in Real- und Imaglnartell Mit dem
Umordnungssatz fiir reelle Reihen (11.15) haben folgende Aquivalenzen:

.z, konvergiert absolut
< Xz, und Xy, konvergieren absolut
< X, und Xy, konvergieren unbedingt
<= Xz, konvergiert unbedingt q.e.d.

Bemerkung 16.24. Im Komplexen gilt nicht mehr, daB man eine bedingt
konvergente Reihe zu jeder beliebigen Summe umordnen kann: eine Reihe re-
eller Zahlen wird bei jeder konvergenten Umordnung eine reelle Summe haben.



Doppelreihen komplexer Zahlen

Definition 16.25. Eine Abbildung IN x IN — C heiBt Doppelfolge komplexer
Zahlen. Die Doppelfolge z, o heilt summierbar, wenn

( )

Y lzigl| M C N x N endlich ;

/

N\

beschrankt ist.

Beobachtung 16.26. Aus (16.14) folgt: Eine Doppelfolge z,e = Tyeo + 1Yo
komplexer Zahlen ist genau dann summierbar, wenn sowohl die Doppelfolge
Te Ihrer Realteile als auch die Doppelfolge v,. threr Imaginarteile summierbar
ISt. q.e.d.



Doppelreihensatz fiir Doppelreihen komplexer Zahlen

Aufgabe 16.27. Zeige, daB der Doppelreihensatz (11.32) auch im Komple-
xen gilt: Sei z,, eine summierbare Doppelfolge. Dann gilt:

1. Fiir jede Bijektion f : IN — IN x IN konvergiert die Reihe Xz (,) absolut
gegen einen von f unabhangigen Wert .

2. Die Zeilen z;, und Spalten z,; haben absolut konvergente Reihen Xz,
und Xz,;. Ferner konvergieren die Reihe der Spaltensummen und die
Reihe der Zeilensummen beide absolut, und zwar gegen A.

o 0 o o
DD A =A=D ) %
i=0 j=0 =0 i=0

Wir nennen die Bijektion f : IN — IN X IN eine Anordnung der Doppelfolge
Zre.-




Komplexe Potenzreihen

Betrachtung. Sei Xa,z* eine komplexe Potenzreihe. Sei
R :=sup {s € R"| die reelle Folge |a,| s* ist beschréankt}

der Konvergenzradius der reellen Reihe > |a,| 2*. Also gilt wegen der Multi-
plikativitat des Betrags komplexer Zahlen:

2| <R z| > R
— Y |a,| |z|" konvergiert (absolut) —  Y|a,| |2[" divergiert
—> X |a.z*| konvergiert —> X |a.z*| divergiert
—> Xa,z* konvergiert absolut (:>) Ya,2* divergiert
16.17

Bemerkung 16.29. Im Komplexen sind die Konvergenzgebiete von Potenz-
rethen also tatsachlich Kreise. Dies erklart, warum man R den Konver-

genzradius nennt.



Konvergenzradius komplexer Potenzreihen

Satz und Definition 16.28. Sei a, eine Folge komplexer Zahlen. Dann ist
die Reihe Xa,z* eine komplexe Potenzreihe. Hier ist z eine Unbestimmte,
die komplexe Werte annehmen kann. Dazu gibt es genau ein nicht-negatives
R € RU {0} mit folgenden Eigenschaften:

1. Ist |z| < R, dann konvergiert Ya,z* absolut.

2. Ist |z| > R, dann divergiert Ya,z*.

Wir nennen R den Konvergenzradius der Potenzreihe Xa,z*. Er ist gegeben
als das Supremum der Menge

M :={s € R”" | die reelle Folge |a.|s" ist beschrénkt}

sofern sie beschrankt ist. Ist M unbeschrankt, so gilt R = oo.

Bemerkung: der formal erlaubte Wert R = oo bedeutet einfach, daBl © < oo
stets und x > oo niemals erfiillt ist.



Reelle Potenzreihen komplex aufgefal3t

Bemerkung 16.30. Vergleich der Definitionen von Konvergenzradien
in (11.22) und (16.28) zeigt, daB eine Potenzreihe mit reellen Koeffizien-
ten aufgefaBt als komplexe Potenzreihe ihren Potenzradius beibehalt: Der
in (11.22) bestimmte Konvergenzradius der reellen Potenzreihe Ya,x* ist:

sup {s € R | die Folge a,s* ist beschrankt}

Doch eine Folge ist beschrankt genau dann, wenn die Folge threr Betrage
beschrankt ist. Also stimmt der in in (16.28) angegebene Konvergenzradius
damit lberein.



Die Eulersche Formel

Beispiel 16.31. Seit € R. Die Potenzreihe exp hat unendlichen Potenzradi-
us. Wir werten sie an der rein imaginaren Stelle it aus:

| = 1) Xkt
(i) = T = 2 T

1
12 ‘t4 £0 | ti t3‘ A Al
—(1——4————.4—"‘)+1<ﬁ—g+a—ﬂ+”')

= cos(t) + isin(?)

e =—1

cos(x) = expliz) +2€Xp(_ z) und sin(xz) =

exp(iz) — exp(—ix)
21




Polynome |

Definition 16.33. Sei K ein Ring. mit K[x| bezeichnen wir die Menge aller
Polynome

(@) = apx™ 4 ap 12" ' F apox™ 4 -+ apr® + a1x + ag

in der Unbestimmten x mit Koeffizienten a;, € K. Der Index des hochsten
nicht-veschwindenden Koeffizienten heiBt Grad des Polynom. Wir notieren
den Grad des Polynom f(x) als grad(f). Formal eklaren wir, daB das Nullpo-
lynom den Grad —oo hat. Polynome fassen wir als Potenzreihen auf, die nur
endlich viele nicht-verschwindende Koeffizienten haben. Wir konnen Polynome
addieren, subtrahieren und via Cauchy-Produkt auch multiplizieren. Auf diese
Weise wird K |x| wieder zu einem Ring.

Sind f(x) und g(z) zwei Polynome aus K|z, so sagen wir, g(z) teile f(x),
wenn f(x) = g(x) h(x) fir ein h(z) € K|z| gilt.



Polynome ||

Definition 16.33. Ein Polynom vom Grad < 0 heiBt konstant. In einem Po-
lynom f(x) = ap2"+a,_ 12" +a,_9x™" ?+- - - +asx*+ayx+ag vom Grad n
heiBt a,, der fiihrende Koeffizient oder Leitkoeffizient. Ein Polynom f(x) mit
Leitkoeffizient 1 heiBt normiert.

Beobachtung 16.34. Bei der Multiplikation von Polynomen addieren sich
thre Grade und multiplizieren sich ihre Leitkoeffizienten. q.e.d.



Polynomdivision mit Rest

Fakt 16.35. Sei K ein Korper und seien f(x),g(x) € K|x] zwei Polynome
mit g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome q(z) ,r(x) mit:

fz) = g(x) g(z) + r(z)
grad(r) < grad(g)

Wir nennen q(x) den Quotienen und r(x) den Rest.

Beispiel 16.36.
62t +22° —227 —1x 42 = (322 — 1) (222 + Sz)+
(32% — 1) - 22° = 62" —2x? )
2203 +0x% —1x +2 +(—§:1: + 2)
(322 —1) - 2z = 273 —2z

Rest: — %x +2



Abspalten von Linearfaktoren

Korollar 16.37. Sei f(x) € Klz| ein Polynom iiber dem Kérper K und
¢ € K ein Element. Dann sind aquivalent:

1. Das Kérperelement & ist eine Nullstelle von f(x).

2. Der Linearfaktor v — ¢ € K|x| teilt f(x).

Beweis. Ist (1) = (x — &)h(x), so verschwindet f(x) an der Stelle x = £.

Fiir die umgekehrte Richtung verwenden wir Polynomdivision. Der Linearfaktor
x — & ist ein Polynom vom Grad 1. Nach Division mit Rest schreiben wir also

f(z) = (2= &q(z) +r(z)

mit grad(r) < 1. Es folgt, daB r ein konstantes Polynom ist. Setzten wir nun
auf beiden Seiten x = £ ein, folgt r = 0 aus f(&) = 0. q.e.d.



Algebraisch abgeschlossene Korper

Definition 16.38. Ein Korper K heiBt algebraisch abgeschlossen, wenn jedes
nicht-konstante Polynom (Grad mindestens 1) f(x) € K|z] eine Nullstelle in
K hat.

Bemerkung 16.39. Ist der Korper K algebraisch abgeschlossen, so kann je-
des normierte Polynom

f@) =2" + ap 12"+ ap_ox" - 4 a2x® + a1 + ag

mit Koeffizienten aus K als Produkt von Linearfaktoren x — & mit & € K
dargestellt werden:

$n+an—1xn_1—|_an—2xn_2—|—’ ) -—|—CL2£IZ'2—|—CL1£C‘|—CL() — (:C o 51) (ZE o 62) S (:C o fn)

Dies ergibt sich mit Induktion aus (16.37): Abspalten eines Linearfaktors fiihrt
auf eine (immer noch normiertes!) Polynom vom Grad n — 1.



Fundamentalsatz der Algebra

Satz 16.40. C /st algebraisch abgeschlossen.



Visualisierung einer Funktion C — C: Kurvenschaaren
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Visualisierung einer Funktion C — C: Kurvenschaaren

<
U
<
<
<«
<
<
<
<
<
<
<
<«
<
<«
<
<
<
<
<
<«
<
<«
-
g
<
<
<
<
<
<«
<
<
<
<
<
<
<
<«
<
<
<
<
<
|

R 2_|_,1
2 —+1=- |z
3 3



Visualisierung einer Funktion C — C: Kurvenschaaren
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Visualisierung einer Funktion C — C: Kurvenschaaren
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Visualisierung einer Funktion C — C: Vektorfeld
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Visualisierung einer Funktion C — C: Vektorfeld
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