Gewohnliche Differentialgleichungen 10, Juni, 2024

Sei A : I — M,,«,(R) eine stetige Abbildung von einem offenen Intervall I C R in den
Raum der reellen n x n-Matrizen. Betrachte das lineare Vektorfeld

X:IxR"—=sR"”
(t,z) — A(t)x.
Betrachte ferner das lineare Vektorfeld

Y i I X Mysn(R) = M, 4, (R)
(t,B) — A(t)B.

Aufgabe 1. Sei U(-,7) : I — M,,(R) die Y-Integralkurve, die zur Zeit 7 durch die
Einheitsmatrix lauft: U(r,7) = 1,. Zeige, dass t — U(t,7)x eine X-Integralkurve ist,
die zur Zeit 7 durch den Punkt z lauft.

Lésung: Let t — U(t,7) be the integral curve for the vector field Y. Then we have the
identity:

d
ZU(t7) = A().

Hence the curve v : I — R" given by ~(t) = U(t, 7)x satisfies the identity

v (t) = %U(tﬂ')$ = A(t)z,

which shows that the curve is truly the integral curve for the vector field X. O

Aufgabe 2. Die Abbildung U : I x I — M,y,(R) sei definiert in der letzen Aufgabe:
U(-,7) ist die Y-Integralkurve, die zur Zeit 7 durch die Einheitsmatrix geht. Zeige, dass U
eine stetige Abbildung ist und der Bedingung

U(ti,ts) = Ul(ty,t2)U(t2, t3)

geniigt. Zeige ferner, dass U(t, T) stets invertierbar ist.

Losung:

0
Aufgabe 3. Sei||-|| eine Norm auf R". Dann definieren wir die Operatornorm auf M,,,, (R)
durch:

| Allop == inf{C > 0 : [|Av|| < C||v|| fiir alle v}.

Zeige, dass die Operatornorm tatsachliche eine Norm ist, dass sie submultiplikativ ist und
dass sie mit der auf R" gegebenen Norm || - || vertréglich ist.
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Lésung: Let A, B € M,,x,(R). By the definition,
|AB|lop = inf{C > 0: ||ABv|| < C||v||, for all v}.
Now for each v € R",
[ABv| < [|Allop| Bvl| < [[Allopl| Blloplvll;
and hence || AB||op < ||Allop||Bllop, Which shows the sub-multiplicative property. O

Aufgabe 4. Sei A € M,,«,(R) eine reele n x n-Matrix. Definiere die Exponentialfunktion
fiir Matrizen durch dei Reihe
Ak
exp(A) := R

k>0

Zeige, dass die Reihe konvergiert. Zeige ferner, dass fiir kommutierende Matrizen A und B
gilt:

exp(A + B) = exp(A) exp(B),

und bestimme die Ableitung der Funktion ¢ — exp(tA), t € R. Berechne die Matrix

([ 3])

Lésung: For any matrix A € M,,,(R), the operator norm || A|| is bounded, i.e., [|A| < C.
Hence we see that the operator norm of exp(A) is bounded by:

A* ||A|| c*
Z ? Z ; ﬁ =e’ < oQ,

k>0
which shows that the exponential of any matrix is well-defined function.
Now suppose that two matrices A, B € M,,»,,(R) commute, i.e., AB = BA. Then for any

k € N, we have (A + B)* = {ﬂ A'B*=!. Then we see that

1
exp(A) exp(B (E l'Al> ( —'Bm)
>0 m>0 m:

(I + m
_Z Z llmnll A'B

k>0 l+m=k

—Zzy —l AlBkl

k>0 1=0
=exp(A + B).

lexp(A)]] <
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To compute the matrix

. 1 2t
“Pllo 1)
1 2ty |1 0 n 0 2t
0 1| |0 1 0 o’
and two matrices on the right handside commute. Further an easy computation shows that

E It

o ) ooy (s 2)

we first note that

and hence



