Differentialgleichungen
Ubungszettel 08
Abgabe: Donnerstag, 06.06., 12:00 Uhr

Jede Aufgabe ist fiinf Punkte wert.

Aufgabe 1. Sei X : [ x U — R? ein stetiges Vektorfeld. || X|| sei global beschriinkt
durch die Konstante K. Es sei tg, ug) € I x U eine Anfangsbedingung und 0 > 0 eine
Konstante mit Bys(ug) C U. Wir wissen: In dieser Situation hat das AWP uy = ~(to)
eine Losung mindestens definiert auf [to, to + 9.

Ein alternativer Beweis benutzt das Eulersche Polygonzugverfahren (siche Notizen
von 29.5.). Sei ¥ eine Unterteilung von [tg,to + 0]. Wir haben gesehen, dafl es einen
eindeutig bestimmten »-Polygonzug gibt, der zu X kompatibel ist und zur Zeit ¢ im
Punkt ug steht. Wir notieren ihn mit ~y.

Sei (X,,) eine Folge von Unterteilungen des Intervalls [¢g, to+ 0] deren Weite w(%,,)
gegen 0 geht. In der Vorlesung haben wir gesehen, dafl wir zu einer Teilfolge {ibergehen
konnen, so daf§ die zugehérigen 3-Polygonziige 7, gleichméBig gegen eine (automa-
tisch stetige) Grenzfunktion v : [to, tg + 0] — U konvergieren.

Zeige, dal die Grenzfunktion 7 eine Integralkurve von X ist.

Aufgabe 2. Seien a,b > 0 Konstanten. Betrachte das zeitunabhéngige Vektorfeld

X :R?— R?
(m) (a—bx—l—m@—x)
— 5
Y br — x°y

Zo

Zeige, dafl durch einen Punkt ( ) im ersten Quadranten (d.h. zy > 0 und yy > 0)

Yo
genau eine Integralkurve geht, die in positiver Zeitrichtung unendlich lang existiert

und den ersten Quadranten nicht verlaft.
Hint: betrachte das Vektorfeld auf den Koordinatenchsen und studiere, welche
Quadrantenwechsel entlang von Integralkurven vorkommen koénnen.

Aufgabe 3. Seien f,g: R — R stetig. Die Funktion f sei iiberdies Lipschitz-stetig.
Betrachte das zeitunabhéngige Vektorfeld:

X:R>—R?

(y) 7 (fg(<)>)



1. Zeige unter Angabe eines Beispiels fiir f und g, da X nicht unbedingt lokal
Lipschitz-stetig ist (Uniformitét spielt bei zeitunabhéngigen Vektorfeldern keine
Rolle: sie wire automatisch gegeben).

2. Zeige, daB X dennoch eindeutige Integralkurven hat, d.h.: zu jedem Punkt (zo)
0

und zu jeder Zeit £y gibt es genau eine maximale Integralkurve v mit:

y(t) = (Z))

Fragen: Wird die Lipschitz-Stetigkeit von f wirklich ben6tigt? Ist eine maximale
Losung stets fiir alle Zeiten, d.h. auf ganz R definiert?

Aufgabe 4. Betrachte das Vektorfeld

X:RxR—R
(t,u) — 2t — 2\/u

Dabei ist uy = max(u,0).
Die Picard-Iteration zum AWP ~(0) = 0 fiir dieses Vektorfeld lautet:

i) =0+ [ 25— V3G as

Zeige, daB die Folge (v,) der Picard-Iterationen zur Anfangskurve ~y(t) = 0 abwech-
selnd zwischen zwei Funktionen hin- und herspringt. Insbesondere konvergiert die
Picard-Iteration nicht. Welche Voraussetzung(en) des Satzes von Picard-Lindelof ist
(sind) nicht erfiillt?



