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Einleitung

In dieser Arbeit studieren wir numerische Losungsverfahren fiir semilineare
parabolische Evolutionsgleichungen. Wir betrachten Anfangs- bzw. Anfangs-
randwertprobleme, denen eine parabolische Differentialgleichung zugrunde
liegt und welche als Cauchy-Problem auf einem geeigneten Banachraum for-
muliert sind:

u'=Au+ f(t,u), u(0)=up.

Von Interesse sind numerische Verfahren, die eine Approximation der Lésung
des Cauchy-Problems liefern - dies sind die sogenannten exponentiellen Inte-
gratoren. Es gibt Ein- und Mehrschrittverfahren diesen Typs, welche sowohl
explizit als auch implizit sein kénnen. In dieser Arbeit beschéftigen wir uns
ausschliefslich mit expliziten Verfahren. Das einfachste Einschrittverfahren
ist das sogenannte Euler-Ngrsett-Verfahren, auf das wir in dieser Arbeit
besonders eingehen werden.

Die Einschrittverfahren fiir semilineare parabolische Gleichungen wurden
in den 2000ern von M. Hochbruck und A. Ostermann in [HO06] entwickelt. In
Kapitel [l dieser Arbeit folgen wir der Konstruktion der Einschrittverfahren
in [HOO06], dessen Idee eine Losungsdarstellung iiber die Formel der Variation
der Konstanten zugrunde liegt:

t+h
u(t 4+ h) = e"u(t) + / DAL (1 u(r))dr.

Die Konstruktion der numerischen Verfahren basiert auf einer Approxima-
tion im nichtlinearen Anteil der Inhomogenitéit. Dies zeigt die Stéarke der
exponentiellen Integratoren, denn sie integrieren den linearen Anteil der
semilinearen Gleichung exakt. In den 2000ern wurden die Mehrschrittverfah-
ren von M.P. Calvo und C. Palencia in [CP06] vorgestellt. Der Unterschied
zu den Einschrittverfahren aus [HOO06| liegt in der Approximation der
Inhomogenitét. Die Grundlage der Verfahren ist jedoch von gleicher Natur.
Wir werden in Kapitel [l die Konstruktion der Mehrschrittverfahren nach
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[CPO6] vorstellen.

Aus der Formel der Variation der Konstanten wird deutlich, dass
das Operatorexponential erklart werden muss, denn ein Ansatz liber die
Exponentialreihe scheitert an der Unbeschranktheit des Operators. Unter
bestimmten Voraussetzungen kann das Operatorexponential {iber die
Spektralzerlegung des Operators definiert werden. Diese Voraussetzungen
sind jedoch sehr restriktiv und fiir uns ungeeignet. Fiir die Losung dieses
Problems nutzen wir die funktionalanalytischen Grundlagen von D. Henry,
welche aus den 80er Jahren stammen und in [Hen81| aufgefiihrt sind. Zu
Beginn dieser Arbeit werden wir die fiir uns grundlegenden Ergebnisse aus
[Hen&1] zitieren. Dabei treffen wir auf die Begriffe des sektoriellen Operators
und der analytischen Halbgruppe, die es uns erlauben das Operatorexpo-
nential fiir diese Klasse von Operatoren iiber Konturintegrale zu definieren.
Bevor wir mit der Konstruktion der exponentiellen Integratoren beginnen,
werden wir in Kapitel [l unser Ausgangsproblem genau schildern und die
Annahmen aus [Hen81], [HO06] und [CP06] an das System treffen, die
uns die Existenz des Operatorexponentials garantieren und wichtig fiir die
Konvergenzanalyse in Kapitel [2] sind.

Fiir die Realisierung der exponentiellen Integratoren ist es erforder-
lich Koeffizientenabbildungen, die das Operatorexponential beinhalten,
zu berechnen. Dabei wissen wir bereits, dass das Operatorexponential
eine Darstellung iiber Konturintegrale besitzt. Im Jahr 2010 wurde von
M. Lopez-Fernandez eine Methode in [LEF10] vorgestellt, die es erlaubt
die Koeffizientenabbildungen ebenfalls {iber Konturintegrale darzustellen.
Genauer sind dies Darstellungen iiber inverse Laplacetransformationen.
Fiir die numerische Berechnung dieser Koeffizientenabbildungen kann dann
nach einer Parametrisierung des komplexen Wegintegrals eine Quadratur
zur Approximation des Konturintegrals verwendet werden. Wir werden in
Kapitel [ eine kurze Einfiihrung in die Laplacetransformation und deren
Riicktransformation geben und folgen dabei den Ergebnissen von W. Arendt
in [Are01I] aus dem Jahr 2001. Mit Hilfe der Laplacetransformation beweisen
wir rigoros die in |[LF10] nur formal dargestellten Ergebnisse und erhalten
die Konturintegraldarstellungen der Koeffizientenabbildungen, fiir die wir
dann die Methode zur Quadraturapproximation angeben.

Das zweite Kapitel beschéaftigt sich mit der Fehleranalyse des Euler-
Nogrsett-Verfahrens und der Quadraturapproximation fiir die Konturintegra-
le. Wir beweisen, dass das Euler-Ngrsett-Verfahren die Konvergenzordung 1
besitzt, wobei wir zunéchst den Fehler, der durch die Quadraturapproxima-
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tion verursacht wird, nicht beriicksichtigen. Wir folgen der Beweisstrategie
in [HOO6] und den Ausarbeitungen in [Diel(]. Grundlegend fiir die Konver-
genzanalyse ist eine Stabilitatsabschatzung, welche aus den Ergebnissen in
[Hen&1] folgt.

Danach betrachten wir den Fehler der Quadraturapproximation holomor-
pher Funktionen und zeigen Abschétzungen die von M. Lopez-Fernandez,
C. Palencia und A. Schidle in [LFPS06] und [LEP04] erarbeitet wurden.
Dabei werden in dieser Arbeit die Beweise ausfiihrlicher ausgearbeitet als
in [LEPS06] und [LFP04]. Die Fehlerabschdtzungen lassen sich dann auf die
Quadraturapproximationen der Koeffizientenabbildungen fiir die exponenti-
ellen Integratoren iibertragen und wir geben entsprechende Fehlerschranken
an.

Am Ende des zweiten Kapitels stellen wir uns die Frage, ob es moglich
ist die Fehlerergebnisse der Konvergenztheorie und die der Quadraturap-
proximation zu vereinen? Genauer untersuchen wir den Konvergenzfehler
des Euler-Ngrsett-Verfahrens unter der Beriicksichtigung, dass die Koef-
fizientenabbildungen durch eine Quadratur approximiert werden. Dies ist
ein Problem, welches in der Literatur bisher noch nicht behandelt wurde.
Wir werden dabei den Konvergenzbeweis fiir das Euler-Ngrsett-Verfahren
imitieren, miissen jedoch eine Stabilitdtsannahme an die Quadraturen
treffen. Der Beweis dieser Stabilitdtsaussage ist weitgehend komplexer und
ein noch ungelostes Problem. Unter dieser Annahme werden wir jedoch
Fehlerabschétzungen fiir das Euler-Ngrsett-Verfahren mit Quadraturappro-
ximation beweisen.

Im letzten Kapitel werden wir die Ergebnisse aus den Kapiteln [Il und
numerisch verifizieren und numerische Experimente zu den exponentiellen
Integratoren und den Quadraturapproximationen durchfithren. Wir wenden
die exponentiellen Integratoren an, um Losungen konkreter Beispiele
numerisch zu berechnen. Zu Beginn werden numerische Experimente zur
Quadraturapproximation inverser Laplacetransformationen an einer skala-
ren Funktion durchgefiihrt und die dabei auftretenden Effekte erlautert.
Zuséatzlich werden Parameterwahlen fiir die Quadratur diskutiert und
eine Empfehlung dieser fiir die darauf folgenden Experimente zum Ldsen
konkreter Anfangsrandwertprobleme angegeben. Dann betrachten wir ein
Beispiel einer Reaktions-Diffusions-Gleichung und losen diese mit den Ein-
und Mehrschrittverfahren aus Kapitel [l Zudem untersuchen wir das Kon-

vergenzverhalten dieser Verfahren und verifizieren die Konvergenzergebnisse
aus Kapitel 2l und denen aus [HOO6] und [CP06].
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Das abschliefende Thema dieser Arbeit sind Wellenlsungen in para-
bolischen Evolutionsgleichungen. Wir werden eine kurze Einfiihrung in das
Gebiet der dquivarianten Evolutionsgleichungen angeben und folgen dabei
W.-J. Beyn und V. Thimmler in [BT09] und [Thi08]|. Wir untersuchen
das Beispiel der Nagumo-Gleichung und l6sen diese mit dem Euler-Ngrsett-
Verfahren. Die Ergebnisse zeigen dabei, dass die entstehende wandernde
Wellenfront aus dem Definitionsbereich des Anfangsrandwertproblems
herauslauft. Dies veranlasst uns die Einfriermethode fiir wandernde Wellen
einzufithren. Wir halten uns ebenfalls an die Konstruktionen in [BT09] und
IThii08]. Die Einfriermethode transformiert das Anfangsrandwertproblem
in ein Anfangsrandwertproblem mit einer algebraischen Nebenbedingung.
Exponentielle Integratoren zum Losen solcher Probleme sind in der Literatur
bisher nicht zu finden. Wir werden eine Moglichkeit vorstellen, wie man das
Euler-Ngrsett-Verfahren verallgemeinern kann, um dieses Problem zu losen.
Eine entsprechende Konvergenztheorie dafiir ist bisher nicht bekannt. Die
numerischen Ergebnisse zeigen aber, dass ein solcher Ansatz sinnvoll sein
kann.

Diese Masterarbeit wurde im Rahmen des Masterseminars dynamische
Systeme und partielle Differentialgleichungen unter der Leitung von Prof.
Dr. Wolf-Jiirgen Beyn an der Fakultdt fiir Mathematik an der Universitét
Bielefeld angefertigt.

Diese Auflage wurde nach Einreichung der Masterarbeit am Abgabeter-
min den 12. November 2015 nachtréglich korrigiert und iiberarbeitet.

Ich m&chte mich besonders bei Herrn Prof. Dr. Wolf-Jiirgen Beyn fiir
die Moglichkeit der Anfertigung und die grofse Unterstiitzung und Beratung
wahrend der Erstellung dieser Masterarbeit bedanken.

Des Weiteren bedanke ich mich bei Dr. Denny Otten und Simon Dieckmann,
die mich bei der Ausarbeitung dieser Arbeit unterstiitzt haben und fiir Fragen
und Diskussionen stets offen waren.

Zuletzt bedanke ich mich bei meinen Eltern und meiner Familie, die mir
dieses Studium ermdglicht haben und mich stets unterstiitzt haben.



Kapitel 1

Exponentielle Integratoren

In diesem Kapitel werden wir numerische Verfahren zum Losen semilinearer
parabolischer Differentialgleichungen einfiihren - die sogenannten exponen-
tiellen Integratoren. Dies sind sowohl Ein - als auch Mehrschrittverfahren,
die die exakte Losung solcher Gleichungen approximieren.

Wir werden Einschrittverfahren nach [HO06| konstruieren und deren
Herleitung genauer betrachten. Die Idee der exponentiellen Integratoren
ist es, mit Hilfe der Variation der Konstanten Formel die Losung des
Cauchy-Problems darzustellen, um dann im nichtlinearen Teil der Glei-
chung eine Approximation anzusetzen. Die Stérke dieser exponentiellen
Integratoren ist es, dass sie den linearen Teil der Gleichung exakt integrieren.

Durch die Formel der Variation der Konstanten tritt das Operator-
exponential auf, welches zunéchst fiir die zu betrachtenden Operatoren
erklart werden muss. Der abstrakte Rahmen dafiir ist die Theorie ana-
lytischer Halbgruppen. Wir werden zu Beginn dieses Kapitels in die
Theorie analytischer Halbgruppen in parabolischen Evolutionsgleichungen
cinsteigen. Dabei halten wir uns an die Ergebnisse von D. Henry aus [Hen&1].

Wir werden eine Methode zum Auswerten des Operatorexponentials
iiber inverse Laplacetransformationen entwickeln. Dabei halten wir uns an
das Vorgehen in [LF10] und beweisen rigoros die formalen Ergebnisse aus
[LF10]. Diese inversen Laplacetransformationen sind komplexe Konturinte-
grale, welche dann nach Parametrisierung durch eine geeignete Quadratur
approximiert werden konnen. Wir werden die Realisierung dieser Verfahren
genauer erlautern.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir die Mehrschrittverfahren nach
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[CP0O6] konstruieren. Diese Mehrschrittverfahren besitzen die gleiche Struk-
tur wie die zuvor betrachteten Einschrittverfahren. Die Realisierung dieser
Verfahren wird ebenfalls wie im Fall der Einschrittverfahren erlautert.

1.1 Analytische Halbgruppen und parabolische
Gleichungen

Sei (X, ]| - |lx) ein reeller Banachraum. Wir wollen nun parabolische Dif-
ferentialgleichungen studieren. Dazu betrachten wir das folgende abstrakte
Cauchy-Problem, dem eine parabolische Differentialgleichung zugrunde liegt:

{u/(t) = Au(t) + f(t, u(t)) (1.1)

fiir t € [0,7] und v° € X. Hierbei ist

A:DA) — X
vi—= Av

ein linearer Operator mit Definitionsbereich D(A) C X und

FiRxX = X
(t,v) = f(t,v)

eine im Allgemeinen nichtlineare Inhomogenitét.

Wir folgen Abschnitt 1.3 aus |[Hen8I] und betrachten als einfaches
Beispiel die homogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen auf X = L*(Q) mit Q = [0, 1]:

u(z,t) = ugp(x,t), x€Qtel0,T] (1.2)
u(x,0) =uo(x), =€,

w(0,8) =0, telo,T]

u(l,6) =0, te[0,T]

Dann definieren wir

A:D(A) — L¥Q)

U Au = Uy,
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mit D(A) = H*(Q)NH(Q). Dabei ist H(Q) der Sobolev-Raum der zweimal
schwach differenzierbaren Funktionen in L*(2) und H} () der Sobolev-Raum
der einmal schwach differenzierbaren Funktionen in L?(Q), sodass die Funk-
tion selbst auf dem Rand von 2 verschwindet. Fiir detaillierte Definitionen
und Eigenschaften von Sobolev-Réumen verweisen wir auf [Alt06, Kap.1].
Dann konnen wir das Anfangsrandwertproblem (L2) als Cauchy-Problem
schreiben mit u(t) = u(-,t) € L*(Q):

u'(t) = Au(t), te€[0,T]

Die Losung lédsst sich dann formal schreiben als
u(t) = eug.

Dabei kann das Operatorexponential durch eine Spektralzerlegung definiert
werden. Dafiir sei )\, = —n?7? und

en(z) = V2sin(nmz)

fiir n € N. Dann gilt
Ae, = \en,

sowie

en(0) =0 =r¢e,(1)
und

(6n7 em)L2(§2) = 5n,m
fiir alle n,m € N. Also sind )\, die Eigenwerte und e,, die Eigenfunktionen
von A. Ferner bildet (e,)neny eine Orthonormalbasis des L%(). Dies folgt
aus dem Spektralsatz B.I3] da A ein linear symmetrischer Operator mit

R(A) = L*(Q) mit kompaktem Inversen ist. Dies wird in [AIf06, Kap.8]
gezeigt. Dann gilt mit dem Spektralsatz [B.13] fiir alle v € D(A), dass

Av = Z )\n<€n, U)Lz(g)en.

n=1

Aus der Parsevalschen Identitit [B.12] folgt

D(A) = {v € L*(Q) : Z)\i(en,v)%g(ﬂ) < oo} :

n=1
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Ist up € L*(Q), so ist

u(x,t) = Z e (en, Uo) 12()en(T),
n=1

wobei mit der Parsevalschen Identitat [B.12]

2

00 00
Z eAnt(ena UO)L2 () €n S Z 62>mt(6n7 uO)%Q(Q)
n=1 L2(Q) n=1
00
< Z(enaUO)%%Q) = HuOH%Q(Q) <0

S
Il
—_

gilt. Ist uy € L*(Q) hinreichend regulir, sodass die folgenden Reihen kon-
vergieren und Differentiation und Summation vertauscht werden koénnen, so
gilt

M]3

u(z, 1) e (e, Ug) £2(02)€n ()

sowie

und

u(0,t) = Z(en,uo)Lz(Q)en(O) =0,

n=1
[es)

u(1,t) = (en, to)r2@)en(1) = 0.

n=1

D.h. u 16st (I2)). Hierbei haben wir ausgenutzt, dass der Operator A
selbstadjungiert ist und eine Spektralzerlegung besitzt. Fiir allgemeine pa-
rabolische Gleichungen ist dies jedoch nicht der Fall. Eine entsprechende
Verallgemeinerung fiihrt uns auf den Begriff des sektoriellen Operators.
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Definition 1.1.1. Ein linearer Operator A auf einem Banachraum (X, ||-||x)
heifst sektorieller Operator, falls dieser abgeschlossen dicht definiert ist
und es 0 < § < 7, sowie M > 1 und a € R gibt mit

|(zI — A fiir alle z € C\X, 5,

)l Tl
X=X — |Z _ al

wobei

\g|

wo ={z€C:m—d<]arg(z—a)| <7, z#a}U{a}.

Falls a = 0, so schreiben wir auch X, ; = Xs.

»
>

%// m p(A)
%% %
.,

Abbildung 1.1: Spektrum eines sektoriellen Operators mit Sektor X, 5.

Wir bemerken, dass der Sektor ¥, s abgeschlossen ist. Weiter definieren
wir fiir einen linearen dicht definierten Operator A mit Definitionsbereich
D(A) C X die Resolventenmenge von A durch

p(A):={z2€C:(2I —A):D(A) — X ist bijektiv und
(21 — A)~!ist linear und beschrinkt}
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und das Spektrum von A durch

o(A4) = C\p(A).

Vergleiche dazu auch [Wer(7, Kap.VII|. Ferner schreiben wir fiir eine Menge
McC:
Re M :=sup{Re(z) : z € M}.

Beispiel 1.1.2. i) Ist A ein beschrénkter linearer Operator auf X, so ist
A ein sektorieller Operator. (siehe [Hen81l, Sec. 1.3])

ii) Ist A ein selbstadjungierter dicht definierter Operator auf einem Hilber-
traum H und ist (—A) von unten beschrinkt, so ist A ein sektorieller
Operator. (sieche [Hen81, Sec. 1.3|)

iii) Ist X = L?(Q) und A = A der Laplace-Operator mit
D(A) = H?*(Q) N HY(Q). Dann ist A ein sektorieller Operator. (siehe
[Ott09, Satz 2.3])

Ziel ist es fir die Klasse sektorieller Operatoren, das Operatorexponential
zu definieren. Dies fithrt uns zunéchst auf den Begriff der analytischen Halb-
gruppe und ihres infinitesimalen Erzeugers. Eine analytischen Halbgruppe ist
nach [Hen&1| definiert durch:

Definition 1.1.3. Eine Familie {7'(¢)};>¢ von linearen, beschrénkten Ope-
ratoren
THt): X - X

mit

i) T(0) =1,

i) T(s+t) =T(s)T(¢t) fiir alle s,t >0,
iii) limy o0 7 (t)x = z fir alle x € X,

iv) t+— T(t)z ist analytisch fiir alle ¢ > 0,

heifst analytische Halbgruppe.
Der Operator

L:D(L) —» X (1.3)
s Jig L2 — @
t—0 t

mit D(L) := {z € X : der Limes in ([.3)) existiert} heift infinitesimaler
Erzeuger der analytischen Halbgruppe.
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Wir werden nun Theorem 1.3.4 aus [Hen81] zitieren. Die Aussage des
Satzes liefert die Existenz einer analytischen Halbgruppe, dessen infinitesi-
maler Erzeuger ein sektorieller Operator ist. Diese analytische Halbgruppe
definiert das Operatorexponential des sektoriellen Operators iiber ein Kon-
turintegral, dessen Integrationsweg den Sektor 5 umschliefst. Wir werden zu
einem spéateren Zeitpunkt sehen, dass dieses Konturintegral auch als inverse
Laplacetransformation der Resolventenabbildung interpretiert werden kann.
Dabei garantiert der sektorielle Abfall der Resolvente die absolute Konver-
genz des Integrals. Fiir Details des Beweises verweisen wir auf [Hen81].

Satz 1.1.4. Sei A ein sektorieller Operator mit Sektor ¥,s. Dann ist A
infinitesimaler Erzeuger der analytischen Halbgruppe {e'4};>o mit

1
= _— [ (2] — A)7dz,
21 T

wobei I eine Kontur in p(A) ist mit arg(z — a) — 0 fir |z| — oo mit
5 <0 <m—0. Falls Reo(A) < a, dann gibt es ein C' > 0, sodass fiir alle
t>0

e ]y < Ce
und o
e[ < ?eat
qgilt.
Beweis. Siehe Theorem 1.3.4 in [Hen8I]. O

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Cauchy-Problems
(CI) werden Réume funktionalanalytischer Natur benétigt. Diese Rdume
werden durch die Definitionsbereiche von sogenannten gebrochenen Poten-
zen des sektoriellen Operators A definiert. Wir werden diese Rdume in der
spateren Konvergenztheorie der exponentiellen Integratoren benotigen, da
allgemeine Losungen des Cauchy-Problems nur eine geringe Regularitét auf-
weisen. Fiir die Theorie gebrochener Potenzen folgen wir den Ergebnissen
aus Abschnitt 1.4 in [Hen81].

Definition 1.1.5. Sei A ein sektorieller Operator mit Reo(A) < 0. Dann
definiere fiir & > 0 die gebrochene Potenz

1 o0
(—A)™ = —/ >~ tetAdt.
0

Hierbei bezeichnet I'(«r) die Eulersche Gammafunktion an der Stelle a > 0.
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Im

)

\

Re

Abbildung 1.2: Moglicher Integrationsweg zur Definition der analytischen
Halbgruppe aus Satz [[LT.4l

Der folgende Satz beinhaltet einige Eigenschaften der gebrochenen Po-
tenzen eines sektoriellen Operators A, welche wir an dieser Stelle aufzeigen
wollen. Der Satz ist ein Zitat von Theorem 1.4.2 in [Hen&1].

Satz 1.1.6. Sei A ein sektorieller Operator mit Reo(A) < 0. Dann ist
(—A)~® fir alle o > 0 ein beschrinkter linearer Operator von X nach X
und injektiv. Falls 0 < a < 1, so gilt

() = n(Ta) / 2= — A)dz.
T 0
Beweis. Siehe Theorem 1.4.2 in [Hen81]. O

Wir wissen also, dass die gebrochenen Potenzen einen injektiven Operator
definieren. Dies motiviert den inversen Operator einer gebrochenen Potenz
mit geeignetem Definitionbereich zu definieren:

Definition 1.1.7. Definiere (—A)“ fiir > 0 durch (=A)* := ((—=A)™*)7!,
sowie D((—A)*) = R((—A)™) und (—A)° als die Identitit auf X.
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Die gebrochenen Potenzen eines sektoriellen Operators kénnen in Ver-
bindung mit der erzeugten analytischen Halbgruppe gebracht werden. Das
Ergebnis ist ein Stabilitétssatz, den wir aus [Hen81| zitieren und dessen Aus-
sage ein wichtiges Hilfsmittel fiir die Konstruktion und Konvergenztheorie
der exponentiellen Integratoren darstellt.

Satz 1.1.8. Sei A ein sektorieller Operator mit Reo(A) < w < 0. Dann gibt
es fir jedes a > 0 ein C' = C(«) > 0, sodass fiir alle t > 0

e (= Ay |y < Ce
qgilt.
Beweis. Siehe Theorem 1.4.3 in [Hen81]. O

Die Voraussetzungen dieser Ergebnisse beinhalten stets, dass {0} € p(A)
liegt. Um diese Ergebnisse fiir sektorielle Operatoren, die diese Eigenschaft
nicht erfiillen, zu erhalten verschiebt man den Operator und somit sein Spek-
trum um ein vielfaches der Identitét.

Definition 1.1.9. Sei A ein sekjorieller Operator mit Sektor X, 5. Dainn
definiere fiir @ > w den Operator A := (—A+w/I) und den Raum X, = D(A%)
mit der Graphennorm || - ||x, = [|A% - || x.

Bemerkung 1.1.10. Verschiedene Wahlen von @ > w fiihren zu dquivalen-
ten Normen || - ||x,, wodurch unsere Ergebnisse, die wir erarbeiten werden,
unabhéngig von der Wahl der Norm sind.

Satz 1.1.11. Sei A ein sektorieller Operator. Dann ist (X, | - ||x.) fir alle
a > 0 ein Banachraum.

Beweis. Siehe Theorem 1.4.8 in [Hen81]. O

Beispiel 1.1.12. (siche [Ott09, Kap. 2.3|)
Ist X = L?(2) und A = A der Laplace-Operator mit D(A) = H?(Q)NH{ ().
1

Dann ist fiir o = 5

D((—A)7) = D((~A)2) = HY(R).

Damit haben wir nun einige Grundbegriffe aus der Theorie parabolischer
Gleichungen definiert und Ergebnisse vorgestellt, die wir im Laufe dieser
Arbeit benutzen werden. Mit diesen Begriffen kénnen wir nun die fiir uns
wesentlichen Annahmen an das System (L.1]) stellen:
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Annahme 1. Der Operator A : D(A) — X in (1) ist ein sektorieller
Operator mit Sektor X, 5.

Annahme 2. Fir ein 0 < o < 1 besitzt die Anfangswertaufgabe (I.1) eine
hinreichend glatte, eindeutige Losung u : [0,T] — X,. Ferner erfille die
Abbildung f : [0,T] x Xo — X in einer Umgebung der Losung u eine lokale
Lipschitzbedingung, d.h. fir jedes R > 0 gibt es ein L = L(R,T) > 0, sodass

1f(t0) = f(t w)]x < Lljo — wl|x,

fiir alle t € [0,T] und v,w € X,, die max{|Jv — u(t)||x., ||w—u(t)||x.} <R
erfillen. Weiter sei die Abbildung g : [0,T] — X, g(t) := f(t,u(t)) einmal
Fréchet differenzierbar.

1.2 Konstruktion der Einschrittverfahren

Wir wollen nun die Anfangswertaufgabe (LL1), die die Annahmen [ und
erfiillt, numerisch 16sen. Dafiir konstruieren wir in diesem Abschnitt
exponentielle Integratoren und folgen dem Vorgehen in [HO06]. Dazu
sei eine Schrittweite h > 0 gegeben. Wir definieren dquidistante Stiitzstellen
t,=nhfirne Nymit 0 <nh < Nh<T. Oftwirdh:%fﬁreinNeN
gewdhlt, sodass ty = T ist. Ziel ist es Einschrittverfahren zu konstruieren,
die eine Approximation wu, der exakten Losung u an den Stellen ¢,, d.h.
un, 2 u(t,) firn=1,..., N liefern.

Fir die Konstruktion der Verfahren benutzen wir die Formel der Variation
der Konstanten. Die exakte Losung von (L)) besitzt die Darstellung

u(t + h) = eu(t) + /jJr eWTh=DAf (7 u(r))dr. (1.4)

Approximieren wir nun die Nichtlinearitat f im Integranden von (L4 durch
f(ru(r)) = f(t,u(t)) fir 7 € [t,t + h], so ergibt sich

t+h
u(t + h) =~ e u(t) + / eUTh=DAdT £ (t, u(t))
t

h
— My elh=9)A44¢ U
(t) + / £t u(t))

= ehMu(t) + h /1 eI Al (¢, u(t)).
0
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Durch diese Uberlegung liegt es nahe fir n = 0,...,N — 1 das folgende
Einschrittverfahren zu definieren:

1
Upp1 = e, + h/ e(l_O)hAdaf(tn, Up), (1.5)
0

wobei ug = u® € X der Anfangswert zur Zeit t = 0 aus (L)) ist. Dies
ist das explizite exponentielle Euler-Verfahren, welches im Fall von
semilinearen parabolischen Gleichungen auch Euler-Ngrsett-Verfahren
genannt wird.

Wir definieren fiir j € Ny die Abbildungen ¢, : C — C gemaf

A j =0
(A) = 1.6
0= on et gy o (16)

(]1

fiir A € C. Dariiber hinaus definieren wir fiir ¢ € [0, 7| und einen sektoriellen
Operator A die folgenden Operatoren auf X:

tA :
J=0,
= {f (=t 2 dg, > 1
0 G—D1%% < L

Fir j > 1und 0 <t < T gilt mit 7 = ot, dass

1 J—1 1 t j—1
@j(tA) = / 6(1_0)“‘,07&7 = —./ e(l_T)A,TidT.
0 (-1 t Jo (j—1)!

Fiir die Operatoren ¢;(tA) erhalten wir aus Satz [[LT.8 eine Stabilitatsab-
schitzung, die wir im folgenden Lemma festhalten. Aus dieser Abschéatzung
folgt, dass die Operatoren ¢;(tA) sogar linear und beschrankt auf X sind.

Lemma 1.2.1. Sei A ein sektorieller Operator mit Sektor ¥,5 und j € Ny.
Dann gibt es fiir jedes 0 < a < 1 ein C' = C(a) > 0, sodass

eivan, <0

gleichmapig fir 0 < t < T gilt. Insbesondere ist p;(tA) ein linearer be-
schrankter Operator auf X .

Beweis. Der Fall j = 0, d.h. ¢o(tA) = e folgt aus Satz [LI.8 Denn fiir
w > a gilt
Reo(A —wl) < 0.
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Dann folgt aus Satz [LT.8 fiir jedes o > 0, dass es ein C' = C'(a) > 0 gibt mit

taAozetA < Cewt < C

‘X—)X

firalle 0 <t <T.
Den Fall j > 1 kénnen wir nun darauf zuriickfithren. Denn fir 0 < ¢t < T
und 0 <7 <tist 0 <t—7 < T und es gilt fiir a > 0, dass

HA%“—T)AH <C(t—1)

X=X

Damit folgt fiir 0 < a < 1

Y

dr

t
taAaSOj(tA)H < ta—j/ Aae(t—r)AH
0

X=X

x—x (j—1)!
i1

G- 1)

toz—l t
< 0_7/ t— 1) %dr
(=D Jo ( )

tafltlfa _
=C : =C.
(1=a)(g -1
Damit sind die Operatoren ¢;(tA) beschrankt auf X. Die Linearitét der

Operatoren ist klar, sodass ¢;(tA) ein linearer beschrankter Operator auf X
ist. U

t
<Ot / (t—7)"°
0

Mit Hilfe dieser Operatoren kénnen wir nun das Euler-Ngrsett-Verfahren
schreiben als

Unt1 = @o(RA)u, + b1 (RA) f(t,, un)

firn =1,...,N — 1 und vy = u°. Das Euler-Ngrsett-Verfahren ist nur ein
Beispiel aus einer ganzen Klasse von exponentiellen Integratoren zum nume-
rischen Losen der Anfangswertaufgabe (LI]) - den exponentiellen Runge-
Kutta-Verfahren. Die exponentiellen Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s
werden definiert durch die Verfahrensvorschrift

Uns1 = @o(hA)uy + h Y bi(hA) f(ty + cih kit un, b)), n=0,...,N—1
=1
mit

kit v, h) = @o(chA)o + 1Y aij(RA) F(t+ cih kj(t0,h), i=1,...,s,

J=1
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wobel ug = u” und die Koeffizientenabbildungen a;, j, b; fiir 4,7 = 1,...,s
Linearkombinationen der ¢; sind, d.h. fir o, ;, 8;,¢; € R, ¢,5 =1,..., s ist

CLZ'J(hA) = Z Oékngg(CkhA)
k=1

und \
bi(hA) = Bupr(hA).
k=1

Dies sind im Allgemeinen implizite Verfahren. Wir wollen uns in dieser Arbeit
mit rein expliziten Verfahren beschéftigen. Insbesondere soll das Hauptau-
genmerk auf dem Euler-Ngrsett-Verfahren liegen, welches unter die Klasse
der expliziten exponentiellen Runge-Kutta-Verfahren fallt. Die expliziten ex-
ponentiellen Runge-Kutta-Verfahren der Stufe s erhalten die Form:

tng1 = Po(hA)un + 1Y bi(hA) f(ty + cih kit un, ), n=0,... N —1
i=1
mit
i—1
ki(t,v, h) = @o(chA)v + 1Y~ ai(RA)f(t+ cih ki(t0,h), i=1,...,s,

j=1

wobei wieder ug = u® gesetzt wird.

Wie bei den Runge-Kutta-Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichun-
gen im R, lassen sich auch fiir exponentielle Runge-Kutta-Verfahren semili-
nearer parabolischer Gleichungen die Koeffizientenabbildungen in einem so-
genannten Butcher-Tableau darstellen:

c1 al,l(‘) al,s(‘)

Cs as,l(') a&s(.)

[ () e bs()

Beispiel 1.2.2. Fiir das Euler-Ngsett-Verfahren ist s = 1 und besitzt das
Butcher-Tableau:

0
¥1
Wir werden in Kapitel [2 zeigen, dass das Euler-Ngrsett-Verfahren die

Konvergenzordnung 1 besitzt. Es lassen sich auch Verfahren héherer Ordnung
konstruieren, die eine hohere Konvergenzordnung besitzen.
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Beispiel 1.2.3. Wir definieren ¢; ;(hA) = ¢;(c;hA) fir i,j € N.
Fiir s = 2 wird ein exponentielles Runge-Kutta-Verfahren der Stufe 2 in
[HOO6] definiert durch das Butcher-Tableau:

%(,0172 (17)
‘ 0 ¢

Allgemeiner kann eine Familie von Verfahren der Stufe 2 definiert werden

durch
0

Co

CoP1,2
‘ 0<1 - ﬁ)@l ﬁ@l

fiir einen zu wihlenden Parameter ¢ > 0. In [HOO6] wird gezeigt, dass diese
Verfahren die Konvergenzordnung 2 besitzen.

Im Fall s = 3 werden in [HOO06|] &hnliche von bis zu 3 Parametern abhéngige
Verfahren konstruiert. Diese Verfahren besitzen im schlechtesten Fall eben-
falls nur die Konvergenzordnung 2, wodurch sich der hohere Rechenaufwand
nicht lohnt. Ein Verfahren der Stufe s = 3, welches auch die Konvergenzord-
nung 3 besitzt, ist gegeben durch das Butcher-Tableau:

0

1 1

2 5¥1,2 1.8

% %%,3 - %@2,3 %@2,3 ( )
P1— 52 0 3¢

Fiir s = 4 stellen wir nun eine Variante des klassischen Runge-Kutta-
Verfahrens vor, welches gegeben ist durch das Butcher-Tableau:

0

% %@1,2

% 0 %@1,3

1 %@1,3(@0,3 — 1) 0 ¥1,3

w1 — 3p2 + 43 200 — 43 209 — 43 dps — o

Ein Verfahren der Stufe 4, welches die Konvergenzordnung 3 besitzt, ist das
Verfahren von Strehmel und Wiener:

1 %@1% 1
5¥1,3 — 3¥23 2¥2,3
P14 — 2024 —2p0 4 4o 4
1 — 32 + 43 0 dpg — 8p3z  —pa + 43

NN = O
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Zuletzt betrachten wir noch den Fall s = 5, um ein Verfahren der Konver-
genzordnung 4 anzugeben. Dies ist gegeben durch das Butcher-Tableau:

P14 — 2024 P24 P24
%%,5 —2a52 —aspy sz aso iw2,5 — 5,2
¥Y1 — 3(,02 -+ 4()03 0 0 — 2 + 4()03 4@2 — 8@3

0

% %@1,2

5 1901 3 %@2 3 ¥2,3

% 275 ’ ’ (1.9)
1

2

1.3 Realisierung der Einschrittverfahren

Die praktische Anwendung der exponentiellen Runge-Kutta-Verfahren - ins-
besondere die des Euler-Ngrsett-Verfahrens - bendtigt die Kenntnis der linea-
ren beschriankten Operatoren ¢;(hA) fiir einen gegebenen sektoriellen Ope-
rator A sowie einer Schrittweite A > 0 und j € Nj. In diesem Abschnitt
werden wir Darstellungen dieser Operatoren tiber Konturintegrale beweisen,
welche dann mit Hilfe von Quadraturen numerisch gelést werden konnen. Es
werden hier die Methoden aus [LF10] vorgestellt. Das zentrale Hilfsmittel
fiir die Herleitung dieser Konturintegrale ist die Laplacetransformation bzw.
deren Riicktransformation. Wir werden zunéchst die Laplacetransformation
einfithren sowie wichtige Eigenschaften und die Riicktransformationsformel
vorstellen. Dabei folgen wir den Ergebnissen aus [Are01]. Wir beginnen mit
der Definition der Laplacetransformation.

Definition 1.3.1. Sei u : [0, 00) — X. Dann heift fiir z € C

u(z) = /OOO e “u(t)dt == lim Te_tzu(t)dt (1.10)

T—o00 0

das Laplace-Integral von u an der Stelle z. Sei W C C und das Laplace-
Integral (ILI0) existiere fiir alle z € W. Dann heifit @ : W — X die Lapla-
cetransformation von u. Wir schreiben auch @ = L[u].

Durch die Definition der Laplacetransformation [[L3.T] stellt sich unmittel-
bar die Frage, unter welchen Voraussetzungen die Laplacetransformation auf
einer Menge W C C existiert. Dazu fithren wir die folgenden Grofen ein:

abs(u) := inf{Re z : 4(z) existiert},
w(u) :=inf{lw e R: Stl>l£) He‘wtu(t)HX < o0},

hol(4) := inf{w € R : @ besitzt eine holomorphe Fortsetzung fiir Rez > w},
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wobei inf () := oo.

In [Are01] wird gezeigt, dass der Existenzbereich der Laplacetransforma-
tion, d.h. der Bereich in C fiir den das Laplaceintegral konvergiert, entweder
leer oder eine offene Halbebene in C ist, d.h. das Laplaceintegral konvergiert
fir alle z € C mit Rez > abs(u). Jedoch kann die Laplacetransformation in
dieser Halbebene auf einen gréferen Bereich holomorph fortsetzbar sein, d.h.
es gilt stets hol(u) < abs(u) < w(u). Fiir Details verweisen wir auf [Are(01]
Kap.1|. Die letztere Ungleichung beweisen wir im folgenden Lemma fiir lokal
integrierbare Funktionen. Insbesondere erhalten wir eine Beispielklasse von
Funktionen, fiir die der Definitionsbereich der Laplacetransformation nicht
leer ist.

Lemma 1.3.2. Seiu € L _([0,00), X) mit

loc
lu(t)||x < Ot e

fir alle t > 0 und ein C >0, w € R und v > 0. Dann gilt abs(u) < w.
Insbesondere konvergiert das Laplaceintegral absolut fiir alle z € C mit
Rez > w.

Beweis. Sei z € C mit Rez > w. Dann gibt es ein 0 < ¢ < Rez — w und es
folgt

/OO e u(t)]] , dt < C/OO e et ldt < C/Oo e Y dt < oo,
0 0 0

O

In Abschnitt [T haben wir den Begriff des sektoriellen Operators ein-
gefiihrt. Diesen Begriff wollen wir auch fiir allgemeine Abbildungen éhnlich
definieren.

Definition 1.3.3. Sei 0 < 6 < § und w € R. Dann heift eine Abbildung

U: W c C — X sektoriell, genauer sektoriell mit Sektor >, ; und
w >0, falls

i) (EM(;)C c W.
ii) es existiert ein M > 0 und p € R, sodass

M
1U(2)]lx < ‘27

fir alle z € C\ X 5.
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Bemerkung 1.3.4. Der fiir uns interessante Fall ist, dass U eine sektori-
elle Abbildung mit p > 0 ist. Wir werden nur diesen Fall behandeln und
dies stets voraussetzen. Die Ergebnisse dieser Arbeit lassen sich auf den Fall
p < 0 verallgemeinern. Fiir Details verweisen wir auf [LF10], [LEPS06] und
[LEPO4].

Von besonderem Interesse ist auch die Existenz der inversen Laplace-
transformation, d.h:

Gibt es zu gegebenem U : W — X eine Funktion u : [0,00) — X, sodass
u(z) = U(2) fir alle z € W gilt und welche Eigenschaften besitzt u?

Wir werden im Fall, dass U sektoriell mit u > 0 ist, eine Antwort auf
diese Frage geben. Wir definieren fiir 0 < @ < 7 und w € R den nach rechts
geOffneten Sektor

Swa ={z€C:|arg(z —w)| < a,z # w}.

Im Fall w = 0 schreiben wir auch S, , = S,. Man beachte, dass Sg =C, =
{z € C : Re(z) > 0} ist. Wir beweisen nun einen Satz [Are01, Theorem
2.6.1|, der die Existenz der inversen Laplacetransformation fiir sektorielle
Abbildung zeigt.

Satz 1.3.5. Sei U : Sy a1z — X holomorph und sektoriell mit > 0 fir ein
w e Rund0 < a < 3. Dann existiert eine holomorphe Funktionu : S, — X,
sodass es ein C' > 0 gibt mit

lu(2)llx < Ol e e

fir alle z € Sz mit 0 < f < «. Ferner gilt fir alle z € C mit Re(z) > w,
dass

Llu(z) = U(z)
und u besitzt die Darstellung
_ 1 Az
u(z) = 2m’/Fe U(N)dA

fiir alle z € S,, wobei " eine Kontur in S, a4 = ist mit arg(A\—w) — £ (v+%)
fir |\ oo, Ae'und 0 < vy < a.

Beweis. Seien 0 < v < a und § > 0. Wir definieren die Kontur
I'=T;UTl'yUTI'_ bestehend aus

Ty = {w+ret0F3) 5 <r)
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und A - .
Lo = {w+0de”, -y =5 <O <7+ 3}

Dabei laufe die Kontur I" von unten nach oben - siche dazu Abbildung

|

Re

Abbildung 1.3: Bild der Kontur I' im Beweis von Satz[[.3.3 fiir den Spezialfall
w = 0.

Sei0<e<yund z€ S, Fir A\ =w+ re*0+3) € T gilt

%)

Re(Az) = wRe(z 5

(z) + r|z| cos(arg z + (v +
< w Re(
< wRe(

(

= wRe(z

z) F r|z|sin(arg z + )

z

~— ~— ~— ~—

(
T r|z| sin(=+e)
—rlz]sin(e).

Damit folgt

H@AZU()\> HX < ewRe(z)efr\z\sin(s)%

rH
fiir alle A € I'.. Somit ist das Integral
1
u(z) ==

— /F MU (N)dA

271
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absolut konvergent, d.h. die Folge (u)ren mit

U = ! MU (N)dA

27 S, )

konvergiert gegen u auf S,_ und somit auch auf S,. Auferdem gilt
+

/ MU (N)dA / MU (N)dA
ToNBy (w) X I'1NBg(w)

/ MU (N)dA
I'_NBg(w) X

und es gibt fiir jedes z € S, ein C, > 0, sodass fiir alle k € N

/ MU (N)dA
FoﬂBk(w)

lur(2)llx <

X

+

<C. (1.11)
X

und

/ MUN)sA|| <
T'+NBg(w)

max(k,d) o
[ et Dy g e yar
X §

X

max(k,0) 1
< MewRez e—r\z\sine_dr
5 Tk

0o
< MewRez efr\z\sineidr < Cz-
5 rt

Folglich erhalten wir
sup [[ur(2)]|lx < 3C.
kEN

und fiir alle kompakten Teilmengen K C S, gilt

sup ||ug(2)||x < oo.
keEN,zEK

Nach Satz[A.10]ist wuy, fiir jedes k € N holomorph auf S,,. Dann folgt aus dem
Satz von Vitali [A.12] dass auch u = limy_, us, holomorph auf S, ist. Nach
den Satzen [A.T4 und [A.15]ist u unabhingig von § > 0 und wegen Lemma [B.7]
auch unabhéangig von v < «, solange arg z < «. Daher ist u sogar holomorph
fiir alle z € S,.

Als niichstes wollen wir u abschiitzen. Dafiir wihlen wir § = |2|™* und v,e > 0
derart, dass 7 < o und |arg z| < v — ¢ ist. Damit folgt

’ i / MU (N)dA

2 To

1 s Ri 0 1
< 2_ v ezecos(arngr )M‘Z|‘u7 o
X TJy-3
S M€1+wRez‘Z|,u71

— CGWRGZ‘Z|“71.

(Y
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Des Weiteren gilt

9]
‘ L/ e)\zU<)\>d)\ < i ewRezefr\z\sine%dr
271 ry X 2w |z]—1 rH

0o

— i ewReze—psin5%|Z|u—ldp

2 )y H
< M ewRez|Z‘u—1
~ 2msine

< CvewRez|Z‘u71.

Somit gilt
lu(2)lx < Claft e e

fir alle z € S, mit 0 < e <y < a und daher auch fiir alle z € Sz mit 0 <
[ < «. Dann existiert nach Lemma [[.3.2] auch die Laplacetransformation von
u fiir alle z € C mit Re z > w. Insbesondere konvergiert das Laplaceintegral
von u an der Stelle z absolut.

Wir zeigen nun noch

Llu](z) = U(2)
fiir alle 2 € C mit Rez > w. Dazu sei £ € R mit £ > w. Wir wihlen

' =T(y,0) derart, dass 0 < § < £ — w. Dann ist £ rechts von der Kontur T'.
Ferner gilt fiir

| N

§9§7+gh

Tgp:={w+Re?:vy—
dass a .

7+ MR*
’/ ULS) 4 g/ LN
f‘Rg_C X fy_g|€_w_R62|

fiir R — oo. Dann folgt mit dem Satz von Fubini und der Cauchyschen
Integralformel [A.4] dass

L[u](§) = /0 N et L /F StU(¢)d¢dt

271

1 @dc

T JrE—¢

1 U
ZU(§)+gggo%/f %dc
—U(e).

Also gilt U(&) = L[u](¢) fiir alle € > w. Aus dem Identitétssatz holomorpher
Funktionen [A.11] gilt dann auch U(z) = L[u](z) fiir alle z € C mit Re z > w,
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denn hol(4) < abs(u) < w. (vgl. [Are01, Theorem 1.5.1 |)

O

Mit Hilfe der Laplacetransformation und ihrer Riicktransformation kon-
nen wir nun Integraldarstellungen fiir die linearen beschrinkten Operatoren
©;(hA) zeigen. Dazu formulieren wir ein Lemma, in dem wir fiir die Funktio-
nen ¢;(A) fiir A € C eine Darstellung iiber die inverse Laplacetransformation
angeben.

Lemma 1.3.6. Sei j € N und z, A € C. Dann definiere fir z # 0 und \ # z

1

Qi(z,N) = m

Dann gibt es w € R und 0 < 6 < 3, sodass die Abbildungen

(I)j(', )\) : Sw,ﬂ—é —C
holomorph und sektoriell mit Sektor ¥,, 5 sind. Ferner gilt
23N = L7, (-, VL), (1.12)
wobei p; wie in (LG) definiert ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildungen sektoriell sind.
Wir betrachten erst den Fall, dass Re A < 0 ist. Dann gibt es einen Winkel
0 < § < § derart, dass A € ¥5\0%5, d.h. A ¢ S;_5. Dann gibt es ein C' > 0,

sodass fiir alle z € S,_;

1
EE

Somit folgt
1 C
N P P R L

fiir alle z € S,_s.

Betrachten wir nun den Fall Re A > 0. Dann gibt es ein w > 0 und einen
Winkel 0 < 6§ < 7 derart, dass A € 3, 5\0%,5, d.h. A ¢ S, 5. Dann gibt es
wieder ein C' > 0, sodass

1
<C
|z = A~
fir alle z € S, r—5. Wir zeigen nun, dass

2 = v

<M
2]



26 KAPITEL 1. EXPONENTIELLE INTEGRATOREN

fiir alle z € S, r—s. Dazu sei zundchst Rez > ¢. Dann ist |Re(z —w)| < Rez
und Im z = Im(z — w). Dann folgt

|z — wl? _ (Re(z— w))? + (Im(z — w))?
EE (Rez)? 4 (Im 2)?
_ (Re(z —w))? + (Im 2)?
(Re2)? + (Im 2)?
(Rez)? + (Im 2)? _
(Rez)? + (Im 2)?

<

s
2

und (§ := argz — Z - siehe dazu

Sei nun Rez < ¢. Sei o := arg(z —w) — 5

auch Abbildung L4l

Abbildung 1.4: Die Winkel o und g aus dem Beweis von Lemma

Dann gilt fiir alle z € S, r—s mit Rez < §, dass |a] < § —d < 7. Somit
folgt

|z —w| cosfBlmz 1

= < <

= < < =: M < oo.
|2 Imzcosa — cosa — cos(

A |

—6)
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Damit gilt nun

1 C CMi
2N = TR S TF S emap

fir alle z € S, »—5. Wir haben gezeigt, dass die Abbildungen ®;(-, A) sektoriell
sind. Die Holomorphie der Abbildungen ist klar.

Bleibt nun noch die Identitét (LI2) zu zeigen. Dazu definieren wir fiir ¢ > 0
und A € C

go(t,\) :== e)‘t,
sowie ,
(="
gj = -
’ (j—1)

fiir y € N. Dann ist

1 Tj_l
@;(A :/ eI dr = [go(-, \) * g5](1).
]( ) 0 <j_1>| [0< ) ]]( )
Ferner gilt fiir A € C
0 o 1
ﬁ[go(.’ )\)](Z) — / e)‘te_tht — / e(A—z)tdt _
0 0 Z— A

fiir alle z € C mit Re z > Re A\. Weiter gilt

1
Llg)(2) =
fiir Re z > 0, wie wir per Induktion zeigen:
Induktionsanfang (j = 1):

Clg(z) = / Tt =t

z

fiir Rez > 0.
Induktionsschritt (j — j + 1):

J

Llogule) = [ e S

J!

91 t=o0 1 it
=———e ¥ +/ —e P — dt
gz t=0 o 2 (-1

=0
w1l 1 1
]
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fiir Rez > 0. Dies schlieftt die Induktion ab und die Identitat ist gezeigt.
Auferdem gilt

tj—l t B .
[[g0(, ) * g;)(1)] < m/o A

tj—l eRe)\t 1
(j—1)! {Rek B Re)\]
< Ctj—lemax(Re )\,O)t'

Also konvergiert das Laplaceintegral von go(-, A) * g; nach Lemma [[L3.2] ab-
solut fiir alle z € C mit Re z > max(Re A, 0). Klar ist, dass go(-, A) * g; stetig
und von beschrankter Variation ist. Aus Satz [B.6] gilt daher

wmmwm—i/mem»wmw

270 JeCino

fiir alle ¢ > max(Re A, 0). Nun folgt mit dem Faltungssatz der Laplacetrans-
formation [B.4] und Lemma [B.7 fiir alle ¢ > max(Re A, 0), dass

1
LD (- N](1) = — [ €P,;(2,\)d
360 = 5= [ 00
1 ct+ioco
= 5= - e*®;(z, N)dz
1 c+ioco 1
= — GZ%dZ
270 Jolino (2 —N)
1 c+1i00
“omi ) e*L[go(-, M)](2)L]gs](2)d=
1 ct+ioco
=5 e“Lgo(-, A) * gj](2)dz

c—100

= [90(- A) * g;](1) = ¢;(N)-
O

Somit haben wir nun Darstellungen der ¢; auf skalarer Ebene {iber inver-
se Laplacetransformationen bewiesen. Um diese Darstellung auch auf Opera-
torebene zu erhalten, liegt es nahe formal den Term (z—\)~! in der Definition
der ®; durch die Resolvente (21 —hA)~! zu ersetzen. Die rigorose Rechtferti-
gung dieser Vorgehensweise wollen wir nun beweisen. Eine Darstellung iiber
Konturintegrale der ¢; auf Operatorebene gibt der nédchste Satz an.
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Satz 1.3.7. Sei h > 0 sowie A : D(A) — X ein sektorieller Operator. Dann
qilt

pi(hA) = L7[;(-, hA)(1),
wobei ®;(z, hA) := 277 (2] — hA)~! fiir j € N.

Beweis. A ist ein sektorieller Operator. Dann ist hA abgeschlossen und dicht
definiert mit Definitionsbereich D(hA) = D(A). Ferner gibt es w € R, 0 <
0 < 5 und ein M > 1, sodass

M

) MlxLx < [

|(z1 — hA

fir alle z ¢ 3, 5. Also ist auch hA ein sektorieller Operator.

Der Fall j = 0 folgt sofort aus Satz [LT.4l

Sei also 7 > 1.

Definiere fiir r > max{w,0} und § <y < 7 —§ die Kontur I' = ', U UT"_,
wobei

D)= {w ot pel, p > 1),
Lo :={w+re”’, —y <0 <7},
I c={w+pe ™ p>r}

Dann gibt es @ > max{w + r,0} sowie einen Winkel 7 — v < 6 < 7, sodass
I' C 3,5 Dann definiere fir 7 > w und § < 5 < 7 — ¢ die Kontur I' =

I, UL UT_, wobei

Ly i={0+pe,p> 7},

Dabei seien die Konturen I',T so orientiert, dass sie von unten nach oben
laufen - siehe dazu Abbildung

Dann ist

X:(—00,00) =T CC
w + oe, o>r
o x(0)=Sw+rer, —r<o<r

w+|ole™, o< —r
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Abbildung 1.5: Bild der Konturen I' und T im Beweis von Satz [3.7)

eine Parametrisierung von I' und

X:(—00,00) 5T CC

O+ 1e", T>F
T X(T) = D4 7eTF,  —F<T<T
O+ |rle™, < —F

eine Parametrisierung von . Dann gilt
[ / et ®;(&, \) (A — hA)~tdAd¢
— [ ] OG0 oD ) - hA) K oddodr (113
Wir zeigen nun, dass der Integrand in (LI3)) absolut integrierbar ist, d.h.

/ X / OB, (1), x(0) (X (0)] — hA) R (DX (0| dodr < oo
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Dazu geben wir eine integrierbare Majorante an. Sei zunéchst

=(r,0) = [[eXT0;(X(7), x(0)) (x(0)] — hA) 'K (1)X'(0)]|

fiir (1,0) € R?2. Da 7 <+, gibt es ein C' > 0 und p > 7 derart, dass

1
- — <C VYIr|>p>]ol, (1.14)
o+ [7|e= — x(0)]|
1
: <C Virllol 2 p. (1.15)
’% + %eiﬁ _ etiv
1
<C Yll<p<lol (1.16)

X(1) _ w iy
lo] |o|

Nun ist = beschrinkt auf jedem Kompaktum K C R2, d.h. es gibt ein C} > 0,
sodass

E<T7 J) < Cl

fiir alle (1,0) € [—p, p]*.
Sei nun |7| > p und |o| < p. Dann gilt mit (LI4) und da cosy < 0, dass

:(T O') < e&;+|7’\cos§/ M|X’(O’)|
— 9 — T ~ .
@+ |71ex ) |@ + |7]e*T — x(0)]||x(0) — w|
< Cyefe-trlicossl 1
}(IJ + |T\eiiﬂj
< Cyefe-trlieosil 1
B ki
Fiir |7|, |o] > p gilt mit (LIH), dass
s . M
= < @+|T| cosF _ _ '
(no)<e &+ |T]e=]G — w + [7]ex — [olex||o]
_ ede—\rﬂcos’y\ M
I+ |7|exiT]i % + %eiiﬁ — exir o2
1

< IMCe” —|7|| cos ¥ _
=snee &+ [7]e=][o]?

S 036(::}6_'7-“ Cosﬁli"
|7}l
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Und fiir |7| < p und |o| > p gilt mit (LIG), dass

2Z(r,0) < X {C<T> = M 4
- X(T) | [X(7) —w — [ole=7]|o]
_ x| X(7) M
X(7)7 >2|(T|) — & — et o2
< IMCeX(m) %KT)' L
X(m) | lof?
1
C
Definiere also die Majorante
=R R
Ch, 7], [l < p
- Cge@e_”“ws“”h—l‘j, 17| > p,lo| <p
(1,0) — E(1,0) = . 2
Cae®e |7|| cos 7] CHEL |7-‘7 ‘g| > p
Cita, < plol > p.

I]:

Dann ist = € L'(R% R) und es gilt = < = auf R2. Also ist = € L'(R? R),
d.h. das Integral in (I.I3) konvergiert absolut.
Ferner gilt nach [Are01] fiir alle z € C, dass

(2 —hA)™? :/ et
0
Fiir z € C mit Rez > max(max,er Re A, 0) folgt aus den Sétzen [L1.4]

und Lemma [[L3.2] dass alle folgenden Integrale absolut konvergieren und der
Satz von Fubini [B.§ angewendet werden kann:

(21 —hA)™? :/ e~ e Adt
0

o 1
= / e — / eM(A — hA)td)dt
0 2mi Jr

1 o
= — [ (M —hA)™? / et
2m Jp 0
1 1

= I —hA) 'd. 1.1
omi Fz—)\O\ hA)~dA (1.17)

Da (2I — hA)~! holomorph ist fiir alle z ¢ X, s und das Integral in (LI7))
absolut konvergiert, definiert das Integral nach Satz [A.12] eine holomorphe
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Funktion in z fiir alle Rez > max(maxycr{ReA},0). Dann gilt nach dem
Indentititssatz holomorpher Funktionen [A.11], dass

(o] —hayt = = [ 1

Al — hA)~HdA 1.1
2m Fz—)\( ) (1.18)

fir alle z € C\X, s fiir die das Integral in (LI8) existiert.
Damit erhalten wir einerseits

(2mi)2 / / e ®;(&, A)(AM — hA)~TdAdg
_ es{ 1 / (g,A)(A]—hA)—ldA}dg

271 271

:—/%ghA

(-, RA)I(L).

Andererseits erhalten wir mit Anwendung des Satzes von Fubini [B.§ auf das

Integral (ILI3) und den Ergebnissen aus Satz [[L1.4l und Lemma [[3.6, dass

(2mi)? / / (&, NN = hA) " dAdE

1
—2m (M — hA)~ {QM/fef@j(g,A)dg}dA

1
= AT — hA A)dA

Gy F( ) ei(N)

1 1 -1
=— [ (M —hA)™! / L d—; )\

2mi Jp 0 (=1t

1 O_jfl 1 1
— —o)A
/0 T {2m /()\I hA)~! dA} do

:/ T omagy
o (71!
= @;(hA).

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Schlieflich haben wir nun Darstellungen der beschréankten linearen
Operatoren ¢;(hA) iiber Konturintegrale bewiesen. Fiir die numerische
Realisierung der Einschrittverfahren - z.B. des Euler-Ngrsett-Verfahrens - ist
es nun notig diese Konturintegrale auszuwerten. Die Konturintgrale kénnen
jedoch im Allgemeinen nicht analytisch gelost werden. Daher werden wir die



34 KAPITEL 1. EXPONENTIELLE INTEGRATOREN

Konturintegrale numerisch durch eine Trapezsumme approximieren. Zum
Abschluss dieses Abschnitts werden wir die Vorgehensweise zur numerischen
Approximation der Konturintegrale genauer erlautern.

Zunéchst wollen wir an dieser Stelle bemerken, dass die Konturen in
den bisher bewiesenen Integraldarstellungen noch keine spezielle Struktur
erhalten haben. Nach dem Cauchyschen Integralsatz sind die Losungen der
Konturintegrale unabhéngig von der Wahl der Kontur solange diese eine
orientierte Kontur ist, die den Sektor, fiir den der Integrand sektoriell ist,
umschlieft. D.h. insbesondere liegt die Kontur im Holomorphiebereich des
Integranden. Erst in Kapitel 2l werden wir spezielle Konturen betrachten, fiir
die wir entsprechende Fehlerabschatzungen zeigen werden. Die geometrische
Struktur der Kontur kann ausgenutzt werden, um entsprechend scharfe
Abschétzungen zu zeigen.

Sei nun V : W — X eine holomorphe und sektorielle Abbildung. Weiter
sei v : [0,00) = X mit

v(t) = L/FeZtV(z)dz

- 2mi
fiir alle ¢ > 0. Die Existenz von einem solchen v ist durch Satz[.3.5] gegeben.
Wir wéahlen nun eine differenzierbare Parametrisierung 7" der Kontur I', d.h.
T:(—o00,00) =T"CW
z— T(x).
Setzen wir nun diese in das Konturintegral ein und wenden die Quadratur

der Trapezsumme mit Schrittweite 7 > 0 als Approximation an, so erhalten
wir

1 1 >
v(t) = —,/eZtV(z)dz = —/ T@OV(T ()T (z)dx
2m Jr 2m o
P o
~ g 2 VT ),

wobei (z,)2 _ ., eine biunendliche Folge von Stiitzstellen z, = ¢7 ist. Appro-
ximieren wir nun noch die unendliche Summe durch eine endliche Summe bis
zum Index K € N so erhalten wir

K

v(t) ~ P Z_ZK e T@OV (T (z)) T ().
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Ist V(Z) = V/(2), so ist es sinnvoll eine zur reellen Achse symmetrische Kontur
I und die entsprechende Parametrisierung T zu wéhlen. Dann reduziert sich
die Summe auf

K

v(t) = Re (Z w@etT(”C‘)V(T(xg)))
=0

mit den Gewichten wy = 5==7"(0) und w, = =T"(zy) fiir 1 < ¢ < K. D.h. der

Rechenaufwand fiir die Berechnung der Summe ist nur nahezu halb so grof.

Sei h > 0 und A ein sektorieller Operator. Dann ist hA ein sektorieller
Operator mit einem Sektor X, s fiir ein w € R und 0 < 6 < 5. Sei I' eine
Kontur in (¥,5)¢ mit argz — £6 fiir 2] = o0, z € T'und § < 0 < 7 — 4.
Weiter sei T' eine Parametrisierung von I' und wéhle 7 > 0 und K > 1. Dann

approximieren wir die Operatoren ¢;(hA) durch die Quadratur:

¢ij(hA) ~ Re (i wee™ 2, (2] — hA)1> =: ¢;(hA), (1.19)

=0

mit 2z = T({7), wy = 51"(0) und wy = =T"(¢7) fiir 0 </ < K.

1.4 Konstruktion der Mehrschrittverfahren

Wir haben bereits in den vorherigen Abschnitten Einschrittverfahren zum
numerischen Losen der Anfangswertaufgabe (ILII), die die Annahmen [
erfiillt, konstruiert und dessen numerische Realisierung erldutert. Die
naheliegende Frage ist nun, ob man auch - wie im Fall gewohnlicher
Differentialgleichungen im R”- Mehrschrittverfahren zum Lésen der An-
fangswertaufgabe (LI]), die die Annahmen [ und 2l erfiillt, konstruieren
kann?

In diesem Abschnitt wollen wir nun exponentielle Integratoren dieser Art
herleiten und konstruieren. Wir folgen dabei der Konstruktion in [CPOG].

Sei also (LI) mit den Annahmen [l und 2 gegeben. Nach Annahme
gibt es also eine hinreichend glatte Losung u : [0,7] — X, von (ILI]). Sei
nun k € N sowie h = % fiir ein N > k. Definiere die Zeitpunkte ¢, = nh fir
0 < n < N. Die Formel der Variation der Konstanten liefert dann

thtk
u(tn-f—k?) — 6(tn+k_tn)Au(tn) + / e(tn+k_T)Af(7—’ u(T))dT
tn

k
— Myt + h/ ek=DhA gt 4 oh u(t, + oh))do.
0
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Fiir gegebene Approximationen wu,; ~ u(t,4;) fiir 0 < j < k — 1 definieren
wir nun an der Stelle ¢, die Approximation u, . ~ u(t,,)) durch

k
Unie = €7y, + B / eb=hAP | (t, + oh)do, (1.20)
0

wobei P, ;—1 das Interpolationspolynom durch die Interpolationspunkte
{(tnsj, ultns;)) f;é vom Grad k —1 ist. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass
das Interpolationspolynom P, ,_; eindeutig bestimmt ist.

Mit der Newtonschen Interpolationsformel gilt

k—1

=0

<.

wobei f,, := f(tn,u,), A der standard Vorwértsdifferenzenoperator ist, d.h.

Afn = f(tny1, Unt1) — f(tn, un),
und fiir 0 € R und j € Ny der Binomialkoeffizient (j) definiert ist durch
Do —i4+1
(‘7,) o= ,fa J+1) (1.22)
J J:

Einsetzen von (L2I) in (L20) liefert die Iterationsvorschrift fiir das k-
Schrittverfahren:

k—1 k
Ut = M uy + 0y / elk=o)ha (“) doN f, (1.23)
=070 J

fiir 0 < n < N — k. Wir definieren fiir j € Ny und £ € N die Abbildungen
Y;(k,-) : C = C geméif
kA j=0
(kA = ’ ’
¥alk A {foke(’f—"”( ° o, 1<k

7j—1

(1.24)

fiir A € C. Dariiber hinaus definieren wir fiir ¢ € [0, 7] und einen sektoriellen
Oprerator A die folgenden Operatoren auf X:

- ektA j =0
. t = ’ ’
v (k,tA) fok ek=tA( 7 Vdo, 1<j<k

7—1

(1.25)

Lemma 1.4.1. Sei A ein sektorieller Operator auf X und k € N. Dann ist
Y;(k,tA) ein linearer beschrankter Operator auf X fir 0 < j <k.
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Beweis. Folgt sofort aus Satz [[T.4l O

Mit diesen linearen beschrinkten Operatoren lassen sich die k-
Schrittverfahren schreiben als:

k—1
Uik = to(k, AU, + B> by (b, RA)A f, (1.26)
k=0
fir0<n<N —k.
Es stellen sich nun die Fragen:

Unter welchen Voraussetzungen sind diese konstruierten Verfahren
konvergent fiir h gegen 07

Wie lassen sich geeignete Startwerte w; ~ u(t;) fir 0 < j < k —1 be-
rechnen und welchen Einfluss haben diese auf die Konvergenz der Verfahren?

Fiir die Antworten auf diese Fragen zitieren wir an dieser Stelle einen
Konvergenzsatz aus [CP06| fiir die k-Schrittverfahren.

Satz 1.4.2. Sei die Anfangswertaufgabe (ILI)) gegeben, die die Annahmen [
und [2 erfillt, wobei g(t) := f(t,u(t)) k-mal stetig Fréchet differenzierbar ist.
Dann gilt fiir die Losung u,,0 < n < N des k-Schrittverfahrens aus (L23))

mit h = % und Startwerten u; € X, fir 0 <j <k—1 mit

luty) = wjllx. < Coh* (1.27)
fur ein Cy > 0, dass

lu(tn) = wnllx, < CR* sup [lg®(1)]x
0<t<T

fiir alle 0 <n < N, wobei K > 0 unabhdngig von h und g ist.
Beweis. siehe Theorem 1 in [CP06]. O

Wir sehen also, dass die k-Schrittverfahren aus (L23) fiir unsere Anfangs-
wertaufgabe (LLI)) mit den Annahmen [I] 2 konvergent der Ordnung k sind,
wenn die Startwerte u;,0 < j < k — 1 die Bedingung ([27) erfiillen. Es
liegt also nahe, die Startwerte fiir das k-Schrittverfahren durch ein exponen-
tielles Runge-Kutta-Verfahren der Konvergenzordnung £ aus Abschnitt
zu verwenden. Fir £ < 4 kann also zum Beispiel ein Verfahren aus Bei-
spiel [L.2.2] welches die Konvergenzordnung k besitzt, verwendet werden. Fiir
Mehrschrittverfahren héherer Ordnung kann es jedoch schwierig werden, ein
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konvergentes Einschrittverfahren gleicher Konvergenzordnung zu konstruie-
ren. Ein Ausweg besteht darin, die Startwerte mit einem Einschrittverfahren
niedriger Ordnung zu berechnen und diese mit Hilfe einer Kontraktion fest
zu iterieren. Fiir Details dazu verweisen wir an dieser Stelle auf Sektion 4 in
[CPO6].

1.5 Realisierung der Mehrschrittverfahren

Ahnlich wie im Fall der Einschrittverfahren ist es fiir die numerische
Realisierung der Mehrschrittverfahren notig die beschrankten linearen
Operatoren 9;(k, hA) fiir einen gegebenen sektoriellen Operator A, sowie
einer Schrittweite A > 0 und j € Ny zu berechnen. Wir werden in diesem
Abschnitt auch fiir diese Operatoren Darstellungen iiber Konturintegrale zei-
gen. Genauer ist dies eine Darstellung iiber inverse Laplacetransformationen,
welche wiederum nach Parametrisierung durch eine Quadratur approximiert
werden konnen. Unser Vorgehen orientiert sich an den Ergebnissen aus
[LE10].

Wir benétigen zunédchst eine Darstellung der Laplacetransformationen fiir
die Binomialkoeffizienten aus (I.22). Wir erhalten eine Rekursionsvorschrift
fiir die Berechnung der Laplacetransformationen.

Lemma 1.5.1. Seien o € Ry, z € Cy und fir j > 1

§i(o) = {0<U_1)"'(‘7_(j—2)), j>1

1, j=1

N KOH (2) = L[&](2) = %

(2 )] 0=t el - G-2e606) . )

Dann gilt

und fir j > 2

Ferner besitzt fir jedes j > 1 die Laplacetransformation L [(}1)} eine sek-

torielle holomorphe Fortsetzung
R] . (Ew,g)c — (C

fiir jedes w >0 und 0 < 0 < 3.
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Beweis. Es gilt (g) =1 fiir alle 0 € R. Dann folgt fiir alle z € C,, dass

cl(y)] @ =cme =2l = [Tea=2

Weiter gilt fiir j > 2, dass
§i(0) = &-1(0)(0 = (j = 2)) = 0§;-1(0) = (J — 2)§-1(9)

()=

Damit folgt nun fiir die Laplacetransformation des Binomialkoeffizienten mit

Hilfe von Lemma [B.1] dass

(2] @-grmeele

und

:(j—ll) (V521 — (5 — 2)&5-1](2)
= = [ELO8-1) - = 2Ll
— g L) - G- 2Ll

fiir alle z € C,..
Ferner ist
R1 : (20075)0 — C
1
= R ==
z 1(2) >

sektoriell und holomorph fiir jedes w > 0 und 0 < ¢ < 5. Aus der Rekursi-
onsvorschrift (L28)) folgt dann fiir 7 > 2 und z € C,, dass

8 Kjil)] <Z):§j<(j>)’

wobei pj;, ¢; Polynome mit deg(p,;) < deg(g;) sind und g; eine j-fache Null-
stelle in z = 0 besitzt. Dann ist

Rj : (Zw75)c — C

p;(2)
q;(2)
sektoriell und holomorph fiir jedes w > 0 und 0 < ¢ < 3. Somit definiert R;

2+ Ri(z) =

fiir j > 1 eine holomorphe Fortsetzung von £ [(j;l)] O
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Wir erhalten also beispielsweise fiir 1 < 7 < 4:

Ri(2) = %
Ry(2) = %
Ra(z) = %24”2

Mit Hilfe der Laplacetransformationen des Binomialkoeffizienten kénnen wir
nun auf skalarer Ebene Darstellungen der Funktionen ;(k, ) fiir A € C,
k € N iiber inverse Laplacetransformationen beweisen.

Lemma 1.5.2. Sei A € C und w > 0, 0 < § < § gegeben, sodass A €
Y s\, 5. Definiere fir j € N und z € (£,,5)¢ die Abbildungen

R;(2)

Ui(z,A) = Y

wobei R; aus Lemmal LA 1l gegeben ist. Dann sind die Abbildungen
Ui, A): (2,5)—=C
holomorph und sektoriell. Ferner gilt
ik, A) = L7, M) (k)
wobei ;(k, \) wie in (L24]) definiert ist.

Beweis. Sei A € 3, 5\0%,,s. Dann gilt fiir alle z € (3, 5)¢, dass

1
<
FEDY

fiir ein C' > 0. Somit folgt fiir jedes z € (£,,5):
W5z, M) < ClR; (2)].

Also sind die Abbildungen W;(-, A) holomorph und sektoriell, da R; holo-
morph und sektoriell mit Sektor ¥, 5 ist. Sei wieder fiir ¢ > 0

go(t,\) = e
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<ji1):%

mit §; wie in Lemma [[.5.Jl Dann ist

b = [ (7 Yo = (e ) 0

Auferdem gilt
. t t

H:90<7)‘> % -fj :| S ( )eRe)\t/ efRe)\odO_
Jg—1 0

Re At

(7 —1)!
~ 1
< Op1 e
- {Re)\ Re )\}

< Ctjf 1 emax(Re A,0)¢

und

sodass wir aus Satz [B.6 fiir alle ¢ > max(Re A, 0)
gj _ 1 /‘C+i00 kz fj
Go(+s A) * G=1) (k) = o) e L 1 go(-, A) * G-1) (2)dz

erhalten. Dann folgt mit dem Faltungssatz der Laplacetransformation [B.4]
Lemma [B.7 und Lemma [[5.1] dass

LN = 5 [

2w z— A
c+i00 )
— L ekz R] (Z) dz
270 Joing z—A

1 c+1i00 s gj
o [Tt e [ | e

1 c+ioco s gj
“5 [, e[t ]

= [« 5 0 = vk

Um nun eine Darstellung auf Operatorebene zu erhalten, liegt es wieder
nahe, formal den Term (z—\)~! durch die Resolvente (2 —hA)~! zu ersetzen
und so die Operatoren V;(k, hA) zu definieren. Dass wir so die Operatoren
1;(k, hA) iiber inverse Laplacetransformationen darstellen kénnen, beweisen
wir in dem folgenden Satz:
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Satz 1.5.3. Sei h > 0 und A : D(A) — X ein sektorieller Operator. Dann
qilt
wj(kja hA) = ‘C_l[\ljj('v hA)](k)a

wobei W;(z, hA) := R;(2)(2] — hA)™" mit Rj(2) aus Lemma L5 fir j > 1
und Ry = 1.

Beweis. A ist ein sektorieller Operator. Dann ist hA abgeschlossen und dicht
definiert mit Definitionsbereich D(hA) = D(A). Ferner gibt es w € R, 0 <
0 < 5 und ein M > 1, sodass

M

I—hA
(2 ) S P

fir alle z ¢ X, 5. Also ist auch hA ein sektorieller Operator.
Der Fall j = 0 folgt sofort aus Satz [LT.4l
Sei also 7 > 1. Wie im Beweis von Satz [[.3.7] zeigt man, dass das Integral

[ / MW (€, \) (2] — hA) "' dAdE
rJr

absolut konvergiert und der Satz von Fubini anwendbar ist. Dabei seien
die Konturen I', " genau wie im Beweis von Satz [[L3.7] definiert. Ebenso gilt

wieder

1 1
I —hA —
(2 )™ " 2mi rz—A

(A — hA)"LdA

fiir alle z € C, fiir die das Integral auf der rechten Seite existiert. Damit folgt
nun einerseits, dass

2y // MW, (&, \) (M — hA)tdAd¢

:L/ MR, (g){zjm/rf T - hA) 1d)\}d§

1
Al
/F )€1 — hA)de

2; /F MW, (&, hA)dE
= L7HT,(, hA)| (k).

Andererseits erhalten wir mit Anwendung des Satzes von Fubini [B.8 und
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dem Ergebnis aus Lemma [[L5.2, dass
e’fquj(g, MM — hA)"td\d€

2m

// MW (&€, \) (A — hA) " dEdN

1 1
=5 ()J hA)~ {2—m /F e (€, )\)dg}dA
= L (O = ha) ek, A
271 T

1 Feon( @
()\[ RA)H [ el dod\
" 2mi 0 j—1
o o
= / — / ek NN — hA) YN b | do
o 2m Jp Jg—1
k
_ / e(ko)hA< . o )da
0 J—1

= ¢j(k7 hA)
U

Sei also h > 0 und A ein sektorieller Operator. Dann ist hA ein sektorieller
Operator mit einem Sektor ¥, s fiir ein w € R und ein 0 < 6 < 7. Wir
erhalten beispielsweise fiir £ € N und 0 < j < 4 die Operatoren

Wo(z, hA) = (21 — hA)™!, (1.29)
\Ifl(z,hA)_%(zI hA)! (1.30)
Wy(z, hA) = %(zl hA)! (1.31)
Wy(z, hA) = 22 (2 — hA) (1.32)
Wy(z, hA) = 3_2%@1 _hA) (1.33)

Sei I' eine Kontur in (¥,,)¢ mit argz — +6 fir |z| - oo, z € T und
5 <0 <m—0. Weiter sei T' eine Parametrisierung von I' und wihle 7 > 0
und K > 1. Dann approximieren wir die Operatoren ;(k, hA) durch die
Quadratur:

Y;(k,hA) =~ Re (i wee" Rj(z) (2o — hA)1> =:1;(k,hA),  (1.34)

=0
mit 2, = T({71), wo = 51"(0) und w, = ZT"(¢7) fiir 0 < ¢ < K.






Kapitel 2

Fehleranalyse

Im zweiten Kapitel werden wir Fehleranalysen fiir das Euler-Ngrsett-
Verfahren aus Abschnitt und fir die Quadraturapproximation der
inversen Laplacetransformationen holomorpher Abbildungen durchfiihren.

Im ersten Abschnitt fithren wir einen Konvergenzbeweis fiir das Euler-
Nogrsett-Verfahren durch, wobei wir die Quadraturapproximation der
Operatoren ¢;(hA) zundchst nicht beriicksichtigen. Wir zeigen, dass das
Euler-Ngrsett-Verfahren die Konvergenzordnung 1 besitzt. Wir folgen der
Strategie in [HOO06] und den Ausarbeitungen in [Diel0]. Daftr definieren
wir den lokalen Fehler des Euler-Ngrsett-Verfahrens und nutzen die Stabi-
litdtsaussage aus Lemma [L2.1] um Abschétzungen des lokalen Fehlers zu
beweisen. Mit diesen Abschétzungen ist es uns dann moglich, den Konver-
genzfehler zu betrachten und die Konvergenzordnung 1 zu zeigen. In [HOQ6]
und [Diel0] sind Konvergenzaussagen fiir die Einschrittverfahren hoherer
Ordnung zu finden. Diese folgen aus einer Verallgemeinerung des Vorgehens
fiir das Euler-Ngrsett-Verfahren. Im Fall nichtdquidistanter Schrittweite
lasst sich fiir das Euler-Ngrsett-Verfahren ebenfalls die Konvergenzordnung
1 zeigen. Dazu verweisen wir auf [Diel0].

Im darauf folgenden Abschnitt betrachten wir den Fehler der Quadratur
fiir die inverse Laplacetransformation. Wir stiitzen uns in diesem Abschnitt
auf die Ergebnisse aus [LFPS06] und [LFP04|. Die Beweise werden wir hier
ausfiihrlich ausarbeiten. Dabei wird konkret die Kontur in der inversen
Laplacetransformation als Hyperbel gewéhlt und ihre geometrische Struktur
ausgenutzt, um entsprechend scharfe Abschdtzungen des Fehlers zu zeigen.
Wir betrachten den Diskretisierungsfehler fiir das Konturintegral der Qua-
dratur. Da die entstehende Summe eine unendliche Summe ist, verlangt die
numerische Berechnung ein Abschneiden der Summe bei hinreichend grofem

45
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Index. Der entstehende Fehler wird ebenfalls betrachtet. Dann werden wir
Fehlerschranken unter Beriicksichtigung, dass die Laplacetransformation
selbst fehlerbehaftet ist, was in der Anwendung eine realistische Annahme
ist, zeigen. Zum Schluss dieses Abschnitts wenden wir die gezeigten Fehler-
schranken auf die Operatoren ¢;(hA) und v;(k, hA) fiir die exponentiellen
Integratoren an.

Im letzten Abschnitt des Kapitels werden wir eine Mdoglichkeit zur Feh-
leranalyse des Euler-Ngrsett-Verfahrens mit Quadraturapproximation aufzei-
gen. Dieser Fehler wurde in der Literatur noch nicht betrachtet. Wir werden
eine Annahme treffen miissen, dass die Quadraturen dhnlich wie die exakten
Operatoren aus Lemma [[.2.1] eine Stabilitdtsabschatzung erfiillen. Der Be-
weis dieser Aussage scheint von weitaus komplexerer Natur zu sein und ist
immer noch ein offenes Problem. Setzen wir jedoch die Stabilitéit voraus, so
folgt die Konvergenz aus unseren Ergebnissen in Abschnitt 2.3]

2.1 Konvergenz des Euler-Ngrsett-Verfahrens

Das Anfangswertproblem (L)) soll nun mit dem Euler-Ngrsett-Verfahren nu-

merisch gelost werden. Dazu sei ein N € N und eine Schrittweite h = %

gegeben. Wir definieren aquidistante Stiitzstellen ¢; = jh fir j = 0,..., N.
Die Losung des Euler-Ngrsett-Verfahrens liefert nun eine Approximation wu,
der exakten Losung v von (L)), d.h. u, =~ u(t,) fir n =0,..., N. Die Itera-
tionsvorschrift fiir u,, liest sich nach Kapitel [l folgendermafien:

Upy1 = e, + ho1(hA) f (L, uy),

firn=0,...,N—1und ug = u’ € X.
Zunachst definieren wir den lokalen Fehler des Euler-Ngrsett-Verfahrens

Sultn) = ultn) — (ehAu(tn_l) + hor(hA) f(ta1, u(tn_l))).

Fiir diesen Fehler erhalten wir nun eine Darstellung, wie das folgende Lemma
zeigt.

Lemma 2.1.1. Unter den Annahmendl und[2 gilt fiir den lokalen Fehler 6y,
des Euler-Ngrsett-Verfahrens zu gegebener Schrittweite h > 0, dass

h T
On(tns1) = / e(h_T)A/ g (t, + o)dodr
0 0

firn=0...,N —1.
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Beweis. Die Formel der Variation der Konstanten liefert
h
u(t, +h) = e u(t,) + / e Ag(t, + T)dr. (2.1)
0

Da ¢g nach Annahme [2] einmal Fréchet differenziebar ist, liefert eine Taylor-
Entwicklung der Ordnung 1

gty +7) = g(t,) + / g (t, + o)do. (2.2)
0
Einsetzen von (2.2)) in (2.1)) liefert dann
h h T
u(ty, + h) = e"u(t,) +/ e Adrg(t,) +/ e(h_T)A/ g (t, + o)dodr
0 0 0

h T
= eMu(t,) + hpr (hA)g(t,) + / elh=mA / g (tn + o)dodr.
0 0

(2.3)
Damit ergibt sich nun mit der Definition von dy,
Onltns1) = ultns) — ("ulta) + hor (hA)g(t)))
h T
= / e(hT)A/ g (t, + o)dodr.
0 0
O

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich nun, wie oben bereits erwahnt, Ab-
schétzungen fiir den lokalen Fehler zeigen. Dabei nutzen wir zusétzlich die
Stabilitdtsabschétzung der Operatoren ¢;(hA) aus Satz [LI.8

Satz 2.1.2. Sei 0 < v < 1 derart, dass A”'g" € L>®([0,T); X4). Dann gibt
es ein C = C(v,T) > 0, sodass

Pt + || At OB sup |4 ()
Xa b <t<tni1 Xo
und
n—1 ~
Z "ot )|l < Ch sup A”’lg’(t)’
pars . 0<t<tn Xa

gleichmdafig fur 0 <t, <T.
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Beweis. Es gilt

WA[6h (i) || x + Hfl”_lcSh(th))

+

[e3

h T
hl—u/ e(h—T)A/ g/(tn + O')dO'dT
0 0 X,

h T
AV—l/ e(h—T)A/ gl(tn + O')dO'dT
0 0

h
S / hl*l/
0

Au—le(h—T)A/ gl(tn+0)d0
0

h
— / hl—u
0

e(hT)A/ Auflg/@n —|—O')d0'
0
h
S / (hl—u
0
) / A”_lg'(tn + 0’)’
0
Lemmm h T
< C/ (R (h—T1)" " + 1)/
0 0

h
< C/ (R*"(h=7)""'+1)h sup
0

tngtgt'rrkl

Xa

G(hT)A/ gl(tn+o_)do_
0

Xa

dr

Xa

+

Al—ue(h—T)A/ Ay_lgl(tn+0)d0
0

Xa

dr

KXo

+ He(h_T)AHXHX>

_|_

A1-vp(h-m)A H
X—X

dodrt
Xa

A7 (t, + cr)‘

X,

dodt

dr

KXo

Auflgl<t> ‘

h

=Ch sup fl”_lg’(t)’ (hl_”/ (h— 1) tdr + h)

tn <t<tpi1 Xa 0

~ 1

—Ch sup A”—lg'(t)) (—hl‘”h” + h)

tngtgt'rrkl Xa v
< Ch® sup A”_lg'(t)‘

tnStSthrl Xa

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Ferner gilt

n—1
> A (taej)
j=0

n—1
< 1on(ta)llxa + H L G|
j=1

@

KXo

n—1
S hu—lhl—l’”5h<tn)HXQ —+ Z HAl—VejhAH HAV_léh(tnfj)
=1

X=X

[e3
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A6t )

4211 nl
<R R0, + C D (G
j=1

@

n—1
<Chosup Aty (>
<Ch sup A0 ;(J )
~ ~ n—1
< 2Ch sup A”’lg'(t)‘ hZ(jh)”’1
0<t<ty, « I
<Cw.Dh sw |27
0<t<tp Xa
da
n—1 T TV
hZ(jh)”’1 < / t'~1dt = — = const.
=1 0 v
Damit ist auch die zweite Behauptung gezeigt. O

Fiir den Konvergenzbeweis des Euler-Ngrsett-Verfahrens wird nun noch

das folgende diskrete Gronwall-Lemma benétigt. Dies zitieren wir an dieser
Stelle aus [HO06].

Lemma 2.1.3. Seien h > 0 und M € N mit Mh <T. Ferner seien €, > 0,
n=1,..., M gegeben, sodass fiir gewisse 0 < p <1 und a,b>0

gilt. Dann ezistiert ein C = C(p,a,T) > 0 mit
en < Ch.

Es folgt nun ein Konvergenzsatz, der die Konvergenz der Ordnung 1 des
Euler-Ngrsett-Verfahrens zeigt.

Satz 2.1.4. Gegeben sei das Anfangswertproblem (L1l), welches die Annah-
men [ und[3 erfillt. Weiter sei g : [0,T] — X einmal Frechét differenzierbar
und es gebe ein B € (0,1], sodass AP~1g' € L>([0,T], X,). Dann gilt fiir die
Lésung u,, 0 < nh <T des Euler-Ngrsett- Verfahrens von (1))

|un — u(ty)|ly < Ch sup
0<t<tn

AP ‘1g’(t)‘

Xa

gleichmdfig fir 0 < nh <T.



50 KAPITEL 2. FEHLERANALYSE

Beweis. Fiir den Fehler e, (t,,) := u, — u(t,) gilt

en(tni1)

= Unt1 — Wtnt1) = € + hipr (RA) f (b, un) — u(tnia)

= "y + hpr (hA) f (b, un) — €"Hulty) = hipr (RA) f(tn, u(tn)) = On(tns)
= Men(ta) + hipn (hA) (b te) — £t u(t))] — Gn(tns).

Wir zeigen zunéachst per Induktion die folgende Identitét fiir n € N:
n—1
= hz eI (A (L, u5) — fty, w(t)] = D e 0n(tn).
=0

Induktionsanfang (n = 1):
Es gilt e (ty) = ug — u(to) = 0. Damit folgt

en(tr) = hepr (hA)[f (to, uo) — f (Lo, u(to))] — On(t1)

= hZ eI G (RA)f (t, u) — f(t;,u(t;))] — Z M6 ().

Induktionsschritt (n +— n + 1):

eh<tn+1)
= e"ey(t,) + hipr (MA)f (tn, ) = F (L, u(ta))] = 00 (g
e hZ "G (BA) (k1) — (L u(t)] = Y M)
+ hSol(hA) Lf (tn, un) — f(tn, u(tn))] — On(tns1)
—ehAhZ IO (RA)f (b, 1) = f(ty, u(t;)]
+ hip1 (RA)[f (tn, un) — f (tn, u(t e Z ejhA(sh bn— ] On(tns1)
= hZe(”“ TOMG (A f(t,u5) — F(tj,u(ty)]
+ b1 (RA)[f (b, ) = f (L, ult Ze TG (bg) = On(bnta)

= hz MM (RA)[f (1, u5) — f(tg,u(t)))]
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- Z €jhA5h<tn+1—j) - 5h<tn+1)
j=1

n

=Y TG (WA [f(t), w5) — [t u(ty)] =Y M0 (tngay)-
=0

J=0

Dies schlieft die Induktion ab und somit ist die Identitat gezeigt.
Mit der Definition vom || - ||x, = [|A% - ||x, Lemma [L21] Satz 212 der
Lipschitzeigenschaft von f aus Annahme 2l und der Ungleichung

— (mT“) (2.4)

fiir m € Ny und v > 0 folgt nun, dass

len(tn)ll x.
n—1 ' n—1 .
< B Y (eI A B AY S (1) = Pl )|+ || ()
=0 c o |li=0 X.,
n—1 n—1 '
= h Y At TG (A (g, u5) = F(ts ut))]|| o+ || ()
n—1 n—1 '
<R Al o (A o x Ellen(t)llx, + || D 40 (tn-s)
j=1 j=0 X,
Lemmm n-l n-l .
SO = D) en(t) v + | D @M (tay)
j=1 j=0 X,
C n—1
jh A
S 2—th llen(i)lx. + Z‘f] On(tn—j)
j=0 Xa

0<t<ty

[th illen(t)lx. +h sup Hz‘iﬁ_lgl(f)‘

J

Wendet man nun das Gronwall-Lemma 213 mit &, = ||ex(t,)|x., @ = C,

p=caund b= supy,, ||A% g (t)|| , so folgt
<t< Y.

len(tn)llx, < Ch sup

0<t<tn

AP ‘19’@))

Xao
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2.2 Fehleranalyse der Quadratur

In diesem Abschnitt wollen wir den Fehler der Quadraturapproximation fiir
die Konturintegrale aus Abschnitt [L.3 und studieren. Wir folgen dabei
[LFPS06] und [LEPO4].

Sei V' : (35)¢ — X holomorph und sektoriell fiir ein 0 < § < § und p > 1.
Wir untersuchen den Fehler der Approximation

1 zt 1 tT(z) /
- Vv - V(T(z)T
v(t) 5 /Fe (2)dz o | © (T(x))T"(z)dx
K
~ T tT(Ir) / _.
N E e V(T(7)T'(IT) =: vk(t),

wobei T : (—00,00) — I eine Parametrisierung der Kontur I' ist und 7 > 0
eine gegebene Schrittweite.

Es reicht aus, holomorphe Abbildungen V' : (¥5)¢ — X zu betrachten,
die sektoriell mit Sektor Y5 sind, d.h. w = 0 in Definition [[L3.3] Denn sei
V : (Z46)¢ — X holomorph und sektoriell mit Sektor ¥, 4 fiir ein w € R,
d.h. es gibt ein M > 1, sodass

V)< -2

= |Z — w\ﬂ’ Vz € C\Zwﬁ.

Dann ist V(2) := V(z + w) sektoriell mit Sektor X5 und es gilt nach Lemma
B.5 dass

wobei hier

ist. Sei I' eine Kontur um X5, welche durch 7' parametrisiert wird. Dann ist

v (t) = % N STEV(T(er) T (07).

Des Weiteren parametrisiert 7' + w eine Kontur um den Sektor X, s und es
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gilt

I (t) = — Z HTEN )T (T (0r) 4+ w) T (r)

= t2i > TV ()T (0)

Angenommen wir wissen, dass
lo(t) — vk ()] x < C.
So folgt
15() = O (B)l|x = e"[le™"D(t) — e "ok ()] x
= e'[|v(t) — v (t)llx

< e*'(C,

Wir werden die Kontur I' als den linken Zweig einer Hyperbel um den
Sektor Y5 wahlen. Dazu seien v,d > 0 derart, dass

d<min{%g—7}, 7+d+5<g. (2.5)

Wir definieren dann fir z € C
S D, — C
2z S(z) := —sin(y + 12), (2.6)

wobei Dy := {z € C: |Imz| < d}. Dann gilt fiir festes y € [—d, d], dass fiir
alle z = x + iy mit x € R gilt

@) - (@) e

Somit bildet S jede Gerade parallel zur reellen Achse mit Imaginérteil
zwischen —d und d auf den linken Zweig einer Hyperbel mit Brennpunkten
bei +1 und asymptotischen Winkeln + (g —(v- y)) zur reellen Achse ab.
Wir definieren nun die Kontur I' durch die Parametrisierung
T:Dyg—C (2.8)
2z T(z) = A1+ 5(2))

fiir ein festes A > 0.
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Il
15 2

Abbildung 2.1: Bild von S und —S aus (2.6) im Fall y = 0. Gekennzeichnet
sind die Brennpunkte bei +1 (blau) und der asymptotische Winkel v = v —y
zur imaginaren Achse.

08
06
04 : d
0.2
Im o :
0.2 .
ol - —d
-0.61 :
-0.81
-1 L L L L L L L 1 _ L f L i L L L ]
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2
Re Re
(a) (b)

Abbildung 2.2: Losung v des Anfangsrandwertproblems berechnet durch
das Euler-Ngrsett-Verfahren mit Schrittweiten Az = h = 0.001.

Lemma 2.2.1. Seien d,y > 0 wie in (2.5) und T" wie in (2.8). Dann gilt

R(T) € C\s.
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Beweis. Sei z € Dy, d.h. z = z + iy mit x € R,y € [—d,d]. Nach 27 gilt,
dass S jede parallel zur reellen Achse verlaufende Gerade mit Imaginéarteil
zwischen —d und d auf den linken Zweig einer Hyperbel mit Brennpunkten
bei 1 und asymptotischen Winkeln =+ (% —(y- y)) zur reellen Achse ab-
bildet. Also bildet (14 S(-)) jede solcher Geraden auf den linken Zweig einer
Hyperbel ab, dessen Brennpunkt bei 0 liegt. Dann gilt T'(2) = w + re® fiir
w,r > 0, sowie |0] <~ —y+ 7. Damit folgt aus (Z3), dass

™ ™
|0|§7—y+§§7+d+—

2
m m
<3 —5+§ =7 —4.
Also gilt T'(z) ¢ 3 fur alle z € Dy. O

Das Lemma sagt aus, dass T' den Streifen D, auf ein Gebiet aufserhalb
des Sektors Y5 abbildet, d.h. insbesondere in ein Gebiet in dem V' holomorph
ist und die sektorielle Eigenschaft erfiillt. Wir wollen nun eine Klasse von
Funktionen definieren, die fiir uns in der Analyse des Quadraturfehlers von
grofser Bedeutung ist.

Definition 2.2.2. S(Dy, X) ist die Klasse aller stetigen Abbildungen
g : Dy — X, welche holomorph auf dem Inneren von D, sind und die beiden
folgenden Eigenschaften erfiillen:

i)

d
/ lg(z + i) | xdy —> 0 fiir 2] —> oo.
—d

ii)

(e o]

N(g, Dq) := / (lg(z +wd)llx + llg(x —id)|[x)dx < oo.

Die beiden Eigenschaften in Definition sagen aus, dass das Integral
iiber den zur imaginédren Achse parallel verlaufenden Anteil eines abgeschnit-
tenen Streifens abfallt, je grofer der Streifen in reeller Richtung wird. Die
zweite Eigenschaft sagt aus, dass das Integral {iber den Rand des unendlichen
Streifens Dy endlich ist. Wir definieren nun die Funktion G; fiir festes t > 0
durch

Gt :Dg— X
2 Gy(2) = ——eTOV(T(2)T'(2), (2.9)
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wobei T" wie in (2.8) ist. Dann lésst sich unsere Approximation der inversen
Laplacetransformation von V' schreiben als

v(t) =7 Y Gilwy).

Man beachte, dass das Minus in der Definition von G; durch die Orientierung
der Kontur I', welche durch 7" parametrisiert wird, entsteht. Genauer gilt
T(x) — —oo fiir £ — oo und T'(z) — oo fiir  — —oo.

Lemma 2.2.3. Sei V : (35)° — X holomorph und sektoriell fir ein

0<d <% undp>1. Weiter seien v, d > 0 wie in ([2.35)), Gy wie in (Z9) mit
Parametrisierung T wie in (2.8). Dann gilt fir alle x € R und —d < y < d,
dass

|Gz +1y)||x < 40)\;61)\1 ¢~ Msin(y-y)coshz
wobet
C = Cly,d, M, 1) = 25:4 \/ - ! :1522(1 ;);Qw- 210
Insbesondere gilt
CeM .
1Gy(2)||x < 4)\M_16*>\t81n’ycoshm.

Beweis. Es ist fiir z € C

T(z) = M1 —sin(y +i2)),
T'(z) = —iXcos(y +iz).

Sei x € Rund —d < y < d. Dann ist 2 = x + iy € Dy und es gilt

: A insin(y—yti : : :
Gi(z +iy) = ;—met)‘ sin(y=y )17 (\(1 — sin(y — y + ix))) cos(y — y + ix)

A At ) )
= QLB_MS‘“(H”)V(A(I —sin(€ + ix))) cos(§ + ix),
T
wobei § = —y € (y—d,y+d) C (0,5 —6). Dann folgt aus der sektoriellen
Eigenschaft von V', dass

MXeM —tAsin(€) cosh(x) | COS(S + 'L"L‘)|

G ' < 2
I +iy)lx < o A — Asin(€ + iz)|#
_ MeM e—t)\ sin(§) cosh(x) 1 COS(S + 'L"L‘)
2 Akl |1 —sin(€ + iz)|#~1 |1 —sin(€ + i) |

(2.11)
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Ferner folgt aus den Identitdten aus Lemma [B.14], dass

2 Re(cos(& + ix))? + Im(cos(€ + ix))?

- Re(1 —sin(§ +ix))? + Im(1 — sin(§ + ix))?
B cos? € cosh? z + sin? € sinh? ©
(1 — siné& cosh )2 4 cos? £ sinh® z
cos? € cosh? z + sin? € sinh? z
1 — 2siné cosh x + sin? € cosh? z + cos? ¢ sinh? z
cos? € cosh? x — sin? € + sin? € cosh? z
1 — 2sin € cosh x + sin® € cosh? z — cos? € + cos? € cosh? x

cosh? z — sin® &

cos(§ + ix)
‘ 1 —sin(§ +ix)

sin? ¢ — 2sin € cosh z + cosh?
(coshz — sin &) (cosh z + sin )
(cosh zsin &)

coshx +sin§  coshz +sind  coshz —sing

_ — — 1
coshz —siné  coshz —siné cosh:c—singjL
_ QSmf‘ 1 < 2511?§
coshx —sin & ~ 1—sin¢

2sin & 1—siné 1+siné
:1—sin§+1—sin§:1—sin§
1 +sin(y + d)
~— 1—sin(y+d)’

da sin ¢ < sin(y + d). Auferdem gilt

|1 —sin(€ + ix)|* = Re(1 — sin(¢ + ix))? + Im(1 — sin(€ + ix))?
— (1 —siné cosh z)? + cos? Esinh? «
= 1+ sin? € cosh? z — 2sin € cosh & + cos? € sinh? x
= 1 +sin? € cosh? z — 2sin € cosh & — cos? € + cos? € cosh? ©
= 1+ cosh? x — 2sin € cosh & — cos? €
= cosh? z — 25sin € cosh z + sin? &

= (coshx — sin €)%

Zusammen erhalten wir, da ¢ > 1, dass

1
|1 — sin(& + dz)|#—1

cos(§ + ix)
1 —sin(§ +ix)

1 \/1+sin(7+d)

~ (cosha —sin&)#=1\/ 1 —sin(y + d)
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1 \/1+sin(7+d)

<
T (1 —=sin&)* 1\ 1 —sin(y+d)

< 1 \/1 + sin(y + d)
(1 —sin(y+d)* 1\ 1 —sin(y +d)

:\/ 1 +sin(y + d)

(1 —sin(y + d))2—1

Einsetzen in (2.I1) liefert die Behauptung. O

Wir werden spéter zeigen, dass sogar Gy € S(Dy, X) gilt. Dies motiviert
nun den Quadraturfehler

o K
Bxlgr) = [ gl@dr—1 3" ger
> (=—K
fiir Funktionen g € S(Dg, X) mit
lg(z)||x < Ce ™ C\n >0 (2.12)

zu untersuchen.
Wir beweisen nun technische Aussagen iiber den Abschiitzungsterm e~7¢sh®

in (212).
Lemma 2.2.4. Sei L(x) := 1+ |log(1 — e ®)| fir x > 0. Dann gilt:
1)
/OO e 1Ty < L(n), n>0
0
ii)
/00 e 1Ty < (14 L(n))e 1 > 0.

Beweis. 1) Sei fiir n > 0

I(n) ::/ e eosh T gy,
0

Wir substituieren o = coshz — 1 und erhalten

oo 6777(0'4’1)

I(n) = i mda.
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Sei a := 2sinh?® (%) > % Dann ist
o=a

do = arcosh(o + 1)

o=0

1
= arcosh (2 sinh? <§> + 1) — arcosh(1)

= 2 arsinh (sinh (%)) =1,

da arcosh(2z? + 1) = 2sinh(z) fiir > 0. Ferner gilt fir £ > 0

1 1 1
VE+tav2+k+ta VE+2ka+a®+ 2kt 2a
< 1
\/k2+k+i+2k:+1
B 1
12+ k41
1
<.
—k+1

Damit folgt nun
I(n)=e™" / T
=e ————do
?7 0 \/E\/ g + 2
a —no oo at+k+1 no
[ o [
0 \/E\/U+2 g Jatk \/E\/O'"—Q
a 1 o a+k+1 e nk
< ————do + ———do
/0 Voo +2 kZ:O atk  VoVo+2
<e |1+
- ,;x/k+a\/k:+a+2>

<e (14> ]:171> =e" <1+;(—1)’“(;i? )

> _ —n\k+1 > _ —n\k
— M . k( € 77) — N . k+1( € )
e =2 (=1) Kyl (=1) k
k=0 k=
<e "+ |log(l—e)|[=e"+L(n) -1

< L(n).

1
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ii) Sei r,n > 0. In der folgenden Rechnung substituieren wir
o = cosh x — coshr. Es gilt

0o o] —no
/ efncoshmdx — encoshr/ € do
r o Vo+coshr —1vo +coshr +1

< efncoshr /OO Lda
0 \/E\/U—l—Q

— e coshren[<n)

b
< e M (e + L(n) — 1).
Die Behauptung folgt nun aus
elle"+L(n)—1) <1+ L(n).

Dies zeigen wir nun noch per Aquivalenzumformung, in der wir y =
log(1 — e™") < 0 substituieren:

l—y<eVel<eV4yese’<1+4+ye
S -y<l-e—ytyel e —y<(1-e)—(1-e)y
< Jlog(l—e™| <e ™+ e " log(l—e )
& L(n) —1 < e "L(n)
se "+ Ln)—1<e"Ln) +e”
s ele™+ L(n) —1) < L(n) + 1.
U

Die Strategie orientiert sich nun daran, zunéchst den Diskretisierungsfeh-
ler
Ealg.n)= [ gwrde =7 Y gl (2.13)

der Trapezsumme abzuschétzen, um danach den Fehler, der durch das Ab-
schneiden der unendlichen Summe entsteht, zu betrachten. Denn es gilt

Ex(9,7) = Exo(g,7) +7 Y glx0).

|| > K +1

Hat man also bereits Kontrolle iiber den Fehler E.,, so ist nur noch eine
Schranke fiir die Restsumme zu zeigen, um unser Ziel zu erreichen. Wir stu-
dieren also nun den in (2.I3]) angegebenen Diskretisierungsfehler. Die Fehler-
abschitzungen fiir den Diskretisierungsfehler F.,, die wir benétigen, wurden
in [Mar68] bewiesen und in [Plal3| detailliert ausarbeitet. Wir folgen nun
diesen Ergebnissen. Dazu zunéchst folgendes elementare Lemma:
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Lemma 2.2.5. Es gilt:
1)
1
|cotz] <1 fir Rez= <n+ 5) m,n € L.

1 2
14+ -cotz| < ——— fir Imz>0.
7 621mz_]_
iii)
1 ..
1—;C0t2 Sm fur Imz < 0.

Beweis. 1) Es gilt die folgende Identitdt nach Lemma [B.14 fiir z € C:
sin(2Re z) — isinh(2 Im 2)

cosh(2Im z) — cos(2Re z) -

Damit gilt fiir Rez = (n + %) m, n € 7, dass

| sinh(2 Im z)| < cosh(2Im z)

cotz =

cot z| =
| | cosh(2Imz) +1 = cosh(2Imz) +1 —
ii) Es gilt A
COS 2 e + e %
cotz = = 1—
sin 2 e —e ®
Dann folgt
1 eiz _ e—iz eiz + e—iz
‘1 + —cotz| = |— . 4 4
/l eZZ _ e*ZZ eZZ _ 672’2
B 2¢* B 2
T leir — ez | | ] — e—2iz
2 2
< - =
— |6—212|_1 eQImz_l
fiir Imz > 0.

iii) Genau wie in [)) folgt

ezz _ e—ZZ e’lZ + e—ZZ

‘1 — —cotz| = |— — — _
/l eZZ _ e—’lz eZZ _ e—ZZ
2e7# 2
T iz —eiz| g2z _ 1 ‘
2 2
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fir Im 2z < 0.
O

Wir beweisen nun den folgenden Satz, der eine obere Schranke fiir den
Diskretisierungsfehler F,, angibt:

Satz 2.2.6. Sei g € S(Dy, X). Dann gilt fir T > 0, dass

N<g7Dd)

Ex(g,7) < omdl |

Beweis. Sei fir n € N

1
Q, = {ZGC:|Imz|<d,|Rez|< (n+§)7}

Weiter seien
1 1
T, = |— - -
n [ <n+2>7,<n+2>7],
1
Ai::{zEC:\Redg<n+§>7,1mz:d},
1
A" ::{ZE(C:|Rez|§<n+§>7,1mz:—d},

1
vy = ZGC:Rez:(nJré)T,OSIngd},

3

{zGC:Rez:—(n+%)7‘,0§1mz§d},
1
fy;?::{zE(C:Rez:—(n+§)7,—d§1mz§0},
1
{zE(C:Rez:(n+§)7,—d§1mz§0}

orientierte Kurven - siehe dazu Abbildung[2.3]- , sodass mit dem Cauchyschen
Intergralsatz [A.2] und der Folgerung [A.3] gilt, dass

/n g(2)dz = — (/ﬁ g(2)dz + /Aﬁ g(2)dz + [yg g(Z)dz)
/Fn g(z)dz = /v” g(z)dz + /An g(z)dz +L g(z)dz.

n
3 4

und
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Im
AL d

h A

Vs Q, "
I,
Y - -
—
Re

75 oA

Y -

: —d A"
()7 (n+3)7

Abbildung 2.3: Konturen in Beweis von Satz 2.2.0l

Es gilt cot z = €22, Es folgt fiir k € Z aus Lemma [A.9] dass

resy, (Q() cot 7%) = g(kT)resy, (Cot W?)

und

s cos = cos(kT) T
resp, | cot — | = res, — | = = = —.
T sin T Tcos(kr) m

Damit erhalten wir aus dem Residuensatz [A.8 dass

n

! g(z) cot Tg=T Z g(kT).

271 T s
O, k——n

Damit gilt nun

(2.14)
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X
1
= H -3 </ g(z)dz +/ g(z)dz +/ g(z)dz)
" T g
1 1 1
+ = / g(z)dz—l—/ g(z)dz+/ g(z)dz | — —/ g(z)= cot —dz
2 N n v 2 0, 7 T X
1 1 1 1
< —/ g(z) | 14+ =cot — | dz|| + —/ g(2) 1 — > cot = ) dz
2 AT 7 T 2 AT 7 T
+ X - X
1 1 1 1
+ —/ g(z) <1 + = cot W—z) dz|| + —/ g(2) (1 + — cot 7T—Z) dz
2 Jn l T 2 Jp { T
i be 2 be
1 1 1 1
+ —/ g(2) <1 — —cot E) dz|| + —/ g(2) (1 — —cot E) dz
2 Jon l T 2 Jon ? T
8 b'e 4 b'e
Nun gilt mit Lemma Z20[) fiir ¢ = 1,...,4, dass
1 1
—/ g()(l:i:—cot—) / llg(2)]|x 1i—cot7r—zd
2 o { T
< 54 lo(=)lx (14 [cot ”{D dz

< [ o)z —o,
W'

fir n — o0, da g € S(Dgy, X). Somit gilt im Grenzwert fiir n — oo in
(214)) mit Lemma 2.5, [l), dass

||/ dz—hz

k=—o00

X

< H%/m g(z + id) (1+1cot( (x+zd)))da;

—00

1 [ 1
—|—H§/ g(:c—id)(l—;cot a:—zd )d:c

1 [e.e] 1
< = ] -
= 2/_ lg(z +id)||x |1+ - cot( (:c+zd)>

o0

dx

1

1 [ , _—_—
w5 [ late—id)lx 1 = oot (Zo = i) o

—00




2.2. FEHLERANALYSE DER QUADRATUR 65

<L / " (lg(x + id)llx + gz — id)|Lx) dx

e%rd% ~1J-x
_ N<g7Dd)
B e%rd% o 1

O

Wir haben nun eine obere Schranke fiir den Diskretisierungsfehler E, der
Quadratur fiir Funktionen g € S(D,4, X) bewiesen. Wir wollen zusétzlich den
Fehler, der durch das Abschneiden der unendlichen Summe verursacht wird,
unter Ausnutzung des exponentiellen Abfalls des Integranden in (2Z12)), d.h.
g(z) = O(e7"h@) abschiitzen. Eine Abschitzung des Quadraturfehlers fiir
solche Funktionen gibt der folgende Satz an:

Satz 2.2.7. Seid > 0 und g € S(Dg, X') mit
lg(z)|lx < Cemmeeshe

fur alle x € R und gewisse Konstanten C,;n > 0. Dann gilt
N(g, Dq) | 2C(1 + L(n))

627rd% -1 encosh(KT)

1Ek (g, 7)lIx < (2.15)

fur alle T > 0.

Beweis. Es gilt mit Lemma 2.2.4] und Satz 2.2.6] dass
0o K

gla)de =7 Y g(tr)

| Exclg, )1 x = /

X

= ||Fx(g,7)+ T Z g(lT)

le|>K+1

X

< By Dlx +7 ) llg(er)llx

|€|>K+1

= | Exlg. Dllx +7 Y Lllg(er)llx + llg(—r)llx}

=K+1
< Exclg, T)llx +2C7 Y eneoshn)

(=K+1
00

<N EBolg:m)llx +2C [ emmeohedy
Kt

N(g,D
(g7 d) +20(1+L(’f}))6_nCOSh(KT).

1
e27rd; -1



66 KAPITEL 2. FEHLERANALYSE

Wir wollen diesen Satz auf die Funktion G; aus (2.9) anwenden. Dabei
wissen wir bereits, dass Gy(x) = O(e "7°*h?) ist. Es bleibt also zu zeigen,
dass sogar G; € S(Dy, X) fir ein geeignetes d > 0 ist, um unser Ziel einer
geeigneten Abschitzung vom Typ (215) des Quadraturfehlers fiir die inverse
Laplacetransformation zu erreichen.

Satz 2.2.8. Seien d,y > 0 wie in ([25). Weiter sei firt >0

o(t) = /OO G, (x)dx

[e o]

und
ve(t) =7 ) Gy(lr)

fir K € N, wobei Gy wie in (Z9) definiert ist. Dann gilt

. _ 1 1
||'U(t) - vK(t)HX < CL()‘t sm(v - d))GAtAl ! {627rd71_ -1 T eAtsiny cosh(K) } ’

wobei C' = C(d,~, M, u) wie in [2I0) definiert ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Gy € S(Dy, X):

Es gilt nach Lemma 2.2.T] dass R(T) C C\Xs. Also ist Gy : Dy — X stetig
und holomorph, da V' auf C\X; stetig und holomorph ist.

Ferner gilt mit Lemma 2.2.3] dass

d d
C :
/ |Ge(x + i) xdy < eW—“/ e MO ok gy s 0
—d —d

fir |z| — oc.
Auferdem gilt wieder mit Lemma 2.2.3] Lemma 2.2.4] und
sin(y — d) < sin(y + d), dass

[e.9]

N(Gy, Da) = / (G + id)|1x + |Gl — id) | x)de

—00

< %eAt)\l—u/ (G—Atsin(ﬂ/—kd) coshx + e—)xtsin(y—d) coshx) dr

[e.e]

— %ektAl—u /OO (e—Atsin('y—i—d) coshz + e—)\tsin('y—d) cosh x) dx
0

< %eAt)\lﬂ / (ef)\t sin(y—d) cosh + ef)\t sin(y—d) cosh :r) dr
0

oo
— CeAt)\l_M / e—At sin(y—d) cosh Ty
0

< CeMATHL(Atsin(y — d)) < oo.
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Also gilt Gy € S(Dq, X).
Dann folgt aus Satz 2.2.7, dass

[o(t) = vk @)llx = [[Ex(Ge, T)lIx
_ N(Gi, Da) N 28 MAIH(1 + L(Mtsiny))

Qﬂd% 1 eAtsiny cosh(K'T)

e
< CeMANEL(Atsin(y — d)) N CeMA=11(1+ L(Atsinvy))

e%rd% -1 et siny cosh(K )

< CL(Atsin(y — d))eMA { 1 1 } |

627rd% -1 - eAtsiny cosh(KT)

denn, da L monoton fallend ist, gilt

1 1 1 .
9 + §L()\t sin(y)) =1+ > |log(1 — e~ **"7)|
<1+ |log(1 — eMsin))|
= L(Atsinv)

< L(Atsin(y — d)).
U

Wir sehen also, dass sich der Fehler der Quadratur fiir die Approxima-
tion der inversen Laplacetransformation als Summe zweier Fehlerschranken
zusammensetzt. Zum einen ist es der Fehler, der durch die Diskretisierung
des uneigentlichen Integrals durch die Trapezsumme auftritt, zum anderen
der Fehler, der durch das Abschneiden der unendlichen Trapezsumme ver-
ursacht wird. Die beiden Fehler gehen im Allgemeinen mit unterschiedlichen
Ordnungen gegen 0 fiir 7 gegen 0. Man hat jedoch noch Freiheitsgrade bei
der Wahl der Parameter des Integrals und der Trapezsumme. Zum einen sind
dies Parameter fiir die Wahl der Form der Kontur, genauer fiir die zu wah-
lende Hyperbel und deren Parametrisierung 7" aus (2.8]). Zum anderen ist
dies die Schrittweite 7 und ihre Abhéngigkeit zum Abschneideindex K. Ziel
ist es nun die Parameter des Systems so zu wahlen, dass die beiden auftre-
tenden Fehler gleich schnell, d.h. mit gleicher Ordnung, gegen 0 konvergieren
fiir 7 — 0. Eine geeignete Wahl der Parameter stellen wir in dem folgenden
Satz vor.

Satz 2.2.9. Sei V' sektoriell mit Sektor X5 fiir ein 0 <6 < § mit > 1 und
seien v, d > 0 wie in (Z0). Firty >0, A>1,0<6 <1 und K > 1 wihle

2rdK (1 —0)
toAa(Q) ’

7:7 und A=
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wobei
A
= h{—— .
a(f) = arcos <<1 —9 sinfy)
Dann gilt gleichmdfig fir alle to <t < Atg, dass

26[((0)6

Jot8) v (8)lx < CLsingy — )N

wobes

ex(0) =e At i

und C' = C(d,~, M, u) wie in (ZI0) definiert ist.

Beweis. Wir setzen 0 = Aty. Dann gilt mit Satz 2.2.§] gleichméfig fiir alle
to <t < Atg, dass

. _ 1 1
H’U(t) - UK<t>HX < CL<)‘t Sll’l(’)/ - d>>€)\t)\1 g { + eAtsiny cosh(KT) }

1
627rdT -1

< CL(Atsin(y — d))er o\t

1 1
€2ﬂ—d% 1 + ektsin'ycosh(KT)

< CL(osin(y — d))e” X' { = + ! } :

e27rd% -1 e0 sinvy cosh(KT)

Die Wahl von 7 und X liefert:

e oy 1
e T —e?e =
6[((0)

und

osinycosh(KT1) _ eAto siny cosh(KT)
2rdK (1 —6
= exp (Wto sin 7y Cosh(KT))

B ordK (1 — 0)
- o ( Atoa(6)

- (2%() B eK1<9>'

e

to sin vy
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Somit erhalten wir
1 1 B 1 1
egﬂ—d% 1 + eo siny cosh(K'7) o eQﬂ'd% -1 - 6271’d%
6—27rd% B
- 1— 6—271'dl Te s
26—27rcll
< 1
- 1 6—27rd—
QEK(Q)
1-— 6[((0)
Ferner gilt
2rdK (1 —0
€AJ€K(9) = exp < T a<(9) )> 6[((9)
—2mdK (6 — 1
= exp < a(Q() )> ex (0)
= exc(0)" ex(8) = ex(6)’
Einsetzen der Identitdaten liefert die Behauptung
2ex(0)°
Jo(t) = vkl < CL(Agsin(y — A+ 2L
1-— 6[((0)
gleichméfig fiir alle ¢y <t < Aty. O

Wir haben nun fiir die Quadraturapproximation der inversen Laplace-
transformation v der sektoriellen Abbildung V' eine theoretische Fehlerab-
schitzung bewiesen. Die numerischen Anwendungen, die wir in Kapitel B
durchfiihren, zeigen jedoch, dass fiir grofe K diese Fehlerabschatzungen nicht
mehr geeignet sind. Eine Erklédrung hierfiir ist, dass die Laplacetransforma-

tion V von v in

v () = —# N STEV(T(er)) T (07)

an den Quadraturpunkten ¢7 selbst numerisch berechnet wird und somit

fehlerbehaftet ist. D.h. in der Anwendung berechnet man

K
Ik (t) = —— etT(ZT)WT'(ET),
—K

(2.16)
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wobei V; € X eine Approximation der Laplacetransformation V (7'(¢1)) ist.
Wir werden annehmen, dass wir fiir den Fehler der Approximation V; eine
globale Schranke kennen, d.h.

V(T (lr)) = Villx < p

fiir ein p > 0. Wir wollen nun die Ergebnisse aus Satz [2.2.9 unter diesen
Annahmen verallgemeinern.
Satz 2.2.10. Sei V' sektoriell mit Sektor X5 fir ein 0 < 6 < T und mit
> 1. Weiter seien v, d > 0 wie in (20). Firty >0, A>1.0<60 <1 und
K > 1 wdhle die Parameter

_a(0) ~ 2mndK(1—0)
T="F und A\ = foha()
wober
() = arcosh A
av= (1—6)siny )~

Dann gilt fiir vx aus (ZI6) und v = L7[V] gleichmdfig fiir alle to <t < Aty
die Abschdtzung

lolt) — i (t)lx < M-©-Q {eeKw)“ T Aﬂ} ,

1— 6[((9)
wobes
o 2 1 + sin(y + d) 1
I (1 —sin(y +d))?=1" 2rsiny |’
Q = max{2L(Atgsin(y — d)), 2+ (2 + Mo)7)},
_p
° 7 Mt
und 27d
ex(0) = AN,

Beweis. Es gilt

lo(t) = o (@)lx < Jv(t) = v (B)llx + lox (t) = 0k (B)]]x,

wobei .
v (t) = —— S TV (T(er) T (07).

271
(=K
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Aus Satz 2.2.9 folgt mit der Wahl von © und @), dass

Feg 0
lv(t) = vk (B)llx < M-©- Q?K(é)).
Weiter gilt

loc(t) = T (B)llx = || 5= > eTEV(T(er) = V)T (67)

271
(=K

tT(f’T)TI
271 p Z

X

IN

X

_ 27mp Z eAte Asin(y+ilr)t ( )\ZCOS(’}/*F’LET))

X
K

AT § ef)\(sin ~ cosh(47)+i cos v sinh(47))t

(=K

- (cosy cosh(¢1) — isin~ysinh(41))

X
)\7'

<
_27r

)\T E ef)\t sin vy cosh(¢7) COSh(ET)

X
< )\e)‘AtOTp
- 27

Z e~ "oshUT) cosh(07),

=—K

wobei n = AMpsin+y ist. Die Funktion y definiert durch x(s) := se™™ fiir
s > 0 nimmt ihr Maximum é bei sg = % an und ist monoton wachsend auf

[0, 50], sowie monoton fallend auf [sy, 00). Sei § =  arcosh ;.. Dann gilt

K K
- Z efncosh(fﬂ-) cosh(fr) <7T427 Z e*ﬁCosh(ZT) COSh(£T>

—K =1
l€]-1 lgJ+1

=7+ 21 Z g~ " cosh(er) cosh(1) + 27 Z g~ cosh(er) cosh(¢T)
=1 =¢)

K
+ 27 Z e~ ) cosh (67)
l=[¢g]+2
€)1 Ar
<7427 Z e~"osh) cosh (1) 4+ — 4 27 Z e~eoshU) cosh (07)
=1 0=|€]+2
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F9ks 47_ o]
<r+4+2 / e oosh wdr + — + 2 / e Mesh T oosh wdx
0

ne l€)T
4 o0
=7+ il +2 / e~ 1SN cosh wda
ne 0
47 2
<TH+ —+ -
ne - m
24 (n+2)r
,'7 )
wobei im vorletzten Schritt die Abschétzung der modifizierten Besselfunktion
zweiter Ordnung aus Lemma [B.9 benutzt wurde. Mit ¢ = tOLM erhalten wir
nun

AMp(2 4 (3 +2)r)
2mn
e Mo Mo (2 + (Mg siny + 2)7)

vk (8) = D ()| x <

2\t sin vy
eMoe M (2 + (Mosiny + 2)7)

27 sin y

24 (Mg +2 Mo
27Tsin7( (Mo J7)ee
Mit e*o = e, (0)°1 folgt die Behauptung.

O

Wir werden nun diesen Satz auf die linearen beschrankten Operatoren
@;(hA) und v;(k, hA) aus den Abschnitten [L2] und [4] anwenden.
Sei h > 0 und A ein sektorieller Operator auf X. Dann ist hA ein sektorieller
Operator auf X mit Sektor ¥, 5 fiir ein w € Rund 0 < § < 7. Wir betrachten
zunéchst die Operatoren ¢;(hA) fiir die Einschrittverfahren gegeben durch

pi(hA) = L7[®;(-, hA)|(1)

und zugehoriger Quadraturapproximation

K
pi(hA) = > we®;(z, hA)
j=—K
mit z, = T((1), wy = —5=T"(2) fiir —K < ¢ < K und gegebenen K > 1,
sowie 7 und T so gewéahlt, dass die Voraussetzungen von Satz 2210 erfiillt
sind. Dabei nehmen wir an, dass wir die Operatoren ®;(z,, hA) mit Genau-

igkeit p berechnen kénnen. Man kann zeigen, dass die Operatoren ®;(-, hA)
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sektoriell mit Sektor Yyax0w),s und g =7+ 1 > 1 sind. Dann folgt aus Satz
2210 mit tp =1, A =1 und 0 < # < 1 und dem Verschiebungslemma [B.5]

dass

0
o, (hA) = 3, (hA)||xorx < =©ON . 0. Q L eer (9t 4 a7 W1
1— GK(H)

wobei ©,Q, A, € und ex(0) wie in Satz sind. Nehmen wir an, dass wir
die Operatoren @;(-,hA) ohne Fehler berechnen kénnen, so folgt aus Satz
2.2.9 dass

—j 26[((9)9

i (hA) = @5 (hA) | x-x < " OCL(Asin(y - d)A )
1-— EK(Q)

wobei C' > 0 wie in Satz [2.2.9ist. Betrachten wir die Operatoren ;(k, hA)
fiir die k-Schrittverfahren mit

ik, hA) = L7, (, hA)] (k)
mit Quadraturapproximation

K
bk, hA) = ) wieh (2, hA).

(=—K

Man kann zeigen, dass die Operatoren W;(-,hA) sektoriell mit Sektor
Ymax(0w),s und g = 3 im Fall j > 1 und mit ¢ = 1 im Fall j = 0 sind.
Vergleiche dazu die Darstellungen der ¥, (-, hA) in (L.29) - (L33). Dann folgt
aus Satz 2210 im Fall, dass die Operatoren VU;(-,hA) auf Genauigkeit p
berechnet werden kénnen und der Setzung ¢ty = k, dass

0
Ik R A) — 5 (kA 3 < P00 .0 Q {seK<9>“ n Aﬂ} .
1—ex(0)

Unter der Annahme, dass die Operatoren ¥, (-, hA) genau berechnet werden
konnen, folgt aus Satz 2.2.9 sogar, dass

26[((9)0
1—ex(0)

Zusétzlich gelten die folgenden schwécheren aber hilfreichen Abschéatzungen,
da die Operatoren ®;(hA) und ¥;(k, hA) sektoriell mit ¢ = 1 fiir alle j € Ny

sind: (0)9
_ €K
lps(hA) = @j(hA)|x-x < C7— e (0)

15 (hA) =y (hA) | xx < ™™ @OCL(Aksin(y — d))A ™
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und ,
; ek (0)
(hA) —;(hA < C—FF—
4514 = G5 hA) - < CTEL0
fiir ein C' > 0. Daraus folgt insbesondere, dass die Operatoren ¢;(hA) und
1;(k, hA) beschrankte Operatoren auf X sind, da die Operatoren ¢;(hA)
und 1;(k, hA) beschrinkte Operatoren auf X sind. Klar ist dann, dass die
Operatoren @;(hA) und 1;(k, hA) lineare beschrénkte Operatoren auf X

sind.

2.3 Konvergenz des FEuler-Ngrsett-Verfahrens
mit Quadratur

In diesem Abschnitt werden wir eine Konvergenztheorie fiir das Euler-
Norsett-Verfahren erarbeiten unter der Beriicksichtigung, dass die Operato-
ren po(hA) und ¢;(hA) iber die Quadratur fiir die inverse Laplacetransfor-
mation approximiert werden.

Sei h > 0 und A ein sektorieller Operator auf X. Die Approximationen
der Operatoren ¢q(hA), ¢1(hA) sind fiir K > 1 definiert durch

K
Po(hA) = > wi(z —hA)™,
=K
sowie
S
p1(hA) = Y we—(z —hA)™,
—x “
wobei wy = —5=eT T (07) und 2, = T(¢7) fir —K < ¢ < K, d.h. 7 ist

die Schrittweite auf der Kontur, welche durch T parametrisiert wird. Dabei
seien die Schrittweite 7 in Abhéngigkeit von K und die Parameter der Pa-
rametrisierung 7' so gewéhlt, dass die Voraussetzungen von Satz [2.2.9] erfiillt
sind. Dann gilt nach Satz [2.2.9 fiir alle 0 < 0§ < 1, dass

o) — @ulh)x-rx < O

und

o1 (hA) = @1(hA)|lxx < C%
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fir ein C' = C(v,d, M, A\, ty) > 0, wobei wieder
_2rdK
ex(0) =e O,
Dann ist das Euler-Ngrsett-Verfahren mit Quadratur definiert durch die Ite-
rationsvorschrift
Unt1 = Po(hA)uy + @1(hA) f(tn, un) (2.17)

fir n = 0,..., N — 1. Die Strategie des Konvergenzbeweises orientiert sich
an den Ergebnissen aus Abschnitt 2.1l Wir benétigen eine Stabilitédtsaussage
fiir die Quadraturapproximationen @g(hA) und ¢;(hA). Diese werden wir
annehmen:

Annahme 3. Fir j € N und einen sektoriellen Operator A auf X gilt, dass
es ein C' > 0 gibt mit

1(jh)T A" @o(hAY || xox < C
fur alle 0 <~ <1 gleichmdflig fir 0 < h <T.
Wir definieren den lokalen Fehler des Euler-Ngrsett-Verfahrens mit Qua-
dratur durch
On(tns1) = ultnr1) — (@o(hA)u(tn) + h@r(hA) f(tn, u(ts))) -

Wir beweisen nun eine Darstellung dieses Fehlers iiber den uns bereits be-
kannten lokalen Fehler dy,(¢,11).

Lemma 2.3.1. Unter den Annahmenlll und[2 gill fir den lokalen Fehler des
FEuler-Norsett- Verfahrens mit Quadratur oy, zu gegebener Schrittweite h > 0,
dass

On(tnr1) = (wo(hA)=@o(hA)Ju(tn)+h(1(hA)=@1(RA)) f (t, u(tn))+0n(tnsr),

wober .
on(tn1) = / e(hT)A/ g (t, + o)dodr.
0 0
Beweis. Wir wissen nach dem Beweis von Lemma 2.1, dass

u(tni1) = @o(hA)u(ty) + hoi(hA) f(tn, ulty)) + on(tni1)-
Dann folgt die Behauptung aus

5h<tn+1)
= po(hA)u(t,) + hor(RA) f(tn, u(tn)) + On(tni1)
— @o(hA)u(ty) — h@1(hA) f(tn, u(ts))
= (¢o(hA) — @o(hA))u(ty) + h(p1(RA) — G1(hA)) f (L, ultn)) + On(tnt1).
O
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Wir schitzen nun wie in der Beweisstrategie fiir das Euler-Ngrsett-
Verfahren ohne Quadratur diesen lokalen Fehler ab.

Lemma 2.3.2. Seien die Annahmen [1, [2 und [3 erfillt und 0 < v < 1,
sodass AV 1g', AV 1g, g, A" lu,u e Lo([0,T], X.). Ferner seien ,d > 0 wie
in Z3) und A >1,0<0 < 1. Zu0 < h <1 wihle K = K(h) > 1 in
Abhdngigkeit von h derart, dass

6K<9)6 < hQ,
1— €K(9) -
wobei €x (0) wie in Satz[2.2.9 ist. Dann gibt es ein C > 0, sodass
BB (tn)llx, + [ A0 (ts) | < CHP

und

n—1 ~

> (@o(hA)You(ta—y)|| < ChYy

=0

Xa
gletichmapig fir alle 0 < t, <T, wobei

To= s A7)+ sw ey,
tn <t<tn41 Xo tn<t<tny1
+ s |27+ s Jud)ll,
tn <t<tni1 o tn<t<tnq1
+ sup fl”’lg'(t)’
tn<t<tpt1 Xa

und

Ty = swp A7)+ s llg(t)ly,
0<t<tn Xa 0<t<tn
+ sup |4 )|+ sup ()l -
0<t<ty Xa  0<t<tn

Beweis. Es gilt
W30t + || A0t

< B (po(hA) = Go(hA)ulta)lx, + |[(#o(hA) = Go(hA) A u(ta)

+ b1 (hA) = 1 (hA)g(t)]x, + || or(hA) = @1 (AADAg(t)]|

£ R0t + A7 B0 t)

-~

=:R3

a
J
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Nach Satz gilt

R; < CR*  sup

tn <t<tn+t1

Al (1) ’

Xo
Wegen Annahme [Ilund der Wahl der Parameter erhalten wir aus Satz 2.2.9

er(0)?
loo(hA) — Go(hA)|[xx < c% < OW < O

—ex(0)

und

0 0
loo(hA) — Go(hA) [xax < C—KO < g < apr.
1-— 6[((9)

Damit folgt

Ry < [lo(hA) = @o(hA) |l xox (W lJulta) | x. + |47 ults)|x.)
< CR?[lutn) || x. + CR* | A" u(ty)|x,

géiﬂ( sup |Ju(t)||x, + sup ||/~1V_1U(t)||xa)

tn <t<tn41 tn <t<tp41

und

hllp1(hA) — @1 (hA)xx (R lg(t) lx, + 1A g(ta)1x,)
Ch?|lg(tn)llx, + CR*| A" g (ta) | x.

éh2( s lg@llx, + sup HA“g<t>|rxa)-

tnﬁtﬁtn+1 tnStSthrl

Ry

IN A

IN

Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Die zweite Behauptung folgt nun
mit Annahme [3 aus

> (@b A Bt

n—1
< Nonlt)llx, + D || A2 (hAY A5 (1)
j=1

o

Xa

Hﬁv—lsh(tn_j)

X=X

[e3

n—1
< Bt x + D [ AT go(hA)
j=1

n—1
< BTGt xa + Y (R)

J=1

A6 () .

@
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n—1
< ChY, (h” + hZ(jh)”‘1>

j=1
n—1

< 2ChYsh Y (jh)
j=1

T
< ChY, / ' ldt
0

< ChY,.
0

Mit Hilfe dieser Abschédtzungen kénnen wir nun den Konvergenzbeweis
aus Abschnitt 1] auf diesen Fall verallgemeinern.

Satz 2.3.3. Gegeben sei das Anfangswertproblem (LL1I), welches die Annah-
men [ und 3 erfullt. Weiter sei g : [0,T] — X einmal Fréchet differenzierbar
und die Voraussetzungen von Lemma [2.3.2 seien erfillt. Dann gilt fir die
Léosung u,,0 < nh < T des Fuler-Ngrsett-Verfahrens mit Quadratur von

(1), dass
[un = u(tn)llx. < ChYTs

gletichmapfig fir 0 < nh <T', wobei

Tyi= sup A7)+ sup g0y,
0<t<tn Xa 0<t<tn
+ sup |4+ sup ()l -
0<t<tn Xa  0<t<tn

Beweis. Fiir den Fehler e, (t,,) := u, — u(t,) gilt

en(tni1) = Unp1 — ultngr) = Po(hA)un + hp1(hA) f(tn, un) — u(tni1)
= po(hA)un + hpi(hA) f (tn, un)
— @o(hA)u(t,) — hpi(hA) f(tn, ult,)) — 5h(tn+1)
= @o(hA)en(tn) + h@r (RA)[f(tn, un) — f(tn, u(tn))] = on(tnia)-

Wir zeigen zunéchst per Induktion die folgende Identitét fiir n € N:

n—1

en(tn) =h Y Go(hA)" 77 Gi(hA)f (t;, uz) — f(t;, ulty))]

[e=]

<

- y Po(hA) 6 (ta—j).-

—0

3

<
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Induktionsanfang (n = 1):
Es gilt ep(to) = up — u(tp) = 0. Damit folgt

en(t1) = hgr (RA)[f (to, uo) — f(to, ulto))] — On(ts)

:thoO (A1 51 (hA) [ (to, uo) — f(to, ulto)) o(RAY 5y (t1-j).

OMO

Induktionsschritt (n — n + 1):

en(tni1) = Po(hA)en(tn) + hpr(RA)[f (tn; un) = f (tn; ultn))] = On(tnia)

[y

n—

= go(hA) [ B @o(hA) I G (RA)[f(t,uy) — F(ts, ult;))]

<.
Il
o

- z_: Po(hAY 5h(tn—j)]

J=0

+ h@l(hA)[f(tna un) - f(tm u(tn))] - 5h(tn+1)

n—1

= @o(hA)L Y Go(hA)" 7 @1 (RA) (5, 45) — f (L, u(ty))]

7=0

+ hoi(h )[ f(tn, un) — f(tn, u(tyn))]
—p0(hA) Y @o(hA)Y on(tn—s) — On(tns1)

J=0

=h )y @o(hA)" g (RA)[f(t),w5) — f(t5, ulty))]
h@r (RA)f (tn; un) — f(tn, u(tn))]

= D> @o(hAY 0n(tn—j) — On(tns1)

=h)_ %o (RA)"™ 715 (RA) [ f(t, uy) — f(t5,u(t)))]

= 20(hAY S (tni1—5) = Onltns)

Jj=1

=h) Go(hA)" 7o (RA) £ (5, u;) — £t u(t))]

=0

3

<.
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— > @o(hAY b (tni1-)-
j=0
Dies schlieftt die Induktion ab und somit ist die Identitéat gezeigt.
Aus Satz folgt

l¢1(hA) — @1(hA)||x-x < C

und somit ist ¢1(hA) ein beschrankter Operator auf X, da ¢;(hA) beschrankt
ist. Mit der Definition vom ||-||x,, = ||A%|x, Annahme[2 Annahme[3, Lemma
2.3 2und der Lipschitzeigenschaft von f aus Annahme 2 folgt nun fiir n € Ny
und v > 0 mit

n—1

S Go(hAY S (tay)

J=0

51 =

Xa
dass

lent)lx, < S [ @o(h A @ (hAF (k) — F(tsult )], + 1

J=0

= hz | A 2o(h Ay o (A (1) = F(t5, )]+ 51

n—1
<1 | A @oray =1 lea(hA) o Lllen(t)llx, + i

n—1

Chz h=%(n —j — 1) en(t))llx. + S

IN

Cy ¢
gQ—th llentt)lx. + 5,

Lemma2.5.2)
< th illen(t)lx, + ATy

_C[th llen(t)llx. + hTs

Wendet man nun das Gronwall-Lemma 13 mit €, = |lex(tn)||x., a = C,
p=aund b =Ty, so folgt

len(tn)|lx., < ChYs.



Kapitel 3

Numerische Anwendungen

Im letzten Kapitel dieser Arbeit werden wir numerische Experimente zu den
Ergebnissen aus Kapitel [I] und Pl durchfithren. Wir werden das Konvergenz-
verhalten der exponentiellen Integratoren an einem Beispiel einer Reaktions-
Diffusions-Gleichung numerisch verifizieren. Dies werden wir sowohl fiir die
Ein- als auch Mehrschrittverfahren durchfithren. Wir werden die Kontur-
darstellungen iiber die inverse Laplacetransformation aus Kapitel [l nutzen,
um die Operatoren ¢;(hA) mit Hilfe von Quadraturen numerisch zu berech-
nen. Dafiir werden wir zu Beginn dieses Kapitels auf die Numerik fiir die
inverse Laplacetransformation eingehen. Wir betrachten dabei eine skalare
Funktion, fiir die wir die Laplacetransformation explizit berechnen kénnen.
Diese Laplacetransformation werden wir dann mit Hilfe der Quadraturen zu-
riick transformieren und den Fehler genauer diskutieren. Zudem gehen wir
dann auf geeignete Parameterwahlen fiir die Quadratur der inversen Laplace-
transformation ein. In den letzten zwei Abschnitten interessieren wir uns fiir
Wellenlosungen in parabolischen dquivarianten Evolutionsgleichungen. Wir
berechnen mit Hilfe des Euler-Ngrsett-Verfahren eine wandernde Wellenl6-
sung der Nagumo-Gleichung. Wir werden sehen, dass die Losung nach kurz-
er Zeit aus dem endlichen Definitionsgebiet der Gleichung herauslauft. Dies
veranlasst uns die Einfriermethode fiir wandernde Wellen einzufiihren. Dabei
transformiert sich das System auf eine partielle Differentialgleichung mit ei-
ner algebraischen Nebenbedingung. Den mathematischen Hintergrund dazu
werden wir genauer erlautern und eine Verallgemeinerung des Euler-Ngrsett-
Verfahrens angeben, um dieses System numerisch zu l16sen.

81
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3.1 Quadratur der inversen Laplacetransfor-
mation

In diesem Abschnitt werden wir anhand eines Beispiels die Effekte bei der nu-
merischen Inversion der Laplacetransformation mittels Quadratur erlautern
und die Fehlerabschiatzungen des Quadraturfehlers aus Satz[2.2. 70l numerisch
nachvollziehen. Insbesondere diskutieren wir geeignete Wahlen des Parame-
ters 0 < 6 < 1 aus Satz in Abhéngigkeit zum Abschneideindex K
bzw. zur Schrittweite 7 auf der Kontur. Wir folgen hier dem Vorgehen in
[ILEPS06].

Wir betrachten die Abbildung

v:[0,00) = R

tso(t) =e

Weiter sei V' := L[v]. Dann gilt

1

Vi) = [ e tdt:/oo g = ——
@)= [ ena= [ o

fir alle z € C mit Rez > —1. Sei 0 < § < Z. So ist V sektoriell mit Sektor

Y5, genauer gilt

[MIE]

V()| < % fiir alle = ¢ .
wobei M = (sind)~!. Wir wihlen § = 0,2, d = 0,6 und v = 0,7. Weiter
setzen wir tg = 1, A = 5 und # = 0.5, sodass sie den Voraussetzungen von
Satz 2.2.10] geniigen. Wir nehmen an, dass wir U auf Maschinengenauigkeit
berechnen kénnen, d.h. p = 10716 ~ eps, wobei eps die Maschinengenauigkeit
ist. Weiter wéhlen wir fir K > 1

a(0) 2rdK (1 —0)
= —= d \=————~
T ™ toAa(6)
mit A
a(f) = arcosh | ———— | .
(1 —0)siny
Dann sind die Voraussetzungen von Satz 2210 erfiillt. Wir berechnen nun
fir K =1,...,150 die numerische Approximation der inversen Laplacetrans-
formation

K
() = —% TV, T (07),
l=—K
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wobel
(V(lr) = Vil <p
fiir alle —K < ¢ < K gilt. In Abbildung B.Ilist der Fehler
e(K):= max |v(t) — 0k(t)] (3.1)
tE[to,Ato]

auf logarithmischer Skala aufgetragen.

0 50 100 150

Abbildung 3.1: Fehler e(K) aus (B.1) gegen K (Punkte) und theoretische
Fehlerschranke aus Satz (gestrichelt) fiir 0 = 0, 5.

Wir sehen, dass der Fehler der numerischen Inversion der Laplacetrans-
formation zunéchst fiir kleine K exponentiell fallt und einen Séttigungsbe-
reich von etwa 107* erreicht. Danach wiichst der Fehler wieder exponentiell.
Der Grund fiir diesen Effekt ist, dass wir die Laplacetransformation U an
den Quadraturpunkten /7 auf der Kontur nur auf Maschinengenauigkeit be-
rechnen kénnen. Durch diesen Effekt verhélt sich der Fehler wie O(e®) fiir
grofse K. Das bedeutet die Fehlerschranke aus Satz ist hier nicht mehr
giiltig und wir miissen die Fehlerschranke aus Satz 2.2.10] verwenden, wel-
che in Abbildung B.1] gestrichelt gezeichnet ist. Die Differenz zwischen dem
theoretischen und numerischen Fehler kann dadurch erklart werden, dass die
Parameter v, d, ¢ fiir dieses System nicht optimal gewéhlt wurden. Wir wol-
len an dieser Stelle jedoch nicht weiter darauf eingehen, wie diese Parameter
optimal zu wéhlen sind.
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Wir werden nun die Abhéngigkeit des Fehlers von 0 < 6 < 1 diskutieren,
denn der Satz 2.2.10/ gilt fiir jedes dieser #, und die Schrittweite 7 in Abhén-
gigkeit von K wird iiber dieses 6 festgelegt, wodurch sich natiirlicherweise
die Frage nach einem optimalen 6 stellt. Fiihren wir das gleiche Experiment
wie oben mit 6 = 0,99 durch, so erhalten wir Ergebnisse, die in Abbildung
dargestellt sind.

10°
0° b~

10° | R

e(K)

10+ \

10—15 L

-20

10

Abbildung 3.2: Fehler e(K) aus (B1) gegen K (Punkte) und theoretische
Fehlerschranke aus Satz [2Z.2.10 (gestrichelt) fiir 6 = 0, 99.

Wir sehen, dass der Fehler zunéchst langsamer exponentiell fallt als im
Vergleich zum Fall § = 0, 5. Dann wird der Sattigungsbereich bei etwa K =
60 mit 1071 erreicht. Besonders auffillig ist, dass fiir grofes K der Fehler
kaum wéchst. In der Tat wéchst dieser trotzdem exponentiell jedoch nur
sehr langsam. Es liegt nahe, fiir kleine K auch 6 klein zu wahlen, um den
schnellen exponentiellen Abfall wie im Fall # = 0, 5 auszunutzen. Fiir grofe K
sollte auch 6 grofs gewahlt werden, um den langsamen exponentiellen Anstieg
auszunutzen. Genauer sollte  in Abhéngigkeit von ¢ = MLtO und K so gewahlt
werden, dass der Fehlerterm

ex(0)°
1— 6[((9)

minimal ist. Man kann zeigen, dass fiir festes K und ¢ ([B.2]) strikt konvex ist
fir 6 € (0,1) und sein Minimum fiir genau ein G,y € (0,1) annimmt. Dazu

cex (0)°71 + (3.2)
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verweisen wir auf [LEPS06|. Eine explizite Darstellung von 6y ist nicht leicht
zu erhalten, jedoch kann 0,y leicht numerisch berechnet werden. Dazu sei K
und ¢ fest gegeben und 6; = 51073 fiir j = 1,...,999. Berechne dann

¢ = argmin; eexc(0;)%71 + M (33)
gmin;_q 999 K\Yj 1 —ex(0;) |

und setzte Oyp = 0;. Dies wurde fiir das oben angegebene Beispiel durchge-
fithrt und die Ergebnisse sind in Abbildung B.3 (a) dargestellt. Es wurden
dann die Fehlerberechnungen mit optimalem 6 durchgefithrt und in Abbil-
dung B3 (b) geplottet.

10" f

Lo
10—5 L ‘
107

108

0.65 L L 102 L L )
0 50 100 150 0 50 100 150
K K

(a) (b)

Abbildung 3.3: (a) Optimales 6 aus (3.3]) gegen K. (b) Fehler e(K) aus (3.1])
gegen K fiir 0 = 0.

Dies ist die bestmdglichste Berechnung der inversen Laplacetransforma-
tion von V mit Hilfe der eingefithrten Quadraturapproximation. Wir sehen,
dass zu Beginn der Fehler exponentiell abféllt und dann fiir grofe K den Sat-
tigungsbereich bei 1071° hilt. Es sei bemerkt, dass auch hier der Fehler fiir
K gegen oo exponentiell steigt, jedoch nur sehr langsam. Um dies zu verhin-
dern miisste # = 1 gewéhlt werden, was jedoch nicht erlaubt ist. Aus diesem
Grund fiithrt ein grofses K zu einem schlechten Ergebnis. Eine zu empfehlende
Grofse ist K = 35.

3.2 Eine Reaktions-Diffusions-Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir die aus Kapitel 1 konstruierten exponenti-
ellen Integratoren auf ein Beispiel einer Reaktions-Diffusions-Gleichung an-
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wenden und das Konvergenzverhalten der Verfahren illustrieren. Insbesonde-
re sollen die Konvergenzergebnisse des Euler-Ngrsett-Verfahrens aus Kapitel
2 numerisch veranschaulicht werden.

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem einer Reaktions-Diffusions-
Gleichung vom Typ einer Michaelis-Menten-Gleichung auf dem Einheitsin-
tervall Q = [0, 1]:

(@, ) = (2, 1) — % v e te0,T] (3.4)
u(x,0) = ug(x), x €

uw(0,t) =1, tel0,T]

u(l,t)=1, te€][0,T],

wobei die Anfangsfunktion ug = 1 sei. Die Losung u : © x [0,7] — R des
Anfangsrandwertproblems modelliert zum Beispiel den zeitlichen Verlauf der
Konzentration eines Substrats bis zur Zeit T in einem Reaktor der Lénge
1. Dabei reagiert das Substrat zu einem weiteren Stoff und die Konzentra-
tion des Substrats nimmt ab. Dieser Vorgang wird durch die Nichtlinearitat
f(u) = — 1, beschrieben. Gleichzeitig diffundiert das Substrat innerhalb des
Reaktor mit Diffusionskoeffizienten 1, was durch den Term der zweiten rdum-
lichen Ableitung in der Reaktions-Diffusions-Gleichung beschrieben wird. Zu
Beginn der Reaktion sei die Konzentration des Substrats identisch 1, was
durch die Anfangsfunktion uy gegeben ist. Die Dirichlet-Randbedingungen
sind dahingegen zu interpretieren, dass wahrend des Reaktionsprozesses am
Rand von §2 das Substrat zugefiihrt wird, sodass die Konzentration am Ran-
de des Reaktors konstant 1 ist.

Um dieses Anfangsrandwertproblem mit den exponentiellen Integratoren aus
Kapitel 1 numerisch zu 16sen, miissen wir dieses zunéchst als ein abstraktes
Cauchy-Problem in einem geeigneten Banachraum vom Typ (L)) formulie-
ren. Dazu fithren wir die Funktion

v:Qx[0,T] =R
(x,t) = v(x,t) = u(x,t) — g(z)

ein, wobei u : Q x [0, T die Losung von ([8.4) und g € C?(2, R) eine Funktion
ist, die die Dirichlet-Randbedingungen ¢(0) = ¢g(1) = 1 erfiillt. Es ist kano-
nisch g = 1 zu wihlen, sodass g die Losung v um den Wert 1 verschiebt. Dann
erfiillt v die homogenen Dirichlet-Randbedingungen v(0,t) = v(1,¢) = 0 fiir
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alle t € [0, T]. Des Weiteren gilt

v (z,t) = w(x,t), xe€Qtel0,T]
Ve (T, 1) = U (2, 1) + oo () = Uz, t), € Qt €[0,T]
o(2,0) = uo(x) — g(x) =0, z€Q

Damit 16st v das Anfangsrandwertproblem

0 (2,1) = Vo (1) — % reOte 0T (3.5)
v(z,0) =0, z€Q

0(0,) =0, tel[0,T]

o(1,6) =0, tel0,T].

Sei nun X = L?*(Q2). Weiter sei A der Laplaceoperator in einer Dimension,

dh A=A= ‘9722 mit D(A) = H*(Q) N H}(Q). Dann ist nach Beispiel [LT.2

0
A ein sektorieller Operator und v(t) := v(-, t) 16st das Cauchy-Problem:
v(t)+1
") = Av(t) — ———, t T
Vi) = Ao - G e )

v(0)=0¢€ X.

Dieses Problem wollen wir nun mit den exponentiellen Integratoren aus Ka-
pitel 1 numerisch 16sen. Da das System noch rédumlich kontinuierlich ist, ist
es erforderlich raumlich zu diskretisieren, d.h. der Operator A muss durch
einen diskreten Operator Aa, ersetzt werden.

Dazu sei M € N, Az = ﬁ und réumliche Stiitzstellen z; = jAz fiir
j =0,...,M gegeben. Dann ist 0 = 29 < 21 < - < ¥y < xp = 1
eine Zerlegung von §2 = [0, 1] in Aquidistante Stiitzstellen. Weiter sei

w(t) = (vi(t), - s oma ()"
mit v;(t) == v(x;,t) fiir j =1,..., M — 1. Dann approximieren wir
1
Vo (25, 1) & @(v(azﬁl,t) — 2v(xj,t) +v(z_1,1))

firj=1,..., M —1, wobei v(zg,t) = 0 = v(xps,t) den homogenen Dirichlet-
Randbedingungen entspricht. Dann definieren wir den Operator Aa, durch

-2 1

1 1 . e
Apy, = — e RM-1LM-1
A AI‘Q 1
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Wir erhalten das raumlich diskretisierte System

f(oi (1))
w'(t) = Ap,w(t) + :
fuar—(t))
mit w(0) =0 € R~ und f(v,(t)) = —ng;j:; firj=1,...,M — 1.

Dieses rdumlich diskrete System kénnen wir nun zeitlich mit den exponen-
tiellen Integratoren diskretisieren. Dazu sei ein N € N gegeben und wir
definieren die zeitliche Schrittweite h = % und zeitliche Stiitzstellen ¢; = jh
fir j = 0,..., N. Fiir das Euler-Ngrsett-Verfahren erhalten wir dann nach
(LH) die Iterationsvorschrift fiir w,, := w(t,):

firn=0,...,N—1und f(w,) := (f(vi(tn)), ..., f(var—1(t,)))T. Dabei wer-
den die Operatoren @g(hAaz), p1(hAa,) € RM-LM=1 iiher die Quadratur
der inversen Laplacetransformation aus Abschnitt [[L.3 berechnet. Der Ope-
rator hAx, ist ein sektorieller Operator mit Sektor ¥; fiir jedes 0 < 0 < 7.
Fiir die Quadratur wéihlen wir die Parameter K = 35, d = 0,6, 6 = 0,9,
A=2t=0,5v=0,7, sowie A und 7 wie in Satz 2.2.9] sodass der Fehler
der Quadratur hinreichend klein ist und fiir die numerischen Ergebnisse nicht
relevant ist. Die Quadratur liefert dann

(po(hAAg;) = Re (Z WgGZ[(Zg] — hAAx)_1> (37)

=0
und
K o
(pl(hAAJ;) = Re (Z u}gz—z(Zg] - hAAx)_1> s (38)
=0
wobei zp = T({1), wg = —5=1"(0) und w, = —ZT"({7) fir 1 < ¢ < K.

Einsetzen von (B.7) und (B.8)) in (8.6)) liefert dann die Iterationsvorschrift:

K
wpe1 = Re (Z wee™ (2ol — hAAx)_lwn>

{=0
K %
+ hRe (; wfz—z@z ~ hAx) f(wn)> . (3.9)

Bemerkung 3.2.1. Bei der Implementierung der Iteration (3.9) sollte aus
numerischer Sicht darauf geachtet werden die inverse Matrix (z,/ —hAa,) ™
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nicht direkt zu berechnen. Stattdessen sollte in jedem Iterationsschritt das
Gleichungssystem

(Zg] — hAAx)b = Wp

bzw.

(Zg] — hAAx)b = f(wn)

mit Hilfe eines geeigneten Losungsverfahrens gelost werden. Im Fall konstan-
ter zeitlicher Schrittweite h kann dabei ausgenutzt werden, dass die Matrix
sich wiahrend der zeitlichen Iteration nicht &ndert. D.h. es ist zu empfehlen
vor Beginn der zeitlichen Iteration eine LR-Zerlegung der Matrix (zo/ —hAa,)
durchzufiihren und diese in jeder Iteration fiir w, zu benutzen.

Die Losung des Euler-Ngrsett-Verfahrens fiir das System ([B.6) fiir 7' = 1,
Az = 0.001 und h = 0.001 ist in Abbildung B4 zu sehen. Dies stellt
eine numerische Losung fiir das Anfangsrandwertproblem (B3.5) dar. Eine

0
: -0.01
: -0.02
: -0.03
: -0.04
: -0.05
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -
X

(a) (b)

Abbildung 3.4: Lésung v des Anfangsrandwertproblems berechnet durch
das Euler-Ngrsett-Verfahren mit Schrittweiten Az = h = 0.001.

numerische Losung fiir das Anfangsrandwertproblem (3.4]) erhalten wir nach
der Konstruktion, indem wir die Losung von (3.5) um 1 verschieben. Diese
Losung ist in Abbildung abgebildet.

Wir sehen, dass sich innerhalb des Reaktors ein Gleichgewichtszustand
einstellt, d.h. es wird eine Konzentrationsverteilung erreicht, die sich dann
zeitlich nicht mehr dndert. Diesen Zustand beschreibt die Losung der statio-
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0 0.2 0.4 0.6 08 1
X

(a) (b)

Abbildung 3.5: Losung u des Anfangsrandwertproblems [B.4] berechnet durch
das Euler-Ngrsett-Verfahren mit Schrittweiten Az = h = 0.001.

néaren Gleichung

tna(2) = - (Z()ﬁ - xe0,1] (3.10)
u(0) = 1 3.11)
u(1) = 1. 3.12)

Wir wollen anhand dieses Beispiels die Konvergenz des Euler-Ngrsett-
Verfahrens und der Verfahren aus Beispiel illustrieren und die theo-
retischen Konvergenzergebnisse aus Abschnitt 21l und [HOO06] numerisch ve-
rifizieren. Genauer untersuchen wir die Verfahren:

1. Euler-Ngrsett-Verfahren, siche (LH). Wir bezeichnen dies mit EXP1.
2. Verfahren der Stufe s = 2, siche (7). Wir bezeichnen dies mit EXP2.
3. Verfahren der Stufe s = 3, siehe (L§)). Wir bezeichnen dies mit EXP3.
4. Verfahren der Stufe s = 5, siche (L.9)). Wir bezeichnen dies mit EXP5.
Die entsprechende Norm, in der wir die Konvergenz erhalten, ist nach Beispiel
fir @ = § die Hj(Q)-Norm, denn X, = D((—A)z) = H} (). Durch
die rdumliche Diskretisierung erhalten wir jedoch nur die Losung auf den

rdumlichen Gitterpunkten x; fiir ¢ = 0,..., M. Wir werden also gezwungen
die H}(2)-Norm durch eine entsprechende diskrete Norm zu ersetzen. Dazu
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sei w € L*(9). Dann gilt

1 M-—1 Tit1
||u||%2(9) :/ u(z)’dr = Z / u(z)’dx
0 i=0 Vi

2 . A — 2 .
lullzy ) = = > (u(zi)® + w(zis1)?)
=0
Ay ML
+ 5 (ux(x2)2 + ur<xi+1)2>-
=0

Zusétzlich miissen wir noch die Ableitung durch Differenzenquotienten erset-
zen geméls:

1 u(w
ualg) = 5 () — u(ag) = "0
1
uz () ~ ﬂ(u(xlﬂ) —u(wi_q)), i=1,....,M—1
1 u(xp—
ug(xpr) = o w(zy) —u(zpy—q) = —%.
Dann definieren wir fiir v = (vy, ..., vy)T € RM*! den Operator
5 : RMAL 5 RM+1 durch
0, J=0
(O1w)j = { saz(wjpn —wj—y), 1<j<M-—1 (3.13)
0, j= M.

Dann definieren wir fiir v € RM*1 die diskrete L2-Norm:

2 Az — 2 2
[0l1Z2,00 == o Z(U(%) + w(wi1)”).

1=0

Und die diskrete H}-Norm:

11,80 = 101172 a0 + 1010072 A, (3.14)
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Wir berechnen nun den Fehler
en = [[v(T) — wn | u1 Acs (3.15)

wobei v die exakte Losung und wy = (0,w,(T),. .., wy—1(T),0)T die nume-
rische Losung des jeweiligen Einschrittverfahren mit Schrittweiten h = 27¢
fiiri = 2,..., 7ist. Da die exakte Losung des Anfangsrandwertproblems nicht
explizit bekannt ist, ersetzen wir v durch die Losung des Verfahrens EXP5
mit Az = 1072 und h = 1075, was eine hinreichend gute Approximation der
exakten Losung ist. Die Ergebnisse sind in Abbildung 8.6l auf logarithmischer
Skala dargestellt.

107 ¢

—¥— EXP1

o || —¥—ExP2
10 " f| —k—EXP3

EXP5
107

10° F

-10 |

10

10—11 L

1072

13

10

107 -
10

Abbildung 3.6: Fehler e, des Euler-Ngrsett-Verfahrens, sowie den Verfahren
EXP2, EXP3, EXP5 aus Beispiel [L2.2 zu den Schrittweiten h = 27¢ fiir
i=2,...,T.

Wir sehen, dass sich unsere Konvergenzaussagen fiir das Euler-Ngrsett-
Verfahren aus Abschnitt .11 bestdtigen und das Euler-Ngrsett-Verfahren
die Konvergenzordnung 1 besitzt. Des Weiteren bestétigen sich die FEr-
gebnisse aus [HOO06|, dass die Verfahren hoherer Stufe auch eine hohere
Konvergenzordnung besitzen. Das Verfahren EXP2, welches von der Stufe
2 ist, besitzt die Konvergenzordnung 2. Das Verfahren der Stufe 3 EXP3
besitzt die Konvergenzordnung 3 und das Verfahren der Stufe 5 EXP5 die
Konvergenzordnung 4.
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Des Weiteren wollen wir nun das Konvergenzverhalten der Mehrschritt-
verfahren aus Abschnitt [L4] numerisch untersuchen und die Konvergenzer-
gebnisse aus Satz [.4.2] numerisch verifizieren. Wir werden das 2-Schritt-
Verfahren mit MSV 2, das 3-Schritt-Verfahren mit MSV3 und das 4-Schritt-
Verfahren mit MSV4 bezeichnen. Fiir k € {2,3,4} besitzen die Verfahren
die Iterationsvorschrift:

k—1
Wk = Yok, hAx) W + D> i1k, hANG) A f (b, wn)
j=0
firn =0,..., N —k. Dabei werden die Operatoren ¢;(k, hAa,), k =0,...,4
mit Hilfe der Quadratur fiir die inverse Laplacetransformation berechnet ge-
mak:

K
bi(k, hAr,) ~ Re (Z wee R;(20) (2] — hAM)1> :
=0

wobei wy und z, wie im oben aufgefiihrten Beispiel zu den Einschrittverfahren
sind. Die Startwerte werden zunéchst mit dem Verfahren EXP5 berechnet.
Wir berechnen den Fehler in der Hj-Norm wie im Fall der Einschrittverfah-
ren. Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.7 dargestellt.

10" ¢

—— MSV2
—¥— MSV3
MSV4

10

10 ¢

-10|

10

11|

10

10—12

Abbildung 3.7: Fehler e, der Verfahren MSV2, MSV3 und MSV4 Schrittwei-
ten h=2""fiiri =4,...,7.

Wir sehen, dass sich die Konvergenzordnungen aus Satz [[.4.2] bestétigen.
Das Verfahren MSV2 besitzt die Konvergenzordnung 2, das Verfahren MSV3
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die Konvergenzordnung 3 und das Verfahren MSV4 die Konvergenzordnung 4.
Dabei garantiert die Berechnung der Startwerte tiber das Einschrittverfahren
EXP5 die Voraussetzungen des Satzes [[L4.2

3.3 Die Nagumo-Gleichung

Von besonderem Interesse sind Wellenlésungen in parabolischen dquivarian-
ten Evolutionsgleichungen. Ein Beispiel dafiir ist die Nagumo-Gleichung

up(x,t) = Uge(z, t) + u(z, t)(1 —u(x, t))(u(x,t) —b), xR, t>0,beR,
(3.16)

u(x,0) = up(x), = €R.

Dabei ist u : R x [0,00) — R die Losung der Nagumo-Gleichung mit An-
fangswert ug : R — R. Die Nagumo-Gleichung ist dquivariant unter Transla-
tion und somit eine parabolische dquivariante Evolutionsgleichung. In diesem
Abschnitt wollen wir anhand dieses Beispiels Wellenlosungen in Form einer
wandernden Welle numerisch approximieren. Eine wandernde Welle ist
eine Losung u, : R x [0,00) — R der Form

Us(2, 1) = i@ — pat) =2 v, (§) (3.17)
fir z € R und ¢ € [0, 7] mit

§Egloo v, (&) = vg.

Dabei heiftt ¢ = x — ut € R die mitbewegte rdumliche Koordinate,
1y die Geschwindigkeit und v, : R — R das Profil der wandernden
Welle. Man nennt wu, auch relatives Gleichgewicht der dquivarianten
Evolutionsgleichung. Im Fall v_ = v, ist die wandernde Welle ein Puls und
im Fall v_ # v, eine wandernde Front. Fiir u, < 0 bewegt sich die Welle
nach links und fiir g, > 0 nach rechts. Im Fall y, = 0 nennt man die Welle
auch stehende Welle.

Fiir g, = —V/2 (l — b), b € R besitzt die Nagumo-Gleichung (316]) ein

1
relatives Gleichgewicht mit dem Profil

0 (€) = ! (3.18)

14 exp (—

)

lim v.(§) =0, limv.({)=1. (3.19)

E——o0 E—o0

S

mit
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Da die Anfangsfunktion ug im Allgemeinen nicht dem Profil v, des relativen
Gleichgewichts aus (B.I8) entspricht, erwarten wir zumindest, dass die
Losung u gegen das relative Gleichgewicht wu, konvergiert fiir ¢ gegen oo,
sofern die Anfangsfunktion u hinreichend nah an dem Profil v, des relativen
Gleichgewichts liegt. Dies ist die Frage der Stabilitdt von relativen
Gleichgewichten in aquivarianten Evolutionsgleichungen. Fiir De-

tails der Theorie iiber die Stabilitdt von relativen Gleichgewichten verweisen
wir auf [BT09] und [Thii0g].

Wir werden nun das Anfangswertproblem (BI6) numerisch mit dem
Euler-Ngrsett-Verfahren losen und den Effekt der Stabilidt des relativen
Gleichgewichts visualisieren. Dafiir miissen wir zunéchst die Anfangswert-
aufgabe (B.I6) auf ein endliches Gebiet mit geeigneten Randbedingungen
beschrinken. Es gilt fiir das Wellenprofil v, des relativen Gleichgewichts,
dass

lim v, (&) = 0. (3.20)

E—+oo

Dabei konvergiert die Ableitung sogar exponentiell gegen 0. Daher ist es
sinnvoll ein Anfangsrandwertproblem auf einem hinreichend grofsen Intervall
mit homogenen Neumann-Randbedingungen zu stellen. Der dabei auftre-
tende Fehler ist fiir kleine Zeiten hinreichend klein und kann vernachléssigt
werden. Wir werden also das folgende Anfangsrandwertproblem losen, wobei
wir jetzt b = ; setzen, Q = [—10,10] und eine geeignete Anfangsfunktion
hinreichend nah am Profil v, des relativen Gleichgewichts wahlen:

() = uge (2, t) + u(z, t)(1 — u(z, t)) <u(x,t) - i) , xeQtel0,T],

(3.21)
u(z,0) = ug(x), =z €9,
uz(—10,t) =0, t€0,T],
u(10,t) =0, te€[0,T],
mit
0, x € [-10, —1],
u(r) =9 iz+3, ze(-1,1) (3.22)
1, x € [1,10].

Um dieses Anfangsrandwertproblem mit dem Euler-Ngrsett-Verfahren zu 16-
sen, miissen wir dieses wieder als ein abstraktes Cauchy-Problem vom Typ

(1)) schreiben.
Dazu sei X = L*(Q) und A = A = 2. Seien ¢, € H*(Q)n n € Ny, sodass

Ae,, = \,en (3.23)
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fiir A, € C mit

und
€ (0) = 0= ¢, (1)
Dann ist
en(T) = ¢ cos(nmx)
mit
1, n=>0
Cp =
\/5, n > 1.
und )\, = —n?7? fiir n € Ny. Dann definieren wir
D(A) = {u e L*(Q Z)\Q €n, 1) 720y < oo}
mit

Au = Z An(€n, w)L2)e
n=0

Mit Hilfe des Spursatzes [Alt06, Satz A6.6] kann man zeigen, dass
{u € H*(Q) : u/(0) = /(1) =0} € D(A).

Dies wollen wir an dieser Stelle nicht beweisen. Jedoch ist A dicht definiert
denn C§° € D(A) C L*(Q) und C§° liegt dicht in L*(2) und nach [B:12] bildet
(én)nen, eine Orthonormalbasis von L*(Q2). Sei 0 < ¢ < Z. Dann erfiillt A
die sektorielle Eigenschaft fiir den Sektor 5. Denn es gilt fir E,(u) =
(en,u)r2()en und u € D(A), dass

o0

(M —A) T u=Y (A=) "B, (u).

n=0

Dann ist mit der Parsevalschen Identiit [B.12]

1 2
(AT —A)~ uHLg(Q Z|>\ Al 72 (en, )L2 S(m21§(|>\ N |> Huuiz(n)-

Sei A = |A|(cos @ 4 isinf) mit || < F. So ist

A=Al = A
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fiir alle n € N. Sei nun § < [0| < 7 — d. Dann ist

min [A — \,| > min |A — 2| > |A\*sin? 0 > |\|*sin®(7 — §).
neN <0

Damit folgt
(sin(m —4))~!

A
fiir alle A € (3s)°. Wir zeigen nun, dass A : D(A) — L?*(Q) abgeschlossen
ist. Sei (ug)ren C D(A) eine Folge mit up — v in L? und Auy — v in L? fiir
k — oco. Sei nun N € N fest, sowie ¢ > 0 und k& > k(e, N) fiir ein k(e, N)
hinreichend grof. Dann gilt mit der Besselschen Ungleichung [B.11] dass

(Z(U — A\, en)%g>

n=0

1AL = A) a2 <

N 2 N 2
< (Z(U — )\nuk, en)%2> + (Z )\i(uk —u, €n)%2>
n=0 n=0
1 1
N 2 N 2
S <ZO('U - )‘nuka en)%2> + ni%,a},(N |)‘n|2 (Zo(uk —u, en)%/Q)
<||v — Aug|r2 + max Aol |lug — ul[z2 < e.
Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt
N
Z(v — A\l €p)35 =0
n=0

und somit
(v,en)r2 = An(u, €,) 2

fiir alle n € Ny. Dann gilt mit der Parsevalschen Identitit [B.12], dass

> N(uen)iz = (v,en)7e = ||v]|72 < oo
n=0 n=0
Also ist u € D(A) und es folgt
Ay = Z An (U, e)p2€, = Z(v, €n)en = 0.
n=0 n=0

Das heiflt der Operator A : D(A) — L?(Q) ist abgeschlossen.
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Also ist A ein sektorieller Operator. Wir schreiben v(¢) = v(+,¢). Dann
16st v das Cauchy-Problem

V(t) = Av(t) +v(t)(1 — v(t)) <v(t) . 1) , telo,T]

4
v(0) = ug € L*(Q).

Als néchstes miissen wir wieder wie in Abschnitt fiir die numerischen Be-
rechnungen den Operator A durch einen diskreten Operator A, approximie-
ren. Dazu sei M € N, Ax = id—o und réumliche Stiitzstellen z; = —10 + jAz

fiir j =0,..., M gegeben. Dann ist —10 =xg < 21 < -+ - < xp_1 < 237 = 10

eine Zerlegung von Q = [—10, 10] in dquidistante Stiitzstellen. Weiter sei
w(t) == (vo(t),...,va ()T

mit v;(t) = v(x;,t) fiir j =0,..., M — 1. Dann approximieren wir

U (0, 8) A s (20(21) — 20(20)),

Ax?
VUze (25, 1) & @(U(Jfﬁht) —2v0(zj,t) +v(zj-1,t), j=1,....M—1
1
Vee(Tar, 1) = A—xQ(Qv(:EM_l,t) — 2v(xpr, 1)),

wobei wir auf dem Rand von 2 die homogenen Neumann-Randbedingungen
fiir eine Elimination benutzt haben. Wir definieren den diskreten Operator
Ap, durch

Ap, = c RM+LM+1

Wir erhalten das rdumlich diskrete System

f(vo(t))
w'(t) = Apzw(t) + :
f(uu(t))
mit w(0) = (uo(wo), - -, uo(xar))” und f(v;(t)) = v;(t)(L — v;()) (v;(t) — 7)
fiir j = 0,..., M. Dieses System konnen wir nun zeitlich mit dem Euler-

Nogrsett-Verfahren diskretisieren. Dazu sei ein N € N gegeben und wir defi-

nieren die zeitliche Schrittweite h = % und zeitliche Stiitzstellen ¢; = jh fiir
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j =0,...,N.Fiir das Euler-Ngrsett-Verfahren erhalten wir dann die folgende
Iterationsvorschrift fir w(t,) = wy,:

Wp41 = 900<hAA:v)wn + h901<hAA$)f(wn>

fir n = 0,...,N — 1 und f(w,) = (f(vi(tn)), ..., foar_1(tn)))T. Dabei
werden die Matrizen ¢o(hAa,) und 1(hAa,) wie in Abschnitt iber die
Quadratur der inversen Laplacetransformation berechnet.

Die Losung des Euler-Ngrsett-Verfahren fiir 7 = 10 und den Schrittweiten
Az = 0,001 und h = 0,001 ist in Abbildung [3.8 gezeichnet.
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Abbildung 3.8: Numerische Losung der Nagumo-Gleichung B21] des Euler-
Norsett-Verfahrens mit Schrittweiten Az = h = 0,001.

Das Ergebnis ist eine wandernde Wellenfront, die sich nach links bewegt.
Das Profil der Anfangsfunktion ug konvergiert schnell gegen das Profil des
relativen Gleichgewichts v,. Bei etwa t > 20 fangt die Welle an, aus dem Ge-
biet 2 herauszulaufen und das Verhalten der wandernden Wellenfront kann
dann fiir groflere Zeiten nicht mehr beobachtet werden. Zudem sind bei die-
sem Vorgang die homogenen Neumann-Randbedingungen nicht mehr sinnvoll
gestellt. Denn die Annahme, dass die Ableitung der Wellenlésung auf dem
Rand verschwindet, ist im urspriinglichem Fall €2 = R nicht mehr erfiillt, so-
dass das bedingte Zuriickziehen auf ein endliches Gebiet fiir die numerischen
Berechnungen keine gute Approximation liefert. Im folgenden Abschnitt wer-
den wir eine Methode vorstellen, die dieses Problem umgeht. Diese Methode
wird Einfrieren wandernder Wellen genannt.
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3.4 Die eingefrorene Nagumo-Gleichung

Wir betrachten wieder die Nagumo-Gleichung auf der reellen Achse, d.h.
gegeben ist das Anfangswertproblem

ug(x,t) = uge(z,t) + u(z, t)(1 — u(x, t))(u(z,t) = b), xR, t>0
u(z,0) =up(x), z€eR,

wobei u : R x [0,00) — R eine gesuchte Losung ist, b € (0,1) ein Parameter
und ug : R — R die Anfangsfunktion beschreibt.
Gesucht sind wie in Abschnitt [3.3] Losungen u, in der Form einer wandernden
Welle, d.h.

Us(2,1) = vi(x — put), z €R,t>0,

wobei v, : R — R das Profil und u, € R die Geschwindigkeit der wandernden
Welle beschreibt.

Fiir die numerische Berechnung der Losung ist es erforderlich, das An-
fangswertproblem auf einem beschrankten Gebiet zu l6sen und geeignete
Randbedingungen zu stellen, d.h. wir 16sen die Gleichung (B2I) aus
Abschnitt B.3] Dies hat zur Folge, dass die wandernde Welle fiir grofse ¢
aus dem endlichen Gebiet herauslduft, wie wir in den Experimenten in
Abschnitt B.3] gesehen haben. Wenn dies geschieht, sind die angegebenen
Neumann-Randbedingungen nicht mehr geeignet, um die Losung auf dem
unendlichen Gebiet zu approximieren.

Wir stellen nun eine Methode vor, die dieses Problem umgeht - die
sogenannte Einfriermethode fiir wandernde Wellen. Die Idee dabei
ist es, das Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit der wandernden
Welle mitzubewegen. Wir losen also die Gleichung auf einem bewegten
Koordinatensystem, sodass die wandernde Welle nicht aus dem endlichen
Gebiet, auf dem das Anfangsrandwertproblem gestellt ist, herausléuft.
Diesen Vorgang nennt man Einfrieren. Wir wollen zunéchst das Einfrieren
mathematisch beschreiben und das sogenannte eingefrorene System her-
leiten. Wir werden sehen, dass sich das Anfangsrandwertproblem [3.21] zu
einem Anfangsrandwertproblem mit einer partiellen Differentialgleichung
und einer algebraischen Nebenbedingung transformiert.

Wir machen folgenden Ansatz, welcher auch travelling wave Ansatz
genannt wird:
Wir fithren Funktionen

v=uv(t)eR
v=70)eR
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ein, sodass
u(z,t) = v(&,t)
gilt, wobei
§=¢(t) = x—(1).

Dabei heifit v das Profil, v die Position und ¢ die mitbewegte Koordi-
nate der wandernden Welle. Dann gilt

wl,t) = 5ol = (0),0)
= [/ (luclz = 70,6 + e — (1), )
=/ (1)uel& 1) + e,
und
82
ae(,1) = slole = (0, 8] = v = (1), 1) = vee 6.1,

Fordern wir zusétzlich, dass (0) = 0 ist, so 16st v das Anfangswertproblem

06, 1) = vee(€, 1) — 7 (e, 1) + (&, (L = v(E, ) (0(&, ) —B), € ERE=0
U(g, O) = uO(S)) g eR.

Wir fiihren erneut eine Funktion x4 : R — R geméf der Vorschrift +'(t) = pu(t)
fiir alle t > 0 ein. Dies liefert nun eine gewohnliche Differentialgleichung fiir

Y-

Um den zusétzlichen Freiheitsgrad i zu kompensieren, fordern wir nun ei-
ne algebraische Nebenbedingung. Diese wird auch fixe Phasenbedingung
genannt. Dazu wéahlen wir eine Referenzfunktion v. Die fixe Phasenbedin-
gung ist eine Minimierungsbedingung, die verlangt, dass v der néchstgelege-
ne Punkt von v(t) auf dem Gruppenorbit O(v) := {0(- — g) : ¢ € R} von 0
bzgl. der L?-Norm ist, d.h.

min (-, t) = 0(- = g)lIz2 = llv(-,t) — ()72

fiir alle ¢ > 0. Eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum bei
g = 0 ist, dass die erste Ableitung an der Stelle g = 0 verschwindet, d.h. wir
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erhalten
k% - —mm{go
= 2(b¢, v(-, 1) — )2 g

fiir alle ¢ > 0. Dies liefert die Phasenbedingung
(v(-,t) = 0,0¢)2 =0 VYt >0.
Zusammengefasst erhalten wir nun das einfrierende System

06, 8) = vee (€. 8) + 1(D)ee(€,8) + 0(&, (1 — (&, (v(E, 1) =), E € R, >0

(3.24)

v(&,0) =ue(§), €R (3.25)
0= (v(-,t) — b,8¢)2, t>0 (3.26)
N(t) = pt), t=0 (3.27)
7(0) =0, (3.28)

wobei v eine geeignete Referenzfunktion ist.

Es sei bemerkt, dass die gewohnliche Differentialgleichung (3.27)), (3:28]) fiir ~
von (v, p) entkoppelt ist. Diese gewohnliche Differentialgleichung wird auch
Rekonstruktionsgleichung genannt und dient nur zur Positionsbestimmung
der wandernden Welle. Meist ist man nur an dem Profil v und der Geschwin-
digkeit p der wandernden Welle interessiert. Dafiir reicht es aus, die Gleichun-

gen (B.:24)), (B:23)), (B:20]) zu 16sen. Aus der Phasenbedingung (3:26]) kann man

u(t) explizit berechnen. Denn differenzieren wir die Phasenbedingung nach ¢
und fordern, dass (0¢, ve(+,t))2 # 0 fiir alle £ > 0, so erhalten wir

d . ) .
0= @(U@v(wt) — )2 = (D¢, v (-5 1)) 2

= (O, vee (-, 1) + p()ve (- 1) + () (1 = v(, 1) (v(,8) = ) 2
= 11(t)(Ve; ve, (1)) 12 + (O, vee (- 1) + v (- (1 = v(-, 1)) (v(-, 1) = b)) L2

Umstellen nach p(t) liefert dann

(Vg, vee (-, 1) +o(- 1)1 — v, 8))(v(:, ) — b))
(@g,?%,(-,t))p .

ult) = —
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Daher ist (3.26)) eine algebraische Nebenbedingung vom Differentiationsindex
2 (siehe dazu [Hai02]).

Wir werden nun eine mogliche Verallgemeinerung des Euler-Nogrsett-
Verfahren zum Losen dieser partiellen Differentialgleichung mit einer alge-
braischen Nebenbedingung vorstellen. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass
es keine Konvergenztheorie fiir ein solches Verfahren gibt. Die numerischen
Ergebnisse werden aber zeigen, dass ein solcher Ansatz sinnvoll sein kann.
Sei Q2 = [—10, 10]. Ziel ist es das folgende Anfangsrandwertproblem mit ei-
ner algebraischen Nebenbedingung mit einer Verallgemeinerung des Euler-
Nogrsett-Verfahren zu l6sen:

(€5 1) = vee (&, 1) + p(t)ve(€, 1) + v(&, ) (1 = v(&, 1)) (v(&, 1) = b), £€ Q1 el0,T]

U(S,O) = uO(S)) 5 €

ve(—10,t) =0, te][0,T]

ve(10,8) =0, t€0,T]

(1) = (g vee (5 8) +o( (A = v( D)) (w( 1) = b)) e
({)E?vﬁv (-, 8))r2 ’

wobei wir nun die Referenzfunktion ¢ = uy € L*(Q) wihlen mit uy wie

in (B.22)). Wir diskretisieren zunéchst wieder im Raum. Dazu sei M € N,
Ax = 2—]\3 und & = jAz fir j = 0,..., M gegeben. Dann ist —10 = §, <

It te (0,7,

& < - < &1 < &y = 10 einer Zerlegung von Q = [—10,10] in Aqui-
distante Stiitzstellen. Wir fithren den Operator §, : RM+1 — RM+L fijy
w = (wp,...,wy)" € R¥! ein gemih
ﬁ@wl - 2’(1]0), ] =0
(Oow); := § moz(Wjp1 —2w; +w; ), 1<j<M-1
ALﬂ(Qwal_QwM)u .]:M

Des Weiteren sei wieder ¢; : RM+1 — RM+1 fiir w € RM*! definiert durch

0, 7=0
(O1w); = § sz (Wi —w;j1), 1<j<M—1
0, j= M.

Dann gilt fiir
w(t) := (vo(t), ..., v (t)"
mit v;(t) = v(§;,t) fir j =0,..., M, dass

vee (€, 1) = (Grw(t));



104 KAPITEL 3. NUMERISCHE ANWENDUNGEN

und

ve(&5:t) = (G1w(t));,
wobei hier die Neumann-Randbedingungen ausgenutzt wurden. Wir bend-
tigen nun noch eine Diskretisierung der inneren Produkte auf L?(£2). Sei
u,v € L*(Q2). Dann gilt mit der Approximation der Trapezregel, dass

£J+1
(u,v)LQ(Q) :/ dl’ = 5 /
Q

St @»v@»—%ggﬂlﬁx@+n
7=0
A M
=5 0(&) +u(§)o(Er))
j:0
Az pay A
= e + A D u(E i)+ - ulEar)v(Ean).
Definieren wir fiir u,v € R™*! mit u = (ug,...,un)?, v = (vo,...,var)%:
Az A = Az
(u, V)2 Ap 1= — ot + Az Z: u;jv; + — UV
Dann gilt fiir we := (0¢(&o), - - ., 0e(Enr)) 7, dass
(D¢, vee (- ) + ( (L —o(,8))(v(- 1) = b)) 2

)
R (e, Oaw(t) + w(t)(1 —w(t))(w(t) = b))r2,ax
sowie

(@57 Ve, ('7 is))L2 ~ (ﬁ}g, 5w<t))L2,A:v'
Setzen wir diese Approximationen in das Anfangsrandwertproblem ein, so
erhalten wir das rdumlich diskrete System

W(t) = Anaw(t) + p(0)510(8) + w(t) (1 — w(t))(w(t) —b), ¢ € [0,T]
g bw(t) + w1 — w(0)(w(t) — D)2 as
ult) = (e, 610(0)) 1. . tePT),

mit w(0) = (uo(&), - -, uo(€m))", e = (9(&), - -, De(&ar))" und

1
Ap, = S c RM+LM+1
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Sei nun N € N und eine zugehorige zeitliche Schrittweite h = % gegeben. Wir
definieren die zeitlichen Stiitzstellen ¢; = jh fir 7 = 0,..., N. Eine mogliche
Verallgemeinerung des Euler-Ngrsett-Verfahrens zum Losen dieses Problems
ist die folgende Iterationsvorschrift fir w; = w(t;) und p; = p(t;):

Wni1 = Po(hAaz)wn + hpr1(RAAL) (1w, + w, (1 — wy,) (w, — b)),
(e, pwp i1 + Wny1 (1 — Wny1)(Weg1 — b)) 12 As

(We, 01Wn+1) 12 Az

MUn+1 = —

flirn =0,..., N — 1, wobei

(e, dawo + wo (1 — wp)(wo — b)) 2, Az

(wiv 51w0)L2,A1x

Ho = —

Dabei werden die Operatoren ¢o(hAa;) und ¢1(hAa,) mit Hilfe der
Quadratur fiir die inverse Laplacetransformation wie in Abschnitt
berechnet. Dieses verallgemeinerte Euler-Ngrsett-Verfahren zum Losen einer
partiellen Differentialgleichung mit einer algebraischen Nebenbedingung
fiihrt also einen Eulerschritt durch, wobei der neue Advektionsterm, der
durch das Einfrieren entsteht, in die Inhomogenitat eingeht. Dabei wird u
schrittweise konstant gelassen, d.h. es wird der Wert aus dem vorherigen
Schritt fiir x4 benutzt. Danach wird der neue Wert fiir p durch die Losung
des Euler-Schritts und der algebraischen Nebenbedingung berechnet.

Die Losung des verallgemeinerten Euler-Ngrsett-Verfahren fiir die
Nagumo-Gleichung zu Schrittweiten Az = 0,001 und A = 0,001 mit 7" = 30
ist in Abbildung geplottet.

Wir sehen, dass wir eine stehende Wellenfront in dem mitbewegten Ko-
ordinatensystem erhalten. Diese Wellenfront bewegt sich im urspriinglichen
Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit p, welche in Abbildung B8 (c)
gegen die Zeit aufgetragen ist. Das Anfangsprofil uy konvergiert gegen das
Profil des relativen Gleichgewichts v,. Die Geschwindigkeit ;1 konvergiert ge-
gen die Geschwindigkeit des relativen Gleichgewichts p.. Dies sind beides In-
dikatoren fiir die Stabilitit des relativen Gleichgewichts. Zusammenfassend
kann man sagen, dass unsere Verallgemeinerung des Euler-Ngrsett-Verfahren
sinnvoll ist. Es ist also von Interesse, ob man eine solche Verallgemeinerung
der exponentiellen Integratoren mathematisch rechtfertigen kann und eine
entsprechende Konvergenztheorie erarbeiten kann. Dies wiirde es erlauben,
weitere Wellenphdnomene und ihre Stabilitdt von relativen Gleichgewichten
numerisch zu untersuchen.
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Abbildung 3.9: (a),(b): Numerische Losung der eingefrorenen Nagumo-
Gleichung [B.21] des Euler-Ngrsett-Verfahrens mit Schrittweiten Az = h =
0,001. (c): Geschwindigkeit p der wandernden Welle fiir die eingefrorene
Nagumo-Gleichung.



Fazit

Wir haben in dieser Arbeit numerische Methoden zum Losen semilinearer
parabolischer Evolutionsgleichungen untersucht. Dies waren die exponentiel-
len Integratoren, die sowohl Ein - als auch Mehrschrittverfahren sein konnen.
Unser Augenmerk lag dabei besonders auf dem FEuler-Ngrsett-Verfahren,
dass das einfachste Beispiel eines exponentiellen Integrators darstellt. Wir
haben die Einschrittverfahren nach [HOO06] mit Hilfe der Variation der
Konstanten Formel hergeleitet. Wir haben auch Mehrschrittverfahren aus
[CP06] konstruiert. Dabei war die Grundidee fiir beide Klassen der Verfahren
gleicher Natur. Die Schwierigkeit der exponentiellen Integratoren war, dass
wir fiir die auftretenden Operatoren im abstrakten Cauchy-Problem das
Operatorexponential definieren mussten. Dabei sind wir den Ergebnissen aus
[Hen81] gefolgt und haben die Begriffe des sektoriellen Operators und den
der analytischen Halbgruppe eingefiihrt. Fiir diese Klasse von Operatoren
war es uns moglich das Operatorexponential iiber Konturintegrale zu
definieren. Eine weitere Schwierigkeit war es, dass in den exponentiellen
Integratoren Koeflizientenabbildungen ¢;(hA) und 1;(hA) auftreten, die
das Operatorexponential enthalten. Wir haben eine Methode aus [LE10]
vorgestellt, um diese Abbildungen mit Hilfe der Laplacetransformation bzw.
deren Riicktransformation iiber Konturintegrale darzustellen. Diese Kontu-
rintegrale kénnen dann nach Parametrisierung mit Hilfe einer Quadratur
numerisch gelost werden. Damit war es uns moglich, die exponentiellen
Integratoren numerisch zu realisieren.

Fiir die Quadratur inverser Laplacetransformationen haben wir Feh-
lerabschétzungen aus |[LFPS06] und [LEP04] bewiesen und diese auf die
Quadraturapproximationen fiir die exponentiellen Integratoren angewandt.
Dabei haben wir speziell eine Hyperbel als Kontur gewahlt und ihre geome-
trische Struktur ausgenutzt. Auferdem haben wir eine Fehleranalyse fiir das
Euler-Ngrsett-Verfahren durchgefiihrt. Dabei haben wir gezeigt, dass dieses
die Konvergenzordnung 1 besitzt, wobei wir die Quadraturapproximation
zunéchst nicht beriicksichtigt haben. Zum Ende des 2. Kapitels haben wir
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dann einen Konvergenzbeweis fiir das Euler-Ngrsett-Verfahren durchgefiihrt.
Wir mussten eine Stabilitdtsaussage fiir die Quadraturapproximationen
annehmen, um die Konvergenz zu zeigen. Dies wurde in der Literatur noch
nicht betrachtet. Die Stabilititsaussage ist weiterhin offen, da sich ein
Beweis als sehr komplex darstellt.

Zum Abschluss dieser Arbeit haben wir numerische Experimente zu den
Ergebnissen aus den vorherigen Kapiteln durchgefiihrt. Dabei haben wir den
Fehler der Quadraturapproximation an einem skalaren Beispiel behandelt
und die Konvergenz der exponentiellen Integratoren an einer Reaktions-
Diffusions-Gleichung numerisch verifiziert. Wir interessierten uns dann
fiir Wellenlosungen in parabolischen &dquivarianten Evolutionsgleichungen.
Wir haben die Nagumo-Gleichung, welche eine wandernde Wellenlosung
besitzt, numerisch mit dem Euler-Ngrsett-Verfahren gelost. Die Ergebnisse
haben uns veranlasst, das System der Nagumo-Gleichung einzufrieren,
was uns auf ein System einer partiellen Differentialgleichung mit einer
algebraischen Nebenbedingung gefiihrt hat. Fiir dieses System haben wir
das Euler-Ngrsett-Verfahren verallgemeinert, fiir das es bisher noch keine
Konvergenztheorie gibt. Dabei haben wir eine Indexreduktion durchgefiihrt,
um eine explizite Darstellung der zeitabhéngigen Wellengeschwindigkeit
zu erhalten. Die numerischen Losungen lassen vermuten, dass ein solcher
Ansatz sinnvoll ist.

Es ist interessant, ob eine Verallgemeinerung der exponentiellen Inte-
gratoren fiir partielle Differentialgleichungen mit algebraischen Nebenbedin-
gungen moglich ist. Genauer stellt sich die Frage, ob eine Konvergenztheorie
fiir Probleme dieser Art entwickelt werden kann. Damit kénnten andere
Wellenphdnomene in &quivarianten Evolutionsgleichungen mit Hilfe der
Einfriermethode gelést und untersucht werden. Es wére besonders inter-
essant, die Stabilitdtsfrage von relativen Gleichgewichten mit Hilfe der
exponentiellen Integratoren numerisch zu untersuchen.

Eine weiteres offenes Problem ist es, ob man die Konvergenz des Euler-
Nogrsett-Verfahren mit Beriicksichtigung der Quadratur vollstdndig beweisen
kann. D.h. lasst sich die Stabilitédtsaussage fiir die Quadraturapproximationen
beweisen?



Anhang A

Hilfsmittel der Funktionentheorie

Wir werden die klassischen funktionentheoretischen Ergebnisse aus [FLO0§],
[FL10] und [Rem02] fiir C-wertige Funktionen auf Banachraum-wertige Funk-
tionen verallgemeinern und folgen [Are01, Appendix A].

Sei X ein Banachraum und €2 C C eine offene Teilmenge. Eine Funktion

f Q2 — C heifst holomorph, falls

F(z0) = lim f(z0+h) — f(z20)

 hs0,heC\ {0} h

existiert fiir alle zy € €.

Falls f holomorph ist, so ist f stetig und schwach holomorph, d.h. z*o f :
2 — C ist holomorph im Sinne von [FLO§| fir alle z* € X*, wobei X* der
Dualraum von X ist. Weiter gilt wegen der Linearitdt der dualen Paarung,

" < /F f(z)dz,x*> - /F (f(2),2%)dz.

Damit lassen sich die klassischen Ergebnisse aus [FLO8| und [FL10] auf
Banachraum-wertige Funktionen verallgemeinern. Wir werden nun einige
wichtige Hilfsmittel aus [FLO8| und [FL10] auf diesen Fall verallgemeinert
auffithren. Fiir Details und Beweise verweisen wir auf [Are01, Appendix A],
[FLOS] und [FL10].

Proposition A.1. (siehe [Are0l, A.1])
Sei ) C C offen und f : Q — X holomorph. Ferner sei zg € € und r > 0,
sodass B(zo,7) C Q. Dann ist

F(z) = an(z = 20)",
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wobei die Reihe absolut konvergiert fir |z — zo| < r. Dabei ist

Ap 1= / 7‘]0(2) +1dz.
B(zo,r) (Z - Zo)n

Satz A.2. (Cauchyscher Integralsatz, siehe [FLOS, S.71, Satz 1.2])
Sei ) C C ein konvexes Gebiet und f : Q0 — X holomorph. Dann gilt fir
jeden geschlossenen Integrationsweg I' in ), dass

/F F(2)dz = 0.

Folgerung A.3. (siehe [FL10, S.56]) B
Sei 2 C C ein konvexes Gebiet und f : 0 — X holomorph und stetig auf §2.
Dann gilt

f(z)dz = 0.
o9

Satz A.4. (Cauchysche Integralformel, siehe [FLOS, S. 67, Satz 3.5])
Ser Q) C C offen und f : Q@ — X holomorph. Weiter sei G C Q) ein Gebiet.
Dann gilt fir jedes z € G, dass

_ [
1) =5 | Fac

Definition A.5. (Umlaufzahl, siche [FLOS, S.114, Def. 1.2])
Es sei I' ein Zyklus und z € C\I'. Dann ist die Umlaufzahl von I' beziiglich

z gegeben durch
1 1
n(l, z) = —/ d¢.
2mt Jp ( — 2

Definition A.6. (nullhomologer Zyklus, siehe [FLOS, S.117, Def. 2.1|)
Ein Zyklus I' in einer offenen Menge (2 C C heiftt nullhomolog in €2, wenn
fir jeden Punkt z € C\Q2 die Umlaufzahl

n(l,2)=0

ist.
Definition A.7. (Residuum, siehe [FLO8| S.161, Def. 4.1])

Sei ) C C offen und f : 2 — X holomorph bis auf isolierte Singularitaten.
Dann ist das Residuum von f in z € Q definiert durch

1
res. f = = /8 o FOC

271

wobei r > 0 so zu wahlen ist, dass hochstens z eine Singularitdt von f in
B(z,r) ist.
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Satz A.8. (Residuensatz, siehe [FLOS, S.162, Satz 4.1])

Sei Q) C C offen und f : Q@ — X holomorph bis auf isolierte Singularititen.
Dann gilt fir jeden nullhomologen Zyklus T' in U, auf dessen Spur keine
Singularitdt liegt, dass

/Ff(C)dC = 2mi Z n(T, z)res, f.

z€Q

Lemma A.9. (siehe [FL0S, S.16/])
Sei Q) C C offen und g : 2 — X holomorph, sowie f : Q2 — C holomorph bis
auf isolierte Singularititen.

i) Besitzt f einen Pol in zy € €, so gilt
Te8z (gf) = g('ZO)reSzof'
i1) Besitzt f eine einfache Nullstelle in zy € Q, so gilt

9 _ 9(%)
f f'(z0)

Satz A.10. (Holomorphie von Integralen, siche [Rem02, Satz 8.2.3/)
Sei 2 C C offen und T" eine endliche Kontur in ). Weiter sei g : I' x Q2 — X
stetig und fir jedes X € T sei die Funktion g(\,-) holomorph in Q. Dann ist

res;,

f(z) ::/Fg(k, 2)dA

holomorph fiir jedes z € Q.

Satz A.11. (Identititssatz holomorpher Funktionen, siehe [Are(l, Prop.
A.2])

Sei 2 C C offen und zusammenhdngend. Weiter seien f,g : Q@ — X holo-
morph. Wenn es eine Folge (zy)gen C Q mit limg_,o0 2 € Q und f(zx) = g(zx)
fiir alle k € N gibt, dann gilt f(z) = g(2) fir alle z € Q.

Satz A.12. (Satz von Vitali, siehe [Are(l, Theorem A.5])
Sei Q) C C offen und zusammenhdngend. Weiter sei fi, : Q0 — X holomorph
fiir alle k € N mat

sup  [[fu(2)[|x < o0
keN,zeB(zo,r)

fiir jeden Ball B(z,7) C 2. Wenn

Qg := {Z € Q: lim fy(2) existiert}
k—ro00
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einen Haufungspunkt in  besitzt, so existiert eine holomorphe Funktion
f:Q—= X mit
f*(z) = lim £ (2)

k—00

fir alle n € Ny gleichmafig auf allen kompakten Teilmengen von €.

Definition A.13. (Stammfunktion, siehe [FLOS| Def. 2.1])

Sei 2 C C offen und f : 2 — C eine stetige Funktion. Dann heifst eine
Funktion F' : @ — C Stammfunktion von f, falls F' holomorph ist und
F' = f gilt.

Satz A.14. (siehe [FLOS, Satz 2.2])
Sei 2 C C offen und f : Q — C holomorph. Dann besitzt f eine Stammfunk-
tion auf €.

Satz A.15. (Wegunabhdngigkeit komplezer Wegintegrale, siehe [FLOS, Satz

2.1))

Ser Q) C C offen und f : Q — C stetig mit Stammfunktion F'. Dann gilt fir
jeden Integrationsweg I' in ), der a € C mit b € C verbindet, dass

AﬂawzF@—me

d.h. das Integral ist unabhdngig vom Verlauf des Integrationsweges und hdingt
jediglich von seinen Endpunkten ab.



Anhang B

Weitere Hilfsmittel

Wir werden nun einige wichtige Figenschaften der Laplacetransformation aus
[Are01] und [Doe70)] zitieren.

Satz B.1. (siche [Are01, Theorem 1.5.1]) )
Sei f € L} (Ry, X) mit abs(f) < co. Dann ist A — f(X) holomorph fir alle

loc

A € C mit Re X > abs(f) und es gilt

(n) — > —A(_p\n
Fo) = [ e o
fiir alle n € Ny.

Definition B.2. (Faltung)
Seien f: R — X und ¢ : R — C messbar. Dann heifst

(g% F)(t) = / gt — )f(s)ds

die Faltung von ¢g mit f, falls das (Bochner-) Integral existiert.

Lemma B.3. Ist g € L'(R) und f € L'(R, X), so emistiert die Faltung von
g mit f fast tberall.

Satz B.4. (Faltungssatz, siche [Are01l, Prop. 1.6.4])
Sei g€ L}, .(Ry,R) und f € L}, (R, X). Dann existiert L[g * f](\) fiir alle

A € C mit Re A > max(abs(|g|), abs(f)) und es gilt
Llg * fIN) = LIGIALIFIA).

Lemma B.5. (Verschiebungslemma)
Sei f € L, (R, X) mit abs(f) < co. Ferner sei g(t) := e® f(t) fiir allet > 0

loc

und ein a € R. Dann gilt R
9(A) = f(A—a)
fir alle X > abs(f) + a.

113
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Beweis. Die Behauptung folgt aus

o) = [T et = [T 0= fo-a)

fir alle A > abs(f) + a. O

Der folgende Satz gibt eine weitere komplexe Umkehrformel der Lapla-

cetransformation an. Diesen Satz zitieren wir in einer einfacheren Version.
Vergleiche dazu [Doe70l Satz 24.4].

Satz B.6. (komplexe Umkehrformel fir vertikale Konturen)
Sei f € L, .(Ry,X) stetig und das Laplaceintegral konvergiere absolut fiir

loc

alle z > w, d.h.

/0 T e () Lt < oo

fiir alle z > w. Dann gilt fir jedes t > 0, wo f in einer Umgebung von
beschrinkter Variation ist, dass

c+1i00
() = — / e L[f](2)dz

270 Jo—ino
fiir alle ¢ > w.

Wir beweisen nun, dass die Kontur in der inversen Laplacetransformation
aus Satz [[L3.5 auf bestimmte Art deformiert werden kann.

Lemma B.7. (Deformation der Kontur fir die inverse Laplacetransforma-
tion)

Set U : Sz a+z — X holomorph und sektoriell mit p > 0 fiir ein w € R und
0<a<i.

i) Weiter seien 0 <4 < v < a, w > & und zwei Konturen T', T in So,a+T
gegeben mit

arg()\—w)—>i<7+g) fur |\ - oo, el

und
arg(A —w) — + <i +

o

) fiir |\ = oo, A €T.

Dann gilt

1 1
— | *UN)dN = — [ MU(N)d\

2mi Jp 21 Ji
fiir alle z € S5, falls ¥ > 0. Im Fall 7 = 0 gilt dies fiir alle z € R.
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it) Sei v = 0 und die Kontur I wie in[d). Dann gilt fir alle ¢ > 0 und
z € Ry, dass

1 A A
— *U(N)dA = *U(N)dA.
27Ti/ U 2mi +Fe U
Insbesondere gilt fir alle ¢ > @, dass
L UM\ = L e U (N)dA
271 Jr 2700 J oo '

Beweis. 1) Wegen der Wegunabhéngigkeit komplexer Wegintegrale in Satz
[A T4 und [AT8 sei O.b.d.Afiir 0 <d <1

F=ToUl,Ul'_ und T=T, Ul Ul

mit
T ={w+5e” —7—g<9<7+2}
By = {wt6e?, -2 <0<5+ 7},
. :{w+7'eﬂ 73 ,5§7’},

IN

r}.
Dabei seien die Konturen I, T" so orientiert, dass sie von unten nach oben
verlaufen. Wir definieren fiir £ € N die endlichen Konturen

I, = {w +reti(+3) 5

[y :=T'NBg(w) und [, :=T.N By (w),
sowie

V= {w+kei9,1+g §9§7+g},

= {wthe? =T <o<-5-71,

wobei 7, gegen den Uhrzeigersinn und «y, mit dem Uhrzeigersinn ver-
laufe. Dann gilt mit dem Cauchyschen Integralsatz [A.2]

1 1
— [ MUN)dN+ — [ e¥U(N\)dA
27 Jp, 2mi ).~

1

1
MU (N)d + 7= MU (N)dA

27 Jp, T St
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fir alle z € S5 bzw. z € R;. Nun gilt, da v+ 74 < 7, |argz| < 7 und

sinQZ%QﬁirOS@S%:

v+5 . ,
/ NMUNN| = / et (1w + ke'®)db
T ¥ A+5 <
+§
< %ewRezk /"Y ek\z\cos(argz—i—e)de
_ %ewRezk /’Y efk\z\sin(argzqte)de
kr .
0l
M y—arg z )
— e Rezk/ efk\z\mn@de
Lk .
y—argz
< %GWReZk/ efk:|z|sino9d9
kr 0
< ﬂewRezk 2 e—k\z\%ede
kr 0
2M 1 — e Hl
= gwRez___C — 0 fir k£ — o0.
kH 2|z|m—1
Ebenso zeigt man, dass
/ eMUN)dN|| — oo fiir k — oo.
Vi x

Damit erhalten wir im Grenzwert fiir K — oo

1
21 Jp

fir alle z € S5 bzw. z € R,

MU AN = —

! MU (N)dA

™ Ji

ii) Sei nun z € Ry, v = 0 und I' wie im Beweis von i) definiert. Wir

definieren jedoch nun I'y :=
|Im z| < k}. Ferner sie

I'N Dy fiir k € N, wobei Dy, := {2z € C:

7 i={2€C:Imz=kw<Rez<w+c},
Y ={2€C:Imz=—k,w<Rez<w+c}.

Dabei laufen die Konturen v;7 und v, von links nach rechts. Dann gilt
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mit dem Cauchyschen Integralsatz [A.2]

1 1
— / UM+ =— [ eU(N)dA
27 Jp,

211 ot
k
1 1
— eAzU()\)d)\JrT MU (N)dA

270 Joyr, TSy

Nun gilt

/ MU (N)dA
’y+

k

ctw
/ THRY (4 ik)dr

X ’ X
ctw

Ebenso zeigt man, dass

Damit erhalten wir im Grenzwert fir & — oo

! eAZU(A)dA:i, MU (N)dA

2mi Jp 271 Joir

—s 00 fur k£ — oo.

/ MU N)dA

k

X

fiir alle z € R,
O

Ferner benotigen wir den Satz von Fubini fiir (Bochner-) integrierbare

Funktionen. Diesen zitieren wir aus [Are(01].

Satz B.8. (Satz von Fubini, siehe [Are(ll, Theorem 1.1.9])
Sei I =1, x Iy CR? und f: I — X messbar mit

[ st s)vaeds < oo
I J1I>

dann ist f (Bochner-) integrierbar. Ferner existieren die folgenden Integrale
und es gilt

s)dtds = s)d(t,s) = s)dsdt.
Z;bf@,)t [f@,>@,>gé [ st sysa



118 ANHANG B. WEITERE HILFSMITTEL

Wir werden eine Abschétzung fiir die modifizierte Besselfunktion zweiter
Ordnung aus [Olv10, 10.32] beweisen.

Lemma B.9. Sein > 0. Dann gilt
o 1
Ki(n) = / e~ 1M cosh tdt < —.
0 n
Beweis. Nach [Olv10), 10.32.9] und [OIv10l 10.32.11] gilt fiir alle n > 0, dass

Kl(n):/ e~ cosh tdt
0

2I (1+1) /°° cos(nt)
= _dt
v o (#241):
_2r (143 1

T Vm )/0°° (12 +1)2
|
/0 (t2+1)%dt

dt

I = I

O

Wir stellen nun einige Ergebnisse aus der Operatortheorie vor. Im Fol-
genden sei H ein Hilbertraum.

Definition B.10. (Orthonormalsystem, siehe [Alt06], S.304])
Eine Folge (ex)reny € H mit N C N heiftt Orthonormalsystem, falls

(ekael)H = 5k,l
fiir alle k£, € N.

Lemma B.11. (Besselsche Ungleichung, siehe [Alt06, S.304])
Sei (ex)k=1,..n C H ein endliches Orthonormalsystem von H. Dann gilt fiir
jedes w € H, dass

n
Dl er)ul® < Jullf-
k=1

Definition B.12. (Orthonormalbasis, siche [Alt06, S.305])

Sei (ex)ren €in Orthonormalsystem von H. Dann heiftt (e )reny Orthonormal-
basis oder vollstandiges Orthonormalsystem von H, falls eine der folgenden
daquivalenten Eigenschaften erfiillt ist:
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i) span{ey : k € N} liegt dicht in H.
ii) Fiir alle uw € H gilt

U = (er, u)geg.

00
k=1

iii) Fiir alle u € H gilt die Parsevalsche Identitét:

o0
iz = > 1w, en).
k=1

Satz B.13. (Spektralsatz, siehe [Ott09, A.31])
Sei A : D(A) — H ein linearer symmetrischer Operator mit R(A) = H.
Weiter sei A invertierbar mit kompaktem Inversen. Dann gilt:

i) Es gibt eine abzdhlbar unendliche Menge {\y, : k € N} reeller Eigenwerte
von A. Sind die Figenwerte gemdfl |Agr1| > || angeordnet, so gilt

lim |Ax| = 0.
k—r00

it) Die zugehdrigen Figenfunktionen {ey : k € N} kénnen so gewdhlt wer-
den, dass sie eine Orthonormalbasis von R(A) = H bilden und es gilt
fiir alle w € D(A), dass

Au = Z A (u, ex) ger.
k=1

Zuletzt werden wir einige Identitéten fiir Trigonometrische- und Hyper-
belfunktionen aus [Olv10] auflisten:

Lemma B.14. (Additionstheoreme)
Es gelten die folgenden Identidten fir x,y € R,z € C:

i) cos?x +sin’x =1
i) cosh?z — sinh? z = 1
iii) cos(x + iy) = cosx coshy — isin z sinhy

iv) sin(x 4 iy) = sinz cosh y + i cos x sinh y

sin(2 Re z)—isinh(2Im z)

'U) cot z = cosh(2Im z)—cos(2Re z)







Nomenclature

(+,-)n inneres Produkt auf H

abs(u) Konvergenzabzisse vin u

arg z komplexes Argument von z

C komplexe Zahlen

C,  komplexe Zahlen mit echt positiven Realteil
D(A) Definitionsbereich von A

r Kontur in C

U Laplacetransformation von

hol(u) Holomorphieabzisse von u

L[u] Laplacetransformation von u

L7YU] inverse Laplacetransformation von U

(-,-) duale Paarung

N natiirliche Zahlen ohne 0

Ny natiirliche Zahlen mit 0

w(u) exponentielle Beschrianktheitsabzisse von u
R reelle Zahlen

R,  echt positive reelle Zahlen

R(A) Bild von A

Reo(A) maxyeo(a) Re A
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p(A) Resolventenmenge von A

o(A) Spektrum von A

Y5 Xos

Yas Sektor mit Winkel § verankert bei a
A standard Vorwartsdifferenzenoperator
A (—A4wl) fir w > Reo(A)

f*g¢g Faltung von f und ¢

H*, H} Sobolev-Raum, [AIt06, Kap.1]

Ll

i Lebesgue-Raum der lokal integrierbaren Funktionen

L? Lebesgue-Raum der quadratintegrierbaren Funktionen, [AIt06l Kap.1]
P, -1 Interpolationspolynom vom Grad k£ — 1
Sas  nach rechts gedffneter Sektor

X Banachraum

X, D(A%)
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