1 Komplexe Zahlen

Definition 1.0.1 (Komplexe Zahl). Die Menge C aller komplexen Zahlen besteht aus Ele-

menten der Form z = z + iy, mit z,y € R.

Bemerkung 1.0.2.
1. Re(z) = z ist der Realteil von z, beziehungsweise ist Im(z) = y der Imagindrteil von z.
i0

2. Jede komplexe Zahl z ldsst sich in Polarkoordinaten darstellen: z = re'’, wobei r = |z| =

V@2 + y? ist der Betrag von z und 6 ist das Argument (Restklasse von Winkeln mod 27).

3. C= {(Z _b> :a,beR} C Mat(2, R).
a

Definition 1.0.3 (Komplexe Konjugation). Unter komplexer Konjugation versteht man die

Abbildung - : C — C.
z=zx+iy— zZ:=x —1iy.

Dabei heist z auch die zu z komplex konjugierte Zahl.
Eigenschaften
1. Re(z) = 3(z + 2), Im(2) = 5 (2 — 2)
2. 2.z =|z|> € R, |z| > 0 mit |z| = 0 genau fiir z =0

3. 2_1:% (z#0)



2 Holomorphe Funktionen

Sei U ¢ C ~ R? offen, f: U — C.

Definition 2.0.1 (Komplexdifferenzierbarkeit an einem Punkt). Eine Funktion f heifit an
zo € U komplex diffbar falls

i 12— 1(z0)
Z—20 zZ — 20
z€U\{z0}

existiert.

Diffbarkeit in zp bedeutet C-lineare Approximierbarkeit von f in einer kleinen Umgebung U

von zg, d.h.,
f(z) = f(20) + oz — 20) + A(20, 2),
mit a € C und A(zp, z) = 0(|z — 20]).
Satz 2.0.2 (Cauchy—Riemann’sche Gleichungen). Eine Funktion f = u(x,y)+iv(x,y) ist genau

dann komplex diffbar in zg € U wenn f dort reell diffbar ist und die Cauchy-Riemmann’schen

Gleichungen gelten:

uz(20) = vy(20) und uy(z0) = —vx(20).

Definition 2.0.3 (Holomorphie). Sei U C C offen. Dann heifit f : U — C holomorph in U,

wenn f in jedem Punkt von U komplex diffbar ist.

Satz 2.0.4. f : U — R? sei als reelle Funktion stetig (partiell) diffbar und es seien die CR-
DGLen

Uy = Vy und Uy = —Uy
i ganz U erfullt. Dann ist f in U holomorph.

Bemerkung 2.0.5. Falls f(z) diffbar ist, so ist die komplexe Ableitung f’(z) gegeben durch
F(2) = ug +ivg.

Sind f und g in zp € U komplex diffbar, so auch f + g, fg und f o g. Die Funktion % ist auch
in 29 komplex diffbar wenn g(zp) # 0.

Beispiel 2.0.6. Sei z = x + iy.
1. f(z) =¢e* :=e"(cos(y) +isin(y)) ist auf ganz C holomorph, mit f'(z) = e* = f(z)
2. Die komplexen Versionen von cos und sin, die durch

1 . .
cos(z) = §(elz +e %)

sin(z) = %(e

iz e*iz)



definiert sind, sind auch holomorph auf ganz C, mit

. d .
P cos(z) = —sin(z) und e sin(z) = cos(z).

3. Alle komplexen Polynome P € C|z] sind holomorph auf ganz C.

Jede komplexe Funktion f(z) = u(z,y) + iv(z,y) ldsst sich als eine Funktion von z und z

schreiben. Dadurch bekommt man die folgende komplexe Form der CR-DGLen.

Satz 2.0.7. Sei f in zg reell diffoar. Dann ist f dort genau dann komplex diffbar wenn

of
0z

Definition 2.0.8. Es sei A der Laplace Operator, also

(20) = 0.

02 0?
~ o2 "o

Eine zweimal stetige differenzierbare Funktion heifit harmonisch wenn Af = 0.

Proposition 2.0.9. Holomorphe Funktionen sowie thre Real- und Imaginarteile sind har-

monisch.



3 Integralsatze

Sei f:U — C, U C C offen.

Definition 3.0.1 (Weg). Ein Weg ist eine Funktion 7 : [a,b] — C, die stetig und stiickweise
stetig diffbar ist, also existiert eine Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle geméfl a = ap < a1 <

... < ap = bso dass 'y][a_ o] stetig diffbar ist. Ein Weg heiit geschlossen, wenn v(a) = v(b).
VEbaN)

Definition 3.0.2 (Wegintegral). Sei v : [a,b] — U ein Weg. Dann heifit

b
[ feaz= [ rown o
o' a
Wegintegral von f entlang ~.

Ein Gebiet G ist eine offene und wegzusammenhéngende (d.h. je 2 Punkte von G koénnen

durch einen Weg verbunden werden) Teilmenge von C.

Satz 3.0.3. Sei G ein Gebiet und f : G — C stetig. Besitzt f(z) die Stammfunktion F(z), so
ist F' in G holomorph, mit F' = f.

Folgerung 3.0.4. Sei G C C, f = u+iv : G - C. Dann sind die folgenden Aussagen

aquivalent:

1. Es gibt eine holomorphe (in G) Funktion F mit F' = f.
2. fv f(z)dz =0 fiir jeden geschlossenen Weg v im G.

3. fv f(2)dz hdngt nur vom Anfangs- und Endpunkt von v ab.

Definition 3.0.5 (Umlaufzahl). Ist v in C\ {a} geschlossen, so heifit

1 d
Uml(v, a) / ‘ez
g

27 zZ—a

die Umlaufszahl von v um a.

Satz 3.0.6 (Satz von Goursat). Sei G C C ein Gebiet, f in G holomorph. Das Rechteck R

liege ganz in G. Dann ist
/ f(z)dz = 0.
OR

Bemerkung 3.0.7. Es gibt auch Varianten vom Satz von Goursat fiir Dreiecke und fiir Poly-

gonzlige.

Definition 3.0.8. Sei G C C ein Gebiet und f: G\ {&1,...,&,} holomorph mit §; € G. Dann

heifit §; harmlos wenn

lim (= — &) f(2) = 0.

Z—>§j

Solche Punkte sind auch als hebbare Singularititen bekannt.



Bemerkung 3.0.9. Es gibt auch eine Variante vom Satz von Goursat fiir ein Gebiet mit

harmlosen Punkten beziiglich f.

Definition 3.0.10. Sei z € C\ R;. Der Hauptzweig des komplexen Logarithmus Log(z) ist
gegeben durch
Log(z) := log |z| + iarg(z)

wobei arg(z) € [—7, 7).

In dem geschlitzten Ebene C\ R_ ist Log(z) holomorph, mit Log(w)’ = L.

w

Satz 3.0.11 (Cauchy’scher Integralsatz fiir den Kreis). D sei eine offene Kreisscheibe, z.B.
D = By(20), 0> 0, und f sei holomorph in D. Fiir jeden geschlossenen Weg v in D gilt dann

[yf(z)dz =0.

Folgerung 3.0.12 (Cauchy fiir Kreis mit harmlosen Punkten). Gilt analog fir Kreisscheiben
mit harmlosen Punkten {1, ... &y} beziglich f, mit v C D\ {&1,...,&n}-

Satz 3.0.13 (1. Hauptsatz der Funktionentheorie, Cauchy’sche Integralformel). D = B,(2)
sei offene Kreisscheibe, f : D — C sei holomorph, a € D. Fiir jeden geschlossenen Weg = in

D, der a nicht trifft, gilt
1@ 4.

zZ—a

f@)Uml(ra) = o [
i

Satz 3.0.14 (CIF fir hohere Ableitungen). Sei D, f wie oben. Dann ist f in D oo-oft komplex
diffbar. Ist v ein geschlossener Weq in D und zg ein Punkt der nicht auf v liegt, so gilt

F@Uml(ya) = o [T
Y

fiir allen > 0.

Satz 3.0.15 (Satz von Morera). G C C sei Gebiet, f : G — C sei stetig. Gilt fA/ f(z)dz =0
fiir jeden geschlossenen Weg in G, so ist f in G holomorph.

Bemerkung 3.0.16. Holomorphie ist eine lokale Eigenschaft, d.h., f ist in G holomorph genau
dann wenn zu jedem z € G eine Umgebung U = U(z) existiert, so dass f|;; eine Stammfunktion
hat.

Proposition 3.0.17. Sei f in G holomorph, zg € G. Wdhle v > 0 so dass B,(z9) C G. Sei
v = 0By (20) mit positivem Durchlaufsinn. Dann gilt

£ (20)] < M (20)

firn >0, mit M,(z) := max|f(¢)].
Ce

Satz 3.0.18 (Satz von Liouville). Ist f auf ganz C holomorph und beschrankt, so ist f konstant.

Korollar 3.0.19 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei P(z) ein Polynom mit Koeffizienten in
C. Besitzt P keine Nullstelle in C, so ist P konstant.



4 Komplexe Potenzreihen und analytische
Funktionen

Definition 4.0.1. Sei (b)) en, eine Folge komplexer Zahlen. Die Reihe > 2 b; heifit konvergent
wenn die Folge der Partialsummen Z;L:O b; € C konvergiert, und absolut konvergent wenn

=0 |bj| konvergiert.
Satz 4.0.2.
1. Wenn Z]O‘io b; konvergiert, ist (bj);en, eine Nullfolge.
2. Absolutkonvergenz impliziert Konvergenz.
3. Bei absolutkonvergenz dandert sich der Wert der Reihe bei Umordung der Terme nicht.

Definition 4.0.3 (komplexe Potenzreihe). Eine komplexe Potenzreihe ist von der Form Z;io a;2’,

mit a; € C und z als komplexe Variable betrachtet.
Satz 4.0.4. Es gibt ein 0 < o < 00, den Konvergenzradius der Reihe Z;io ajzj, mit

1. Fir z mit |z| < o konvergiert die Reihe absolut; die Konvergenz ist absolut gleichmdflig

auf kompakten Teilmengen von By(0).
2. Fir |z| > o divergiert die Reihe.
3. Auf dem Rand (|z| = o) kann alles Mdgliche passieren

Folgerung 4.0.5 (Cauchy-Hadamard).
1

¢= lim sup ¥/]an|
n—oo
Beispiel 4.0.6 (Die (komplexe) geometrische Reihe).

1

- 1
P — fir |z| <1=p= ———
JZ:% -2 ‘ ’ ¢ hmn—wo{l/I

Bemerkung 4.0.7. Sei ¢ > 0 der Konvergenzradius von >~ am,2™. Dannist f : B,(0) — C,
f(z) => 0 g amz™, holomorph auf B,(0) mit

fl(z) = Z May 2™ L.
m=1

Auflerderm ist ¢ auch der Konvergenzradius von f’.



Definition 4.0.8 (komplexe Analytizitdt). G C C sei ein Gebiet. Dann heiit f : G — C
(komplex) analytisch genau dann wenn f sich sich lokal in eine Potenzreihe entwickeln lésst,

d.h., Vzy € G, existiert eine Umgebung U = U(2p), komplexe Zahlen a,, € C mit
[ee]
f(z) = Z am(z —20)"™ auf U.
m=0

Bemerkung 4.0.9. Die Koeffizienten a,, lassen sich durch ableiten von f ausrechnen, d.h.,
B ) (29)
o om!
Satz 4.0.10 (“Peng”-Prinzip I, Holomorphie und Analytizitit). Sei G C C ein Gebiet und
f: G — C holomorph. Ist zg € G und B,(29) eine Kreisscheibe, die ganz in G liegt, so ist

©  m)(,
foy=3 Tty
m=0 ’

am

fir alle z € By(z0). Dabei kann o mazimal gewdhlt werden.

Folgerung 4.0.11 (Charakterisierung holomorpher Funktionen). Sei G C C, f : G — C.

Dann sind die folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist holomorph auf G;
2. f ist analytisch auf G;
3. f is stetig und besitzt lokal eine Stammfunktion;

4. f is reell diffbar und erfillt die CR-DGLen.

Goursat —» CIS — CIF — Taylor-Reihen

Satz 4.0.12 (Riemann’scher Hebbarkeitsatz). G C C sei Gebiet, a € G, f : G\ {a} — C sei
holomorph. Ist a ein harmloser Punkt fir f, so existiert lim,_,, f(z). Mit f(a) :=lim,_,, f(z)

ist dann eine Fortsetzung von f definiert, die auf ganz G holomorph ist.

Sei G Gebiet, f : G — C holomorph, a € G,

> f£(m)
fe =S gy
T

Definition 4.0.13 (Nullstelle). Wenn f(a) = 0, heifit a Nullstelle von f. Die Ordnung k einer
Nullstelle ist die Zahl mit

co=c1=...=¢c_1=0 und ¢ #0.

Bemerkung 4.0.14. Besitzt f in a eine Nullstelle der Ordnung k, so existiert eine holomorphe
Funktion fi(z) auf G' mit

f(z)=(z=a)* fu(z) in G
und fi(a) # 0.



Definition 4.0.15 (Pol). Sei f holomorph in G\ {a},a € G. Dann heifit a Pol von f genau

dann, wenn

1
lim f(z) = oco oder, dquivalent dazu, lim —— = 0.
z—a 2—a f(z)

Die Ordnung k eines Pols ist die Ordnung der Nullstelle a von %

Bemerkung 4.0.16. Besitzt f in a einen Pol der Ordnung k, so existiert eine holomorphe

Funktion iL(Z) in einer Umgebung von a mit
fz)=(z—a)* - hz)inG
und h(a) # 0.
Definition 4.0.17. f: G\ {a} sei holomorph. Dann heiit a Singularitit von f.
Wir vereinbaren nun eine Klassifikation wie folgt:
1. harmlos/hebbar: Dort is f holomorph fortsetztbar
2. Pol: lim,_,, f(z) = oo und % hat eine Nullstelle endlicher Ordnung in a

3. wesentlich: alle verbleibenden Félle.



5 Residuen und Laurentreihen

Definition 5.0.1. Ein Weg v in G heifit nullhomolog genau wenn, Uml(vy, a) = 0 fiir alle a ¢ G.

Definition 5.0.2. Sind v; Wege, so heiBt v := "7 | m;; mit m; € Z eine Kette. Der Trager
einer Kette ist tr(y) := Uml £0 Bild(+;). Eine Kette v heiit geschlossen, wenn alle ~; geschlossen
sind. Ist G ein Gebiet, und « eine Kette mit tr(y) C G, so heiit v nullhomolog wenn ~
geschlossen ist und Uml(y,a) = 0, fiir alle a ¢ G.

Bemerkung 5.0.3. Es gibt eine Verallgemeinerung des Satzes von Cauchy (bzw. CIF) fiir ein
beliebiges Gebiet G und nullhomologen Ketten in G.

f sei holomorph in einer gelochten Umgebung von a, also a € U, U offen, f : U \ {a} — C

holomorph. B;(a),(r > 0) liege ganz in U, 0B, (a) habe die iibliche Parametrisierung

Definition 5.0.4. Das Residuum von f an der Stelle a ist das normierte Integral

Resq f(z) := 2;/@3 ( )f(z)dz.

Bemerkung 5.0.5. Das Residuum ist eine lokale Eigenschaft von f und ist von r unabhéngig

(solange By.(a) C U).
Definition 5.0.6. Eine (formale) Reihe der Form > >° ¢, 2™ mit ¢, € C heifit Laurent-Reihe.
Gegeben: 29 € C, 0 < r < R, G C C Gebiet mit
K:={z|r<|z—2]| <R} CG,
f: G — C holomorph

Satz 5.0.7 (Laurent-Reihe im Kreisring). Seien die Voraussetzungen wie oben, und sei

1 f(€)d¢

Ap = — .
" 2mi OBR(z0),n>0 (C - zO)n—i—l
8B, (20),n<0
Dann gilt in K:
o
f(z) = Z an(z — 20)".
n=—oo

Satz 5.0.8 (Peng-Prinzip II, Hol. auf gelochten Umgebungen und Laurentreihen). f sei in
G\ {z0} holomorph, v sei nullhomolog in G mit zy € tr(y) und Uml(~, z9) =1 und sei

R:=sup{r > 0| B,(2) C G}.



Dann gilt fir 0 < |z — 29| < R die Darstellung

f(2) =) an(z—=2)"

nez
" L[S
an:Q’iTi/y(C—Zo)”H fiirn € 7Z.

Frage 5.0.9. f(z) habe in a Pol der Ordnung m. Was ist Res, f(2)?
In einer kleiner Umgebung U(a) ist h(z) := (2 — a)™ f(2) holomorph und hat die Zerlegung
h(z) :==bg + b1(z —a) + ba(z —a)?....
Davon bekommt man eine Zerlegung (Laurent-Entwicklung) von f(z) als
f(2)=com(z—a)" 4+ cmpr(z—a) ™+ +e1(z—a) 4+ g(2)
mit ¢; = by, c—m # 0, g(z) holomorph in U.
Definition 5.0.10. g(z) hei8t holomorpher Teil von f und f — g Hauptteil von f.

Satz 5.0.11 (Residuum und Taylor-Entwicklung von h). Sei f eine holomorphe Funktion in
U\ {a} mit einem Pol m-ter Ordnung in a € U. Dann gilt

Res,f(z) = c_1,

d.h., das Residuum von f an a ist der Koeffizient von (z —a)~! in der Laurent-Entwicklung von

1.

Folgerung 5.0.12. Hat f(z) in a einen Pol 1.0Ordnung, so ist

Resq f(2) = lim(z — a) f(2).

z—a

Im allgemein (fir einen Pol n-ter Ordnung) gilt

1 dn—l
Res, f(z) = lim

z—a Mdzn—l ((Z - a’)nf<z))

Satz 5.0.13 (Residuensatz). G C C sei Gebiet, ay,...,a, € G. v sei nullhomologe Kette in
G, mit tr(y) C G € {a1,...,an}. Ist f: G\ {a1,...,an} holomorph, so gilt

/f(z)dz = 27712 Uml(y,aj)Resq, f(2)-
Y j=1

Bemerkung 5.0.14. Die CIF kann als Spezialfall des Residuensatzes gedeutet werden.

Folgerung 5.0.15 (Laurent-Reihen und Singularitdten). f: G\ {zo0} sei holomorph. Dann hat

fin 2
1. eine hebbare Singularitit <— a, = 0 fir allen <0

2. einen Pol <= dng <0:ap, =0 firn <ng und an, #0
(Ino| ist dann die Ordnung des Pols)

10



3. eine wesentliche Singularitit <= a, # 0 fir unendlich viele n < 0

Definition 5.0.16. Z C C heifit diskret, wenn zu jedem x € Z eine Umgebung U = U(x)
existiert, mit ZNU = {z}.

Definition 5.0.17. Sei G C C ein Gebiet, f : G\ Z — C sei holomorph. Ist Z diskret und hat

f fiir kein a € Z eine wesentliche Singularitéat, so heifit f meromorph.

Satz 5.0.18 (Maximumsprinzip). G C C sei Gebiet, f : G — C holomorph, zop € G. Ist zy ein
lokales Maximum von |f|, so ist f konstant. Ist obendrein G beschrinkt, und f stetig nach G
fortsetzbar, so nimmt |f| sein Mazimum auf dem Rand an:

< i .
[f(2)] < max |f(w)],  fir alle 2 € G

Satz 5.0.19 (Minimumsprinzip). f : G — C sei nicht konstant, holomorph, und habe keine
Nullstelle in G. Dann hat |f| kein lokales Minimum in G. Ist f stetig nach G fortsetzbar und

ist G beschrankt, so nimmt |f| sein Minimum auf OG an.
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