Kapitel 6

SchlieBende Statistik

Die bisher betrachteten Wahrscheinlichkeitsverteilungen folgten aus Modellen, et-
wa dem des Binomialexperiments oder des Ziehens aus einer Urne; wir haben da-
her die Verteilung als bekannt angenommen. In der Praxis ist die Zielrichtung meist
umgekehrt: Man kennt die Verteilung nicht, hat aber eine Stichprobe und mochte
daraus Aussagen iiber die unbekannte Verteilung gewinnen. Solche Probleme sol-
len jetzt untersucht werden.

6.1 Mittelwert, empirische Varianz und Punktschéitzung

6.1.1 Erwartungswert und Varianz von Summen unabhéingiger Zu-
fallsvariablen

In diesem Kapitel wird die Unabhingigkeit sehr wichtig werden. Insbesondere
wird stets vorausgesetzt, dass Elemente einer Stichprobe voneinander unabhén-
gig sind. Es wird dann immer wieder benutzt werden, dass Erwartungswert! bzw.
Varianz einer Summe unabhiingiger Zufallsvariablen gleich der Summe der Er-
wartunswerte bzw. der Varianzen der einzelnen Zufallsvariablen ist. Genauer: Fiir
unabhingige Zufallsvariablen X1, ..., X, gilt

E(iXi) - iE(Xi), V(i)@ - iV(XZ-).
i=1 i=1 i=1 i=1

6.1.2 [Eigenschaften des Mittelwerts

Gegeben sei eine Stichprobe (x1, x2, ..., x,). Die Verteilung der zugrundeliegen-
den Zufallsvariablen X kennen wir nicht, insbesondere sind der Erwartungswert2
p und die Varianz o unbekannt und sollen aus der Stichprobe geschitzt werden.

"Fiir den Erwartungswert gilt die Additivitit sogar ganz allgemein. Wir werden sie aber nur im
Zusammenhang mit unabhingigen Zufallsvariablen benutzen.

*Der Erwartungswert hief} im ersten Teil der Vorlesung durchweg 1, ab jetzt nennen wir ihn i,
wie es in der Statistik iiblich ist.
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62 6.1 Mittelwert, empirische Varianz und Punktschitzung

Der uns schon bekannte Stichprobenmittelwert

1 n
T = Ezlxl = [
1=

ist ein Ndherungswert fiir 14; in der Sprache der Statistik spricht man von einem
Schiitzwert oder Schiitzer (der Hut ™ ist zu lesen als “Schitzer fiir”).

Im Gegensatz zu p héngt iz von der zufillig gewéhlten Stichprobe ab. Um diese
Abhingigkeit herauszuarbeiten, betrachten wir zwei Moglichkeiten, die Stichprobe
(1,2, ...,x,) zu interpretieren:

i) als n Realisierungen der Zufallsvariablen X (z.B. Augenzahl beim einfachen
Wiirfelexperiment)

ii) als eine Realisierung der Zufallsvariablen (X7,...,X,), der sogenannten
mathematischen Stichprobe. Dabei ist X; das Ergebnis des i-ten (Teil-) Ex-
periments (z.B. die Augenzahl beim i-ten Wurf in einem n-fachen Wiirfelex-
periment). Die X; sind unabhingig und identisch verteilt. Letzteres heilit, sie
haben alle dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung (ndmlich die der Grofie X
aus 1). “Unabhéngig und identisch verteilt” wird als i.i.d. (“independent and
identically distributed”) abgekiirzt.

Mit der zweiten Interpretation ist Z eine Realisierung der Zufallsvariablen
- 1
X = - Z Xi.
(2

Ihr Erwartungswert ist gleich dem Erwartungswert von X, denn

E(X) = E(%ZX) = %IE(ZX) = %ZE(XD

(2

= =) B=—np= g, (6.1)
n

wobei wir die Rechenregeln fiir den Erwartungswert, die Additivitit des Erwar-
tungswerts und die identische Verteilung der X; verwendet haben.

Den Erwartungswert E(X) kann man — salopp ausgedruiickt — als Mittelwert
iiber unendlich viele Stichprobenmittelwerte verstehen. Im Mittel liefert also der
Stichprobenmittelwert den “wahren” Erwartungswert i der zugrundeliegenden Ver-
teilung, man bezeichnet ihn deshalb als erwartungstreuen (oder auch unverzerr-
ten) Schitzer des Erwartungswerts. Allgemein heift eine Zufallsvariable U erwar-
tungstreuer Schitzer fiir eine GroBe u, wenn E(U) = w.
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Fiir die Varianz des Mittelwertes erhilt man
— 1 1 1
VX) = V EZXZ- = 5V ZX = EZV(XZ-)
K KA (3

1 2 1 2 L,
E - - 6.2
2 : o n2n0 nU , (6.2)

wobei wir die Rechenregeln fiir die Varianz, die Additivitdt der Varianz bei unab-
hingigen Zufallsvariablen, sowie wieder die identische Verteilung der X; verwen-
det haben.

Die Varianz geht also mit wachsendem Stichprobenumfang gegen 0; man sagt, der
Mittelwert ist ein konsistenter Schitzer fiir den Erwartungswert. Allgemein heif3t
ein Schitzer U konsistent, wenn lim,,_, o, V(U) = 0. Eigenschaften (6.1) und (6.2)
zusammen besagen, dass die Schitzung mit zunehmendem Stichprobenumfang im-
mer “besser” wird in dem Sinne, dass sie den wahren Wert immer besser trifft.

6.1.3 Zentraler Grenzwertsatz und Normalapproximation

Im vorigen Abschnitt haben wir den Mittelwert als Zufallsvariable betrachtet und
deren Erwartungswert und Varianz untersucht. Fiir grole n kann man sogar eine
Aussage liber die Verteilung des Mittelwerts machen; wir kennen sie schon in der
Gestalt des zentralen Grenzwertsatzes, an den wir hier nochmal erinnern:

Satz 6.1 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, Xo, ..., X, unabhingige und iden-
tisch verteilte ZV mit Erwartungswert  mit |z| < oo und Varianz 0 < 02 < oco.
Dann ist ihr Mittelwert, X := % > X, fir groBes n niherungsweise normal-
verteilt mit Erwartungswert 1 und Varianz o2 /n, genauer:

lim P (M

g

gz) — a(2),

n—oo
wobei @(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet. [J

Bemerkung. Man beachte, dass die Zufallsgrofe in der Aussage des zentralen
Grenzwertsatzes gerade der sogenannte standardisierte Stichprobenmittelwert ist:

(X -wvn X -EX)
? V(X)

mit Erwartungswert O und Varianz 1. Die analoge Transformation fiir normalver-
teilte Zufallsvariablen haben Sie schon in Gleichung (1.50) kennen gelernt.

Wie in Kapitel 4.2 bereits ausgefiihrt, ldsst sich die Aussage des ZGWS durch
Umkehrung der Standardisierung auch unmittelbar fiir den Stichprobenmittelwert
umformulieren,

X ~ N(u, %) (n groB), (6.3)
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sowie fiir die Summe der X;:

n

ZXZ- = nX ~ N(ny,no?) (n groB). (6.4)

i=1
Insbesondere kann fiir hinreichend grofes n der linke Ausdruck durch den auf der
rechten Seite sehr gut angenédhert werden. Eine Illustration findet sich in Abb. 6.1.
Diese Illustration bezieht sich auf die Approximation von X gemif Gleichung (6.3).
In anderen Quellen, insbesondere im Internet, finden sich sehr viel hdufiger ande-
re Darestllungen, etwa fiir die Approximation der Summe gemaf Gleichung (6.4).
Lassen Sie sich dadurch nicht verwirren!

Die meisten GroBlen, die man in der Natur beobachtet, werden von einer grof3en
Zahl zufilliger Faktoren beeinflusst. Der zentrale Grenzwertsatz sorgt dann da-
fiir, dass deren Summe (bzw. deren Mittelwert) in guter Nidherung normalverteilt
ist, auch wenn das fiir die einzelnen Faktoren keineswegs zutrifft. (Dies gilt sogar
dann, wenn die X; nicht identisch verteilt sind, vergleiche die Bemerkungen aus
Kapitel 4.) Der zentrale Grenzwertsatz ist somit die Ursache fiir die fundamentale
Bedeutung und weite Verbreitung der Normalverteilung.

AuBerdem erlaubt er die Approximation anderer Verteilungen durch die Normal-
verteilung, und zwar immer dann, wenn die Ereignisse aus hinreichend vielen un-
abhingigen Einzelereignissen zusammengesetzt sind. Dariiber gibt die folgende
Liste Auskunft (s. auch Kap. 4.2, wo die Approximation genauer begriindet wur-
de).

Beispiele und ‘“Faustregeln” fiir die Normalapproximation:

i) Ist X binomialverteilt, gilt also X ~ B(n,p), mit 02 = np(1 — p) > 9, so
ist X niherungsweise normalverteilt nach A/ (np, np(1 — p)).

i) Ist X Poisson-verteilt mit Parameter A = p = o2 > 10, so ist X niherungs-
weise normalverteilt nach A/(\, \).

iii) Ist X hypergeometrisch verteilt mit Parametern W, S, n, und gilt n/(W +
S) <0.05 sowie np(1 —p) > 9 mitp = W/(W + S), so ist X ndherungs-
weise normalverteilt nach A (u, 02) mit 4 = np und 02 = np(1 — p). (Man
kann in diesem Fall die hypergeometrische Verteilung gut durch die Binomi-
alverteilung annihern und dann die Normalapproximation aus i) benutzen.)

Bemerkung. Sind X fiir? = 1, ..., n unabhéngige, normalverteilte ZV mit X; ~
N (,ui, a?), so ist ihre Summe sogar exakt normalverteilt, genauer:

2
S~ M( T Yot
Dies ist, wie schon weiter oben erwihnt, der sogenannte Additionssatz der Nor-
malverteilung.
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Abbildung 6.1: Exakte Verteilung der mittleren Augenzahl bei n = 1,2,3 Aus-
spielungen eines idealen Wiirfels, und deren Normalapproximation nach der lo-
kalen Version des ZGWS, vgl. (6.3). Durchgezogene Kurve: Dichte ¢(x) der zu-
gehorigen Normalverteilung. Beim einmaligen Wiirfeln hat die Augenzahl X den
Erwartungswert ;4 = 3.5 und die Varianz 02 = 35/12 = 2.917, der Stichpro-
benmittelwert X ist also gemiB (6.3) approximativ nach N (3.5,2.917/n) verteilt.



66 6.1 Mittelwert, empirische Varianz und Punktschitzung

6.1.4 Eigenschaften der empirischen Varianz

Die uns ebenfalls schon bekannte empirische Varianz

1
s — ;Zl(mz Z) o (6.5)

kann man — analog zur Vorgehensweise beim Mittelwert — als Realisierung der Zu-
fallsgroBe S? := (1/(n—1)) >_,(X; — X )? auffassen; fiir sie gilt E(S?) = 02, und
lim,, o0 V(SQ) = (. Die empirische Varianz ist somit eine erwartungstreue und
konsistente Schiitzung der Varianz o2 der der Stichprobe zugrundeliegenden Ver-
teilung — also wieder eine Schitzung mit “guten” Eigenschaften. Ganz so selbst-
verstindlich, wie es scheint, sind diese Eigenschaften aber nicht.

Beispiel. Die Zufallsvariable S2 = (1/n)>";(X; — X)? hat Erwartungswert
E(S?) = V(X) = V(X) = (1~ (1/n))o*, (6.6)

schitzt die Varianz also zu klein! Die Ursache ist, dass S? die Schwankung um den
Stichprobenmittelwert misst, wihrend eigentlich die Schwankung um den wahren
(aber unbekannten) Erwartungswert p geschitzt werden soll. Da der Mittelwert aus
der Stichprobe selber ermittelt wurde, féllt die Schwankung um ihn etwas geringer
aus als die um p. S? liefert zwar auch einen Schiitzer fiir die Varianz, aber dieser
ist nicht erwartungstreu. Wir haben also den Grund fiir den Faktor 1/(n — 1) in der
Definition der empirischen Varianz gefunden.

Erwartungswert und Varianz sind die beiden wichtigsten Momente einer Vertei-
lung; Mittelwert und empirische Varianz werden entsprechend als Momenten-
schiitzer bezeichnet.

6.1.5 Schiitzung weiterer Parameter der Verteilung

Momentenschitzer kann man auch benutzen, um weitere unbekannte Parameter
von Verteilungen zu schitzen, etwa das p eines Bernoulliexperiments, oder den
Intensitdtsparameter der Poisson-Verteilung. Zu diesem Zweck werden die Bezie-
hungen zwischen dem zu schitzenden Parameter und den Momenten der Verteilung
benutzt, um den Parameter als Funktion der Momente auszudriicken. Die Momente
werden dann durch die Momentenschdtzungen ersetzt; so ergibt sich ein Schitzwert
fiir den Parameter. Dieses Vorgehen nennt man die Momentenmethode.

Beispiel. i) Ist X binomialverteilt mit bekanntem n und unbekanntem p (Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses A), so ist u = np, also p = u/n.
Ersetzt man nun p durch den zugehorigen Schitzwert 7, so erhilt man einen
Schitzwert p fiir p:

3 I=)
3|8l
|

=, (6.7)

)
I
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wobei n die Gesamtzahl der Experimente und n 4 die Zahl der Experimente mit
Ausgang A ist. (Wir haben hier das n-fache Bernoulliexperiment als einfaches
Binomialexperiment mit Stichprobenumfang 1 aufgefasst, also 1 = T = na.)
Gleichung (6.7) dhnelt verdachtig der Haufigkeitsdefinition der Wahrscheinlich-
keit, siehe das Beispiel des Miinzwurfs im ersten Kapitel! p ist erwartungstreuer
und konsistenter Schitzer fiir p.

ii) Sei X eine Poisson-verteilte ZV und (z1,...,x,) eine Stichprobe, wobei wir
den Parameter A nicht kennen. Dann ist ¢ = A und somit

N=0=7= (6.8)

erwartungstreuer, konsistenter Schétzer des Parameters A. Achtung: Es ist nicht zu
empfehlen, anstelle des Mittelwerts die empirische Varianz zur Schitzung von A
zu verwenden, denn der resultierende Schitzer hat eine hohere Varianz als (6.8).

Es gibt noch weitere Methoden zur Parameterschitzung, wie zum Beispiel die
sogenannte Maximum-Likelihood-Methode oder auch die Methode der kleinsten
Quadrate. Dies werden wir hier nicht vertiefen, siehe die entsprechenden Lehr-
biicher. All diese Methoden liefern fiir den unbekannten Parameter jeweils einen
einzigen Wert; eine sogenannte Punktschitzung. Dieser Wert entspricht i.a. nicht
dem wahren Wert. Wir werden im néchsten Abschnitt eine Methode kennenlernen,
anstelle eines einzigen Schitzwertes obere und untere Grenzen anzugeben, inner-
halb derer wir den Wert des Parameters vermuten diirfen.

6.2 Schitzung von Konfidenzintervallen

Im letzten Abschnitt haben wir fiir unbekannte Parameter der Verteilung einzel-
ne Schitzwerte ermittelt. Basierend auf solchen Punktschétzungen sollen nun In-
tervalle ermittelt werden, innerhalb derer wir den Parameter mit einer gewissen
Sicherheit vermuten diirfen — sogenannte Konfidenzintervalle.

Wir betrachten zunéchst die Wahrscheinlichkeit, eine standardnormalverteilte Zu-
fallsvariable Z in einem vorgegebenen symmetrischen Intervall [—c, c] anzutreffen:
Das ist

P(Z € [—c,c]) = P(Z <¢c)—P(Z < —c) = ®(c) — P(—c) = 2P(c) — 1,

da wegen der Symmetrie der Standardnormalverteilung ®(—c) = 1 — ®(—c¢). Es
soll nun umgekehrt ein symmetrisches Intervall so bestimmt werden, dass die Wer-
te von Z mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit 1 — « hineinfallen. Dazu muss die
Gleichung

2W(c) —1=1—a <> <I>(c):1—%

nach c aufgeldst werden. Da wir hierfiir keine expliziten Formeln zur Verfiigung
haben, entnehmen wir den Wert der Normalverteilungstabelle (riickwirts benutzt).
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Allgemein bezeichnet man denjenigen Wert 2, fiir den

B(z,) = q (6.9)

gilt, als das ¢-Quantil der Standardnormalverteilung, sieche Abbildung 6.2. Anders
ausgedriickt ist ¢ = z, = ®71(g), wobei ! die Umkehrfunktion von ® bezeich-
net. Die Umkehrfunktion existiert, da ¢ streng monoton steigend ist.

q

\Zq

Abbildung 6.2: Der Wert z, ist das g-Quantil der Vertei-
lung. Die Masse der Verteilung bis z, ist gerade q.

Mit Quantilen kann man jetzt das gesuchte Intervall explizit angeben. Wir haben
P(Z € [-2-2,21-¢]) =1—q,
vergleiche Abbildung 6.3.

1l -«

~71_a \Zl—%

Abbildung 6.3: Die Werte der ZV Z sollen mit Wahrscheinlich-
keit 1 — « in ein symmetrisches Intervall um O fallen. Es sind die
entsprechenden Quantile eingetragen.

Beispiel. Sei o = 0.05 vorgegeben. Die Gleichung ®(c) = 0.975 ergibt ¢ =
1.96 = zg.975; diesen Wert findet man, indem man die Normalverteilungstabelle
‘rickwirts’ benutzt. Das gesuchte Intervall ist also [—1.96, 1.96]. In diesem Inter-
vall liegen also 95% der Werte von Z.

Sei nun X eine nach N(u,c?) verteilte ZV. Als “Umkehrung der Standardisie-
rung” schreiben wir X als X = pu + o7, also gilt Z ~ AN(0,1). Damit erhalten
wir

P(X € [u izl,%a]) =1-a. (6.10)

Wir betrachten nun — wie im letzten Abschnitt — unabhéngige und identisch ver-
teilte Zufallsvariablen X7,..., X, mit E(X;) = p und V(X;) = 02 > 0 und
fragen nach dem symmetrischen Intervall, das den Mittelwert X = % > X mit
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Wahrscheinlichkeit 1 — « einschliet. Wir neEmen an, dass n so groB ist, dass die
Normalapproximation zuléssig ist. Dann ist X niherungsweise nach N (i, a2 /n)
verteilt, und aus Gl. (6.10) folgt

P(Xe[uia;%}):pa. (6.11)

Dabei bedeutet ~ ungefihre Gleichheit mit einem kleinen, nicht weiter quantifi-
zierten Fehler. Sind die X; normalverteilt, so gilt (6.11) sogar exakt, auch fiir klei-
ne n; das folgt aus dem Additionssatz der Normalverteilung. In jedem Fall wird
das Intervall, das den Mittelwert mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit 1 — « ein-
schlieBt, immer kleiner, je groBer n ist. Wir konnen auch sagen, wie grofl n sein
muss, damit das Intervall eine vorgegebene Breite nicht iiberschreitet. Denn aus
(6.11) konnen wir folgern: Ist X ~ A (u, a2 /n), so ist die Lésung von

Zi_a-0 2
d, also nz(#) , (6.12)

o

Z_a % =
die Zahl der Versuche, die mindestens ausgefiihrt werden muss, damit die Abwei-
chung des Mittelwerts vom Erwartungswert mit Wahrscheinlichkeit 1 — « nicht
groBer ist als 5. Uberlegungen dieser Art spielen in der Versuchsplanung eine au-
Berordentlich wichtige Rolle, nicht zuletzt bei der Planung der Stichprobengrof3e

in medizinischer Studien.

Beispiel. Wie oft muss man (mit einem idealen Wiirfel) mindestens wiirfeln, damit
der Mittelwert der Augenzahl mit 95% Wahrscheinlichkeit zwischen 3.4 und 3.6
liegt? Wir kennen Erwartungswert und Varianz der Augenzahl beim einmaligen
Wiirfeln als ¢ = 3.5, 0% =2917. Esist § = 0.1 und 2z 975 = 1.96. Einsetzen in
(6.12) ergibt n = L2917 ~ 1797,

Wir halten nun fest, dass die Aussage “7_6 [ £+ 6] gleichbedeutend ist mit
“u € [X +£ 0]” — denn beides besagt, dass X und p nicht weiter als 6 voneinander
entfernt sind. Wir kénnen (6.11) daher auch lesen als

- o
Das zufillige Intervall [X +2;_ a %] heifit Konfidenzintervall (oder Vertrauens-
intervall) fiir den Erwartungswert ;1 zum Konfidenzniveau 1 — a.. Ganz allgemein
definiert man:

Definition 6.2 (Konfidenzintervall). Seien C; und Cy (mit C; < C9) Zufallsvaria-
blen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (diese konnen etwa iiber eine mathema-
tische Stichprobe (X7, ..., X,,) definiert sein). Es sei u ein reeller Parameter, und
0 < a < 1 eine reelle Zahl. Das zufillige Intervall [C}, C5] heiit Konfidenzinter-
vall fiir den unbekannten Parameter » zum Konfidenzniveau 1 — «, wenn die
Beziehung

]P’(01SUSCQ)=1—04
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erfiillt ist. In diesem Fall nennt man fiir Realisierungen ¢; und co von C; und
(5 das Intervall [c1, co] das beobachtete Konfidenzintervall fiir u zum Konfidenz-
niveau 1 — .

Bemerkung. Ein Konfidenzintervall [C4, Cs] ist ein zufilliges Intervall. Werden
C1 und Cs durch die entsprechenden Realisierungen ¢; und ¢y ersetzt, die et-
wa liber eine beobachtete Stichprobe (x1,...,z,) bestimmt sind, so erhilt man
das beobachtete Konfidenzintervall [c, co]. Wir werden im folgenden solche In-
tervalle [c1, co] einfach Konfidenzintervalle nennen, weil klar ist, dass es sich um
beobachtete Konfidenzintervalle handelt. Die Aussage “u € [c1,¢2]” ist dann in
(1 — ) - 100% aller Fille richtig. Vorsicht: Dies heifit nicht, dass mit Wahrschein-
lichkeit (1 — ) der wahre Wert im Intervall [¢q, c2] liegt; solch eine Aussage macht
gar keinen Sinn, weil ja u gegeben ist und cy, co zufillige Realisierungen sind.

Im Allgemeinen miissen Konfindenzintervalle nicht symmetrisch sein, wir wer-
den es in diesem Kurs aber nur mit symmetrischen Intervallen zu tun haben. Ins-
besondere ist die Symmetrie immer dann eine natiirliche Eigenschaft, wenn es um
den Erwartungswert einer Verteilung geht, die symmetrisch um eben diesen Erwar-
tungswert ist.

Die folgende Liste gibt iiber einige wichtige Anwendungen Auskunft.

1. Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Normalverteilung: Ge-
geben sei eine Stichprobe vom Umfang n mit Mittelwert . Es wird voraus-
gesetzt, dass die zugrundeliegende Zufallsgroe normalverteilt ist, oder dass
n so grof ist, dass die Normalapproximation anwendbar ist.

(a) Wenn die Varianz o2 von X bekannt ist, gilt (6.11), und das (sym-
metrische) 1 — a-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert g von X

lautet:
_ o
|:I' + 21_5 %] .

(b) Wenn ¢ unbekannt ist, muss mit der empirischen Varianz s’ gear-
beitet werden. In Analogie zu Z,, aus (4.4) betrachten wir zu diesem
Zweck die ZV .

X —p
T .= ,
S/\/n

wobei S? die empirische Varianz als Zufallsvariable bezeichnet, vgl.

Abschnitt 6.1.4. Man kann zeigen: Die Zufallsvariable 7" ist Student-

t-verteilt mit £ = n — 1 Freiheitsgraden (kurz: ¢,,_1-verteilt),

t 220\ /2
P(Tﬁt):c/ <1—|— ) dr,

oo n—1

wobei c eine explizit bekannte, von n abhingige Normierungskonstan-
te ist. (Wie bei der Normalverteilung kennt man keinen geschlossenen
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Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion und muss die zugehorigen Werte
in Tabellen nachschlagen.) Wie die Standardnormalverteilung hat Die
Dichte der t,,_1-Verteilung hat — wie die der Standardnormalvertei-
lung — die Gestalt einer Glockenkurve und ist symmetrisch um 0. Das
symmetrische 1 — a-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert g ist
dann

T+t (6.14)

s
_ % % 3
wobei t,,_1 4 das ¢-Quantil der ¢,,_1-Verteilung ist, also derjenige Wert,
der

P(T < 751171,q) =q

erfiillt. Quantilwerte konnen der (Quantil-)Tabelle der Student-t-Ver-
teilung entnommen werden. Die t-Verteilung hat eine groflere Varianz
als die Standardnormalverteilung (die Glockenkurve ist etwas ‘brei-
ter’), daher ist ¢,,_q 4 fiir endliche n immer groBer als z, (so ist z.B.
120975 = 4.3 > 1.96 = zg.975); entsprechend groBer fillt das In-
tervall aus. Es gilt jedoch lim, oo t,—1 = A(0,1) und somit auch
limy, 00 tn—1,4 = 2. Tatsdchlich ist fiir groBe Werte (n > 30) die
Approximation durch die Normalverteilung eine gute Ndherung. Dies
kann man auch schon mit der expliziten Darstellung der Verteilungs-
funktion erkennen (vgl. die Herleitung der Poisson-Verteilung und den
Beweis des ZGWS).

2. Konfidenzintervall fiir den Parameter p eines Bernoulli-Experiments.
Bei n Wiederholungen eines Bernoulli-Experiments wurde n 4 mal das Er-
eignis A beobachtet, woraus sich T = p = n4/n als Schitzer fiir p, die
Wahrscheinlichkeit von A, ergibt. Fiir grofies n erhilt man als Schitzer fiir
die Varianz des (einfachen) Bernoulli-Experiments

n

s* = ! [(fo)—n#}: ! (nT — nz?) = nlf(l—f)

n—1 ‘ n—1 n —
i=1

n
—p(1=p) =~ p(1-p),

wobei wir im zweiten Schritt benutzt haben, dass 22 = x; da z; € {0,1}.
Fiir np(1 — p) > 9 ist die Normalapproximation zuléssig, so dass das Konfi-
denzintervall fiir den Erwartungswert i = p des Bernoulliexperiments durch

(6.14) gegeben ist. Einsetzen von Z und s? in (6.14) liefert somit
(6.15)

als ist das symmetrische 1 — a-Konfidenzintervall fiir p. (Falls (6.15) In-
tervallgrenzen < 0 bzw. > 1 liefert, miissen diese natiirlich durch 0 bzw. 1
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ersetzt werden.) Beachten Sie, dass in diesem Beispiel die Varianz unbekannt
ist und deshalb eigentlich mit der ¢-Verteilung gerechnet werden muss; weil
n grof} ist, verwenden wir die Approximation von tp—1,1-2 durch Z1—g.

Beispiel. Die Geburtsstatistik der Schweiz weist zwischen 1950 und 1970
n = 1944700 Geburten aus, davon n; = 997600 Jungengeburten. Es sol-
len das 99% und das 99.9% Konfidenzintervall fiir die Wahrscheinlichkeit
p einer Jungengeburt ermittelt werden. Man erhilt p = ny/n = 0.512984
und 52 = 0.249831. Weiterhin ist, da n riesig ist, die Normalapproximation
anwendbar, die relevanten Quantilwerte sind zg.995 = 2.575 und zg.g995 =
3.300. Mit diesen Zahlen ergeben sich die 99% und 99.9% Konfidenzin-
tervalle als [0.51206, 0.51391] bzw. [0.51190, 0.51416]. Keines schliefit den
Wert 0.5 ein. Wir konnen daher mit Recht behaupten, dass Jungen- und Mad-
chengeburten nicht gleich haufig sind: Wir wissen dies zwar nicht mit Sicher-
heit, haben aber ein Verfahren benutzt, das mit 99.9%iger Sicherheit wahre
Behauptungen liefert.

Wir haben in diesem Abschnitt Konfidenzintervalle fiir Erwartungswerte und ver-
wandte Grofen bestimmt, unter der Normalverteilungsannahme. Gelegentlich be-
notigt man auch Konfidenzintervalle fiir die Varianz oder fiir andere Parameter
einer (unbekannten) Verteilung. Diese Probleme kann man mit den hier bespro-
chenen Methoden behandeln, siehe die angefiihrte Literatur.

6.3 Das Testen von Hypothesen

Experimentelle Daten dienen letzten Endes immer dem Zweck, bestimmte Vermu-
tungen zu bestitigen oder zu widerlegen. Bei zufilligen Gréen kann man solche
Entscheidungen nie mit letzter Sicherheit treffen; man benétigt hier das Konzept
des statistischen Tests.

Eine Hypothese ist in diesem Zusammenhang ganz allgemein eine Annahme iiber
eine Zufallsvariable. Ein Test einer Hypothese ist ein Priifverfahren, das man an-
wendet, um festzustellen, ob die Hypothese abgelehnt werden soll oder nicht. Da-
bei stehen jeweils zwei Hypothesen zur Debatte: Die zu priifende oder Nullhy-
pothese Hy, und die Alternativhypothese H 4, fiir die man sich bei Ablehnung
von Hj entscheidet. Das Konzept des statistischen Tests soll nun am Beispiel des
sogenannten Gaul}-Tests illustriert werden, s. Abb. 6.4.

Sei X ~ N (u,0?), wobei 0 bekannt, 1 aber unbekannt ist. Mit Hilfe einer Stich-
probe vom Umfang n mochte man Hy : 1 = pg gegen H 4 @ # pg iberpriifen.

Als PriifgroBe dient der Stichprobenmittelwert X . Wir geben (vor der Durchfiih-
rung des Tests!) eine kleine positive Zahl « vor, das Signifikanzniveau des Tests
oder die Irrtumswahrscheinlichkeit. Wir iiberlegen dann, welcher Verteilung der
Stichprobenmittelwert folgen wiirde, wenn die Hy richtig wire: Unter Hy wire
X ~ N(uog,0?/n). Wir lehnen die Hy dann ab, wenn der beobachtete Stichpro-
benmittelwert so weit von ug abweicht, dass es “zu unwahrscheinlich” ist, dass es
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f(z) Dichte von X unter 1 = f1,
/
[e3
% 2
< T
r Ho xStiChprobe
fg =0 fio +0

Abbildung 6.4: Prinzip des einfachen, zweiseitigen GauB3-Tests. u ist der Erwar-
tungswert unter . Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn der Stichprobenmit-
telwert, hier mit Zg; p.ope bezeichnet, in den Ablehungsbereich fallt.

sich um eine zufillige Schwankung handelt. Genauer: Hy wird abgelehnt, wenn ©
in den Ablehnungsbereich {Z : |z — uo| > J} fillt. Dabei bestimmen wir J so,
dass

P(|X — po| >8) =a, wenn p= pg. (6.16)

Der Ablehnungsbereich besteht also gerade aus den — unter Hy — « - 100% ex-
tremsten Werten. Nach Gl. (6.12) muss § dann gerade als

g

5221_5% (6]7)
gewihlt werden. Wir verwerfen Hj also, falls

M\/’E > Z1-g2 .
Andernfalls behalten wir die Nullhypothese bei. Wir kénnen dann allerdings nicht
schlieBen, dass Hy richtig ist. Wir konnen lediglich folgern, dass wir aufgrund der
Stichprobe keine signifikante Abweichung zum Signifikanzniveau 1 — o feststellen
konnen.

Noch ein Wort zur Wahl der Nullhypothese. Die Faustregel ist, dass die Nullhy-
pothese “konservativ” ist: Sie verneint in der Regel Unterschiede, Veridnderungen
usw., deren Feststellung das bisher Bekannte in Frage stellen konnte. Will man
umgekehrt einen vermuteten Zusammenhang erhirten, so wihlt man als Hy die
Verneinung des Zusammenhangs; wird diese dann aufgrund der Beobachtungen
abgelehnt, so darf der Zusammenhang als statistisch signifikant angesehen werden.

Beispiel. Fiir das Geburtenbeispiel wird Hy: p = 1/2 gegen Hq: p # 1/2 zum
Signifikanzniveau o = 0.001 getestet. Unter der Nullhypothese ist — fiir jede
einzelne Geburt — 9 = p = 1/2 und 0% = p(1 — p) = 1/4. Da @\/_ =
36.20 > zp.9995 = 3.3, wird H( abgelehnt.
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f(@) Dichte von X unter p =
/

_Dichte von X unter 1 = p,,

o[Q

pg =0 fo +0

Abbildung 6.5: Fehler 1. Art und Fehler 2. Art im einfachen, zweiseitigen Gaul3-
Test. pp ist der Erwartungswert unter Hy, 1, ist der wahre (aber unbekannte) Er-
wartungswert.

Wir sind hier — wie beim Konfidenzintervall — wieder mit der Tatsache konfron-
tiert, dass man statistische Aussagen nie mit letzter Sicherheit treffen kann. Denn
selbst der Wert © = 0.512984 im Geburtenbeispiel, der — relativ zur Standardab-
weichung von X unter Hy — eine sehr groBe Abweichung vom Erwartungswert
darstellt, ist unter Hy maoglich; allerdings ist dieser oder ein noch extremerer Wert
duflerst unwahrscheinlich. Wir miissen uns deshalb genauer mit den Fehlern aus-
einander setzen, die beim Testen auftreten konnen. Es sind dies:

Fehler 1. Art: Die Nullhypothese wird abgelehnt, obwohl sie richtig ist; der Test
ist gerade so konstruiert, dass dies mit der vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit
« geschieht (bei einseitigen Fragestellungen (s.u.) mit Wahrscheinlichkeit < «).
Fehler 2. Art: Die Nullhypothese wird beibehalten, obwohl sie falsch ist. Die
Wabhrscheinlichkeit 3, mit der dies geschieht, ist in Abb. 6.5 illustriert. Sie hingt
von der wahren (aber unbekannten) Verteilung ab und ist deshalb sehr viel schwe-
rer zu quantifizieren als der Fehler 1. Art. Allgemein ldsst sich aber sagen, dass die
Wahl eines kleineren « zu einem groBeren S fiihrt und umgekehrt.

Dies ist in der folgenden Tabelle noch einmal zusammengefasst, vergleiche auch
Abbildung 6.5.

Das Testergebnis lautet
Hj ablehnen | H( beibehalten
Hy istrichtig | Fehler 1. Art kein Fehler
o 1—-«
Hy ist falsch | kein Fehler Fehler 2. Art
1-p B

Einseitige und zweiseitge Tests. Der bisher betrachtete GauB3-Test war ein soge-
nannter zweiseitiger Test. Hier haben wir nur danach gefragt, ob zwei Werte gleich
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oder verschieden sind, wobei kein Anfangsverdacht geduBert wurde, welcher der
groflere ist, wir hatten also eine zweiseitige Fragestellung. Entsprechend lautete
das Hypothesenpaar Hy : u = pg versus Hy4 : u # g, und grole Abweichungen
der PriifgroBe nach oben oder nach unten (beziiglich des Idealwerts i) fithrten
gleichermaflen zur Ablehnung der Nullhypothese (wie im GEBURTENBEISPIEL).
Ist man dagegen nur an Abweichungen in einer Richtung interessiert, so ist die Fra-
gestellung einseitig. Typische Beispiele sind Fragen wie: Werden Stickoxidgrenz-
werte iiberschritten? Ist der Cholesterinspiegel zu hoch? Sind nur Abweichungen
nach oben (unten) relevant, so lautet das Hypothesenpaar Hy : p < g versus
Hyp:p>po (Ho:p > po versus Hy @ < pg). Der Ablehnungsbereich besteht
dann aus den (unter Hy) « - 100% groften (kleinsten) Werten; vgl. Abb. 6.6. Ge-
nauer wihlt man fiir das Hypothesenpaar Hy : p < pg versus Hy4 : p > g unser
6 so, dass, in Analogie zu (6.16):

P(X — g >06) =a, wenn p= g (6.18)

und lehnt Hy ab, wenn X — 9 > 0; fiir das Hypothesenpaar Hy : p1 > juo versus
H 4 : p < po wihlt man § so, dass

P(X — g < —0) =, wenn j = g (6.19)

und lehnt Hy ab, wenn X — o < —0. Dies garantiert, dass der Fehler erster Art
hochstens gleich dem vorgegebenen « ist:

P(H( wird abgelehnt wenn wahr) < a.

Die Ungleichung riihrt daher, dass wir die Hy hier als Ungleichung formuliert ha-
ben. Gleichheit gilt gerade dann, wenn i = pp; andernfalls ist der Fehler erster Art
kleiner als o. Ganz allgemein arbeitet man bei einseitigen Fragestellungen mit der
Verteilung der PriifgroBe im ‘ungiinstigsten’ Fall, d.h. in dem Fall, der den gréften
Fehler 1. Art liefert; dieser entspricht dem Gleichheitszeichen.

Hy:p=po, Hy:p#po Ho:p<po,Haip>po Hoip>po, Hy:p<po

Ko Ho Ho

Abbildung 6.6: Zweiseitiger Test (links) und einseitige Tests (Mitte und rechts).
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Allgemeines Prinzip: Das bisher beschriebene Beispiel illustriert ein ganz all-
gemeines Prinzip, nach dem fiir sehr allgemeine Situationen (nicht nur die hier
besprochenen) Tests hergeleitet werden konnen. Man geht in vier Schritten vor:

1. Hypothesenpaar formulieren (betrifft oft Erwartungswerte, oder andere Pa-
rameter von Verteilungen) und « festlegen

2. PriifgroBe festlegen (eine geeignete, aus der Stichprobe ermittelte GroBe; oft
der Stichprobenmittelwert, aber keineswegs immer)

3. Verteilung der Priifgroe unter Hy bestimmen (oft eine Normalverteilung,
aber keineswegs immer)

4. Hj ablehnen, wenn der gemessene Wert der PriifgroBe in den Ablehnungs-
bereich fillt, das sind die (unter Hy hochstens) o+ 100 % extremsten Werte
der PriifgroBe. Manchmal ist die explizite Konstruktion des Ablehnungsbe-
reichs gar nicht notwendig, wie Sie im folgenden Beispiel sehen werden.

Beispiel. Louis Pasteur impfte im Jahr 1880 sechs Hiithner mit einem Serum gegen
Cholera. Als er diese und sechs ungeimpfte Hiithner mit Cholera-Erregern infizier-
te, waren am néchsten Tag sechs Hiihner tot. Diese 6 toten Hithner waren gerade
die 6 ungeimpften.

Wir wollen nun statistisch nachweisen, dass das Serum eine Wirkung hatte und
gehen dabei gemil obiger ‘Gebrauchsanleitung’ vor:

1. Die Fragestellung ist einseitig. Wir testen die Nullhypothese ‘Tod durch
Cholera ist bei ungeimpften Hiihnern nicht hiufiger als bei geimpften’ gegen
die Alternativhypothese ‘Tod durch Cholera ist bei ungeimpften Hiithnern
hiufiger’ (a = 0.05).

2. Als Priifgroe nehmen wir X, die Anzahl der ungeimpften Hiithner unter den
6 toten.

3. Falls das Serum unwirksam gewesen wire, waren die 6 toten Hiihner eine
zufillige Auswahl aus den 6 geimpften und den 6 ungeimpften gewesen,
also X ~ hyper(6,6,6). Dies ist die Verteilung der PriifgroBe unter H
(‘mit dem Gleichheitszeichen’).

4. Wir konstruieren zundchst den Ablehungsbereich. Wegen der einseitigen
Fragestellung interessieren uns die unter Hy hochstens 5 % grofiten Wer-
te. Wir erhalten

P(X =6) = G0 _ % = 0.0011

P(X =5) = GG _ 22;2 — 0.038

P(X =4) = (‘?12()2) = 159;5 = 0.244.
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DaP(X =5)+P(X =6) =0.039 < 0.06 =a <0283 =P(X =4) +
P(X =5)+P(X = 6), besteht der Ablehungsbereich aus den Werten 5 und
6. Man wird also dem Serum eine Wirkung zuschreiben, wenn mindestens
5 der toten Hiihner ungeimpft waren. Im vorliegenden Fall wird die Hy also
abgelehnt, die Wirkung des Serums ist statistisch signifikant.

In diesem Beispiel kann man sich die Konstruktion des Ablehungsbereichs
allerdings auch sparen. Denn es reicht, folgendermallen zu argumentieren:
Wir haben X = 6 beobachtet. Die Wahrscheinlichkeit unter H, fiir diesen
oder einen noch groBeren Wert ist P(X = 6) = 0.0011 (in diesem Fall ist
ja gar kein groerer Wert moglich, aber Vorsicht: Im Allgemeinen sind hier
alle Werte zu beachten, die mindestens so extrem sind wie der beobachtete;
hitte man also X = 5 beobachtet, wire die relevante Wahrscheinlichkeit
P(X = 5)+P(X = 6) = 0.039). Da 0.0011 < «, gehort der beobachtete
Wert offenbar zum Ablehnungsbereich.

6.3.1 Der Zoo der Erwartungswerttests

Nachdem wir das Prinzip des statistischen Tests kennengelernt haben, soll jetzt ei-
ne Ubersicht iiber einige Tests folgen, die sich auf Erwartungswerte von Verteilun-
gen beziehen (sogenannte Erwartungswerttests). Wir besprechen hier solche Tests,
in denen die betrachteten Zufallsvariablen normalverteilt sind oder die Stichprobe
so grof} ist, dass die Normalapproximation anwendbar ist. Je nach Situation sind
verschiedene Tests zu verwenden. Um den jeweils “richtigen” Test zu finden, geht
man anhand folgender Kriterien vor:

1. Hat man es mit einer oder mit zwei Zufallsvariablen zu tun? Im ersten Fall
vergleicht man seine Beobachtungen mit einem vorgegebenen ‘“Idealwert”
o einer Zufallsvariablen X (wie im GEBURTENBEISPIEL). Der Idealwert
stammt typischerweise aus der Theorie, oder aus langjahriger Erfahrung (‘Lehr-
buchwert’). Das Hypothesenpaar lautet dann z.B. Hy : pu = pg versus
H 4 : 1 # 1, und man macht einen Ein-Stichproben-Test (manchmal auch
einfacher Test genannt). Im zweiten Fall vergleicht man zwei Zufallsgroflen
X und Y miteinander (oft sind das Daten aus “Experiment” und “Kontrol-
le”, z.B. das Wachstum von Pflanzen mit und ohne Wachstumshormon); hier
lautet das typische Hypothesenpaar Hy : f1y = piy versus Ha @ piy 7# fiy,
und man macht Zwei-Stichproben-Tests (auch doppelte Tests genannt).

2. Ist die Varianz der Zufallsgroe (unter der Nullhypothese) bekannt, oder
muss sie aus der Stichprobe geschitzt werden? Ist die Varianz bekannt, so
verwendet man GauB-Tests, ansonsten t-Tests.

3. Ist die Fragestellung einseitig oder zweiseitig? Diese Unterscheidung haben
wir weiter oben schon besprochen.
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Bei dem eingangs besprochenen Beispiel (und insbesondere beim Geburtenbei-
spiel) handelt es sich also um einen einfachen, zweiseitigen Gaul3-Test.

Es folgt nun eine Ubersicht iiber wichtige Erwartungswerttests.
L. Ein-Stichproben-Tests

Die Frage, ob der unbekannte Erwartungswert p einer normalverteilten Zufallsva-
riablen X vom vermuteten Wert 1y abweicht, soll zum Signifikanzniveau o beant-

wortet werden. Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n mit Mittelwert  und

empirischer Varianz s2.

1. Einfacher GauB-Test: Die Varianz o (unter Hy) wird als bekannt voraus-
gesetzt. Der Test beruht darauf, dass die ZV (die standardisierte Priifgrofie)

X —
z.=="1n
o
standardnormalverteilt ist, falls u = pg gilt.
(a) Zweiseitiger Test: Hy : u = g gegen H 4 : 1 # po. Da unter Hy gilt
P(lZ] > 21—%) =«

(vergleiche (6.16) und (6.17)), verwirft man Hy, falls
Foml ms .
o 2
wobei Z1-g wie immer das 1 — $-Quantil der Standardnormalvertei-

lung bezeichnet. (Dieser Test wurde schon weiter oben ausfiihrlich be-
sprochen.)

(b) Einseitiger Test: Hy : u < pugp gegen Hy @ p > pg. Da unter Hy
(ausgewertet am Gleichheitszeichen) gilt

P(Z>z_,) =«

(vergleiche (6.18) sowie die Definition des Quantils (6.9)), verwirft
man H, falls

T —
MO\/E > Zl-qa -
g

(c) Einseitiger Test: Hy : p > g gegen H4 : p < pp. Da nun unter Hy
(ausgewertet am Gleichheitszeichen) gilt

P(Z<—-2z_,) =«

(vergleiche (6.19)), verwirft man Hy, falls

T —
MO\/E < —Z2l—a -
(o2
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2. Einfacher t-Test: Die Varianz o2 ist unbekannt; daher muss die empirische
Varianz s* der Stichprobe herangezogen werden. Der Test beruht darauf,
dass die ZV (die standardisierte Priifgrof3e)

S
unter 1 = po Student-t-verteilt ist mit & = n — 1 Freiheitsgraden (dies ist

ganz analog zur Uberlegung zu Konfidenzintervallen bei unbekannter Vari-
anz).

T :

Vn

(a) Zweiseitiger Test: Hy : u = pg gegen Ha : p # po. Da unter Hy
(‘ausgewertet mit dem Gleichheitszeichen’)

P(T| > th-11-2) =
ist Hy abzulehnen, falls

T — 1o
%\/ﬁ > tho1,1-2

wobei tn_m_% das 1 — §-Quantil der Student-t-Verteilung mit k =
n — 1 Freiheitsgraden bezeichnet.
(b) Einseitige Tests: Hy : § o gegen H 4 : po 2 po. Daunter Hy (jeweils
fiir 4 = py ausgewertet) gilt, dass
P(T 2 :ttnfl,l,a) = Q,
ist Hy abzulehnen, falls

T — fio
S

\/ﬁ 2 :l:tnfl,lfa-

Beispiel. Ist der Cholesterinwert von Vegetariern signifikant (o« = 0.01)
geringer als der Normalwert (180 mg/100ml)? Man priift Hy : p© >
180 gegen H 4 : p < 180. Bei einer Gruppe von 9 Vegetariern werden
folgende Werte gemessen: 154, 119, 177, 150, 138, 185, 167, 158, 174.
Man erhilt z = 158, s = 20.7, und wegen W 9 =-319 <
—2.90 = —1g0.99 wird Hy abgelehnt. Der Cholesterinwert von Vege-

tariern ist also signifikant niedriger als der Normalwert.
II. Zwei-Stichproben-Tests

1. Gepaarte Stichproben: t-Differenzentest. An n unabhingigen Objekten
werden jeweils die Merkmale X und Y gemessen, die als normalverteilt
vorausgesetzt werden. Wir erhalten also n Paare (X1, Y7),..., (X,,Y,) mit
Realisierungen (z1,41), ..., (n, yn). Hier ein paar Beispiele: An n Perso-
nen wird jeweils die Lange X des linken und die Lange Y des rechten Beins
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gemessen; bei n verschiedengeschlechtlichen Zwillingsgeburten wird das
Geburtsgewicht X des Midchens und das Geburtsgewicht Y des Jungen re-
gistriert; oder in n = 12 Kalendermonaten bezeichnen X und Y die Arbeits-
losigkeit in zwei verschiedenen Jahren. X; und Y; sind dabei nicht unabhin-
gig (wohl aber X; von X und Y] fiir j # ¢) — man spricht auch von verbun-
denen Stichproben). Die Erwartungswerte jy := E(X) und p, := E(Y)
seien unbekannt, ebenso die Varianzen. Man testet auf Gleichheit der Erwar-
tungswerte, also Ho : puy = iy gegen Hy @ piy # iy Wir betrachten
nun die neue ZV D := X — Y und nehmen an, dass diese normalverteilt
ist. Dann ist D unter Hy nach N(0,0%) verteilt, wobei wir die Varianz o2,
nicht kennen. Der Test ldsst sich also auf einen einfachen t-Test zuriickfiih-
ren, und zwar Hy : j1, = 0 versus H 4 : iy # 0. Die PriifgroBe ist dann der
Stichprobenmittelwert von D, also D = 2(Dy +...+ D,) = X - Y.
Unter H ist der standardisierte Stichprobenmittelwert

D
v

nach ¢,,_q verteilt, wobei S% die empirische Varianz von D als Zufallsva-
riable bezeichnet.

Um uns Schitzwerte fiir D und J% zu verschaffen, brauchen wir eine Stich-
probe fiir D. Die ergibt sich aus der urspriinglichen Stichprobe iiber die Dif-
ferenzen

di:u’ﬂi—yi, ’L'Zl,...,’rl.

Der zugehorige Stichprobenmittelwert ist

n

- 1 o
d = Elzldl =7z—9,

und die empirische Varianz lautet
1 < 2
S?l = Z (dz — CD .

n—14
i=1

Hy wird abgelehnt, falls

d|
u\/ﬁ > tho1,1-2.
Sd

Ganz analog werden entsprechende einseitige Tests durchgefiihrt.

Beispiel. Der Ertrag X (in Zentnern) von 8 Kirschbdumen im Jahr 1990
wird mit dem Ertrag Y derselben 8 Bdume im Jahr 1991 verglichen. Es soll
die Nullhypothese “Der Ertrag war in beiden Jahren gleich” gegen die Al-
ternativhypothese “Der Ertrag ist verschieden” zum Signifikanzniveau 0.05
getestet werden.
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Baum-Nr.7 1 2 3 4 5 6 7 8

T 36 31 34 32 35 31 32 35 z=333
Yi 35 35 34 36 40 35 33 31 y=348
d; 01 -04 0. -04 -05 -04 -01 04 d=-0.15

Es ergibt sich sfl = 0.104 und somit %‘\/ﬁ = 1.32 < 2.365 = t7,0.975, also
kein signifikanter Unterschied.

2. Zwei unabhéngige Stichproben: Doppelter t-Test. X und Y seien nun un-
abhdingige, normalverteilte ZV mit unbekannten Erwartungswerten fiy :=
E(X) und iy := E(Y). Die Varianzen sind ebenfalls unbekannt, werden
aber als gleich vorausgesetzt: 02 = V(X) = V(Y)). (Im Fall ungleicher Va-
rianzen verwendet man stattdessen den sogenannten Berens—Fisher—Test.)
Gegeben sind Stichproben von X und Y vom Umfang n, bzw. n,,. Ihre Mit-
telwerte sind Z bzw. 7, und ihre empirischen Varianzen s3, bzw. s_..

Wir testen Hy : p1y = 1y gegen Hy @ iy # py. PriifgroBe ist wieder die

Differenz der Stichprobenmittel,

D=X-Y.

Wegen der Unabhingigkeit von X und Y folgt aus dem Additionssatz der
Normalverteilung, dass D unter Hy eine normalverteilte ZV ist mit E(D) = 0
und

= - = 1 1
=V(D) =V(X)+V({Y) = —VX)+ —=V() = Na + My 2
Ny Ny NgNy
— _ (6.20)
Schitzwert fiir D ist natiirlich wieder d := = — 3. Um diesen standardisieren

zu konnen, miissen wir uns nun einen Schitzwert fiir 0% verschaffen. Aus

(6.20) folgt, dass es ausreicht, einen Schitzwert fiir das unbekannte o2 zu
gewinnen. Diesen erhalten wir aus den beiden Stichproben als gewichtetes
Mittel von s2 und 52 mit Gewichtsfaktoren n, — 1 und n, — 1:

22 (ng — 1)5% + (ny — 1)82

Ng + Ny — 2
Somit ergibt sich aus (6.20) der Schitzwert fiir die Varianz von D als

~2 nx+nys2

D NNy

Es laBt sich nun zeigen, dass die standardisierte Priifgrofle

D Tz Tly
S\ ng +ny
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unter Hy Student-t-verteilt mit & = n, + n, — 2 Freiheitsgraden. Hy ist also
zu verwerfen, falls B
ld| [ ngny

> tr1_co.
S Ng + Ny kol=%

Analog konstruiert man entsprechende einseitige Tests.

Beispiel. In einer Kolner Klinik wurden im Jahr 1985 n, = 269 Midchen
und n, = 288 Jungen geboren, mit Durchschnittsgewicht = 3050 g bzw.

= 3300 g. Die zugehorigen empirischen Standardabweichungen waren
sz = 460 g und s, = 470 g. Es soll die Nullhypothese “Das Geburtsge-
wicht von Jungen und Méadchen ist gleich” zum Signifikanzniveau oo = 0.01
getestet werden gegen die Alternativhypothese “Das Geburtsgewicht ist ver-
schieden”. Es ist |d| = |Z — 7| = 3050 — 3300| = 250, k = ny +n, — 2 =

2 __ 268-46024287-4702 \x gl nzn _
555, s° = FEs = 216409.2, \ e +;2/ =6.34 > 2.576 =
20.995 =~ 1555,0.995. Die Nullhypothese wird also abgelehnt.

Bemerkung. Die Voraussetzung einer normalverteilten Grundgesamtheit kann man
bei allen behandelten Tests fallenlassen, wenn die Stichprobe so grof} ist, dass die
zu vergleichenden Mittelwerte in guter Ndherung normalverteilt sind, wie das beim
GEBURTENBEISPIEL der Fall war.

6.3.2 Der Chi-Quadrat-Anpassungstest im endlichen Fall

Die bisher behandelten statistischen Tests betrafen Erwartungswerte von Verteilun-
gen. Manche Fragen kann man anhand des Erwartungswerts allein aber nicht ent-
scheiden. Zum Beispiel kann die erwartete Augenzahl eines gefilschten Wiirfels
mit der eines idealen Wiirfels identisch sein. Um die beiden Wiirfel zu unterschei-
den, reicht es also nicht, die Erwartungswerte zu vergleichen — man muss vielmehr
die gesamte Verteilung untersuchen. Dies geschieht durch einen sogenannten An-
passungstest.

Wir betrachten nur den Fall diskreter Zufallsvariablen. Sei Y eine diskrete Zufalls-
variable, die r verschiedene Werte y1, 4o, . . ., 3 annechmen kann. (Es reicht, wenn
diese nominalskaliert sind!) Die Nullhypothese behauptet, dass die Verteilung von
Y durch vorgegebene Wahrscheinlichkeiten p1, ps, . . ., p, beschrieben wird:

Hp: Bsgilt P(Y =y;) =p; firalle i=1,...,7

Die Alternativhypothese H 4 besagt, dass Y eine andere als die von der Nullhy-
pothese behauptete Verteilung hat. Beachten Sie noch einmal, dass wir mit einem
statistischen Test zunichst nur den Fehler 1. Art kontrollieren konnen, dass nidm-
lich die Alternativhypothese akzeptiert wird, obwohl sie falsch ist. Also ist der
x2-Anpassungstest eigentlich ein Test darauf, dass eine Zufallsvariable einer be-
stimmten Verteilung nicht folgt, als dass sie dieser Verteilung folgt. Wir kdnnen



