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Uberblick

Der Spielraum

Raume
topologische Rédume metrische Rdume normierter Ridume K-VR mit Skalarprodukt
‘Jr Vollstandigkeit l+ Vollstandigkeit
(X [ 1) O (X, ()
Banachraume Hilbertraume

Lineare Operatoren

T: X —Y (X,Y normierte Rdume)
e beschrankt
« halbbeschrankt
o abgeschlossen
e kompakt
o relativ kompakt
T: X =Y (X,Y (Pra)hilbertrdume)
e normal
e unitar
e hermitesch/symmetrisch

« selbstadjungiert /wesentlich selbstadjungiert

Notation

e Der Raum aller beschrénkten Operatoren von X nach X: B(X)
o Definitionsbereich von 7: D(T) C X

o Wertebereich von T: R(T) C Y
Bem.: Fir T' € B(X) gilt

T hermitesch <= T symmetrisch <= T selbstadjungiert <= T wesentlich selbstadjungiert



Beispiele:

o Laplace-Operator: A

Multiplikationsoperator: My: f — gf

o Sturm-Liouville Operator:

szT(lx)(—(p(rc)f’(x))’+q(x)f(x)) i (a,b)

Schrodingeroperator
o Diracoperator

3
rf = Y. a;D;f(2) + Bf (x),

wobei

] 0 0
Spin-Matrizen sind.

—Djf;zl(%% m%)'

3 y g Ty ;
i \ Oz’ Ox;’ Ox;° Ox;

— = (0 Uj>75 — (go 00>’ oo =l und 0, (j = 1, 2, 3) die Paulischen
0

o Wellenoperatoren

(Achtung!: R(T): Wertebereich vs R(T, z) = (T — z)~': Resolvente)
Spektrum eines (abgeschlossenen) Operators

o(T)={A € C: (T — \I) ist nicht bijektiv}

T

l.o (T) U oo(T): diskretes+wesentliches Spektrum

(T') = 0a
2. 0(T) = 0,(T)Uoc(T) U 0,(T) : Punkt-+kontinuierliches+residuales Spektrum
(T) = oy

3. o(T

o(T) Uoo(T): reines Punkt-+kontinuierliches Spektrum

4. 0(T) = 0pp(T) U 0ac(T) U o (T):
reines Punktspektrum //absolutstetiges Spektrum /singulérstetiges Spektrum

Fragestellungen

(F1) Gibt es eine alternative Darstellung von 7" aus?

(F2) Setzen wir voraus, dass T' die Eigenschaft (x) besitzt.
Fiir welche W erfiillt 7'+ W auch der Eigenschaft (k)
(oder eine schwéchere Version (kx))?

(F3) T hat (-)-Spektrum o(.y(T'). Wie sieht es o.y(T 4+ W) aus? Insbesonders wann gilt
0(.)(T) = J(.)(T +W)?



(F4) Wie sieht o(7T') explizit aus? Wie kann man spezifische Komponente des Spektrums
ausschlieffen?

(F5) Welche Objekten kommen beim mathematischen Formalismus von Streuung vor?

Plan
« Spektralsatz (F1)

 Storungstheorie (F2) und (F3)

o Selbstadjungierte Fortsetzungen

« Sturm-Liouville Operatoren (F1) und (F4)
 Schrédingeroperatoren (F2), (F3) und (F4)
 Diracoperatoren (F2), (F3) und (F4)

« Streutheorie (F'5)
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1 Spektraltheorie selbstadjungierten Operatoren

Ziele dieses Kapitels:

o Entwicklung der Theorie von Spektralschare und Spektralmafle, und der zugehorige
Spektralkalkiil

o Beweis des Spektralsatzes fiir unbeschriankte selbstadjungierten Operatoren (mit
Hilfe vom Satz von Herglotz)

 Folgerungen des Spektralsatzes (z.B., Zusammenhang zwischen dem Verhalten der
Spektralschar und Eigenschaften des Spektrums o(T") und spezifischer Spektralkom-
ponente).

1.1 Integrale beziiglich einer Spektralschar

Definition 1.1 (Spektralschar). Sei X ein Hilbertraum. Eine Spektralschar in X ist eine
Funktion £: R — B(X) mit folgenden Eigenschaften:

(i) E(t) ist eine orthogonale Projektion fiir jedes t € R,

(ii) (El’v([s) < E(;) (d.h., R(E(s)) C R(E(t))) bzw. (z, E(s)x) < (z,E(t)z) fur s < ¢
onotonie),

(iii) s-limg o+ E(t +0) = E(t) (d.h., E(t 4+ )z — E(t)z fir § — 0% und alle x € X
(starke Rechtssttigkeit),

(iv) s-limy,_o E(t) =0,
(v) s-limy oo E(t) = 1.

Proposition 1.2. Sei (P,) eine monotone Folge orthogonaler Projektionen im Hilber-
traum X . Dann existiert eine orthogonale Projektion P in X mit P, = P. Insbesonders
gilt R(P) = UpenR(P,), falls (P,) wachsend ist.

Beweis. Ubung! H

Bemerkung 1.3. Der fallende Fall von Proposition 1.2 ergibt sich, dass fiir jedes t € R
auch der linksseitige Limes E(t—) := s-lims_,q+ F(t — 0) in (iii) existiert.

Beispiel 1.4. Seien P,(a € A) orthogonale Projektionen in X mit P,Ps = 0 fiir
a# pund Ygeq Po =1, pto (o € A) reele Zahlen (p, # pp fiir a # ). Dann wird
durch

E:R— B(X), t— > P,

{a€A: pa<t}

eine Spektralschar definiert.

(i) Nach Definition und Proposition 1.2 ist E(t) die orthogonale Projektion auf
dem (abgeschlossenen!) Teilraum, der von den R(FP,) mit u, < t aufgespannt
wird.

(ii) Klar.




(iii) Sei z € X,t € R. Dann gibt es hochstens abzahlbar viele o; mit P,z # 0

und 33, || Po, ]| = ||z||* < oo. Also gibt es zu jedem & > 0 ein ng € N mit
Sisng | Passl|? < €. Wahle 6 > 0 so dass pia, € (¢, + o) fiir @ < ng, so folgt
|BG+0)a— Qe = Y [Patl?< X IPusl? <
{i: pa; €(t,t+4]} 1>ng

fir alle 6 € (0, do).

(iv) Zu z € X und € > 0 wahlt man ny wie in (iii). Dann gibt es ein t_ € R und
o, > t_ fiir i < ng, also

IE@z* = > [Pazl® < D 1Paz

{i: pa; <t} i>nQ

> <e firt<t_.

(v) Analog bei (iv) (betrachte x — E(t)z).

Beispiel 1.5. Sei X = L*(R, g) oder ®acaL?(R, 0,). Dann definiert

E(t)f = X(oo,t}f bzw. E(t)(fa)aEA = (X(oo,t]foc)a .

eine Spektralschar (wobei x¢ der Multiplikationsoperator mit der charakteristischer
Funktion der Menge S ist). Hier schreiben wir xg auch fiir die charakteristische
Funktion.

Beispiel 1.6. Sei (Y, 1) ein Mafiraum, g: Y — R eine p-messbare Funktion. Dann
wird durch

E@)f = Xpey: gty f flir fe€ LQ(Y, n)

eine Spektralschar in L*(Y, i) definiert. Spéter: F(t): Spektralschar des Operators
M, (Multiplikation mit der Funktion g).

Zu jeder Spektralschar in X und jedem x € X definieren wir eine rechtsstetige wachsende
Funktion F, = F£): R — R durch

Fy(t) = | E(t)z]*.

Es folgt aus Eigenschaften (iv) und (v), dass

fiir ¢ B
Fx(t)ﬁ{o ur t — —oo

|z]|?  fiir t — oo.

Durch F, wird ein Lebesgue—Stieltjes—MaB g, (was ein endliches Mafl auf R ist) erzeugt.
Mann nennt g, das durch x ergzeugte Spektralmaf (vgl. mit LAP4, Teil 10: o, = py) mit
Verteilungsfunktion F(t).

Definition 1.7. Eine Funktion u: R — C heifit EF-messbar, wenn sie p,-messbar ist fir
jedes z € X.

14.04.26



Bemerkung 1.8.
1. Jede Borel-messbare Funktion ist E-messbar fiir jede Spektralschar E.
2. Jeder punktweise Limes von Treppenfunktionen ist £-messbar.

Fiir eine Spektralschar F und jedes x € X definieren wir den durch x erzeugten Teilraum
H, durch

H, = H® =1lin{E(t)z : t € R}.
Proposition 1.9. Sei E eine Spektralschar im Hilbertraum X, x € X. Dann gilt
(i) Die Abbildung

Vilin{E(t)r : t € R} — L*(R, o), chE(tj)m — chx(_oo,tj]
= j=1
ist isometrisch.
(i) Die Abschliefung U :==V : H, — L*(R, o,) ist unitr.
(iii) Sei E.(-) die Einschrankung von E(-) auf H,. Dann gilt
UE,(t) = X(cooqU bzw. Ey()U = U "X (—oog-

Beweis. Jedes y € lin{E(t)x : t € R} ldsst sich schreiben als y = >, di (E(bk) - E(ak)),
wobei (ag, bg] disjunkte Intervallen sind (ax = —oo erlaubt).

(i)

vyl = |

> kX (an i)
k

= 52 b (B0~ Blaw)e] = | S du(B(br) ~ Baw))e

C_ gk: (2 (Fu(be) — F(ax))

2 2
= llyll

— V ist isometrisch.

(i) R(V') enthélt alle linksseitigen Treppenfunktionen. Da diese in L*(R, g,) dicht sind,
ist R(V)=R(V) = L*(R, 0.).

—> U =V ist unitar
(iii) Fir y = >, e E(ty)z gilt

UE(tyy=U Z B (min{t, ty})x = Z Cl X (—o0,min{t,ty )]
k k

X(—oo] D CkX(—oorts] = X(—c0]UY
%

Dies folgt fiir alle y € H, (warum?). Die letzte Behauptung folgt aus Multiplikation
von links (bzw. rechts) mit U~!.

]



Der folgende Satz zeigt, dass jede Spektralschar unitir dquivalent zu einer Spektralschar
vom Typ des Beispiels 1.5 ist fiir separable Hilbertraume.

Satz 1.10. Ist E eine Spektralschar im separablen Hilbertraum X, so gibt es beschrinkte
Borelmafle o; (j=1,...,N mit N < 00) auf R und eine unitire Abbildung

U: X = &, L*(R, 05),

so dass gilt

UE()U ™" = X(—coy fiir alle t € R.
Beweis. Da X separabel ist, existiert eine abzéhlbare totale Menge {x;}. Seien hy := x;
und hjyq = (I —P—...—Pj)xj11, wobei Py die orthogonale Projektion auf Hy := H,, ist.

Bemerkung: Falls @j\[lej = X fir N < oo terminiert das Verfahren in endlich vielen

Schritte. Sonst bekommen wir eine abzahlbare Folge (h;) mit &;H; = X.
Definieren wir g; := g, und V; wie bei Proposition 1.9, d.h.,

Vj: ZCkE(tk)hj = ZCkX(—oo,tk}-
k k

Nach voriger Proposition sind die AbschlieBungen U; :=V;: H; — L*(R, g;), sowie deren
orthogonale Summe

U:=@,;U;: X =@ H; — &;L°(R, 05), (y5); = (Ujyy);
unitar.
Es gilt fir x = (y;); € ®,H; = X
UE(t)x = UE(t)(y;); = U(E(t)y;); = (U;E()y;); = (X(-00aUs¥5);
X(=o0t] (Uj3); = X(=00U (¥5)j = X(-c0n)U.
Damit folgt E(t) = U™ x (oo U O

Nun wollen wir das Konzept eines Integrals beziiglich einer Spektralschar erklaren. Wir
fithren es zuerst fiir Treppenfunktionen ein und Grenziiberang liefert dieselbe Aussagen
fiir Funktionen in L*(R, o).

Definition 1.11 (Integral einer Treppenfunktion bzgl. E'). Gegeben eien Treppenfunktion
u: R = C (o.E. mit disjunkten Konstanzintervallen I;), u(t) = 33; ¢;x;, definieren wir
das Integral

/]R w(t) dE(t) = / u(t)dE(t) = 3 ¢;B(L)).
Eigenschaften/Formeln:
(i) E((a,8]) = B(b) — B() wnd B({a}) = B(a) = E(a).
(i) Fir alle z € X gilt

2

= S le,PIE@)al? = Y le; o)

= [ lu@Pae.(t) < Jlall* max ful*

H/ u(t) dE(t)x

Daraus folgt dass [u(t) dE(t) € B(X) mit Norm < max |u/.
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(iii) Sei u: R — C eine beliebige E-messbare Funktion. Fir jedes x € X mit u €
L*(R, 0.) gibt es eine Folge (u,) von Treppenfunktionen mit u, — u in L*(R, o).

Insbesondere ist (u,) eine Cauchyfolge in L*(R, o,), und es gilt

2

|/ wapoe - [uawanes] - | / (1 (1) ~ (1)) AB (1

—/]un |dQ$()—>O fir n,m — oo,

h., (fu,(t)dE(t)x), ist eine Cauchyfolge in X. Wir kénnen also definieren

/ w(t) dEM)x == lim [ un(t) dE(t)z.

n—oo

2
H [uttyary
(iv) Linearitat des Integrals:
Fiir u,v € L*(R, 9,) und a,b € C gilt

/ (au(t) + bo(t)) dE()z = a / w(t) dE(M)z + b / u(t) dE ()

Es gilt

= ||UH%2(R,QI)-

16.04.26

1.2 Operatoren als Integrale iiber Spektralscharen

Satz 1.12. Sei E eine Spektralschar im Hilbertraum X, u: R — C eine E-messbare
Funktion. Dann wird duch

D(ug):={z € X:u e L*(R, o,)},
up(z) == / w(t)dE(M)e  fir z € D(ugp)

ein normaler Operator ug erklirt. Fir den definierten Operator ug schreiben wir im
folgenden auch [u(t)dE(t). Ist u reelwertig, so ist ug selbstadjungiert. ]

Vorbereitung/Voraussetzungen:
1. u,v: R — C: E-messbar

z, fur |z| < n

2.0 C2 G SOn(z):{o fiir |2| > n

1, fir 2| <n

39 €= G %(2)_{0 fir |2 > n

4. o, ist das komplexe Mafl gegeben durch
Oy,xz = Oy+a — Oy—=z + i@y—im - iQy—Hm

Spektralkalkiil:



(a) Fir z € D(ug) and y € D(vg) gilt
(vpy,upr) = lim / en(v(t))pn(u(t) d (y, E(t)z) =: / v(t)u(t) doy.(t).

(b) Fir z € D(up) gilt [lugz|?* = [Jul72,,,)-

(c) Ist u beschrankt, so ist ugp € B(X) mit ||ug|| < sup{|u(t)|: t € R}.
(d) Fir die Einsfunktion 1 gilt 15 = 1.
)

(e) Fir x € D(ug) und alle y € X gilt
(v, upz) = [ u(t) doy. (1)

(f) Ist u(t) > cfur alle t € R, so ist ug nach unten halbbeschrankt mit unterer Schranke
c.

(g) (u+v)g Dug+vg und D(ug +vg) = D((|u| + |v|)E).

(h) (wv)g D upveg und D(upvg) = D(vg) N D((uwv)g

(i)

(j) Ist u = xs (char. Funktion einer Menge S C R), so ist ug = (xs)g eine orthogonale

Projektion. Wir schreiben dafiir F(.S), wodurch ein projektionwertiges Mafl auf R
definiert wird.

D(ug) ist dicht, D(ug) = D(ug) und (ug)* = ug

Fiir den Linearitdtsbeweis benotigen wir den Satz von den monotonen Konvergenz von
Beppo Levi.

Lemma 1.13 (Satz von Beppo Levi). Ist (f,,) eine nicht-fallende Folge in L*(Y, ) mit
[ fado < C fiir allen € N, dann gibt es f € L' (Y, 1) mit

fulz) = f(x) 0 — . und /fndg—>/fdg.
O

Beweis von Satz 1.12 und des Spektralkalkiils.

Linearitat: z.z.: D(ug) ein linearer Teilraum von X ist und ug: D(ug) — X eine lineare
Abbildung ist.

Klar: ax € D(ug) und ug(ax) = augz, fir alle + € D(ug) und a € C. Es bleibt noch zu
zeigen:

(1) z,y € D(ug) = z+vy € D(ug)

(2) up(r +y) = up(r) +up(y)

Sei u beschrankt, (u,) eine beschriankte Folge von Treppenfunktionen mit w,(t) — wu(t)
o-fast iiberall, wobei ¢ = g, + g,. Dann gilt u,(t) — u(t) g,-f.0 fir a € {z,y,z + y}.
Nach dem Satz von Lebesgue gilt auch u, — u in L*(R, g,). Aus der Beschrénktheit von
u folgt, dass D(ug) = X, und daher z +y € D(ug). Also gilt

up( +y) = lim (un)p(z +y) = lim ((un) () + (un)p(y)) = wp(r) + upy).

n—
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Sei nun u eine beliebige E-messbare Funktion mit z,y € D(ug). Wir wollen (1) und (2)
fiir u zeigen.

Betrachte die Folge (|, ou|),. Diese Folge konvergiert punktweise und nichtfallend gegen
|u|. Man kann mit der vorigen Vortiberlegung zeigen, dass

(/ ’(p”(“(t))\QdQHy(t))l/Z < Jlupz|| + flupyl < oc.

Aus Lemma 1.13 folgt u € L*(R, 0,1,) und p,ou — u in L*(R, 0,+,) = x+y € D(ug)
und

up(r +y) = lim (¢, ou)p(z +y)

= lim ((¢n 0 w)p(2) + (pw 0 w)5(y)) = up(x) + un(y).

n—oo

Nun wollen wir die Aussagen (a)-(j) zeigen.

lpr = lim (X(fn,n])Eaj = lim (E(n) — E(—n))z =« fir alle .

n—oo

(e) Folgt aus (a) und (d), mit v = 1.
(f) Folgt aus (e) mit y = z.

(g) Ist x € D(ug +vg) = D(ug) N D(vg), so gilt u,v € L*(R, 0,), also x € D((u+v)g).
Aus Linearitat folgt (u +v)pr = ug(z) + ve(z).
u,v E-messbar = wu,v € L*(R, 0,) <= |u|+|v| € L*(R, 9,), d.h., D(ug+vg) =
D(lulz + [vlg)-

(h) Fiir w E-messbar und beschrankt, und z,y € X gilt

(e) - — —
(y,upz) = /U(t) doy. = /U(?f) dosy = (z,upy) = (Ury, T)
Damit folgt (fiir u,v E-messbar und beschrénkt):

(y, upvpz) = (Y, up(vpz)) = (UpY, veT)

i /u(t)v(t) doy.(t) = (y, (uwv)px)

—~
Ny

also upvg = (wv)g.
Es sei x € D(ugvg) (d.h., z € D(vg) und vgx € D(ug)). Fir beliebige E-messbare
Funktionen u, v nutzt man die Approximation mit ¢, ou (bzw. ¢, ov) um zu zeigen,
dass

ugvg(x) = lim ((gpn o u)v)Ex

n—oo
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Die obige Gleichung bedeutet, dass ((gon o U)U) eine Cauchyfolge in L*(R, g,) ist,
die (nach Konstruktion) gegen uv punktweise konvergiert.

= wv € L*(R, 0,),z € D((uv)g), und (uv)pr = ugvgz, d.h.,
D(ugvg) C D(vg) N D((uv)g) und ugvp C (uv)g.

Noch z.z.: D(ugvg) D D(vg) N D((uv)g).

Sei nun z € D(vg) N D((uv)g). Wegen |(pnou)v| < uv ist dann z € D(((p,ou)v)g)
und (¢, o u)v — uv in L*(R, g,), also

(w)gr = lim lim (((pn o u)(pm © v))Ea:’

n—00 Mm—0oQ

= Jim Jim, (o 0)s( © )5 = Jim (0.0 v

Dies liefert u € L*(R, 0,,.) und vgz € D(ug), also x € D(ugvg).
(i) Ubung. Die Normalitit von ug folgt, denn es gilt
D((up)") = D(ug) = D(ug),
[(up)z|* = [[upz|* = / u(t)]* doa(t) = [Jupz|*.
Es folgt auch direkt, dass ug selbstadjungiert, falls u reell ist.

(j) Dies folgt aus (c), (h) und (i).
Bemerkung: Fir P € B(X) sind folgende Aussagen dquivalent.

e P ist eine orthogonale Projektion

o P ist selbstadjungiert und idempotent
21.04.26

1.3 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

Satz 1.14. Zu jedem selbstandjungierten Operator T im Hilbertraum X ¢ibt es genau
eine Spektralschar E mit idg = T. Im komplexen Hilbertraum is E(-) gegeben durch die
Stonesche Formel

(y, E(t)z) = lim lim 1/”5 (0. (T—s—ie) " = (T = s+ie) o) (1)

6—0t e—0+ 271 J—oo
fur alle x,y € X und t € R.
Zutaten des Beweises:
« Stieltsjesschen Umkehrfunktion
o Satz von Herglotz
» Eigenschaften der Resolvente

o Korrepondenz zwischen lineare Formen und Operatoren
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» Eigenschaften von Spektralscharen
o Konvergenzeigenschaften von Folgen von Projektionen

Lemma 1.15 (Stieltjes-Umkehrformel). Sei w: R — C eine Funktion von beschrinkter
Variation; auferdem sei w rechststetig mit w(t) — 0 fir t — —oo. Die Funktion f: C\
R — C sei durch

fey =" L quw#) fir zeC\R

—cot — 2
definiert. Fir alle t € R gilt dann
t+6
(f(s+ie) = f(s —ic)) ds. (2)

—0o0

1
w(t) = lim lim —/

§—0+ e—0+ 271

Insbesondere ist w durch f eindeutig bestimmt. Ist w reelwertig, so gilt fir allet € R

w(t) = lim lim 1/t+(s Im f(s+ie)ds. (3)

=0T e—0t T J-
Beweis. Ubung. [

Lemma 1.16 (Satz von Herglotz). Sei C; := {z € C: Im(z) > 0} (obere Halbebene),
M >0 und f: Cy — C holomorph mit

Imf(z) 20 und |f(2)Im(z)| <M firze C;.

FEine solche Funktion bezeichnen wir als Herglotz-Funktion. Zu jeder Herglotz- Funktion
gibt es genau eine rechststetige nicht-fallende Funktion w: R — R mit w(t) — 0 fir
t — —o0 und

f(2) ::/OO ! dw(t) fir zeC,.

ot — 2z
Fiir alle t € R gilt w(t) < M und w(t) ist durch Eq. (3) gegeben.
Beweis. Siehe [Wei-1, Satz B.2]. O

Beweis von Satz 1.14.

Betrachte die Funktion u.(t) := (t — 2z)~! fir z € C\ R. Fiir ein festes z € C \ R,
u,(t) ist stetig und beschrankt. Es folgt daraus, dass D((u,)g) = X fur jede beliebige
Spektralschar E.

o Eindeutigkeit:
Ist T =idg, so gilt nach Satz 1.12 mit u,(t) := (t — 2) 7! fir € C\ R

(T'—2)(u)g =1 und (w.)g(T —2) =I|pw),

d.h., es gilt (u)g = (T — z)~! fiir alle z € C \ R, und somit nach Satz 1.12(a)

<y,(T—z)_1x>:/tizdt (y, E(t)x) furz,ye X,z€ C\R.

Nach Lemma 1.15 folgt, dass (y, E(t)z) die Darstellung in Eq. (1) besitzt, d.h., die
Spektralschar die T" erzeugt (falls es existiert) durch 7' eindeutig bestimmt wird.
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o Existenz: Falls eine Spektralschar F mit idg = T existiert, ist diese durch gegeben
Eq. (1). Hier werden wir dann zeigen, dass Eq. (1) eine Spektralschar definiert, mit
ideg=T.

Betrachte die Funktion

(a)

f::CL—=C, fi(z) = <:c, (T — z)’1x> :

fz ist eine Herglotz-Funktion
= ist holomorph in C, da die Resolvente (T'—2)~! in C\R C p(T") holomorph

ist (UA 3). Fiir z € C, gilt:
Im f,(z) = Im <x, (T — z)_1x>
=Im <(T —2)(T — 2) 'z, (T — z)_1x>
— ()T - 2) "l > 0.

und
|fa(2) Im(2)] < [Im 2|~ {|]|*|Tm 2] = [|]|*.
T 2
(Bem: | £2(2)] < (T = 2)7Y| - llf? < 25)
Das heiBt f,(z) ist eine Herglotz-Funktion fiir z # 0, mit M = ||z||*>. Nach dem
Satz von Hergoltz gilt

fa(2) = <:c, (T — z)’1x> = /

mit der rechtsstetigen nicht-fallenden Funktion

1
t—z

dw,(t) fir z € Cy,

w,(t) = lim lim 1 /t+5 <:c, ((T —s—ig) ' = (T —s+ i&?)*l)x> ds.

60t e—0t 271 J—oo
Es gilt auBerdem w,(t) — 0 fiir t — —oo und w,(t) < ||z||* fiir alle ¢ € R.
Die Polarisierungsidentitat liefert

fye(2) = <y, (T — Z)_1x> = / t_lzdww(t) fir z € C,
mit
wy (1) = lim lim 1 /H(S <y7 ((T —s—ig) ' = (T —s+ is)_l)x> ds.

6—0F e—0+ 271 J -0
Die Sesquilinearform w, , definiert einen eindeutigen selbstadjungier-
ten Operator E(t) € B(X)
Die Abbildung X x X — C, (y,z) — w,,(t) ist fir jedes ¢ € R eine (be-

schriankte) Sesquilinearform, da
|wy. (1)[* < wy(H)we(t) < [yl

Insbesondere folgt aus (UA 2), dass es einen beschrinkten Operator S; gibt
mit (y, Six) = wy . (t). AuBerdem gilt dass w, , hermitesch und nichtnegativ ist
(g (t) = we(t) = 0). Daraus folgt dass S; selbsadjungiert ist. Sei E(t) := S;.
Wir haben dann

(y, BE(t)x) = wy,(t) furalle z,y € X

und
1

t—z

fyal2) = (3, (T = 2)72) = [ ——di(y, B@)a).
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(c) E(-) definiert eine Spektralschar An dieser Stelle zeigen wir, dass E(+) eine

Spektralschar ist. noch
(i) und (ii) E(t) ist orthogonale Projektion und E(s) < E(t) fiir s <t 2.z
Fir 2,2 € C, mit z # 2/ gilt (1
und
1 7)1 _ -1 ~1 (ii)
[ (T =)y, B(t)z) = (T = 7)1y, (T - 2)'a)

<y, (T — 2y YT — z)’1x>

= - _1 z, (<(y, (T - z’)—1x> - <(y, (T — Z)—1x>)
- z—lz’/<t_12/ _tiz> di (y, E(t)x)
:/t—lzdt/_toos—lz’ ds (y, E(s)z)

Bem. : (T — 2)71)" = (T —2)7! fiir T selbstadjungiert.
Hier liefert die 1. Resolventengleichung: das 3. Gleichheitzeichen:

R(T,z) — R(T, 2

z— 2z

R(T,2)R(T,7") =

b

wahrend das letzte aus Absolutstetigkeit folgt.
Mit der Eindeutigkeitsaussage in Lemma 1.15 folgt daraus

(=2, B0y = [ d,ty Bls)z).

o0 S — 2

d.h., fir alle 2/ € C

/ S _1 - ds (y, B(s) B(t)z) = (y, (T —2)'E(t)x)
= (T =2)"y, Et)z)

= [ B

s—z

Eindeutigkeitaussage nochmal anwenden! —-

(y, E(s)z), fur s <t
(y, E(t)z), fur s > t,

{y, E(s)E(t)r) = {

d.h., es gilt F(s)E(t) = E(min{s,t}). Insbesondere ist F(t) idempotent.
Also ist F: R — (X) eine wachsende projektionswertige Abbildung.

(iii) E(t) ist stark-rechtsstetig
Dies folgt aus der Rechtsstetigkeit von w,:

IE(t+0) = E(t)z]|* = | E(t + 8)|* — | E(t)[|*
=w,(t+0) —w,(t) >0 fird —0

(iv) E(t) > 0 fiir t = —o0
Dies folgt aus ||E(t)z]|? = w.(t) — 0.
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(v) E(t) > I fir t — oo
Nach (UA 1) existiert eine orthogonale Projektion E,, mit E(t) > E.
fir t — oo und E(t) < E. fir alle t.
Betrachte F':= 1 — FE,. Es gilt

E(WF = BE(t)(I — Ex) = (B(t) — E(t)) =0 fir alle ¢ € R.

<y, (T — z)_lFx> = /t ! di (y, E(L)Fz) =0 fir z € C,.

-2
Also is (T'— 2)"'F = 0 und somit F' = 0.
Wegen (u,)p = (T — z)7! fiir u,(t) = (t — 2)7! gilt also (v,)p = T — 2 fiir v, = id — 2,

und somit idg =T O
23.04.26
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