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1 Motivation und Urspriinge

1.1 Motivation und Ziele

Die Fourier-Analysis findet heute in vielen Bereichen ihre Anwendung. Dazu gehéren ne-
ben mathematischen Teilgebieten wie Zahlentheorie, Statistik oder Kombinatorik auch
Gebiete der Signalverarbeitung oder Kryptographie. Ein in diesem Leitfaden beschriebe-
nes Beispiel beschéftigt sich mit der Komprimierung von Bilddateien auf einem Computer
zur effizienteren Speicherung. Der mathematische Hintergrund ist auf den franzdsischen
Mathematiker Jean Baptiste Joseph Fourier zuriickzufiihren, welcher im 19. Jahrhundert
daran arbeitete. Dabei versuchte er in einer seiner Arbeiten, eine periodische Funktion
durch eine trigonometrische Reihe darzustellen. In Abschnitt 1.2 wird ein erster Ansatz
fiir dieses Problem erlautert, auf welchem die Fourier-Analysis aufbaut.

1.2 Urspriinge: Die 1-dimensionale Wellengleichung

Die Urspriinge der Fourier-Analysis lassen sich in der Wellengleichung finden. Betrachtet
man die 1-dimensionale Wellengleichung, eine lineare partielle Differentialgleichung 2.
Ordnung fir die Darstellung von Wellen,

O*u(x,t) 1 0%u(x,t)

Ox? 2 a2 0, (1)

benotigt man zur (eindeutigen) Losung folgende Anfangswerte:

u(z,0) = g(z)
ou(z,0)
ot
Die allgemeine Losung wird an dieser Stelle nur kurz beschrieben, da es danach mehr um
den Separationsansatz fiir die Anwendung auf die eingespannte Saite geht. Generell gilt
fiir zwei beliebige, zweifach stetig ableitbare Funktionen ® und ¥ einer Veranderlichen,
dass die Summe ®(z—ct)+V(z+ct) die 1-dimensionale Wellengleichung 16st (Beweis siehe
Ubungsaufgaben und Weiterfiihrung in [1]). Dabei beschreibt der Term ¢t im Argument
jeweils die Verschiebung des Wellenprofils ®(x) bzw. ¥(z) entlang der z-Koordinate.

Betrachtet man nun eine an zwei Punkten (wir wéahlen 0 und 7) eingespannte Saite,
liegt eine spezielle Situation vor, die sich folgendermafen behandeln lasst. Abbildung 1
zeigt eine Skizze der Situation. Diese Saite kann nun in eine Schwingung gebracht werden,
wobei die Auslenkung an der Stelle x (0 < x < m) der Saite zur Zeit ¢ (¢t > 0) gegeben
ist durch eine Funktion u: [0,7] X R>o — R, welche durch die Wellengleichung aus (1)
beschrieben wird. Der Separationsansatz u(x,t) = v(z)-w(t) wird in die Wellengleichung
(1) eingesetzt, und es ergibt sich

w(t) =" o) @
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wf x, )

0 ¥

Abbildung 1: Eine in den Stellen 0 und 7 eingespannte Saite und ihre Auslenkung zum
Zeitpunkt ¢, beschrieben durch die Funktion wu(z,t).

wobei a € R eine Geschwindigkeits-Konstante ist. Ein Punkt (Strich) steht fiir die Ab-
leitung nach ¢ (nach x).

Da die Variablen in (2) nun getrennt auf jeder Seite der Gleichung stehen, muss unab-
héngig von der Wahl der Variablen z und ¢ die Gleichung dennoch gelten. Es folgt also,
egal wie x oder t verandert werden, dass der Wert konstant bleibt. Zur Veranschaulichung
und einfacheren Schreibweise sei im Folgenden v:((f)) = —\. Durch Umstellen der beiden
Gleichungen erhélt man dann:

V" (x) + Mo(z) =0 und  w(t) + o Aw(t) = 0. (3)

Gilt Gl. (3), so erfiillt u(z,t) = v(x) - w(t) die Saitengleichung. An dieser Stelle wird das
Problem der Randbedingung deutlich, denn die Saite ist an zwei Stellen eingespannt. An
den Stellen x = 0 und z = 7 bestehen die Randbedingungen

v(0) =0 und ov(m)=0 (4)

fiir die Gleichung v”(x) + Av(x) = 0. Dieses sogenannte Randwertproblem kann nur fiir
bestimmte Werte von A eine Losung besitzen, wobei wir hier unter einer Losung eine
Funktion verstehen wollen, die zweimal stetig differenzierbar ist und die sowohl die DGL
als auch die Randbedingungen erfillt.

Lemma 1.1. Ist v # 0 eine relle Losung des Randwertproblems fiir v, so ist X > 0.

Beweis. Da v stetig und nicht identisch 0 ist, gilt [ (v(m))2 dz > 0 nach den iiblichen
Argumenten aus Analysis I. Nun kénnen wir folgendermafien rechnen:

i “do = — 7Tv z)v"(z) dx
/\/0 (v(z)) " da = /0 (x)v"(x)d
= — [v(x) V()] —i—/o (v’(a:))Zda; —/0 (v’(a:))zda; > 0,

—_——
=0
wobei der erste Schritt die Lésungseigenschaft der DGL benutzt, der zweite partielle
Integration, und der dritte die Randbedingung. Da nach Annahme auch v’ stetig ist, aber
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nicht identisch verschwinden kann (weil dann v konstant und folglich 0 sein miisste), folgt
die Ungleichung, und wir bekommen

wie behauptet. O

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung aus (3) fiir v (vgl. Ubungsaufgaben
fiir Losungsweg) lautet

v(z) = ¢1 - cos(VA-z) + ¢z - sin(VA - z),
mit noch zu bestimmenden Konstanten ¢; und ¢,. Aus den Randbedingungen ergibt sich

v(0)=0 = ¢ =0,
v(r) =0 = c¢-sin(VA-7) =0,

wobei die Losung fiir co nicht eindeutig ist. Da aber co # 0 gefordert ist (ansonsten
bekéimen wir v = 0), muss der zweite Term gleich 0 sein, also sin(v/A-7) = 0. Die Sinus-
Funktion ist in allen ganzzahligen Vielfachen von 7 gleich 0, also geht v\ = n fiir n € Z.
Da n = 0 wiederum v = 0 bedeutet, scheidet dieser Wert aus. Ausserdem bedeuten n
und —n letztlich dieselbe Funktion, da sin(—z) = —sin(x) und ein Vorzeichen in die
Konstante ¢, absorbiert werden kann. Also bleibt A = n? mit n € N. Mit Hilfe dieser
Voriiberlegung kann man auch die zweite Gleichung aus (3) durch Einsetzen 16sen: @ +
(an)?w = 0. Man erhilt nun fiir die urspriingliche Auslenkung mit Anfangsbedinungen
(4) einer eingespannten Saite

vp(x) = sin(nz),
wy(t) = Ay cos(ant) + By, sin(ant),
un(z,t) = sin(nz)(A, cos(ant) + By sin(ant)).

Das Ergebnis des Separationsansatzes mit A = n? ist also eine Teillssung mit zwei Kon-
stanten A, und B,,, wobei die Teillésungen durch die Wahl von n € N bestimmt werden.

Fiir zwei Losungen uy,(x,t) und um,(x,t) (n,m € N) ist (wegen der Linearitét der
Gleichung) auch die Summe uy,(z,t) + up(z,t) eine Losung des Problems. Es folgt als
Ansatz eine Summierung iiber alle moglichen Einzellsungen des Problems,

u(a,t) = un(x,t), (5)

n>1

wobei es eine nicht-triviale Aussage ist, dass man hierdurch tatséchlich alle moglichen
Losungen des Randwertproblems bekommen kann.

Die Startauslenkung zur Zeit ¢ = 0 ist gegeben durch die Funktion g(z). Das Ge-
schwindigkeitsprofil h(z), welches die Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0 besitzt, bestimmt dann
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zusammen mit g(z) die anschliefende Bewegung. Hierbei gilt insbesondere, dass diese
Funktionen sinnvoll sein miissen. Das heifst, dass g keine Sprungstellen haben darf, da
die Saite dann an so einer Stelle gerissen ist. Es muss also gelten, dass g und h stetig
sind. Mit Hilfe der Summe (5) lassen sich die Anfangsdaten wie folgt ausdriicken:

u(z,0) = g(z) = ZA" sin(nz) ,

n>1
ou .
E(m, 0) = h(x) = 7; an - By, - sin(nx) .

Auferdem muss die Reihe aus (5) konvergieren und zweimal stetig nach = und ¢ ableitbar
sein, damit diese eine (klassische) Losung der urspriinglichen Gleichung (1) ist. Darauf
kommen wir spater noch einmal zuriick.

Aus dem Beispiel der 1-dimensionalen Wellengleichung lésst sich nun die Fourier-
Analysis begriinden. Die Losung bedeutet ndmlich die Darstellung einer Funktion durch
eine trigonometrische Reihe. Die Fourier-Analysis beschéaftigt sich aber auch mit komple-
xen Funktionen, bei denen dann komplexe e-Funktionen zum Einsatz kommen (spéter
mehr dazu). Zunéchst stoft man aber auf die Fourier-Reihen, welche sich direkt aus der
aufgestellten Reihe aus (5) herleiten lassen. Im néchsten Abschnitt 2 werden diese weiter
untersucht, um die Losungen fiir die neu eingefiithrten Gréfsen A,, und B,, zu bestimmen.



