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12. Unabhiangigkeit von ZufallsgroBen mit Dichten

12.1 Mehrdimensionale Dichten

Beispiel
Wabhrscheinlichkeit, daB ein im Einheitsquadrat @) zuféllig gewahlter Punkt in dem Dreieck D liegt,
das unterhalb der Winkelhalbierenden liegt:

Q=1011x[0.1]={(r,): 0z <1,0<y<1}, D={(r,y)cQ:y<a}

Es muB offenbar P{D} = |D|/|Q| = 1/2 gelten.
Formelle Berechnung der Inhalte:

Q| = / / o(z,y) dxdy—/1</011da:)dy:/011dy:1
1= £ ot ([ 1) a3

f f dmdy_l
f_ooffoool ( z,y) dedy 2

P{D} =

Definition (mehrdimensionale Dichte)

e f:R™—[0,00) heiBt n-dimensionale Dichte, falls f integrierbar ist mit

o0 o0
/ / flz1,...,xp)dey ... do, = 1.

e Xi,...,X, seien ZufallsgroBen. Eine n-dimensionale Dichte f heiBt gemeinsame Dichte von
X1,...,X,, wenn fur alle aq,...,a, € R

an ai
(%) P{Xlgal,...,Xngan}:/ / flxy,...,xp)dey ... dxy,

gilt.



Bemerkungen

e Mit C' = (—00,a;] X -+ x (—00,ay] kann (x) geschreiben werden als

() IP’{(Xl,...,Xn)6C}:/O:o.../O:olc(xl,...,xn)f(xl,...,:rn) dz, . .. da

Dabei gilt (xx) auch fir allgemeinere Mengen C, namlich fiir alle meBbaren Mengen. Zu den
meBbaren Mengen gehdren insbesondere alle Mengen, die sich als hochstens abzahlbare Vereini-
gungen und Schnitte von Rechtecken darstellen lassen.

Abkirzend schreiben wir

/ f :L'l, e 7 dxl d Ip
fur die iterierten Integrale auf der rechten Seite von (xx).

e Fiir nichtnegative Integranden ist die Reihenfolge der Integration egal und es gilt

/ / f(xl,...,xn)dxl...dxn:/ / flz1,...,zp)des, ... dan,

fur jede Permutation (7q,...,m,) von (1,...,n).
(Uberzeugen Sie sich davon anhand des obigen Beispiels.)

Beispiel: Uniforme Verteilung

e Fiir eine (meBbare) Menge C' C R? gibt das Doppelintegral

/ / cl(z,y) dmdy—/ldmdy

e Fiir eine (meBbare) Menge C' C R™ ist

den Flacheninhalt |C].

1

f(l'l""?xn) = mlc('xla--'amn)

die Dichte der uniformen Verteilung auf C.

e Sei C' = D das Dreieck aus dem obigen Beispiel. Wie groB ist die Ws., daB die Summe X +Y
der Koordinaten (X, Y") eines zufillig gewéhlten Punkts in D kleiner als 1/2 ist?
Sei £ ={(z,y) e D:x+y<1/2}.
Raten Sie die Ws. mit Hilfe einer Skizze:

P{(X,Y) e E} = = =

e Das Berechnen gemiaB Definition erfordert eine Vorbereitung:

1
(r,y) eE=END <= 0<y<z<lundz+y<s
— z€[0,3)und0<y<zundy<i-=



Somit ist
P{(X,Y) € B} = /E f(z,y) dzdy

mit f(z,y) = |%llp(av,y), also

1

= — 1 dydz (Vertauschen von dz und dy)
|D| JEnD

1 1/2 min{z,1/2—xz}
= —/ </ 1 dy> dz
Dl Jo \Jo

1 1/2
:]D|/ min{z,1/2 — z} dx
0

1 1/4 1/2
:]D\</ x dx + (1/2—:U)d3:>
0

1/4
1/4

_ 1,2
DI™ 2

=0 8 '



12.2 Randdichten

Bemerkung (von der gemeinsamen Dichte zur Randdichte)
Aus der gemeinsamen Dichte von (X1, ..., X,,) 138t sich die Dichte eines jeden X} berechnen:
Sei dazu C = R¥~! x (—o0,a] x R"* a € R beliebig. Dann ist

P{X; < a}=P{(X1,...,X,) €C}

/ /// /fxl,...,xn)dxl.,.da;n

= (/ / flzr, ... xn) dxl...dxkldxkﬂ...dxn) dzy,

mit
(5 * %) fk(x):/ / f(z1,...,2p) doy ... dag_y daggq ... doy, .

Somit ist f; eine Dichte fur Xj.

Definition: k-te Randdichte
Sei f die gemeinsame Dichte von (Xi,...,Xy). Dann heiBt fx, wie in (* * x) definiert, die k-te
Randdichte von f.

Beispiele
e Uniforme Verteilung auf einem Rechteck R = [0, a] x [0, b]:
Ist (X,Y") ein zufalliger Punkt aus R, so haben die Koordinaten X und Y die gemeinsame Dichte

1

1 1
flay) = S1r(@y) = 16 (@) - 5 Loy (y) -

Es folgt fiir die Randdichten fx von X und fy von Y durch “Rausintegrieren” von y bzw. x:

/ f(z,y) dy—/ b 110,41 ( dy—%[o@()
00 1
/ f(z,y) dw—/ Lo (y) dz = +1p0.(y)

Wir haben in diesem Fall f(x,y) = fx(x) - fy(y).

e Uniforme Verteilung auf dem Dreieck D:
Ist (X,Y) ein zufélliger Punkt aus D, so haben die Koordinaten X und Y die gemeinsame
Dichte

fla,y) = wﬁ,lD(x,y) |



Es folgt fiir die Randdichten fx von X und fy von Y:

< 1
oo 71[0,90] (y) dy firze [07 1]
Ix@= [ sy dy = [

0 sonst

T 1
= 1jo,1y() /0 D] dy = 2219 1y(7)

0 1
fy(y) = / flz,y) do = /y ’;wl[o,l](y) dr = 2(1 - y)1j91y(y)

—0o0

In diesem Fall gilt f(x,y)] # fx(x) - fy(y).



12.3 Unabhangigkeit
Definition (Unabhingigkeit von ZufallsgréBen)
X1,...,X,, heiBen unabhingig, wenn
P{Xl S al,...,Xn § an} = P{Xl S al}]P’{Xn § an}
fur alle aq,...,a, € R gilt.

Bemerkung
Fir diskrete ZufallsgroBen ist diese Definition dquivalent zur bekannten Definition.

Satz
Gegegen seien ZufallsgroBen X1,..., X,, die jeweils eine Dichte f; besitzen. Dann gilt:

X1,...,X, unabhingig = (x1,...yxn) = fi(z1) - fn(zy)

gemeinsame Dichte von X1,..., X,

Bemerkung
Die Existenz einer gemeinsamen Dichte wird nicht vorausgesetzt. Der Satz sagt also insbesondere:

e Wenn die ZV Dichten haben und unabhangig sind, dann existiert die gemeinsame Dichte und
hat Produktform.

e Wenn die gemeinsame Dichte existiert und Produktform hat, dann sind die ZV unabhangig.

Wenn wir unabhangige Zufallsexperimente modellieren wollen, tun wir das also, indem wir fir die
gemeinsame Dichte die Produktform wahlen.

Beispiele

Wir haben oben bereits gesehen, daB die gemeinsame Dichte der Koordinaten eines zufalligen Punkts
im Rechteck R Produktform hat. Also sind die Koordinaten unabhangig.

Wir haben auch gesehen, daB die Koordinaten eines zufélligen Punkts im Dreieck D nicht unabhéngig
sein konnen.

Erldutern Sie anschaulich den Grund fiir das unterschiedliche Verhalten.

Satz
Die ZufallsgroBen X und Y seien unabhangig, mit existierenden Erwartungswerten.

e E[X -Y] existiert, und es gilt E[X - Y] = E[X]-E[Y].

e Falls die Varianzen von X, Y existieren, so gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).



