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9. Tschebyscheffsche Ungleichung und Grenzwertsitze

9.1 Tschebyscheffsche Ungleichung

Satz (Tschebyscheffsche Ungleichung)
Fir eine ZV X, deren Erwartungswert und Varianz existieren, gilt

Var(X)
2

P{|X — E[X]| > ¢} < Ve>0

Beweis

PX-EX]|>c}= Y PX=z}< 3 (%) IP’{X::U}:C%Var(X)

zEX(Q): z€X(Q):
|z—E[X]|>c lz—E[X]|>c

Beispiel: Die Tschebyscheffsche Ungleichung ist scharf

Sei k € N beliebig.

Die ZV X mit Werten in {—k,0,+k} sei gegeben durch P{X = £k} = 575

Aus E[X] = 0 und Var(X) = k*P{x = —k} + k’P{X = +k} = 1 folgt fiir jedes c € (0, k].

P{|IX — E[X]| > ¢} = P{X = k} + P{X = —k} = ki _ _Vazgm

Die Wahl ¢ = k zeigt, daB die Tschebyscheffsche Ungleichung scharf ist.

1
< 2 Var(X) .

Die Wahl ¢ = 2k dagegen zeigt, daB es Situationen gibt, in denen die Tschebyscheffsche Ungleichung
nicht gut ist:
1 Var(X)

P{IX —BLX]| 2 20} = B{X| > R} = 0< (55 =~




Beispiel:
Wie oft missen wir mit einem fairen Wiirfel wiirfeln, bis mit Ws. > 1 — 0,05 die relative Haufigkeit
einer Sechs um nicht mehr als 1/100 von 1/6 abweicht?

Ansatz

e N-mal Wirfeln, Q = {1,...,6}" mit Gleichverteilung
e X;(w) = 16y (w;) unabhéngig und identisch verteilt (u.i.v.) mit P{X; =1} =1/6
e Sy =N, X, ist die Anzahl der geworfenen Sechsen

o Relative Haufigkeit der Sechs ist %SN

Gesucht
Das kleinste NV derart, daB

1 1 1 5
P{‘NSN—G‘ >100}§100

Lésung

Seienp=1/6,¢q=1—p=5/6.

Sy ist binomialverteilt mit Paremtern N und p.

Die Tschebyscheffsche Ungleichung mit E[%SN] = %Np =p=1/6, Var(%SN) = #Npq =
zeigt

Z|~
=
[eN [}

1 1 1 Var(Sy/N)  (100)? 5
Pl =Sy —=|>—1 < = —
{’N N 6’ 100} = (1/100)2 N 36

Wir wahlen also N so groB , da3

(100)% 5 .5
N 36 — 100
Jedes N > (100)3/36 = 27777,7... garantiert, daB mit Ws. < 0,05 bei N-maligem Wiirfeln die
relative Haufigkeit einer Sechs um nicht mehr als 1/100 von 1/6 abweicht. Wenn wir N = 27778
wahlen, sind wir auf der sicheren Seite. Da wir abgeschatzt haben, ist dieses N moglicherweise nicht
das minimale.

Satz (Markoffsche Ungleichung)
Fiir eine ZV X mit E[|X|¥] < oo fiir ein k € N existiert der Erwartungswert, und es gilt

E[X — E[X]}"]

P{|X —E[X]| > ¢} < 5 Ve 0

Bemerkung
Fir k = 2 ist die Markoffsche Ungleichung gerade die Tschebyscheffsche Ungleichung.



9.2 Schwaches Gesetz der groBen Zahlen

Satz (Schwaches Gesetz der groBen Zahlen)
Gegeben seien ZV Xy, X9, X3, ... auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, p), deren Verteilung nicht
identisch sein muB. Wir setzen voraus:

e Alle Erwartungswerte E[X;] existieren, und es gilt E[X;] = E[X] fur alle
e Var(X;) = Var(X) < oo fir alle ¢

e Die ZV sind paarweise unkorreliert, d.h. E[(X; — E[X;])(X; —E[X,])] = 0 fir alle 4, j mit i # j

Es sei S, = >.iv; X;. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:

lim P{|1S, ~ E[X\]| = €} =0

Beweis
Direkte Folgerung aus der Tschebyscheffschen Ungleichung

Bemerkung
Paarweise Unabhangigkeit impliziert paarweise Unkorreliertheit.

Bemerkung
E[1S,] = E[X{]

n

Beispiel:

Ist S,, die Anzahl der Erfolge in einem n-mal unabhangig wiederholten Bernoulli-Experiment, so zeigt
das Schwache Gesetz der groBen Zahlen, daB die relative Haufigkeit der Erfolge gegen die Erfolgswahr-
scheinlichkeit konvergiert (in dem Sinne, daB die Wahrscheinlichkeit, daB die relative Haufigkeit um
mindestens ¢ von der Erfolgswahrscheinlichkeit abweicht, gegen Null konvergiert).



9.3 Lokaler zentraler Grenzwertsatz

O<p<l, qg:=1-p
Abkiirzende Schreibweise: x,(cn) = (k —np)//mpq fir k=0,...,n

Erinnerung
Fiir eine binomialverteilte ZV S,, mit Parametern n und p ist np der Erwartungswert und npq die

Varianz. Wir schreiben
n _
b(k;n,p) = <k>pkq" F

Satz (Lokaler zentraler Grenzwertsatz)
Sei A > 0 eine beliebige Konstante. Dann gilt

1 (n)y2
(%) b(k;n,p) \/We k gleichmaBig fiir alle k& mit [z, /| < A
Dabei bedeutet ~: f(n)
n
f(n)~gn) < lim —= =1
(1) ~ gln) = Jim 00

Die Aussage (*) kann also geschrieben als

li_>m sup ; Ny -1/ =0.
n—=00 . (n) 1 (=) 2
kelay <Al e €7k

Beweis

Ausschreiben des Binomialkoeffizienten

e Approximieren der Fakultdten mit Hilfe der Stirlingschen Formel (s.h.)

Sortieren der Terme

Sorgféltiges Berechnen des Limes n — oo

Beispiel: 1200-mal Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, genau k Sechsen zu werfen? (k = 200, k = 250)

k b(k;1200,1/6) | Approximation geméfl lokalem zentralem Grenzwertsatz
200 | 0,030888. .. 0,030901. ..
250 | 0,0000244... | 0,0000170...

Sind das wirklich die Wahrscheinlichkeiten, die uns typischerweise interessieren?

Neue Fragen

e Wie groB ist die Ws., zwischen 150 und 250 Sechsen zu werfen?

o Wie groB ist die Ws., mindestens 250 Sechsen zu werfen?



9.4 Satz von de Moivre—Laplace (Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes)

Satz (Satz von de Moivre-Laplace)
Es sei S, die Anzahl der Erfolge in einem n-fach unabhéngig wiederholten Bernoulli-Experiment mit
Erfolgsws. p € (0,1). Dann gilt fiir jede Wahl von Konstanten a,b mit —oco < a < b < 0o

. Sp —np 1 b o
hmIP’a<7<b = —F e””/Qd:E
n—o0 { /npq - } Vo Ja

Dabei verstehen wir die rechte Seite als Riemann-Integral ffcp(w) dz mit

! e "2

Wir nennen ¢ die Dichte der Standardnormalverteilung. Die Stammfunktion

= /yoo o(z) dz

heiBt auch Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. (Dazu mehr in der 11. Vorlesung.)

Der Graph von ¢ ist die beriihmte GauBsche Glockenkurve, ® ist die Flache unter der Kurve ¢.

Beweis
Zunachst Approximieren der Summanden b(k;n,p) durch den lokalen zentralen Grenzwertsatz. Dann
approximieren der Summe mit Hilfe eines Riemann-Integrals.

Rechenregeln

o /_Z(p(:c) der =1

0 firy—
) o ury —00

1 firy — 400

e $(0) =

—z

o(x dx—l—/:oga(x)dx—l— o(x) de =1—®(—=2)

0]
9= [

o0



Beispiel
Eine Fabrik stellt Chips her mit einer AusschuBrate von 10%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind unter
400 produzierten Chips mehr als 50 defekt?

Wir betrachten jeden defekten Chip unter den 400 Chips als “Erfolg” und modellieren das Experiment
als 400-mal unabhiangig wiederholtes Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit 1/10. Dabei
soll die Anzahl der Erfolge S,, gerade die Anzahl defekter Chips sein.

e O ={0,1}" mit n = 400

e X;(w) =wj;, X; =1 bedeute einen “Erfolg” im i-ten Experiment, d.h., der i-te Chip ist defekt

e Annahme: Die ZufallsgréBen X; sind u.i.v. mit P{X; =1} =p =1/10
(Wie realistisch ist diese Annahme?)

e Unter dieser Annahme ist .S, binomialverteilt mit Parametern n und p.

e ES,, = np =40 und Var(S,) =npg =62 mit g=1—p=9/10

Gesucht ist P{S,, > 50}.

P{S, > 50} = P{50 < S,, <400}
50—40 S, — 400 — 40
_ P{ < o np < }
6 \/Pq 6

(Standardisieren)

~ ®(60) — (5/3) (Satz von de Moivre-Laplace)
~1—®(1,67)

~1-0,9525 (Tabelle)

~ 0,05

Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind zwischen 35 und 45 Chips defekt?

P{34 < S, < 45} = P{—l < S”n\/_TZp < %} ~ ®(5/6) — D(—1) = B(5/6) — (1 — d(+1)) ~ 0,64



Ergdanzung: Stirlingsche Formel

Fir groBe n gilt

n! ~
n | n Approximation
1 |1 0.922
2 |2 1.919
3 |6 5.836
4 |24 23.506
5 1120 118.019
6 | 720 710.078
7 | 5040 4980.4
8 | 40320 39902.4
9 | 362880 359537
10 | 3628800 3.5987 - 10°
11 | 39916800 3.96156 - 107
12 | 479001600 4.75687 - 108




Erganzung: Lokaler

zentraler Grenzwertsatz und Satz von de Moivre—Laplace

n =10, p=1/10
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n =500, p =1/10
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Tabelle der Kumulativen Normalverteilung ®(z) =P [Z < 2], Z ~ N(0,1

Bsp.: P[Z < 1.96] = 0.975
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