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14. Markoffketten: Irreduzibilitat, Periode und Gleichgewichtsverteilung

14.1 Fragen

Satz: Existenz einer Gleichgewichtsverteilung
Ist S endlich, so existiert mindestens eine Gleichgewichtsverteilung .

Fragen

e Wann ist 7 eindeutig?

Vgl. P = <(1) (1)> fir Nichteindeutigkeit:

Es gilt (11,12) <(1) (1)> = (v1,v2) fur jede Startverteilung v.

o Gilt P(X; =x) — m(z) fir t — oo und alle z € S?

Beobachtungen

e Bezug n-stufiger Ubergangsmatrizen zu Matrixprodukten: P" = (p(® (2, Y))z,yes
e Gilt fiir die Startverteilung v/(zg) = 1 fiir ein 29 € S, so gilt P(X,, = z) = p(™ (z0, z).

e Firr beliebige Startverteilungen v gilt P(X,, = 2) =3 cg v(y)p™ (y, x), das heiBt, P(X,, = z)
ist das zu x gehorende Element von vP™.
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m = (1/2,1/2) ist Gleichgewichtsverteilung, denn 7P = (1/2,1/2) (1) é) =(1/2,1/2) =7
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Fir jede Startverteilung v = (v1, 1) gilt

2)) = VP = (v1,v2) fiir n gegrade
(vo,v1) fir n ungegrade

Folglich konvergiert P(X,, = z) fir n — oo nicht, es sei denn v = 7.



14.2 Irreduzibilitat
Definition: Erreichbarkeit
Seien z,y € S. y heiBt erreichbar von z, wenn ein n € N existiert mit p(")(:v,y) > 0.

Schreibweise: x ~ y

Beobachtungen
° p(o)(x,x) =1 impliziert x ~ x
e Gelten z ~» y und y ~ z, so gilt  ~ z, denn

P (g, 2) = Zp(n)(x’ w)p™ (u, z) > p™ (z,y)p"™ (y, z) > 0
u€eS

e z ~ y gilt genau dann, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

— pO(z,y) =1 (nur moglich fiir z = y)
- p(l)(x7y) >0
— Es existieren n € N und x1,...,x, € S mit

p(.’E,.’El) > Oa p(l‘lva) > 07"'7 p(xnflaxn) > 07 p(xnay) >0

Definition: irreduzible Markoffkette

Eine Markovkette heiBt irreduzibel, wenn x ~» y gilt fur alle z,y € S.

Beispiele

o P = (é ?) beschreibt nicht irreduzible Markoffkette

o P = (? (1)) beschreibt eine irreduzible Markoffkette

e Ein weiteres Beispiel einer nicht irreduziblen Markoffkette (2 + 1)
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e Irrfahrt: irreduzibel

e Urnenschema: nicht irreduzibel, da (r, s) ~ (7, 3) nur gilt, wenn 7 > r und § > s



Satz
Seien S endlich und P = (p(x,y))syes eine stochastische Matrix mit p(z,y) > 0 fiir alle z,y € S.
Dann gelten:

e P hat genau eine Gleichgewichtsverteilung .

o lim, oo p™(z,y) =7(y) >0 Vaz,yeS

Bemerkung
Die Voraussetzungen koénnen abgeschwacht werden zu irreduzibel und aperiodisch, siehe unten.

Bemerkung
Ist Xg, X1,... eine Markoffkette mit Start in  und stochastischer Matrix P, so sagt der zweite Teil
des Satzes

P(X, =1y) :p(”)(x,y) —7(y) >0 firn — oo,

das heiBt, egal in welchem Zustand x € S die Markoffkette startet, nach hinreichend langer Zeit ist
die Verteilung von X, nahe bei 7.

Beispiele, die die Voraussetzungen des Satzes nicht erfiillen

e Irrfahrt, Urnenschema und Warteschlange haben keinen endlichen Zustandsraum
e Fir die Irrfahrt gilt nicht, daB p(z,y) > 0 fur alle z,y € S

e Viele Beispiele mit endlichem S erfiillen ebenfalls nicht p(z,y) > 0 fir alle z,y € S.

Frage: Welche Aussagen gelten trotzdem?



14.3 Verallgemeinerungen

Satz: Eindeutigkeit der Gleichgewichtsverteilung
Ist eine Markoffkette irreduzibel und existiert eine Gleichgewichtsverteilung 7, so ist die Gleichgewichts-
verteilung eindeutig bestimmt.

Definition
Sei P eine stochastische Matrix. Fir z € S seien

N, ={neN:pM™(z,z) >0} und d(x) = ggT(N,)

Dabei sei d(z) = oo, falls N, = 0.

Beispiele

o S=1{1,2,3,4}

b23
N, ={1,2,3,...
04 N3 ={2,4,6,...

1

}o= d1)=1
b= d2)=2
}o= d3)=2
Ny =1{2,4,6,...} = d(4)=2

o P= (g é) hat d(z) = 2 fir alle z € S

N, ={4,8,12,...}U{6,12,18,...} U {10,14,16,...}

e S={1,...,6}
D23 Dabei entspricht {4,8,12,...} den “kleinen Runden”
( ) (zB.1-2—-5—6—1);
1 Dos 1 {6,12,18, ...} entspricht den “groBen Runden” (z.B. 1 —
2—253—=24—-5-6—1)
( ) und {10, 14,16, ... } entspricht gemischten Wegen, die kleine

1
1 ( : > 1 und groBe Runden kombinieren.

dlz)=2 VxelS

e Zweidimensionale Irrfahrt: p)(z, ) = 4-1/4-1/4 = 1/4 (Schritt zu einem der Nachbarn und
zuriick). Es gilt p@®*+Y(z,2) = 0 fiir alle n € Ng und alle z € S. Somit ist d(x) = 2 fiir alle
zeSs.

e Urnenschema: d((r,s)) = oo fir alle (r,s) € S.



Beobachtung fiir irreduzible Markoffketten

o Ist S ={z}, soist p(z,z) =1, also 1 € N, und damit d(z) = 1.

e Hat S mehr als ein Element und gilt p!(z,z) = 0, so existiert zu = ein y # x sowie n,m € N
mit p(™(z,) > 0 und p™(y,2) > 0. Daraus folgt p(*+™) (z,z) > p™ (z,y)p™ (y,z) > 0.
Also ist n +m € N,.

e In beiden Fallen gilt 1 < d(x) < 0.

Satz
Ist P irreduzibel, so ist d(x) nicht von x abhangig.

Definition: Periode einer Markoffkette

e Ist P irreduzibel, so heiBt die Zahl d = d(x) die Periode der zugehorigen Markoffkette.

e Ist d =1, so heiBt die Markoffkette aperiodisch.

Satz: Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung
Sei die stochastische Matrix P = (p(x,y))zyecs irreduzibel und aperiodisch. Existiert eine Gleich-
gewichtsverteilung 7, so gilt fir alle z,y € S

lim p™ (2,y) = 7 (y) .
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