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1. Modellieren zufalliger Ereignisse

Zufallszahlen

e Was ist eine Zufallszahl?

e Experiment vs. Pseudozufallszahl

Ranpom NUMBER
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int getRandomNumber ()

return Y. // chosen by fair dice roll.
// Quaranteed to be random.
}
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PERMANENT LINK TO THIS COMIC: HTTP://XKCD.com/221/
IMaGe URL (FOR HOTLINKING/EMBEDDING): HTTP://IMGS.XKCD.COM/COMICS/RANDOM_NUMBER.PNG

Motivation: k-maliges Werfen einer fairen Miinze

(a) Fir k = 15: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit (Ws.), mindestens (k — 1)-mal das gleiche
Ergebnis (d.h. (k — 1)-mal Kopf oder (k — 1)-mal Zahl) zu erzielen?

(b) Fur die fleiBigen Miinzwerfer: Wie groB ist die Ws., in n = 1000 Versuchen, bei denen die Miinze
je 15-mal geworfen wird, mindestens einmal das Ereignis aus (a) zu beobachten?



Begriffe (Bsp.: 1x Wiirfeln)

e Elementarereignis w: ein moglicher Ausgang eines Zufallsexperiments

e FEreignisraum Q # (): Menge aller Elementarereignisse w
Vorlaufige Annahme: (2 sei eine endliche Menge

e Ereignis A: eine beliebige Teilmenge A von €2, d.h. A C Q
Bemerkung: A = und A =  sind zulassig
Sprechweise: “A tritt ein” . w e A

e Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses w € Q: p(w) € [0, 1]
Forderung: > cqp(w) =1 (Normierung)
(Bsp.: nichtfaire Miinze, nichtfairer Wiirfel)

o Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C Q: P(A) =, c4p(w) € [0,1]
Konvention: Im Fall A = () setzen wir P(()) =0

e Wahrscheinlichkeitsraum (2, p)

Beobachtung
p ist eine Abbildung und ordnet jedem Elementarereignis eine Zahl zwischen 0 und 1 zu: p : Q — [0, 1]

mit >, cop(w) =1
Wichtig: P(0) =0 und P(Q2) =1

Beispiel: 1x Wiirfeln

Q=1{1,2,3,4,5,6}

A =1{2,4,6} C Q (Werfen einer geraden Augenzahl)
p(w) = 1/6 firr alle w €

P(A) = p(2) + p(4) + p(6) = 1/2

Fragen: Im allgemeinen, wie wahlen wir Q7 Wie wahlen wir p?

Beispiele

e 1x Wiirfeln, ungeschicktes Modellieren:
02 =1{1,2,3,4,5,6,7} und p(w) = 1/6 fir alle w € {1,2,3,4,5,6} sowie p(7) =0

e 1x Wiirfeln, nicht fairer Wiirfel:
Q = {1,2,3,4,5,6} und p(k) = py fir alle & € {1,2,3,4,5,6} mit beliebiger Wahl von
P1,---,De, sofern pp >0 furallekund pr +---+pg=1

o 2x Wiirfeln, gerade Augensumme gewiirfelt: Verschiedene Wahlen von 2

— 0 ={1,...,6}°
w = (i,7) € Q1 bedeute, daB wir im ersten Wurf i und im zweiten Wurf j geworfen haben
p1((i,7)) = 1/36 fiir alle (i,5) € Q4
Ay ={(i,5) € Q1 : i+ j gerade}  (wichtig: Ay C Q1)
Pi(A)=1/2



- Qo = {{1,1},{1,2},...,{1,6},{2,2},{2,3},...,{2,6},...,{3,3},...,{3,6},...,{6,6}}
w = {i,7} € Q9 bedeute, daB wir in den beiden Wiirfen zusammen i und j geworfen haben
po({i,7}) = 1/36 fur i = j, aber po({i,7}) = 2/36 fir i # j
Ay ={{i,j} € Qa2 : i+ j gerade} C s
Py(As) =7 (muB wieder 1/2 sein)

- Q3 ={2,...,12}

w =k € Q3 bedeute, daB die Augensumme gleich k ist

Tabelle fiir die Werte p3(k), k = 2,...,12, aufstellen

Az = {2,4, 6,8, 10, 12} C Q3

P3(A3z) = p3(2) + p3(4) + p3(6) + p3(8) + p3(10) + p3(12) (muB wieder 1/2 sein)

e Wie groB ist die Ws., daB eine Familie mit zwei Kindern mindestens einen Sohn hat?
Verschiedene Wahlen von §2, Bestimmen der p(w):

-0 = {(M7M)7(Ma J)?(JvM)v (‘]7 J)}
w = (z,y) € Q; bedeute, daB das 1. Kind das Geschlecht x hat und das 2. Kind das
Geschlecht y
p1(w) = 1/4 fir alle w € Q (idealisierend)
A= {(Ma J)’(JaM)a(Ja '])}
P(A))=3/4

— Nicht idealisierend: Erhebe statistische Daten fiir p;

— Qo = {{M,M},{M,J},{J,J}}; beachte {M,J} = {J, M} als zweielementige Mengen
Weiterhin idealisierend: pa(w) = 1/3 777 Korrekte Werte mittels 2; und p; bestimmen

e Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB eine ReiBzwecke “auf dem Riicken” landet? Heuristisch
bestimmen. Warum funktioniert das?

Definition: Gleichverteilung
Wir sprechen von Gleichverteilung, wenn alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich sind, d.h., wenn
eine Konstante pg € [0, 1] existiert mit p(w) =py Yw € Q

Beachte: Nur fiir endliche 2 méglich! Berechne po: 1 =3, cqp(w) = || po, also pg = 1/ (9]
Bemerkung: Sinnvoll, falls Symmetrien vorhanden sind.

Folgerungen: Bei Gleichverteilung gelten

(a) p(w):’é‘ VweQ
_ Al
(b) P(A) = g VA

Beweis

(a) Folgt direkt aus der Berechnung von py.

(b) Aus (a) folgt sofort P(A) = Z plw) = Z |51)‘ = é; .
weA weA



