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2. Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Definition: (2, p) heiBt Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum)
Erinnerung: Ereignisse sind Teilmengen des Ereignisraums €2

Mengen und Mengenoperationen: Seien A, B, A1, Ay, - C Q

e Komplement von A: A ={w e N:w¢ A}

e Schnitt von A und B: ANB ={weQ:we Aundw € B}

Vereinigung von A und B: AUB = {w € Q: w € A oder w € B}

Aohne B: A\B={weQ:weAundw ¢ B} =ANB°

A und B disjunkt: ANB =10

Ay, Ay, As, ... paarweise disjunkt: A;NA; =0 Yi,jmiti#j

Ay, Ag, As, ... disjunkt: ﬂz A = 0

Beispiel: Wiirfeln, A = {1,3,5}, B={1,2,3} und C = {2,4,5}

Sind die drei Ereignisse disjunkt? Welche sind paarweise disjunkt?
ANB={1,3}#0, AnNC={5}#0, BNC ={2}#0, aber ANBNC = .
D.h., A,B, C sind disjunkt, aber nicht paarweise disjunkt.

Beispiel
Die Mengen A; = {j € N: j > i} C N sind disjunkt, aber nicht paarweise disjunkt



Rechenregeln fiir Mengen / Ereignisse: Seien A, B,C' C Q

e Transitivitat: Gelten A C B und B C C, so folgt A C C

Kommutativgesetzz AUB = BU A sowie ANB=BNA
Assoziativgesetz: (AUB)UC = AU (BUC) sowie (ANB)NC =AN(BNCO)

Distributivgesetz:
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) sowie AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)

de Morgansche Regeln: (AU B)¢ = A° N B¢ sowie (AN B)¢ = A°U B¢

Beweis: elementweise, vgl. Bilder
Exemplarisch fiir die erste Variante des Distributivgesetzes:

"C": Seiw € AN(BUC). Dann ist w € A. Ausserdem gilt w € B oder w € C. Ist w € B, so folgt
weANBC (ANB)U(ANC). Analog impliziert w € C, daBw € ANecC (ANB)U(ANCQC)

gilt.
"D" Seiw e (ANB)U(ANC). Dannistw € ANB oderw € ANC. Ist w € AN B, so folgt weiter,

daBw € Aund w € B C BUC gelten, alsow € AN(BUC). Ist w € AN C, so folgt analog
weAN(BUO).

Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeiten: Seien A, B, A1, As,--- C

(a) Fir paarweise disjunkte Ay, Ao, ... gilt: P(U; 4:) = >, P(4;)
Beweis: Definition der Ws. eines Ereignisses, dann Umschreiben der Summe

(b) P(A) = 1— P(4)
Beweis: Mit Q = A U A€ zurickfihren auf (a)

(c AcB = P(A) <P(B)
Beweis: B disjunkt zerlegen, (a) anwenden

(d) Ac B = P(B)=P(A)+ P(B\ A)
Beweis: wie fir (c)

(e) P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)
Beweis: Disjunktes Zerlegen von A U B und erneutes Zusammensetzen zeigt
P(AUB)+ P(ANB)=P(ANB®) + P(BN A®) +2P(AN B) = P(A) + P(B)

Ein- und AusschluBprinzip: Seien A, B,C' C Q
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-—P(ANB)—-P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Allgemeiner Fall: Seien A1, As,..., A, CQ
P(UAO:ZP(AJ—ZP(AlﬂAJ)—F Z P(AiﬂAjﬂAk)
i=1 i i<j i<j<k

— L (=D)TIP(AIN L N AY)

Beweis: Vollstandige Induktion



Beispiel: n-mal Wiirfeln
Wie groB ist die Ws., mindestens eine Sechs zu werfen?

e 0=1{1,2,3,4,5,6}" = {(w1,...,wpn): wx € {1,...,6} fur k=1,...,n}
(alle n-Tupel mit Eintragen aus {1,2,3,4,5,6})
e Fiir p wahle die Gleichverteilung auf 2, d.h. p(w) =1/|Q| =1/6" Vw e Q

o A={w=(wi,...,wp) € Q: Ik e{l,...,n} mitw, =6}
(A ist das Ereignis, mindestens eine Sechs zu wiirfeln)

o A= UznzlAi mit A; = {(wl,...,wn) €0 w; = 6}
(4; ist das Ereignis, eine Sechs im i-ten Wurf zu wiirfeln)
Beachte: Die Ereignisse A; sind nicht paarweise disjunkt!

Wir wollen das Ein- und AusschluBprinzip verwenden:

P(A;) =|Ail /| = 6"71/6" = 1/6

P(A;NAj) = |A; N A;|/|1Q] = 6"72/6™ = 1/62 fir i < j

P(A;NA;NAL) = AN AN AL/|Q = 6773/6™ =1/63 firi < j <k

Allgemein:
P(Ay M- MA) = A, NN A /|9 = 677F /67 = 1/6F fiir iy < ig < -+ < iy,

Mit dem Ein- und AusschluBprinzip:

P(A) = Xn:(_l)k—l Z P(A;,N---NA;) = zn:(_l)k:—l <Z>61k
k=1 k=1

1< < <ip<n

Der Ausdruck kann weiter vereinfacht werden mit Hilfe der binomischen Formel:

P(A) = — zn: (Z)(l)’“gk + (g)ﬁlo =1- Zn: (Z) (f%)kw—k =1-(1- é)n =1—(

k=0 k=0

Beispiel: n-mal Wiirfeln (mit einfacherem Lésungsweg)
A = {(w1y...ywpn) € Qrw; € {1,...,5} firi=1,...,n} impliziert sofort

_ oy _q AT By
PA) =1- P9 =1 o =1-(g)



Beispiel: De Méres Paradoxon
Woas ist wahrscheinlicher zu erzielen?

(1) Mindestens eine Sechs bei viermaligem Wiirfeln eines fairen Wiirfels

oder

(2) mindestens ein Paar von Sechsen bei 24-maligem Wiirfeln von jeweils zwei fairen Wiirfeln?
Losungsweg:

(1) Q1 ={1,...,6}* mit Gleichverteilung P,
A = ({1,...,5})° (Komplement von “keine Sechs")
P(A;) =1—P(AS) =1— |AS| /|| =1—(3)* =0,5177...

(2) Q9 = ({1,...,6}%)%* mit Gleichverteilung P»
A = (({1,...,6}2\ {(6,6)})%*)¢ (Komplement von “keine Doppel-Sechs")
P(Az) =1— P(AS) =1 — |A5| /| =1 - (32)** = 0,4914.. ..

Knobelaufgabe
Eine Entscheidung soll durch Miinzwurf gefallt werden. Wir wissen nicht, ob die einzige zur Verfligung

stehende Miinze fair ist bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit sie Kopf zeigt.
Wie kénnen wir trotzdem eine faire Entscheidung treffen?
Die Aufgabe kann mit dem derzeitigen Kenntnisstand noch nicht vollstindig bearbeitet werden. Was

fehlt noch?



