Universitat Bielefeld

Fakultat fir Mathematik
Prof. Dr. Barbara Gentz

SS 2017

Vertiefung NWI: 6. Vorlesung zur Wahrscheinlichkeitstheorie

Mittwoch, 24.05.2017

6. ZufallsgroBen und ihre Verteilungen

6.1 Die Verteilung einer ZufallsgroBe
) Ereignisraum, p(w) Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses w €

Beispiel: Dreimaliges Werfen einer fairen Miinze
e O =1{0,1}3 statt {Z, K}* mit Gleichverteilung
e Anzahl Kopf, die der Spieler erzielt?

e X: Q= F w— X(w):=w +ws +wsz, mtE:={0,1,2,3} oder E =N
(oder jeder anderen Menge E D {0,1,2,3})

e X() ={X(w):weQ}={0,1,2,3} CE

o Px(k):=P({X =k}) fur k € {0,1,2,3} definiert Ws. auf {0,1,2,3} bzw. auf E:

Px(0) =1/8, Px(1) =3/8, Px(2) =3/8, Px(3) =1/8, Px(k) =0 fir alle anderen k

Definition

e Eine Abbildung X : 2 — E heiBt E-wertige ZufallsgréBe (ZG) oder Zufallsvariable ZV (ZV).

Dabei ist E # () eine beliebige Menge.
o X(02):={X(w): we Q} heiBt Zielbereich der ZufallsgroBe X; X () C E.
o Px(z):=PHw e Q: X(w) ==x}) fir z € X(2) definiert eine Ws. auf X ().

Alternativ kdnnen wir Px(x) firr alle z € E definieren mit Px (z) = 0 fir z ¢ X (Q).

e Py heiBt Verteilung von X.

e Ist £ C R, so heiBt die Abbildung Fy : R — [0,1] mit Fx(x) := P({X < z}) = Px((—o00,z])

die Verteilungsfunktion von X.

Beweis, daB Px eine Ws. ist:

Y Px(z)= Y PHwe: X(w)=1})=P{we: X(w) e X(N})=PQ) =1

z€X(Q) z€X(Q)



Verteilungsfunktion fiir Anzahl Kopf bei dreimaligem Werfen einer fairen Miinze

X = Fx(x)
1+ °
7/8+ —o
4/8+ —o
1/8¢——o
~1 1 2 3 4 reR
Bemerkung

Ist die Verteilungsfunktion Fx einer diskreten ZufallsgroBe X gegeben, so lassen sich die Ws. P(X = x)
ablesen:

o P(X = z) ist die Hohe Fx(x) — limy », Fix(y) des Sprungs der Verteilungsfunktion an der
Stelle x, sofern ein Sprung vorliegt;

e P(X =x) =0 sonst.

Somit gilt iiberall P(X = x) = Fx(x) — limy », Fx(y).



6.2 Bekannte Verteilungen / benannte Verteilungen

Binomialverteilung

n-mal unabhangig wiederholtes Bernoulli-Experiment mit Erfolgsws. p € [0, 1]

Q = {0,1}" mit p(w) = paiz1¥i(1 — p)"~2oizr i

Fiir jedes n-Tupel w mit genau k Einsen gelten >." ; w; = k und p(w) = pk(1 — p)=F

S(w) := >, w; ist die Anzahl der Erfolge, S ist eine {0,...,n}-wertige ZV
S(Q) =40,...,n}
Ps(k) = P({w € Q: S(w) = k}) = ()p*(1 — p)"F = b(k;n, p) fir k € {0,...,n}

Eine ZV S mit dieser Verteilung heiBt binomialverteilt mit Parametern n und p

Abzahlbare Ereignisraume
Wir lassen ab sofort zu, daB €2 abzdhlbar unendlich ist. Alle Rechenregeln gelten weiterhin.

Beispiel: Wiirfeln bis zur ersten Sechs

e O=N={1,2,3,...}
o k € Q) bedeutet, daB wir k-mal wiirfeln muBten bis zur ersten Sechs

e p(k) = (3)*=11 (bei unabhingig wiederholten Wiirfen)

Geometrische Verteilung: Warten auf den ersten Erfolg
e Unabhangige Wiederholungen eines Bernoulli-Experiments mit Erfolgsws. p € (0,1] bis zum
ersten Erfolg
e =N ={1,2,3,...} und p(k) = (1 — p)*1p fiir alle k € N
e Zur Kontrolle: (mit ¢ =1 — p)
PQ) =2 .¢"p=p>0¢ =p/(1 —q) =1 (geometrische Reihe!)

Wir haben gerade gezeigt, daB der erste Erfolg mit Ws. 1 nach einer endlichen, wenn auch
zufélligen, Zeit eintritt.

e Eine ZV X mit Px (k) = (1 —p)*!p fiir alle k € N heiBt geometrisch verteilt mit Erfolgsws. p.
e Verteilungsfunktion: Fx(k) =1 — (1 — p)* fiir k € N. Werte Fx(z) fir z ¢ N?

o0
e Beweis: Fyx(k)=1-P(X >k)=1-2, ¢ 1p=1- quql_lp =1—¢F

=1
———
—P(Q)=1



Poisson-Verteilung

Q=Ny={0,1,2,3,...}

A > 0 Parameter

e p(k) = )‘k—};e_’\ fir alle K € Ny

Zur Kontrolle: P(Q2) = >"72, ),‘T},c e rM=e 3T, )‘k—]: =ete ™ =1 (e-Reihe!)

Eine ZV X mit Px (k) = )]‘C—}T e~ fiir alle k € N heiBt Poisson-verteilt mit Parameter .



6.3 Die gemeinsame Verteilung von ZufallsgroBen

Notation: Indikatorfunktion
Fiir eine Menge A C ) definieren wir eine Abbildung 14 : Q — {0, 1} durch

1 fi A
1A(w): { ur w €

0 sonst

Beispiel: 3-mal Wiirfeln mit einem fairen Wiirfel

e Spieler A verbucht einen “Gewinn” fiir jede Eins, Spieler B fiir jede Sechs
e O =1{1,...,6}3 mit Gleichverteilung
o X =2, {13 (w;) zahlt die Anzahl Einsen in drei Wiirfen

Yy =%, L46) (w;) z&hlt die Anzahl Sechsen in drei Wiirfen
Die ZufallsgroBen X und Y haben jeweils Zielbereich {0, 1,2, 3}.

e 7 = (X,Y) ist eine neue, {0,1,2,3}%-wertige ZufallsgroBe.
Der Zielbereich von Z ist
Z(Q) ={Z(w):we Q) ={(X(w),Yw)): weQ}={(z,y) € {0,1,2,3}*: z 4+ y < 3}.
Die Verteilung Py von Z ist gegeben durch

Pz((k,1)) =P{weN: Z(w) = (k,1)}) = P{w e Q: X(w) =k, Y (w) =1})

I=0 | (57 |35(5)?° 3% | &)° | &)
I=1 | 35(5) | 3155 | 3(5)° | O | 35(3)°
=2 3% ] 3 | 0 | o 353
1=3 || (3)° 0 0 0 (3)?
Px(k) || (3)° | 35(8)° | 3(5)*3 | (5)° 1

e Zeilensummen? Spaltensummen? Summe iiber alle Felder?



Definition
Seien X1,..., Xy ZufallsgréBen, dabei sei X; E;-wertig furi=1,...,d.

e Die gemeinsame Verteilung der ZufallsgroBen X, ..., Xy ist die Verteilung der (E} X - - - X Eg)-
wertigen ZufallsgroBe X = (X1, ..., Xq):
P(Xl,..‘,Xd)(xla e ,xd) = P(X1 =21,...,Xg = :L'd) firx; € E;, i € {1, R ,d}

e Die Verteilung von Xj, i € {1,...,d}, heiBt i-te Randverteilung oder i-te Marginalverteilung:

PXi(x) = P(Xi =)
=P(Xi€FE,....Xs1 €81, X =2, X541 € Bjp1,...,Xq € Ey)

r1€EF zi1€E; 1 xi11€E 1 rq€Eg

P(X1 = xl,...,Xi_l = a:i_l,Xi = HZ,XZ'_H = Z‘i+1,...,Xd = a:d)

= Z Z Z Z PX(‘Tla”'7xi—17$7xi+17"‘7$d)

r1€F ri_1€EE; 1 $i+1€Ei+1 rg€Fk

Beispiel: zweimaliges Werfen einer fairen Miinze

e Der Spieler wirft zweimal: QM = { K 712 mit Gleichverteilung
X1, X5 seien das Ergebnis des ersten bzw. zweiten Wurfs
Gemeinsame Verteilung: Py, x,)(z1,2z2) = 1/4 fiir jede Wahl von (z1,z5) € QM
Randverteilungen: Px,({K}) =1/2 = Px,({Z}) und Px,({K}) =1/2 = Px,({Z})

e Der faule Spieler wirft nur einmal: Qgeschummelt — £ 1) (7 7)} mit Gleichverteilung
Wieder seien Y7, Y5 das Ergebnis des ersten bzw. zweiten Wurfs
Randverteilungen: Py, {K}) =1/2 = Py,({Z}) und P,({K}) =1/2 = Py,({Z})
Gemeinsame Verteilung: Py, v, ({ (K, K)}) = 1/2 = Py, v;)({(Z, 2)}),

Py ({0, 2)1) = 0 = Py, vy ({2, K1)

Bei gleichen Randverteilungen muB die gemeinsame Verteilung noch lange nicht gleich sein!

Schreibe X = (X1, Xs), © = (z1,22) und analog Y = (Y1, Y2), y = (y1,¥2):

Px(x) H x9=K ‘ x9 =27 H Px, (z1) Py (y) H yo = K ‘ Yy =2 H Py, (y1)
T =K i i 3 y1 =K i 0 :
=2 i i 3 n==2 0 3 3
Px, (22) 3 3 1 Py, (y2) 3 3 1




