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Ubungsaufgabe 2.1 (Beschrinkte Konvergenz)
Sei (2, F,u) ein (o-endlicher) Mafraum mit £, T Q und p(E,) < oo Vn > 1. Seien
ausserdem f, : Q — R integrierbar, d.h. [ |f,|du < oo und f, 2790 fim Mak g, dLh.

Firallee >0: p({|f - ful >€}) — 0 mit n — occ.
Sei f:Q — R zudem integrierbar.

a) Sei f >0 und a Ab:= min(a,b); zeigen Sie:

/EannduT/fdu-

b) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Satz iiber beschriinkte Konvergenz!

Falls eine Menge F C  existiert mit u(F) < oo und ein M € N existiert mit
|ful < M, |f| <M und f,, = 0 auf E€ fiir alle n > 1, dann gilt:

nlggo/fn du—/nlggofn du—/f dp.

Anleitung: Betrachten Sie die Differenz | [ fdu— [ fndul|, nutzen Sie, dass | [ fdu| <
[|fldp. Schrinken Sie das Integral separat auf G, := {|fn — f| < €} und G%, ein.
Der Rest ist eine einfache Anwendung der Voraussetzungen.

Man bemerke, dass dieser Satz nur ein Spezialfall des Satzes von Lebesque oder Satz der dominierten
Konvergenz ist



Ubungsaufgabe 2.11 (Lemma von Fatou)
Zeigen Sie den folgenden Satz:

Lemma von Fatou: Sei (2, F, p) ein (o-endlicher) Mafraum und seien f, > 0, n > 1,
messbare Funktionen darauf, dann gilt:

o N
I%Igg.}f/fn du_/hnnilogffn dp.

Anleitung: Fir gn(x) := inf,, >y fm(x) gilt punktweise fn(x) > gn(z) und gn(z) 1 g(x) =
liminf f,,(z). Es reicht zu zeigen, dass iminf, o [ gn dp > [ gdp.

Ubungsaufgabe 2.II1 (Vitali-Mengen)
Nicht alle Teilmengen A C R sind Borel-messbar, aber es erfordert tatséchlich einigen
Aufwand eine solche nicht-Borel-messbare Menge zu konstruieren.

a) Zeigen Sie, dass durch die unten definierte binére Relation ~ eine Aquivalenzrelation
auf der Menge der reellen Zahlen gegeben ist:

a~bfallsa—be Q.
(Zu zeigen sind: Reflezivitat, Symmetrie, Transitivitit)

b) Zeigen Sie, dass jede dieser durch '~ definierten Klassen mindestens einen Vertreter
in [0, 1] besitzt.

c¢) Seinun Cg ) C [0, 1] so gewiihlt, dass jeweils genau ein Vertreter jeder Klasse enthal-
ten ist (hier braucht man das Auswahlaxiom). Definiere nun

V.= 0[071} + Q N [—1, ].] = {CL + b\a S C[O,lbb S Q N [—]., 1]}
(i) Man zeige, dass [0,1] € V und dass V C [—1,2].

(ii) Angenommen V wére Borel-messbar, dann kénnten wir das Lebesque-Mafk A
von V bestimmen. Betrachte also A(V'). Man zeige zunéchst, dass

V= U {Cloy +q}
quﬁ[—l,l]
und wende dann o-Additivitit an.?

d) Man folgere nun aus den Ergebnissen von c), dass V nicht Borel-messbar ist.?

2Verwenden Sie hier auferdem die Translationsinvarianz des Lebesgue’schen Mafes, d.h.

AMA+c)=XA) VA€ B(R)und c€ R.

3Die Menge V ist eine sogenannte Vitali-Menge.



