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Übungsaufgabe 7.I

a) Seien X und Y unabhängig und P[X + Y = α] = 1 für ein α ∈ R konstant.

Zeigen Sie, dass X und Y konstante Zufallsvariablen sind (d.h. P-fast sicher kon-
stant).

b) Es seien (Xn)n∈N eine Familie reellwertiger Zufallsgröÿen auf einemW'Raum (Ω,F ,P),
Fn := X−1n (B) für alle n ∈ N und

T∞ =
⋂
k∈N

σ

( ∞⋃
n=k

Fn

)
.

Zeigen Sie {
ω ∈ Ω :

∞∑
n=1

Xn(ω) konvergiert

}
∈ T∞.



Übungsaufgabe 7.II

a) Es seien (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω → R
n, Y : Ω → R

m zwei
Zufallsvektoren. Zeigen Sie, dass X und Y genau dann unabhängig sind, wenn

E [exp(i〈s,X〉+ i〈t, Y 〉)] = E [exp(i〈s,X〉)] ·E [exp(i〈t, Y 〉)]

für alle s ∈ Rn und t ∈ Rm gilt.

b) Zeigen Sie, durch ein Beispiel, dass die Umkehrung von Satz 3.13 nicht gilt.

Hinweise:

a) Berechnen Sie die charakteristischen Funktionen von P(X,Y )−1 und PX−1⊗PY −1.

b) Wählen Sie Ω = {0, 1, 2}2 mit der Gleichverteilung P, und konstruieren Sie zu einem
Parameter α ∈ (0, 1/9] ein W'Maÿ Pα derart, dass die beiden Projektionen X und
Y sowie X + Y die gleichen Verteilungen unter P und Pα haben.

Übungsaufgabe 7.III
Es seien (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Ω → R

n, Y : Ω → R
m

zwei gemeinsam normalverteilte Zufallsvektoren, das heiÿt P(X,Y )−1 ist eine n + m-
dimensionale Normalverteilung. Zeigen Sie:

X,Y unabhängig ⇔ cov(X,Y ) = 0.

Hinweise:

'⇒' Verwenden Sie einen geeigneten Satz aus der Vorlesung für die Komponenten der
Kovarianzmatrix.

'⇐' De�nieren Sie Z : Ω → R
n+m durch Z = (X,Y ), betrachten Sie die Gestalt der

Kovarianzmatrix Σ(Z), und verwenden Sie Aufgabe 7.II(a).


