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Hausaufgabe 4.I

a) Zeigen Sie, dass aus der Unabhängigkeit von A und B die Unabhängigkeit der folgen-
den Mengenpaare folgt:

(i) Ac und B,

(ii) A und Bc,

(iii) Ac und Bc.

b) Zeigen Sie, dass die Unabhängigkeit von A und B äquivalent zur Unabhängigkeit der
Indikatorfunktionen 1A(·) und 1B(·) ist.

c) Für alle i ∈ {1, . . . , n} sei Xi eine Zufallsvariable mit Werten in einer abzählbaren
Menge Ei, ausgestattet mit der σ-Algebra Ei = P(Ei). Zeigen Sie, dass die Zu-
fallsvariablen X1, . . . , Xn genau dann unabhängig sind, wenn

P
[
X1 = x1, . . . , Xn = xn

]
=

n∏
i=1

P[Xi = xi], für alle ki ∈ Ei, i ∈ {1, . . . , n}.

d) Seien X1, . . . , Xn reelle Zufallsvariablen. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden zwei
Aussagen:

(i) X1, . . . , Xn sind unabhängig mit einer stetiger Dichte f(X1,...,Xn) : Rn → [0,∞).

(ii) Xi hat eine stetige Dichte fXi : R→ [0,∞) und es gilt:

f(X1,...,Xn)(x1, . . . , xn) =

n∏
i=1

fXi(xi) für alle x1, . . . , xn ∈ R.



Hausaufgabe 4.II
Gegeben seien ein W-Raum (Ω,F ,P) und messbare Räume (Ei, Ei) für i = 1, . . . , n sowie
Zufallsvariablen Xi : Ω → Ei. Zeigen Sie, dass {X1, . . . , Xn} eine unabhängige Familie
von Zufallsvariablen ist genau dann, wenn für alle Ei-B(R)-messbare fi : Ei → R derart,
dass E

[
|fi(Xi)|

]
<∞ für alle i ∈ {1, . . . , n} und E

[∏n
i=1 |fi(Xi)|

]
<∞,

E

[
n∏

i=1

|fi(Xi)|

]
=

n∏
i=1

E [|fi(Xi)|] .

Hausaufgabe 4.III (Radon-Nikodym)

Seien µ, ν und α σ-endliche Maÿe auf (Ω,F) mit ν � µ� α.

a) Zeigen Sie, dass für eine ν-integrierbare Funktion f gilt:∫
fdν =

∫
f
dν

dµ
dµ.

b) Folgern Sie aus Teil a) die Kettenregel für die Radon-Nikodym-Ableitung:

dν

dα
=
dν

dµ

dµ

dα
α-f.ü.

Hausaufgabe 4.IV

a) Seien X1, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,F ,P), die alle exponentialverteilt zum Parameter λ > 0 sind. Bestimmen Sie die
Dichte der Summe X1 + . . .+Xn.

b) Für alle n ∈ N und p ∈ [0, 1] und q = 1− p de�niere

bn,p(k) =

(
n

k

)
pkqn−k, k ∈ {0, . . . , n}.

Dann ist die Binomialverteilung zu n und p über {0, . . . n} de�niert durch

binn,p(A) =
n∑

k=0

bn,p(k)δ{k}(A) für A ∈ P({0, . . . , n}).

(i) SeienX1, . . . , Xn unabhängige Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} undPX−1i

[
{1}
]

=
p ∈ [0, 1]. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariable X1 + . . .+Xn binomialverteilt ist
mit den Parametern n und p.

(ii) Zeigen Sie, dass binn,p ein W'Maÿ auf (Ω,F) ist mit Ω = {0, . . . , n} und F =
P({0, . . . , n}).

(iii) Wir wollen das W'Maÿ binn,p auf Ω̃ = R erweitern. Geben Sie zwei unter-
schiedliche, geeignete σ-Algebren an.

(iv) Seien p, p ∈ [0, 1]. In welchen Fällen gilt binn,p � binn,p?

(v) Berechnen Sie die Radon-Nikodym-Ableitung d binn,p

d binn,p
für jene p, p für die diese

existiert.


