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Bitte legen Sie Ihre Losungen in das Postfach der Leiterin bzw. des Leiters
Ihrer Ubungsgruppe (Jonas Jalowy PF 159, Paul Buterus PF 123, Daniel
Altemeter PF 161 (im Kopierraum V3-128)). Heften Sie die Blitter in der
richtigen Reihenfolge zusammen, und schreiben Sie Ihren Namen als auch den
Namen des Ubungsgruppenleiters deutlich sichtbar und gut leserlich oben auf
das erste Blatt Ihrer Abgabe.

Hausaufgabe 4.1
a) Zeigen Sie, dass aus der Unabhéngigkeit von A und B die Unabhéngigkeit der folgen-
den Mengenpaare folgt:
(i) A° und B,
(ii)) A und B¢,
(iii) A€ und B°.
b) Zeigen Sie, dass die Unabhéngigkeit von A und B dquivalent zur Unabhangigkeit der
Indikatorfunktionen 1 4(-) und 1p(-) ist.

c) Fir alle i € {1,...,n} sei X; eine Zufallsvariable mit Werten in einer abzéhlbaren
Menge F;, ausgestattet mit der o-Algebra & = P(FE;). Zeigen Sie, dass die Zu-
fallsvariablen Xy, ..., X,, genau dann unabhingig sind, wenn

PX1=1,..., Xy =) = [[PIXi ==], fiirallek; € Eie{l,...,n}.

d) Seien X7,..., X, reelle Zufallsvariablen. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden zwei
Aussagen:

(i) X1,...,Xn sind unabhéingig mit einer stetiger Dichte f(x, . x,): R"™ — [0,00).
(ii) X; hat eine stetige Dichte fx, : R — [0,00) und es gilt:



Hausaufgabe 4.11

Gegeben seien ein W-Raum (2, F, P) und messbare Raume (E;, &;) fiir i = 1,. .., n sowie
Zufallsvariablen X; : Q — E;. Zeigen Sie, dass {X1,...,X,} eine unabhéngige Familie
von Zufallsvariablen ist genau dann, wenn fiir alle &-B(R)-messbare f; : F; — R derart,
dass E[|f;(X;)|] < oo fiir alle i € {1,...,n} und B[]/, |f;(Xi)|] < oo,

[ H’fz‘(Xz’ﬂ] =TI®ElrxH).
=1 =1

Hausaufgabe 4.I11 (Radon-Nikodym,)
Seien p, v und «a o-endliche Mafe auf (2, F) mit v < p < a.

a) Zeigen Sie, dass fiir eine v-integrierbare Funktion f gilt:

/fdu:/fZ: dy.

b) Folgern Sie aus Teil a) die Kettenregel fiir die Radon-Nikodym-Ableitung:
w_dvdn
da  dudo o
Hausaufgabe 4.1V

a) Seien Xi,...,X, unabhingige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P), die alle exponentialverteilt zum Parameter A > 0 sind. Bestimmen Sie die
Dichte der Summe X7 + ...+ X,,.

b) Fiir alle n € N und p € [0, 1] und ¢ = 1 — p definiere

n a—
bnp(K) = <k>pkq” F ke {o,...,n}.

Dann ist die Binomialverteilung zu n und p iiber {0,...n} definiert durch
bing, p(A) =Y " bn (k)3 (A) fiir A € P({0,...,n}).
k=0

(i) Seien Xi,..., X, unabhiingige Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1} und PX; ! [{1}] =
p € [0,1]. Zeigen Sie, dass die Zufallsvariable X; + ...+ X,, binomialverteilt ist
mit den Parametern n und p.
(i) Zeigen Sie, dass bin,, , ein W’Maf auf (2, F) ist mit Q = {0,...,n} und F =
P{O0,...,n}).
(iii) Wir wollen das W’Maf bin,, auf Q@ = R erweitern. Geben Sie zwei unter-
schiedliche, geeignete o-Algebren an.

(iv) Seien p,p € [0,1]. In welchen Féllen gilt bin, ;, < bin,, 57

(v) Berechnen Sie die Radon-Nikodym-Ableitung ZEE:; fiir jene p,p fiir die diese
existiert.



