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Hausaufgabe 8.I (Konvergenzgeschwindigkeit im Fall normalverteilter Zufallsvariablen)

Sei (Ω,F ,P) einWahrscheinlichkeitsraum und (Xi)i∈N unabhängig und identisch verteilte
Zufallsvariablen darauf. Sei X1 standard-normalverteilt und Sn =

∑n
i=1Xi, n ∈ N.

Zeigen Sie für a > 0 beliebig, dass

κ(θ) =
θ2

2
, κ′(θ) = θ, θa = a, γ(a) = −a

2

2

für die in der Vorlesung de�nierten Gröÿen κ(·), θa und γ(·).

Hausaufgabe 8.II (Konvergenzgeschwindigkeit im Münzwurf)

Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (Xi)i∈N eine Familie von unabhängig, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen und P[X1 = 1] = P[X1 = −1] = 1/2 und Sn :=

∑n
i=1Xi,

n ∈ N.

a) Zeigen Sie, dass für a ∈ (0, 1):

γ(a) = −(1 + a) log(1 + a) + (1− a) log(1− a)

2
.

b) Wir zeigen eine einfachere Abschätzung als die aus Teil a).

Sei β =
∑∞

n=1
1

(2n)! ≤ 1. Zeigen Sie, dass

ϕ(θ) ≤ exp
(
ϕ(θ)− 1

)
≤ exp

(
βθ2
)
für alle θ ≤ 1,

und dass

P
[
Sn ≥ an

]
≤ exp

(
−na

2

4β

)
für alle a ∈ [0, 1].



Hausaufgabe 8.III

Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xi)i∈N eine Familie von unabhängig,
identisch verteilten und zentrierten Zufallsvariablen mitE

[
exp(θX1)

]
=∞ für alle θ > 0.

Sei Sn :=
∑n

i=1Xi, i ∈ N. Zeigen Sie, dass

lim
n→∞

1

n
log
(
P
[
Sn ≥ na

])
= 0 für alle a > 0.

Hausaufgabe 8.IV

Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xi)i∈N eine Familie von unabhängig,
identisch verteilten und zentrierten Zufallsvariablen darauf. Sei Sn :=

∑n
i=1Xi, i ∈ N.

Zeigen Sie für a > 0 die Äquivalenz der folgenden Aussagen

(i) γ(a) = −∞,

(ii) P[X1 ≥ a] = 0,

(iii) P
[
Sn ≥ na

]
= 0 für alle n ∈ N.


