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2. Das Gesetz der Grof3en Zahlen

2.1 Unabhangigkeit

...von Mengen

...von Mengensystemen

...von Zufallsvariablen

I. Unabhéangigkeit von (messbaren) Mengen

1.1 Definition und erste Beobachtungen

Sei im Folgenden (Q, F, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition i) A, B € F heilen unabhangig o PANB)=1PA) - -PB)
(man schreibt auch A L B)

ii) Ay, ..., Ay, € F heilen unabhdngig : & v c {1,..,n} gilt

P (ﬂ AL-) _ 1_[ P(A))

i€l i€l

ii") Ay, ..., A, € F heiRen paarweise unabhingig : & v i,j €{1,..,n}miti # j gilt:
P(A; N 4;) = P(4;) - P(4))

W Es gilt ii) = ii"), die Umkehrung ist aber i.A. falsch!

(siehe Beispiel 2.1.1, Durrett)




I. Unabhangigkeit von (messbaren) Mengen

1.1 Definition und erste Beobachtungen

Sei im Folgenden (£, F, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition i) A, B € F heilen unabhangig < PANB)=P() - P(B)
(man schreibt auch A L B)

it) Ay, ..., An € F heilen unabhdngig : & v c{1,..,n} gilt

P (ﬂ AL-) _ 1_[ P(A))

i€l i€l

Beobachtung 4 | B = {)A° | B, )AL B¢, iii)A° 1 B¢

(Ubung 2.1.2)

Beweis ) ALl B = P(ANB)=PA) -P(B) =PB)—-P°)-PB)
——

=1 — P(A°) = P(ANB) + P(A° N B)

= P(}xﬁa) = P(}x@) + P(A° N B) — P(A°) - P(B)

Beobachtung 4 | 4 = P(ANnA)=PA)- -PA) = P(A4)€{0,1}

I. Unabhéangigkeit von (messbaren) Mengen

1.2 Existenz / Konstruktion von unabhéngigen Mengen

Wiederholung: ,Produkte”  (siehe Abschnitt 1.7.)

Seien (Qll‘T’ll ]P)l) und (Qz,:Fz, ]P)z) W'Raume.

~

Produktraum Q=01 XQy = {(w, wy)|w; € Qq,w, € Qy}

Produkt - o - Algebra  F = F,QF, = 0({4; X A,|A; € F1,A, € F,})
\ ;

=4
ProdukmaR P:= P, ®P, := eindeutiges MaR auf F, welches auf A gegeben ist durch
(Satz 1.7.1.)
P1®P, (A, X A3) = P1 (A7) - Py(A47)
Konstruktionsbeispiel (Q,F,P) - > (’Q’ fv' IFPV’) = (0% Q, FRF, PQP)
ABEF -~ > {“F:AXQ'}: AnB=AxB,
B :=Q X B,




Konstruktionsbeispiel (QF,P) - > (ﬁ, F, ]135) = (0 X O, FQF, PQP)

A=Ax%Q,

- }=> ANB =AXB,
B = X B,

A BeF - > {
= P(AnB)= P(AxB) =P4)-P(B) = PB(4) P(B)

Spezialfall

(.Q,T, IP) = ([0'1]'B|[0,1]1 Al[O,l])
A,B c [0,1] Intervalle

1 A =4x][01] Q =[0,1] x [0,1]

Z(ANB)=2(AxB)=AA)-A(B) B

B =[0,1]xB
Flache Linge - Breite
Rechteck
I1
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Il. Unabhangigkeit von Mengensystemen

1.1 Definition

Die folgenden Systeme messbarer Mengen sind nicht notwendiger Weise selbst o-Algebren!

Definition i) A, B c F heillen unabhdngig & VAE€EABEB gilt:
(man schreibt auch A | B) P(ANB) =P(A) - P(B)

(i) Ay, ..., Ay © F heiBen unabhingig : & v c{1,..,n}, VA; € A; gilt:

p(Na)- T

i€l i€l

"e" setzte A; = QVigl

T~ o VA€ A U, .., A, E A, U Q) gilt:
P(4; N N4, =P(4) .. - P(4,)

Ziel A4, .., A, C F unabhingig

= 0(Ay),...,0(A,) € F unabhidngi
A; N-stabilVi=1,..,n } (A1) (An) gig

»ES genligt, Unabhdngigkeit
auf N-stabilen Erzeugern zu priifen”

Il. Unabhangigkeit von Mengensystemen

1.2 Exkurs: - und A- Systeme

Definition |

ein Mengensystem P ist ein ™ —System :& P st N-stabil, d.h. P;,P, EP=>P NP, EP
i) Qel '

ein Mengensystem L ist ein 1 —System :& 4 i) A,B € LmitA 'C B =B\AelL
lii) L2A, 7A >A€L

Satz 2.1.2 (Dynkinm — A) Sei P ein w — System und L ein A — System.
Danngilt: P c L N o(P)c L

Beweis

Sei £(P) das kleinste A — System, welches P enthilt, d.h. insbesondere £(P) c L.
(*)
nurz.z.: (x) 2(P) isteine o-Algebra (die P enthilt), denn dann: a(P) c £(P) c L

nurz.z.:. (xx) £(P) ist auch m-System,
denn dann: A B€E{(P)=> AUB = (A°N B¢ €£(P)

Ap € L(P)Vk = (Ui<kenAk) 7 (Ugsq Ax) € £(P)[ = £(P) a-Algebra
=:4, € £(P) = (%)




Il. Unabhangigkeit von Mengensystemen

1.2 Exkurs: t- und A- Systeme

Satz 2.1.2 (Dynkin — A) Sei P ein m — System und L ein A — System.
Danngilt: P c L EN o(P)c L

Beweis

Sei £(P) das kleinste A — System, welches P enthilt, d.h. insbesondere #(P) c L.

nurz.z.: (¥) £(P) ist eine o-Algebra (die P enthilt), denn dann: o (P) (é) ?(P) cL

nurz.z.:. (xx) £(P) ist auch m-System,

denn dann: AB € £(P)=> AUB = (A° N B)C € £(P)
Ak € L(P) Vk = (Urgpsn Ar) 7 (U1 4Ai) € L(P) = £(P) o-Algebra
=: 4, € £(P) = (%)

Wihle A € £(P) fixundsetze G, ={B €L(P)|IANB € L(P)} c £(P)
!
Fur (++) gilt es nun z.z., dass sogar G4 = £(P)

nurz.z.: (xx*) G, istein A-Systemund P € G,, denn dann: g(ga)(*g)gA c4(P) = G, = £(P)

G4 ist ein A-System: ... nachprifen von i) — iii) ...
PcGy FallsAePdann ANB€EP VB eP (daP einm-System), d.h.: P c Gy
Also sogar G, = #(P)VA € P undsomitsogar P c G, V A € £(P).

Il. Unabhangigkeit von Mengensystemen

1.3 Unabhdéingigkeit und c-Algebren

Satz 2.1.2 (Dynkinm — 4) Sei P ein m — System und L ein A — System. Dann: P c L EN o(P)c L

Satz2.1.3 Ay, ..., Ay © F unabhangig]| | y y S
= 0 ) O C F unabhangi
A; N-stabilVi=1,..,n (A1) (An) gig

Beweis
1.) Wahle /@E Ay, ..., Ay € A, und definiere F = /@\ - NA,
sowie L={A€eF|IP(ANF)=P(A) - P(F)}
Beachte »alle von F unabhangigen Mengen”
AEA;=>PMANF)=PANA, NN An) P(A) - P(4y) - ...-P(4,) = P(A) - P(F)
- c,q unabh. —

Ay, ..., Ay unabh.
= A C L A-System:
7

m-System i) Qe Ll = (B nF)\(A nNF) = IP’(B) P(F)  —pa) - P(F)
ii) ABELmtACB > IP((B\A) NnF) =P an 'IP(AnF)

i = (P(B) — P(4)) - P(F) = P(B\A) - P(F)
> B\A€EL -

i) £3Ay 7 A = (ANF) 7 (ANF) = PANF) = lim P(4, N F)

£347= lim P(Ay) - P(F)= P(4) - P(F)




Il. Unabhangigkeit von Mengensystemen

1.3 Unabhdéingigkeit und c-Algebren

Satz 2.1.2 (Dynkinm — 4) Sei P ein m — System und L ein A — System. Dann: P c L EN o(P)c L

Satz2.1.3 A4, ..., Ay € F unabhangig] ! y y S
= 0 ) O C F unabhangi
A; N-stabilVi=1,..,n (A1) (An) gig

Beweis
1.) Wahle A, € A,, ..., A, € A, unddefiniere F:=A4,N--NA,
sowie L:={A€eF|IP(ANF)=PA) - P(F)}

»alle von F unabhangigen Mengen“

= Ay cL
m-System  A-System
2 "t— A"
) s o(A)c L = o0(Aq), Ay ..., A, unabhdngig
d.h. insgesamt haben wir gefolgert:

A4, ., A, € F unabhangig ! AN p - i
= 0 ; C F unabhangi
A; N-stabilVi=1,..,n (A1), Az n gig (%)

3.) Wende nun (x) auf Ay ..., Ay, 0(Aq) an! = a(Ay), Az ..., An, (A1) € F unabhidngig
... nach n Iterationen folgt die Behauptung!

Wahrscheinlichkeitstheorie |

Unabhangigkeit
...von Mengen A, . A EF & P (ﬂ Ai> _ 1_[ P(4;) VIc{l,..n}
unabhangig il iel
...von Mengensystemen Ay Ap € F o VA€ Ay, .., Ap € Ay gilt
unabhingig P4, Nn--NA,) =P, .. -P(4,)
fiir o-Algebren gilt: »Es geniigt, Unabhdngigkeit

auf N-stabilen Erzeugern zu priifen”

...von Zufallsvariablen




lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

111.1 Definition und Charakterisierung

Setup

Seien im Folgenden (Q, F, P) ein W'Raum und (E, ) ein messbarer Raum.
Xi: Q0> E,  Abbildung

a) BetrachtezV'n X;: (Q,F,P) - (E,§), d.h. .
(i=1,..,n) X (&) cF, dh X; (F,& messbar

4\._ -1
b) X = (X, Xp): (QF, P) > (E™, &™) =X ®IBEf}= X € BIB €}

Wiederholung: N-stabiles Erzeugendensystem

,Erzeugte g-Algebra “ ¢ (X;) =0 (Xl_l(f)) = U({’XLE BllB € E})

(Formel (1.3.1))

»Bildmafi” a) X; erzeugt ein MaR IPXi_l auf (E, &) via
(vgl. Satz 1.6.9) -1 -1
PX;'(B) = P (X '(B)) = P(X; € B;), VB, € ¢
b) X = (Xy,..,X,) erzeugt ein MaB P(Xq, ..., X,,) ! auf (E™ &™) via
P(X1, s Xn) " H(By X - X By) = P((Xq, e, Xn) "1(By X - X By))
= P((Xy, ..., Xp) € By X - X By)
= ]P)(Xl E Bl' ...,Xn E Bn)

lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

1ll.1 Definition und Charakterisierung

Betrachte zV'n  (i=1,..,n) X;:(Q,F,P) - (E &),

Definition i) X;, X, heiRen unabhingig e o(X) La(Xy)
(man schreibt auch X; 1 X;)

ii) X4, ..., X, heilen unabhdngig o o0(Xy),...,0(X,) unabhangig

Satz 2.1.7 (Charakterisierung der Unabhangigkeit von ZV'n)

X4, ..., X, unabhangig : & 0¢(X;),...,0(X,) unabhingig
!
< PO € By, Xy € By) = POy €By) - s P(Xy € By)
a

| VBEE, .., ByEE
éb; P(Xy, ..., X,) ! = PX{'®..QPX;; 1




lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

111.1 Definition und Charakterisierung

BetrachtezV'n (i=1,..,n) X;:(Q,F,P) - (E, &),

Satz 2.1.7 (Charakterisierung der Unabhangigkeit von ZV'n)

Xq, ..., X, unabhangig : & ¢(X;),...,0(X,) unabhangig
!
‘:>) P(X, € B4,...,X, € B,) =P(X; € By) - ...- P(X,, € B,)
a
| V B,€¢,...,B,€&
<:b>) P(Xy, ..., X,) ! = PX{'®..QPX;; !

,Unabhdngigkeit
auf N-stabilen Erzeugern “

a) o0(Xy),..,0(X,) unabhdngig & l{X1 € B1|B; € E}’, ...,‘\{Xn € B,|B, € f}; unabhangig

Satz2.1.3

Beweis

Y Y
=:A =A
Def:  unabhdngige =:4; € Ay 1 "
Mengensyste  P((X, € By) N-+N (X, € By)) = P(X; € By) - ...- P(X,, € Bp)
I VB,EE, .., B EE
P(X, € By, ...,X,, € By)
1
b) P(Xll '";X‘n)_l(Bl XX B‘n) = ]P)Xl_l(Bl) Tt IPXT?1(BTI)
V B;€é,...,B €&
Def. Produktmaf3 1 1 1
PN P(Xy, .., Xp) 7" = PX{ Q..QPX, (]
lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
1ll.2 Operationen, bei denen Unabhéingigkeit erhalten bleibt
Betrachte nun reellwertige ZV'n (k=1,..,N) Xi:(Q,F,P) - (R,B),
Motivation
7217
Idee  Xj,...,Xyunabhangig = |Y;,:=X;, Y,=X,-..-Xy ebenfalls unabhingig!
\’
bilde disjunkte Zerlegung 1 (X1, X5, X3), fo(X4,Xs), f3(Xe,...,X9) unabhangig
{Xl’ ---»XN} = X-’- 1<i< Il z.B. [l z.B. Il
{ l]}1sjslmréi) L Xy +X) - X5 X§-Xs (f; messbar!)
i i=1i=2 i=3=:n
an Xl X4 X6
X, Xs Xy
Xnmm) X3 Xg

/ }@m(B):AL

Y; == fi(Xi,p ---rXi,m(i)) Satz2.1.6 (X; ;) unabhdngig = 13, ..., ¥;, unabhdngig




lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

1ll.2 Operationen, bei denen Unabhdéingigkeit erhalten bleibt

Satz2.1.5 Seien (Tl-,j) 1zisn Teil- o-Algebren F;; ¢ F undsetze §;:= 0(U1stm(i) Ti,j).
1<jsm(i)

|
Dann: (Ti,j)i’j unabhingig = §1, ..., Gn unabhangig

Beweis Setze A= {nlsjsm(i)Ai,j | Ai,j € Ti,j}, 1<i<n

a A; N-stabil: X x
) Ai,j N Ai,j = Ai,j N Ai") € c/qi

1<jsm(i) 1<jsm(i) 1<jsm(i) dr

lJ.]

b) Ay .., Ay, unabhdngig:  Wahle 4; = (Ny<jem4ij) € A;. Dann gilt:

P(A; N NA,) = (ﬂ ﬂ ”> T 11_[ 1 n()P(Ai,j) =
isn 1j5m(i

1<isn 1<jsm(i) )

U

unabhanglg = (n1sjsm(i) Ai,j)
— P(A;
11:[ (4) V i fix sind
<isn Fir o Fim(i)
unabhangig

lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

lll.2 Operationen, bei denen Unabhdéingigkeit erhalten bleibt

satz2.1.5 Seien (F;;) 1<isn Teil- o-Algebren F;; ¢ F undsetze G; = 0(Uy<jcma) Fij)-
1<j=m(i)

! .
Dann: (Ti,j)i'junabhéngig = G4, .., Gn unabhangig

Beweis Setze C’qi = {nlstm(i)Ai,j | Ai,j € Ti,j}r 1<i<n
a A; N-stabil Satz2.1.3
) = 0d(Aq),...,0(Ay) unabhangig
b) Ay, ...,A, unabhdngig
U U
c) G;co(A;) Vi, unddamitauch: §Gi, .., G, unabhangig!

Lj

wahle dazu W \¢
Ai € U Ti,j = Ai = U Ai,j = < ﬂ Af,])

1<jsm(i) 1<jsm(i) M

<jsm(i)
R

€ A;
= AfEC/qi = AiEO'(cfli)

= U Fij Co(A) = 91-—0< U Tt.j>cg(d‘li)
1<jsm(i)

1<jsm(i)




lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
lll.2 Operationen, bei denen Unabhdéingigkeit erhalten bleibt

Satz2.1.5 Seien (Tl-,j) 1zisn Teil- o-Algebren F;; ¢ F undsetze §;:= 0(U1stm(i) Ti,j).
1<jsm(i)

! .
Dann: (Ti,j)i’j unabhingig = G, ..., Gn unabhdngig
1<i<n

Xij: (Q,F,P) = (R,B), {1 <j <m(i)

Betrachte reellwertige ZV'n,
messbare Funktionen, fir (Rm® gmWD) - (R, B), 1<i<n
Yi = fi(e(i,l' ---'Xi,m(i)}): (.Q., T, P) - (R, B)

und definiere
Y

:Xi
"o(c(X) U a(Y)) = a((X,Y))"

Satz 2.1.6 (Xi'j)i,j unabhangig —L> Y, ..., ¥, unabhangig
Beweis Setze F;; =0 (X;;) und wieder G; == 0(U;<jcmq Jfl-,j):¢ o(X).
(Xi'j)i,j unabhingig pied (Ti’j)i,j unabhéngigsgz'l’sgl, .. , G, unabhingig!
U(LlJfl), ...,a(gn) unabhéngig!

Nurz.z.: o(Y;) € G;, denn dann sind auch
Dies gilt, denn: Y; = f; o X; (a(X;), B) messbar, d.h.: o(Y;) C o(X)=G;
[]

lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
1ll.2 Operationen, bei denen Unabhdéingigkeit erhalten bleibt
. 1<i<n
K@ - @B, {1250,

Betrachte reellwertige ZV'n,
messbare Funktionen, fir (RM® gmWD) - (R, B), 1<i<n
Yi = ,fi(e(i,l' ...,Xi’m(i)}): (Qr :7:'; ]P) - ([R’ B)

und definiere
Y

X

! ..
Satz 2.1.6 (Xi,j)ijunabhéngig = Yi,...,Y, unabhdngig

|
Korollar Xi,...,Xy unabhangig = Y;:=X;, Y, =X, ..-Xy ebenfalls unabhingig!

Beweis  f (x;) :=2x;, fo(Xg, .., Xy) =Xy ..cXy (messhare Funktionen) =




lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

1.3 _Erwartungswert und Unabhdngigkeit

|
Ziel X1, X, unabhédngige ZV'n => E[X; - X,] = E[X{] - E[X,]
(mit X; = 0 oder E[|X;]] < )

Wiederholung

Integration bzgl. Bildmaf3“ (Q,F,P) i( (E,é, ]PX_l) £> (R, B),

(Satz 1.6.9)

E[f(X)] = jﬂfoX(w) P(dw) = f FG) PX1(dx)
E

Check: f=15B€¢ = E[15(X)] = P(X € B) = PX 1(B) =j13(x)[PX‘1(dx)
E

Satz 1.7.2 (Fubini) Maprdume

Produktraum
L
Falls ) h >0 4 f R (e, Yy @itz (A(x, y)) =
oder i) o |h(x, )11 ®uz(d(x, y)) < o ZJ O h(x’y)ul(dx))MZ(d”
1XE> E; \VE;

- f ( h(x,y)uz(dy)>u1(dx)
E; \/E,

1

lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

1ll.3 Erwartungswert und Unabhdingigkeit X:(Q,F,P) > (RB,P X_l),
Betrachte nun zwei rellwertige, unabhangige(!) ZV'n Y:(Q,F P) - (R,B, ]P’Y_l),
und eine messbare Funktion h: (R?,B?) - (R, B)
1. Falls i) h=0 !
Satz2.1.8 a) |Falls i) = E[rX, V)] = f fh(x,y)]PX_l(dx) Py—l(dy)
oder ii) E[|h(X,Y)|] <o |XIY R/R

b) Spezialfall h(x,vy) = f(x)g(y), fiir messbare Funktionen f,g:(R,B) - (R, B)
Falls i) f,g=0 !
oder ii) E[|f(X)|] < o, XTLY E[f(X)g(V)] = E[f(X)] - E[g(Y)]
E[lg(")]] < oo

Beweis

h
a) verwende ,Fubini“mit (Eq X E;, & @&, 1y ®uy) = (R?, B2, PX 1QPY 1) - (R,B)

priife, ob Voraussetzungen flir Fubini gegeben sind:

i) h=0 = diesentspricht unmittelbar Fall i) in Fubini!
X1y
it) f |h(Ge, Y)IPX T @PY "} (d(x,y)) = f |h(x, IPX,Y)"H(d(x, ) = E[|R(X,Y)]] < oo
R2 R2

= dies entspricht Fall ii) in Fubini!




lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

1ll.3 Erwartungswert und Unabhdngigkeit X:(Q,F,P) > (RB,P X_l),
Betrachte nun zwei rellwertige, unabhangige(!) ZV'n Y:(Q,F P) - (R,B, [p)y—l),
und eine messbare Funktion h: (R?,B?) - (R, B)
1. Falls i) h=0 !
Satz 2.1.8 a) aiis l) = IE[h(X, Y)] — f fh(x,y)]P’X‘l(dx) Py—l(dy)
oder ii) E[|h(X,Y)|] <o |x1Y R/R

Beweis

h
a) verwende ,Fubini“ (R? B2, PX"1QPY1) - (R,B)

Voraussetzungen fiir Fubini sind gegeben:

i) h=0
XY
i) [ 1hG ) IPX1@PY 1 (d(xy)) = [ 1h(x, y)IPCX, V) (d(x,y)) = E[R(X, V)] < oo
R2 R2
,Fubini”
= | h(x,y)PX 1@PY 1(d(x,y)) = f f h(x, y)PX~1(dx)PY 1 (dy)
\ R2 | RYR

Y
2 e yPe @)
RZ

= E[h(X, V)]

lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

1ll.3 Erwartungswert und Unabhdngigkeit X:(Q,F,P)-> (R B,P X_l),
Betrachte nun zwei rellwertige, unabhangige(!) ZV'n Y:(Q,F,P) - (R,B, ]py—l),
und eine messbare Funktion, h: (R?, B?) - (R, B),
1. Falls i) h=0 !
Satz2.1.8 a) |Falls i) = E[rX, V)] = f fh(x,y)]PX_l(dx) Py—l(dy)
oder ii) E[|h(X,Y)|] <o |x1Y RJ/R

b) Spezialfall h(x,y) = f(x)g(y) fiir messbare Funktionen f,g:(R,B) - (R, B)

Falls i) f,g =0 |
oder ii) E[|f(X)|] < o XTLY E[f(X)g(V)] = E[f(X)] - E[g(Y)]

E[lg(N] <o
Beweis a), i)
D)D) f,g20=h =20 SE[fN)gM)] = EAK, V)] = [ fx) PX"(dx) [ g) PY*(dy)
(= a),i) anwendbar! ) IE[f(YX)] E[g (}Y,)]
ii) Wende b),i) auf |f],|g| = 0: -
=E[[hX, V)] = E[fXI- g = ElfOI -Ellg M <o

a), ii) < o0 < 00

> E[f(X)g(V)] = ... wie inb), i) ... = E[f(X)] - E[g(Y)]




lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

lll.3 Erwartungswert und Unabhdingigkeit X:(Q,F,P)-> (RB,P X_l),
Betrachte nun zwei rellwertige, unabhangige(!) ZV‘n Y:(Q,FP) - (RBPY 1,
und eine messbare Funktion, h: (R? B?) - (R, B),
A, Falls i) h=0 !
satz2.1.8 a) |Falls i) S E[R(X,Y)] = f f h(x, y)PX~1(dx) PY~1(dy)
oder ii) E[|h(X,Y)|] <o |x1Y R/R

b) Spezialfall h(x,y) = f(x)g(y) fiir messbare Funktionen f,g:(R,B) — (R,B)

Falls i) f,g =0 |
oder ii) E[|f(X)|] < oo XTLY E[f(X)g()] = E[f(X)]E[g(Y)]

E[lg(Y)|] < oo

Satz2.1.9 Seien X, ..., X,, unabhingige , reellwertige ZV'n. X;: (Q,F,P) - (R, B),

Falls l) Xi > 0Vi ! IE[X ¥ ] IE[X ] [E[X ]
= S = S
oder ii) E[|X;]] < oo Vi ! " ! "

Beweis Ays dem Korollar zu Satz 2.1.6 folgt: X:=X; | Y =X, .. - Xy,
Verwende Satz 2.1.8 b), i) mit f)=lxl,g@y) =yl =0

= E[IX]- Y]] = E[IX]] - E[IY]], d.h. E[|X1 - ...- Xn [I = E[IX1]] - E[|Xz - ... Xy |]

lll. Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

1.3 Erwartungswert und Unabhdéingigkeit
Satz2.1.9 Seien X, ..., X,, unabhingige , reellwertige ZV'n. X;: (Q,F,P) - (R, B),

Falls i) X; = 0Vi !
' }: E[X; - ... X,] = E[X{] - ...  E[X,]

oder ii) E[|X;]|] < oo Vi

Bewels Aus dem Korollar zu Satz 2.1.6 folgt: X=X, | Y=X,-.. X,
Verwende Satz 2.1.8 b), i) mit f&x)=Ix|,gly) =1yl =0
= E[IX| - |Y[] = E[IX]] - E[|Y]], d.h. E[|X; - .. Xp |1 = E[|X3]] - E[|Xz - s X ]
Induktion
= E[X; - Xp ] = E[IXq]] - oo E[IXp]] - (%)
analog  E[|Xy - ...- Xy, |1 = E[|1X2]] - .- E[1Xn]]  (*2)

(e,

Falli) X;>0Vi = X;>0Vi =|X;| =X, Vi Y E[X, . X,] = E[X,] - ... E[X,]

Fallii) 7Ziel: Verwende Satz 2.1.8 b), ii) mit f(x) =x,9(y) =y
Dieser ist anwendbar, denn:  E[|f(X)|] = E[|X1]] < o (%5)
und  E[|g(V)|] = E[|Xz « .- Xn |] = E[IX2|] - ... - E[|Xp]] < o

Nun gilt also: [E[as_]’ X2 ...-Xg] = E[X;] - E[X; - .- X] @ E[X; - ...- X,] = E[X{] - ...- E[X,,]

Induktion
fx) g)




I1l. Unabhingigkeit von Zufallsvariablen Xi: (Q,F,P) - (R,B)
X = (X, .., Xn): (O, F, P) > (R, B")
(es wird keine Unabhangigkeit vorausgesetzt!)

S E[IX X, [] < IE[XL-Z]UZ E[x?]"* < o

und E[|X; - 1]] < E[x?]/* 1 <o

1ll.4 Unkorreliertheit, Kovarianz, Varianz

Wir setzen nun voraus, dass [E[Xlz] < o Vi.

Definition (Unkorreliertheit)
1) X;,X, heiBen unkorreliert o E[X, - X,] = E[X,] - E[X;]
ii) X1, ..., X, heien unkorreliert : & Vi je {1, .., n}miti#jgilt:
E|X; - X;] = E[X;] - E[X;]

Definition (Kovarianz)
i) cov(X1,X,) = E[(X; —EX;) - (X, —EX;)] = E[X; - X,] — EX; - EX,

ii) X(X) = (COV(Xi, Xj))ij (dies ist die sogenannte Kovarianzmatrix)

Definition (Varianz)  Var(X;) :== cov(Xy, X1) = E[(X; IEXl) ] = [Xl] — (IEX1)2

Satz ) X 1X, = X1, X5 unkorreliert & cov(X1,X;) =0
Satz 2.1.9
ii) Xy, ..,X, unabhingig = Xj,..,X, unkorreliert & cov(X;,X;) =0,Vi#j

< X(X) diagonal

I1l. Unabhingigkeit von Zufallsvariablen Xi: (Q,F,P) - (R,B)
X = (X1, ., X2): (Q, F, P) > (R", B™)
(es wird keine Unabhangigkeit vorausgesetzt!)

= E[|X;- X; |] < E[Xiz]l/z ]E[Xz]l/z

und E[|X; - 1]] < E[x?]*1 < oo

1ll.4 Unkorreliertheit, Kovarianz, Varianz

Wir setzen nun voraus, dass IE[XlZ] < oo Vi.

Definition (Kovarianz)
i) cov(Xy,Xp) = E[(X; —EX;) - (X; —EX;)] = E[X; - X,] — EX; - EX,

i) 2(X) = (COV(Xi, Xj))i ; (dies ist die sogenannte Kovarianzmatrix)

Definition (Varianz)  var(X,) := cov(Xy, X;) = E[(X; —EX;)?] = E[X?] — (EX,)?

Satz ) X 1X, = X1, X, unkorreliert & cov(Xy,X;) =0
Satz 2.1.9
ii) Xq,..,X, unabhingig = Xj,...,X, unkorreliert & cov(X;,X;)=0,Vi+#j

s IX) diag9na|

Satz !
1) -» Xy unkorreliert = Var(X; + -+ X;,) = Var(Xy) + - + Var(X,)

PEWEIS  var(3; X)) = E[(T;(X; —EX)?] = ¥, E[(X; —EX)) - (X; —EX;)] = ¥;Var(X,)
\ J

|
cov(Xl-,Xj) D




