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Bitte legen Sie Ihre Losungen in das Postfach des Leiters der Ubungsgruppe
(Daniel Altemeier (PF 161) im Kopierraum V3-128). Heften Sie die Blit-
ter in der richtigen Reihenfolge zusammen, und schreiben Sie Thren Namen
deutlich sichtbar und gut leserlich oben auf das erste Blatt Ihrer Abgabe.

Ubungsaufgabe 10.1

Seien fiir alle n € N P, die eindimensionale Standardnormalverteilung und @, die
Normalverteilung mit Erwartungswert «, € R und Varianz 1 fiir alle n € N.

(i) Zeigen Sie, dass P(™ = @7 | P, und Q™ = @7, Q, dquivalent sind und geben

Sie die Dichte gg(z)) an.

(ii) Formulieren Sie eine Bedingungen an (oy)pen sodass P = @i, P, und Q =
;2 Qn dquivalent sind. Geben Sie die Dichte % in diesem Fall an.

Ubungsaufgabe 10.II (Poisson-Prozess)

Sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger, identisch exponentialverteilter Zufallsvariablen mit
Parameter A > 0 auf einem filtrierten W-Raum (9, A, (A, )nen, P). Definiere

n [e.@]
Sy = ZXk firneN und N;:= Z Iys,<py fiirt >0.
k=1 n=1
(i) Zeigen Sie, dass die Zuwéchse von (N¢)¢>o unabhingig sind und Poisson-verteilt,
d.h.
k

(At = 9))

P[N;— N, =k| = P

exp(—)\(t—s)) fiir alle s,t € R,t > s und k € Ny.

(ii) Zeigen Sie, dass (Ny — At)
t))tzo ist.

iii) Zeigen Sie, dass ((INy — A\t)2 — At
g

1> €in Martingal bzgl. der Filtration 7 = (o(Nj,s <

50 ein Martingal bzgl. F ist.



Ubungsaufgabe 10.ITT

Sei X = (X¢)i>0 ein stetiger stochastischer Prozess mit Xy = 0 auf einem filtrierten
W-Raum (Q, A, (A,)nen, P) wobei (At)i>o die von X generierte Filtration sei. Es sei
auberdem fiir alle & € R der Prozess M® = (M{*)s>0, definiert durch

o2
M = exp (aXt — 2t> fir t >0,

ein Martingal beziiglich (A¢)i>0. Zeigen Sie, dass (X;):>0 eine Brownsche Bewegung ist.
Hinweise:

1. Eine ZV X ist NV(0, 1)-verteilt genau dann, wenn E[exp(AX)] = exp(A\?/2) fiir alle
AeR.

2. Falls X eine ZV und B eine Sub-o-Algebra von A sodass
Elexp(AX)|B] = Elexp(AX)] < o0

fiir A in einer Umgebung von 0, so sind X und B unabhingig.

Ubungsaufgabe 10.IV ( Vortragsvorbereitung)

Bereiten Sie fiir das Tutorium am Montag den 2.7.2012 einen Kurzvortrag
zum unten stehenden Thema vor. Sie sollten dazu die angegebene Thematik
in Thren eigenen Worten prisentieren. Die Form der Prisentation ist Thnen
iiberlassen.

Sei d € N. Zeigen Sie folgende Abschétzung fiir die d-dimensionale Brownsche Bewegung
B = (By,...,By), wobei By,..., By unabhéngige Brownsche Bewegungen seien.

2
P |sup |Bs| > §| < 2dexp _ fiir 6 > 0.
s<t 2dt

Beweisen Sie zunéchst den Fall d = 1. Folgern Sie dann den allgemeinen Fall.



