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Bitte legen Sie Ihre Lösungen in das Postfach des Leiters der Übungsgruppe
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Übungsaufgabe 7.I

a) Sei ϕ eine konvexe, monoton wachsende Abbildung undM = (Mn)n∈N ein Martingal

auf dem �ltrierten W-Raum (Ω,A, (An)n∈N0 ,P). Zeigen Sie, dass die Abbildung

n 7→ E[ϕ(Mn)], n ∈ N, monoton steigt. Zeigen oder widerlegen Sie:

(i) Ist M ein Submartingal, so ist (ϕ(Mn)
)
n∈N ein Submartingal, falls ϕ(Mn) für

alle n ∈ N integrierbar ist.

(ii) Ist M ein Supermartingal, so ist (ϕ(Mn)
)
n∈N ein Supermartingal, falls ϕ(Mn)

für alle n ∈ N integrierbar ist.

b) Sei (Ω,A, (An)n∈N0 ,P) ein �ltrierter W-Raum und (Xn)n∈N eine Folge integrierbarer

Zufallsvariablen für die gilt, dassXn jeweils An-messbar ist und dass E
[
Xn|An−1

]
= 0

für alle n ∈ N. Sei S = (Sn)n∈N0 gegeben durch

S0 = 0 und Sn =
n∑
i=1

Xi für alle n ∈ N.

Zeigen Sie, dass S ein Martingal ist.

Übungsaufgabe 7.II

Sei τ : Ω → N eine Stoppzeit auf dem �ltrierten W-Raum (Ω,A, (An)n∈N0 ,P), die
beschränkt ist durch ein C ∈ N. Auÿerdem sei (Xn)n∈N0 ein Submartingal. Zeigen Sie,

dass

E
[
Xτ

]
≤ E

[
XC

]
.



Übungsaufgabe 7.III

Sei (Mn)n∈N0 ein Martingal auf dem �ltrierten W-Raum (Ω,A, (An)n∈N0 ,P) mit Mn ∈
L2 für alle n ∈ N0. Es seien τ, σ beschränkte Stoppzeiten auf demselben W-Raum und

es gelte σ ≤ τ . Zeigen Sie, dass Mσ und Mτ beide in L2 liegen und dass

E
[
(Mτ −Mσ)2

∣∣Aσ] = E
[
M2
τ −M2

σ

∣∣Aσ]
sowie

E
[
(Mτ −Mσ)2

]
= E

[
M2
τ −M2

σ

]
.

Übungsaufgabe 7.IV (Vortragsvorbereitung)

Bereiten Sie für das Tutorium am Montag den 4.6.2012 einen Kurzvortrag
zum unten stehenden Thema vor. Sie sollten dazu die angegebene Thematik
in Ihren eigenen Worten präsentieren. Die Form der Präsentation ist Ihnen
überlassen.

Doobs optionaler Stoppsatz.


