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Die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung ist in Abbildung 1.3 skizziert, deren
Dichte in Abbildung 1.5.
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Abbildung 1.5: Dichtefunktion der kon-
tinuierlichen Gleichverteilung auf [a, b]

1.7 Erwartungswert und Varianz

Definition 1.12 (Erwartungswert, Varianz). Ist X eine diskrete ZV, so heifit

m = E(X) := Zx P(X = ;) (1.40)

ihr Erwartungswert. Ist X kontinuierlich und besitzt eine Dichte f, setzen wir fiir
eine allgemeine Funktion g

Blg(x) = [ gle) f(w)do. (141)
Insbesondere heifft dann
+o0o
m = E(X) :/ zf(z)dx (1.42)

der Erwartungswert von X. Weiter heift V := V(X) := E((X — m)?) die
Varianz von X, und o := VV die Standardabweichung von X. Wir fordern,
dass die entsprechenden Summen oder Integrale absolut konvergieren. Dann sind
die obigen GroBen wohldefiniert und (endliche) reelle Zahlen.

Bemerkung. Absolute Konvergenz bedeutet ) _, |x;| P(X = ;) < oo fiir den Er-
wartungswert einer diskreten ZV oder [*_|g(x)| f(x)dz < oo fiir Erwartungs-
werte E(g(X)) fiir eine kontinuierliche ZV mit Dichte f(z). Der Erwartungswert
E(g(X)) fiir diskrete ZV ist analog erklirt. Uberlegen Sie sich diese Definition!
Beispiele fiir Verteilungen ohne Erwartungswert gibt es auch, eines wird in den
Ubungen behandelt.
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Beispiel. Die Gleichverteilung, Fortsetzung des Beispiels von oben. Fiir den Er-
wartungswert gilt

E(X) :/Ooxf(:c)dx:/abbx dz

oo —a

:U2

" 2(b—a)

b2 g2 a+b

T 2b—a) 2

Deuten Sie das Ergebnis geometrisch! Zur Berechnung der Varianz verwenden wir
folgende wichtige Rechenregel, die wir schon aus dem diskreten Fall kennen.

Lemma 1.13. Sofern Erwartungswert und Varianz existieren, gilt
V(X) = E((X —m)?) = E(X?) - (E(X))". (1.43)

Beweis. Die frither durchgefiihrte Rechnung bleibt auch fiir den kontinuierlichen
Fall giiltig:
E((X —m)?) = E(X? —2m X + m?)
= E(X?) —2mE(X)+m*  (Linearitit!)
= E(X?) —m? = E(X?) — (E(X))”. m

Damit ergeben sich fiir das zweite Moment und fiir die Varianz:

b 2 2 2
1 1 b*+ab+a
E(X2) = T qz = (Pl = LT
(X7) /ab—a . b—a 3 ( a) 3 ’
Lo 2 L,y 2 (a —b)?
= — _ 2 =
% 3(b +ab+a”) — 7 (a” +2ab+ %) TR

b — al
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Vergleichen Sie diese Formeln auch mit den entsprechenden Ausdriicken fiir die
diskrete Gleichverteilung.

Fiir den Erwartungswert und die Varianz gelten die folgenden Rechenregeln.

7V Erwartungswert | Varianz | Standardabweichung
X m V=0|0o

a a 0 0

a+X |a+m o2 o

cX cm c2o? e| - o

a+cX |a+cm c*o? e| - o

Dabei ist die “Zufallsvariable” a in der zweiten Zeile diejenige diskrete ZV, die
den Wert a mit Wahrscheinlichkeit 1 annimmt. Zudem sei c eine reelle Konstante.
Die Ausdriicke fiir den Erwartungswert und die Varianz der restlichen ZV lassen
sich anhand von Definition 1.12 bestimmen, mit g(X) = a + ¢X.
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1.8 Die Normalverteilung

Die sogenannte Standard-Normalverteilung A/ (0, 1) ist definiert iiber die Dich-
tefunktion

1 72
flz) = Norhy <—3> (z € R). (1.44)

Die zugehorige Verteilungsfunktion F'(x) ist gegeben durch

F(x) :/x f(y)dy. (1.45)

Skizzieren Sie diese Funktionen! Diese Verteilungsfunktion findet man auch tabel-
liert (siehe Kapitel 8), weil sie in vielen Anwendungen auftritt. Mit ihr 148t sich
beispielsweise die Wahrscheinlichkeit eines Intervall-Ereignisses angeben, siche
Gleichung (1.36).

Normierung: Wir substituieren und erhalten

+oo
lim F(z) = /Rf(y) dy VYL %/ e % de = 1. (1.46)

Tr—00

Es gibt einen eleganten Weg, das letzte Integral zu bestimmen, der in den Ubungen
besprochen wird.

Erwartungswert: Es gilt
E(X) :/xf(x) dz = 0, (1.47)
R

was unmittelbar aus der Symmetrie f(z) = f(—x) der Dichtefunktion folgt (denn
dann definiert x — z f(z) eine ungerade Funktion, aber der Integrationsbereich ist
symmetrisch), da das Integral sicher existiert.

2. Moment: Wir verwenden partielle Integration:

2 1 oo 9 _z2 2 oo 2 _—y?
E(X):\/—Q_ﬂ- - T~ e de:ﬁ - y-e dy
I 2
- 2ye)d
ﬁ/oo v (2™ ay

— _L yein

NG

=0

+o0 1 +00 5
N _/ eV dy = 1. (1.48)
oo VT e

Fiir die Varianz folgt damit V' = V(X)) = 1.
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In der Praxis tauchen meist verschobene und skalierte Varianten von f () auf mit
fly) =1 f(E2),also X = (X —m)/o oder X = m + oX fiir die zugehorigen
ZVn. Mit den Rechenregeln aus der obigen Tabelle ergibt sich also:

Definition und Satz 1.14 (Normalverteilung). Die Normalverteilung N\ (u, o2)
ist gegeben durch die Dichte

1 (x — p)?
flz) = ——=exp <— 52 (v € R). (1.49)
Sie besitzt den Erwartungswert £ und die Varianz o2. U

Fiir konstanten Erwartungswert g ist die Dichte der Normalverteilung fiir verschie-
dene Werte der Varianz o unten skizziert.

f(z)

o2=2
T

-

Abbildung 1.6: Normalverteilung fiir verschiede-
ne Varianzen o2, bei gleichem .

Beachten Sie, dass fiir die Verteilungsfunktion F}, ,(z) der Normalverteilung mit
Mittelwert £ und Varianz o2 die Beziehung

FM,02 (z) = Foa (x ; M) (1.50)

erfiillt ist. Diese Beziehung rechnet man einfach mit der Substitutionsregel nach.
Also kann man die Wahrscheinlichkeit von Intervall-Ereignissen fiir die allge-
meine Normalverteilung stets mit der Verteilungsfunktion fiir die Standard-Nor-
malverteilung ausdriicken (vergleichen Sie dazu die entsprechenden Ubungsaufga-
ben).
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1.9 Die charakteristische Funktion

Fiir viele Rechnungen bendtigt man geschickte Hilfsmittel. Eines aus der Analysis
ist die charakteristische Funktion.

Definition 1.15 (charakteristische Funktion). Sei X eine ZV. Dann heif3t
oy (t) == E(™)  (teR) (1.51)

die charakteristische Funktion der Zufallsvariable X . Hierbei ist i die imaginére
Einheit mit i* = —1.

Bemerkung. Gemif Definition 1.12 treten in der obigen Definition zwei Fille auf,
je nachdem ob X diskret oder kontinuierlich ist. Beachten Sie wieder die formale
Analogie beider Ausdriicke.

i) X ist diskret. Dann gilt ¢ (t) = 3, ¢ P(X = ;).
ii) X ist kontinuierlich mit Dichte f(z). Dannist ¢y (t) = [ €™ f(z) dz.

Das Integral in Fall (ii) kann man berechnen, indem man die Exponentialfunkti-
on in Realteil und Imaginirteil aufspaltet, e!” = cos(tx) + isin(tx), und dann
die entsprechenden reellen Integrale auswertet. Schneller geht es, wenn man eine
Stammfunktion des Integranden kennt, sieche unten.

In beiden Fillen ist die charakteristische Funktion fiir alle reellen Werte von ¢
wohldefiniert. Dies folgt aus der Nomierungsbedingung, welche die absolute Kon-
vergenz und damit auch die gewdhnliche Konvergenz der obigen Ausdriicke nach
sich zieht, wie man unschwer nachrechnen kann.

Beispiel. Wir geben jeweils ein Beispiel fiir den kontinuierlichen Fall und den
diskreten Fall an.

Die Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 ist gegeben durch die Dichte

Ae ™M >0
T) = ’ =7 1.52
Ia@) {0, x < 0. ( )
Dann ist
(E) —Az+itz A —(A—it)z A
t ) de = —— = . 1.53
o () /0 ¢ T 0 A—it (159

Hierbei haben wir eine Stammfunktion des Integranden benutzt. Beachten Sie fiir
die Integrationsgrenzen lim, ., e~** - el = 0, was aus || = 1 folgt, unabhiin-
gig vom Wert von A (stets positiv) und ¢.
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Die Poisson-Verteilung ist fiir A > 0 und n € Ny gegeben durch die elementaren
- A

Wahrscheinlichkeiten p,, = e . Damit folgt
A A n
(z)g\P)(t) — Zeltn - — —)\ Z €
= e*A exp(Xe'’) = exp(A(e —1)). (1.54)

Die Niitzlichkeit der charakteristischen Funktion zeigt der folgende Satz.

Satz 1.16. Sei ¢ die charakteristische Funktion zur ZV X. Letztere besitze den
Erwartungswert m und die Varianz V. Dann gilt:

1. $(0) =1
2. m = —~i¢/(0),
3. V= —¢"(0) + (¢/(0))%.

Beweis. Wir fithren den Beweis fiir den kontinuierlichen Fall und erhalten

:/f(x)d:c = lim F(z) — lim F(z) = 1,
R

T—r00 T—r—00

#'(0) = i/Rx e f(z) dx L:O =iE(X) = im,
" (0) = —/R:czeimf(x) dx ‘t:O = —E(X2).

Damit ergibt sich fiir die Varianz V = —¢"(0) + (¢ (()))2. Beachten Sie, dass
alle Operationen wegen der Existenz von m und V' erlaubt sind. Der diskrete Fall
wird mit denselben Argumenten gefiihrt, indem man die iblichen Ersetzungen vor-
nimmt, also [, durch > x (0 ersetzt sowie f(xz) dz durch P(X = ). O

Bemerkung. Allgemeiner notiert man dF'(z) = f(x) dz und kann dann iiber eine
Erweiterung des Integralbegriffs (zum Lebesgue—Stieltjes-Integral) kontinuierliche
und diskrete Fille “in einem Rutsch” erfassen (siehe dafiir: Billingsley oder Lang).

Sofern das n-te Moment E(X ™) existiert, bekommt man ganz allgemein (mit einer
Rechnung analog zu obigem Beweis) die Formel

E(X") = ()" ¢™(0). (1.55)
Falls die Funktion ¢(¢) mit ihrer Taylor-Reihe um 0 tibereinstimmt (was voraus-

setzt, dass diese Reihe existiert), gilt also

o0

o) = > o) L =S e O (1.56)

|
: n.
n=0 n=0
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Die charakteristische Funktion ist in diesem Fall also die erzeugende Funktion
fiir die Momente von X. Man kennt dann alle Momente von X!

Beispiel. Fiir die Exponentialverteilung mit A > 0 gilt

(B),\ (153) A 1 je<a .t R
t) = = = 1+i- —
E R W iR
— i i " = i @ ﬁ (1 57)
L Aol '
n=0 n=0 N~~~
()"0

Also erhalten wir fiir das n-te Moment den Ausdruck

n n!
E(X") = IR (1.58)
Alternativ kann man per Induktion nachrechnen:

dam A il
dtn A —it (A —it)n+l’

aber das ist schwieriger als die Bestimmung mittels der geometrischen Reihe und
Gleichung (1.57).

Beispiel. Fiir die Standard-Normalverteilung N (0, 1) bekommt man

1 ee ite —a2/2 —t2/2
Drn0,1)(t) = 7] e dr = e :

=1)(t)

Das kann man folgendermaBen beweisen: Die Funktionen 1/ (¢) und e~*/2 erfiillen

beide das Anfangswertproblem

d .
SH) = —t £ mit £0) =1,

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir Anfangswertprobleme folgt dann
die Gleichheit. Konsultieren Sie hierzu ein Buch iiber Differentialgleichungen, und
rechnen Sie die Behauptung fiir beide Funktionen nach! In Kapitel 3.5 werden wir
diese charakteristische Funktion noch einmal genauer untersuchen.



