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Schließende Statistik

In den vorherigen Kapiteln: Die Verteilungen sind schon
bekannt gegeben
(z.B. Binomial für mehrfachen Münzwurf, Hypergeometrisch für

das Ziehen aus einer Urne ohne Zurücklegen, u.s.w.)

In der Praxis kennt man normalerweise die Verteilung
nicht, hat aber eine Stichprobe!

Ziel: diese Stichprobe zu nutzen, um Aussagen über die
unbekannte Verteilung zu gewinnen
(z.B. durch Punkt- und Intervallschätzung)

Normalapproximation der Verteilung möglich für große n

Einführung zu statistischen Tests
(statistiche Signifikanz, Fehlertypen)
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Notation

X ∼ f , X: ZV, f : Verteilung
“Die ZV X ist genau f -verteilt/folgt die Verteilung f”.

X ≈ N (µ, σ2)
“Die ZV X ist näherungsweise normalverteilt, mit EW µ und

Varianz σ2”.

x ≃ x′, für x, x′ ∈ R
“x und x′ sind ungefähr gleich”.
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6.1: Mittelwert, empirische
Varianz und Punktschätzung
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Erwartungstreuer und konsistenter Schätzer

Definition

Eine ZV Û ist ein erwartungstreuer Schätzer für eine Gr̈oße
u, wenn

E(Û) = u.

Definition

Eine ZV Û ist ein konsistenter Schätzer für eine Größe u,
wenn

lim
n→∞

V (Û) = 0.
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Wiederholung: Zentraler Grenzwertsatz

Satz

Seien X1, X2, . . . , Xn unabhängige und identisch verteilte
(i.i.d.)a ZV mit

Erwartungswert: µ, mit |µ| < ∞
Varianz: 0 < σ2 < ∞.

Dann ist ihr Mittelwert X := 1
n

∑n
i=1Xi für großes n

näherungsweise normalverteilt mit Erwartungswert µ und
Varianz σ2

n .

a
independent and identically distributed

Anders ausgedruckt: X ≈ N (µ, σ
2

n )
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Beispiel: Idealer Würfel (µ = 3.5, σ2 = 2.917)
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Faustregeln für die Normalapproximation

X: binomialverteilt ⇐⇒ X ∼ B(n, p)
Falls σ2 = np(1− p) ⩾ 9 gilt

X ≈ N (np, np(1− p))

X: Poisson-verteilt ⇐⇒ X ∼ Poi(λ), λ > 0
Falls λ = µ = σ2 ⩾ 10 gilt

X ≈ N (λ, λ)

X: hypergeom. verteilt ⇐⇒ X ∼ Hyper(W,S, n)
Falls n

W+S ⩽ 0.05 und np(1− p) ⩾ 9 (wobei p = W
W+S ) gilt

X ≈ N (np, np(1− p))
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6.2: Schätzung von
Konfidenzintervallen
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Punktschätzung vs Konfidenzintervalle

Letzten Abschnitt: Ermittlung von einzelnen
Schätzwerte für unbekannte Parameter (Punktschätzung)

Diesen Abschnitt: Mit diesen Punktschätzungen als Basis,
wollen wir Intervalle erzeugen, innerhalb derer der
Parameter mit einer gewissen Sicherheit liegt.
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Wahrscheinlichkeit, dass Z ∈ [−c, c], Z ∼ N (0, 1)

Frage (1)

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine
standardnormalverteilte ZV Z ein vorgegebenes symmetrische
Intervall [−c, c] antrifft?

P(Z ∈ [−c, c]) = P(Z ⩽ c)− P(Z ⩽ −c)

= Φ(c)− Φ(−c)

= 2Φ(c)− 1,

Φ(x): Verteilungsfunktion von N (0, 1)
Bem: Φ(−c) = 1− Φ(c) wegen Symmetrie
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Jetzt umgekehrt!

Frage (2)

Mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit 1− α, wie
bestimmen wir ein symmetrisches Intervall [−c, c], so dass die
Werte von Z mit Wahrscheinlichkeit 1− α in [−c, c]
hineinfallen?

2Φ(c)− 1 = 1− α

2Φ(c) = 2− α

Φ(c) = 1− α

2

Gesucht: der Wert c, sodass Φ(c) = 1− α
2

Hierfür nutzen wir die Standardnormalverteilungstabelle!
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q-Quantil

Definition

Der jenige Wert zq, für den

Φ(zq) = q

gilt bezeichnet man als das q-Quantil der
Standardnormalverteilung.

Anders ausgedruckt: c = zq = Φ−1(q)
(zq eindeutig, da Φ streng monoton steigend ist!)
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q-Quantil
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Beispiele: q-Quantile der Standardnormalverteilung

1 z0.5 = 0 (warum?)

2 z0.975 =?
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Beispiele: q-Quantile der Standardnormalverteilung

2 z0.975 = 1.90 (Zeile) + 0.06 (Spalte) = 1.96

3 Analog gilt z0.9115 = 1.35.
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Zurück zur Frage (2)

P
(
Z ∈ [−z1−α

2
, z1−α

2
]
)
= 1− α für Z ∈ N (0, 1)
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