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Wahrscheinlichkeit 1 — « einschlieft. Wir neﬁmen an, dass n so grof ist, dass die
Normalapproximation zulissig ist. Dann ist X niherungsweise nach A (1, 0% /n)
verteilt, und aus GI. (6.10) folgt

IP’()_(E [uizl_Q%]>zl—a. 6.11)

Dabei bedeutet ~ ungefihre Gleichheit mit einem kleinen, nicht weiter quantifi-
zierten Fehler. Sind die X; normalverteilt, so gilt (6.11) sogar exakt, auch fiir klei-
ne n; das folgt aus dem Additionssatz der Normalverteilung. In jedem Fall wird
das Intervall, das den Mittelwert mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit 1 — « ein-
schlieBt, immer kleiner, je groBer n ist. Wir konnen auch sagen, wie grofl n sein
muss, damit das Intervall eine vorgegebene Breite nicht {iberschreitet. Denn aus
(6.11) konnen wir folgern: Ist X ~ N (u, a2 /n), so ist die Losung von

o Zy_a - 0\?2

a—— =290, also =—2) , 6.12
VT ! < 5 ) (12
die Zahl der Versuche, die mindestens ausgefiihrt werden muss, damit die Abwei-
chung des Mittelwerts vom Erwartungswert mit Wahrscheinlichkeit 1 — « nicht
grofer ist als §. Uberlegungen dieser Art spielen in der Versuchsplanung eine au-
Berordentlich wichtige Rolle, nicht zuletzt bei der Planung der Stichprobengrofie
in medizinischer Studien.

Beispiel. Wie oft muss man (mit einem idealen Wiirfel) mindestens wiirfeln, damit
der Mittelwert der Augenzahl mit 95% Wahrscheinlichkeit zwischen 3.4 und 3.6
liegt? Wir kennen Erwartungswert und Varianz der Augenzahl beim einmaligen
Wiirfeln als p = 3.5, 02 =2.917.Esist 6 = 0.1 und zo.975 = 1.96. Einsetzen in
(6.12) ergibt n = L9297 . 17197,

Wir halten nun fest, dass die Aussage “)_(_e [ = d]” gleichbedeutend ist mit
“i € [X £ 0]” — denn beides besagt, dass X und g nicht weiter als 0 voneinander
entfernt sind. Wir konnen (6.11) daher auch lesen als

- o
P<u€ [Xizl(;%]):l—a. (6.13)
Das zufillige Intervall [X +2; a %] heiit Konfidenzintervall (oder Vertrauens-
intervall) fiir den Erwartungswert ;. zum Konfidenzniveau 1 — a. Ganz allgemein
definiert man:

Definition 6.2 (Konfidenzintervall). Seien C und Cy (mit C'y < C9) Zufallsvaria-
blen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (diese konnen etwa iiber eine mathema-
tische Stichprobe (X7, ..., X,,) definiert sein). Es sei u ein reeller Parameter, und
0 < a < 1 eine reelle Zahl. Das zufillige Intervall [C, C5] heiit Konfidenzinter-
vall fiir den unbekannten Parameter » zum Konfidenzniveau 1 — «, wenn die
Beziehung

P(Cl SUSCQ):l—OA
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erfiillt ist. In diesem Fall nennt man fiir Realisierungen c; und ¢y von C; und
Cy das Intervall [c1, c2| das beobachtete Konfidenzintervall fiir v zum Konfidenz-
niveau 1 — .

Bemerkung. Ein Konfidenzintervall [Cy, C5] ist ein zufilliges Intervall. Werden
C7 und Cy durch die entsprechenden Realisierungen c¢; und co ersetzt, die et-
wa iiber eine beobachtete Stichprobe (z1,...,x,) bestimmt sind, so erhilt man
das beobachtete Konfidenzintervall [c, co]. Wir werden im folgenden solche In-
tervalle [c1, co] einfach Konfidenzintervalle nennen, weil klar ist, dass es sich um
beobachtete Konfidenzintervalle handelt. Die Aussage “u € [c1,c2]” ist dann in
(1 — @) - 100% aller Falle richtig. Vorsicht: Dies heifit nicht, dass mit Wahrschein-
lichkeit (1 — ) der wahre Wert im Intervall [c1, co] liegt; solch eine Aussage macht
gar keinen Sinn, weil ja u gegeben ist und c;, co zuféllige Realisierungen sind.

Im Allgemeinen miissen Konfindenzintervalle nicht symmetrisch sein, wir wer-
den es in diesem Kurs aber nur mit symmetrischen Intervallen zu tun haben. Ins-
besondere ist die Symmetrie immer dann eine natiirliche Eigenschaft, wenn es um
den Erwartungswert einer Verteilung geht, die symmetrisch um eben diesen Erwar-
tungswert ist.

Die folgende Liste gibt {iber einige wichtige Anwendungen Auskunft.

1. Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert der Normalverteilung: Ge-
geben sei eine Stichprobe vom Umfang n mit Mittelwert . Es wird voraus-
gesetzt, dass die zugrundeliegende Zufallsgroe normalverteilt ist, oder dass
n so grof ist, dass die Normalapproximation anwendbar ist.

(a) Wenn die Varianz o2 von X bekannt ist, gilt (6.11), und das (sym-
metrische) 1 — a-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert p von X

lautet:
_ o
|:.fU + 21_5 %:| .

(b) Wenn o2 unbekannt ist, muss mit der empirischen Varianz s’ gear-
beitet werden. In Analogie zu Z,, aus (4.4) betrachten wir zu diesem
Zweck die ZV _

X —p
T:=
S/’

wobei S? die empirische Varianz als Zufallsvariable bezeichnet, vgl.

Abschnitt 6.1.4. Man kann zeigen: Die Zufallsvariable 7" ist Student-

t-verteilt mit k¥ = n — 1 Freiheitsgraden (kurz: ¢,,_1-verteilt),

t 22\ "2
P(Tgt):c/ <1+ > dr,

s n—1

wobei c eine explizit bekannte, von n abhingige Normierungskonstan-
te ist. (Wie bei der Normalverteilung kennt man keinen geschlossenen
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Ausdruck fiir die Verteilungsfunktion und muss die zugehdrigen Werte
in Tabellen nachschlagen.) Wie die Standardnormalverteilung hat Die
Dichte der t,,_;-Verteilung hat — wie die der Standardnormalvertei-
lung — die Gestalt einer Glockenkurve und ist symmetrisch um 0. Das
symmetrische 1 — a-Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert g ist
dann

Tty 11 (6.14)

s
3 % ’
wobei t,,_1 4 das g-Quantil der ¢,,_1-Verteilung ist, also derjenige Wert,
der

IP)(T < tnfl,q) =q

erfiillt. Quantilwerte konnen der (Quantil-)Tabelle der Student-t-Ver-
teilung entnommen werden. Die t-Verteilung hat eine groflere Varianz
als die Standardnormalverteilung (die Glockenkurve ist etwas ‘brei-
ter’), daher ist ¢,,_q 4 fiir endliche n immer groBer als z, (so ist z.B.
120975 = 4.3 > 1.96 = zp.975); entsprechend groBer fillt das In-
tervall aus. Es gilt jedoch lim,, , t,—1 = N(0,1) und somit auch
limy, 00 tn—1,4 = 24. Tatsdchlich ist fiir grofe Werte (n > 30) die
Approximation durch die Normalverteilung eine gute Niherung. Dies
kann man auch schon mit der expliziten Darstellung der Verteilungs-
funktion erkennen (vgl. die Herleitung der Poisson-Verteilung und den
Beweis des ZGWS).

2. Konfidenzintervall fiir den Parameter p eines Bernoulli-Experiments.
Bei n Wiederholungen eines Bernoulli-Experiments wurde n 4 mal das Er-
eignis A beobachtet, woraus sich T = p = n4/n als Schitzer fiir p, die
Wahrscheinlichkeit von A, ergibt. Fiir groBes n erhdlt man als Schitzer fiir
die Varianz des (einfachen) Bernoulli-Experiments

n

s = ! [(fo)—nfz} - (nT — nz?) = r z(1—7x)

n—1 <
=1

n
= p(l1—p) ~p(l—p
——P(1=p) = p(l-p),

wobei wir im zweiten Schritt benutzt haben, dass 2? = z; da z; € {0,1}.
Fiir np(1 — p) > 9 ist die Normalapproximation zuléssig, so dass das Konfi-
denzintervall fiir den Erwartungswert p = p des Bernoulliexperiments durch
(6.14) gegeben ist. Einsetzen von Z und s in (6.14) liefert somit

(6.15)

als ist das symmetrische 1 — a-Konfidenzintervall fiir p. (Falls (6.15) In-
tervallgrenzen < 0 bzw. > 1 liefert, miissen diese natiirlich durch 0 bzw. 1
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ersetzt werden.) Beachten Sie, dass in diesem Beispiel die Varianz unbekannt
ist und deshalb eigentlich mit der ¢-Verteilung gerechnet werden muss; weil
n grof} ist, verwenden wir die Approximation von th—1,1-2 durch Z1-g.

Beispiel. Die Geburtsstatistik der Schweiz weist zwischen 1950 und 1970
n = 1944700 Geburten aus, davon n; = 997600 Jungengeburten. Es sol-
len das 99% und das 99.9% Konfidenzintervall fiir die Wahrscheinlichkeit
p einer Jungengeburt ermittelt werden. Man erhilt p = n;/n = 0.512984
und s? = 0.249831. Weiterhin ist, da n riesig ist, die Normalapproximation
anwendbar, die relevanten Quantilwerte sind zg.g95 = 2.575 und 2. 9995 =
3.300. Mit diesen Zahlen ergeben sich die 99% und 99.9% Konfidenzin-
tervalle als [0.51206,0.51391] bzw. [0.51190, 0.51416]. Keines schlieft den
Wert 0.5 ein. Wir konnen daher mit Recht behaupten, dass Jungen- und Méad-
chengeburten nicht gleich hdufig sind: Wir wissen dies zwar nicht mit Sicher-
heit, haben aber ein Verfahren benutzt, das mit 99.9%iger Sicherheit wahre
Behauptungen liefert.

Wir haben in diesem Abschnitt Konfidenzintervalle fiir Erwartungswerte und ver-
wandte Grofen bestimmt, unter der Normalverteilungsannahme. Gelegentlich be-
notigt man auch Konfidenzintervalle fiir die Varianz oder fiir andere Parameter
einer (unbekannten) Verteilung. Diese Probleme kann man mit den hier bespro-
chenen Methoden behandeln, siehe die angefiihrte Literatur.

6.3 Das Testen von Hypothesen

Experimentelle Daten dienen letzten Endes immer dem Zweck, bestimmte Vermu-
tungen zu bestitigen oder zu widerlegen. Bei zufélligen Grofen kann man solche
Entscheidungen nie mit letzter Sicherheit treffen; man bendtigt hier das Konzept
des statistischen Tests.

Eine Hypothese ist in diesem Zusammenhang ganz allgemein eine Annahme iiber
eine Zufallsvariable. Ein Test einer Hypothese ist ein Priifverfahren, das man an-
wendet, um festzustellen, ob die Hypothese abgelehnt werden soll oder nicht. Da-
bei stehen jeweils zwei Hypothesen zur Debatte: Die zu priifende oder Nullhy-
pothese Hj, und die Alternativhypothese H 4, fiir die man sich bei Ablehnung
von Hj entscheidet. Das Konzept des statistischen Tests soll nun am Beispiel des
sogenannten GauB3-Tests illustriert werden, s. Abb. 6.4.

Sei X ~ N (u,0?), wobei 02 bekannt, 11 aber unbekannt ist. Mit Hilfe einer Stich-
probe vom Umfang n mochte man Hy : p = po gegen H 4 @y # o tiberpriifen.

Als PriifgroBe dient der Stichprobenmittelwert X. Wir geben (vor der Durchfiih-
rung des Tests!) eine kleine positive Zahl « vor, das Signifikanzniveau des Tests
oder die Irrtumswahrscheinlichkeit. Wir iiberlegen dann, welcher Verteilung der
Stichprobenmittelwert folgen wiirde, wenn die Hy richtig wire: Unter Hy wére
X ~ N(uo,0?/n). Wir lehnen die Hy dann ab, wenn der beobachtete Stichpro-
benmittelwert so weit von py abweicht, dass es “zu unwahrscheinlich” ist, dass es
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f(z) Dichte von X unter p =
¥
o
5 2
- T
Ho xStichprobe
fg =90 fo +90

Abbildung 6.4: Prinzip des einfachen, zweiseitigen GauB3-Tests. p ist der Erwar-
tungswert unter Hy. Die Nullhypothese wird abgelehnt, wenn der Stichprobenmit-
telwert, hier mit Zg;qp,.one bezeichnet, in den Ablehungsbereich fallt.

sich um eine zufillige Schwankung handelt. Genauer: Hy wird abgelehnt, wenn T
in den Ablehnungsbereich {Z : |z — uo| > J} fillt. Dabei bestimmen wir § so,
dass

P(|X — po| > 0) =, wenn = pp. (6.16)

Der Ablehnungsbereich besteht also gerade aus den — unter Hy — « - 100% ex-
tremsten Werten. Nach Gl. (6.12) muss § dann gerade als

(2

6= 21_5% (617)
gewdhlt werden. Wir verwerfen Hy also, falls

7‘3: — HO‘ \/ﬁ > 2o

o 2
Andernfalls behalten wir die Nullhypothese bei. Wir konnen dann allerdings nicht
schlieflen, dass Hy richtig ist. Wir konnen lediglich folgern, dass wir aufgrund der
Stichprobe keine signifikante Abweichung zum Signifikanzniveau 1 — « feststellen
konnen.

Noch ein Wort zur Wahl der Nullhypothese. Die Faustregel ist, dass die Nullhy-
pothese “konservativ” ist: Sie verneint in der Regel Unterschiede, Veridnderungen
usw., deren Feststellung das bisher Bekannte in Frage stellen konnte. Will man
umgekehrt einen vermuteten Zusammenhang erhirten, so wihlt man als Hy die
Verneinung des Zusammenhangs; wird diese dann aufgrund der Beobachtungen
abgelehnt, so darf der Zusammenhang als statistisch signifikant angesehen werden.

Beispiel. Fiir das Geburtenbeispiel wird Hy: p = 1/2 gegen H: p # 1/2 zum
Signifikanzniveau o« = 0.001 getestet. Unter der Nullhypothese ist — fiir jede
einzelne Geburt — p1p = p = 1/2 und 02 = p(1 — p) = 1/4. Da |E_O_#O‘\/_ =
36.20 > zg.9995 = 3.3, wird H( abgelehnt.
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f(@) Dichte von X unter y = o
¥ _
Dichte von X unter p = p,,

|2

frg =0 fio + 0

Abbildung 6.5: Fehler 1. Art und Fehler 2. Art im einfachen, zweiseitigen Gauf3-
Test. pg ist der Erwartungswert unter Hy, 1, ist der wahre (aber unbekannte) Er-
wartungswert.

Wir sind hier — wie beim Konfidenzintervall — wieder mit der Tatsache konfron-
tiert, dass man statistische Aussagen nie mit letzter Sicherheit treffen kann. Denn
selbst der Wert * = 0.512984 im Geburtenbeispiel, der — relativ zur Standardab-
weichung von X unter Hy — eine sehr groBe Abweichung vom Erwartungswert
darstellt, ist unter Hy moglich; allerdings ist dieser oder ein noch extremerer Wert
duBerst unwahrscheinlich. Wir miissen uns deshalb genauer mit den Fehlern aus-
einander setzen, die beim Testen auftreten konnen. Es sind dies:

Fehler 1. Art: Die Nullhypothese wird abgelehnt, obwohl sie richtig ist; der Test
ist gerade so konstruiert, dass dies mit der vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit
« geschieht (bei einseitigen Fragestellungen (s.u.) mit Wahrscheinlichkeit < «).
Fehler 2. Art: Die Nullhypothese wird beibehalten, obwohl sie falsch ist. Die
Wahrscheinlichkeit 3, mit der dies geschieht, ist in Abb. 6.5 illustriert. Sie hingt
von der wahren (aber unbekannten) Verteilung ab und ist deshalb sehr viel schwe-
rer zu quantifizieren als der Fehler 1. Art. Allgemein ldsst sich aber sagen, dass die
Wahl eines kleineren « zu einem groBeren S fiihrt und umgekehrt.

Dies ist in der folgenden Tabelle noch einmal zusammengefasst, vergleiche auch
Abbildung 6.5.

Das Testergebnis lautet
Hy ablehnen | H( beibehalten
Hy istrichtig | Fehler 1. Art kein Fehler
«o l-«
Hy ist falsch | kein Fehler Fehler 2. Art
1-p g

Einseitige und zweiseitge Tests. Der bisher betrachtete Gauf3-Test war ein soge-
nannter zweiseitiger Test. Hier haben wir nur danach gefragt, ob zwei Werte gleich
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oder verschieden sind, wobei kein Anfangsverdacht geduBert wurde, welcher der
groflere ist, wir hatten also eine zweiseitige Fragestellung. Entsprechend lautete
das Hypothesenpaar Hy : o = pg versus Hy : o # g, und groe Abweichungen
der Priifgroe nach oben oder nach unten (beziiglich des Idealwerts pi) fiihrten
gleichermallen zur Ablehnung der Nullhypothese (wie im GEBURTENBEISPIEL).
Ist man dagegen nur an Abweichungen in einer Richtung interessiert, so ist die Fra-
gestellung einseitig. Typische Beispiele sind Fragen wie: Werden Stickoxidgrenz-
werte iberschritten? Ist der Cholesterinspiegel zu hoch? Sind nur Abweichungen
nach oben (unten) relevant, so lautet das Hypothesenpaar Hy : u < pg versus
Hy:p>po (Ho:p > po versus Hy @ p < pg). Der Ablehnungsbereich besteht
dann aus den (unter Hy) o - 100% gropten (kleinsten) Werten; vgl. Abb. 6.6. Ge-
nauer wihlt man fiir das Hypothesenpaar Hy : p < pg versus Hy4 @ p > pg unser
d so, dass, in Analogie zu (6.16):

P(X — o >6) =a, wenn p = g (6.18)

und lehnt H ab, wenn X — jig > ; fiir das Hypothesenpaar Hy : 11 > pio versus
H 4y < po wihlt man § so, dass

P(X —pg < —0) =a, wenn = g (6.19)

und lehnt Hy ab, wenn X — p9 < —9. Dies garantiert, dass der Fehler erster Art
hochstens gleich dem vorgegebenen « ist:

P(H( wird abgelehnt wenn wahr) < a.

Die Ungleichung riihrt daher, dass wir die Hy hier als Ungleichung formuliert ha-
ben. Gleichheit gilt gerade dann, wenn 1 = pp; andernfalls ist der Fehler erster Art
kleiner als o. Ganz allgemein arbeitet man bei einseitigen Fragestellungen mit der
Verteilung der Priifgrofe im ‘ungiinstigsten’ Fall, d.h. in dem Fall, der den groBten
Fehler 1. Art liefert; dieser entspricht dem Gleichheitszeichen.

Hy:p=po,Hy:p#po Ho:p<po,Haip>po Hotp>po,Hatp<po

Ko Ko Ko

Abbildung 6.6: Zweiseitiger Test (links) und einseitige Tests (Mitte und rechts).
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Allgemeines Prinzip: Das bisher beschriebene Beispiel illustriert ein ganz all-
gemeines Prinzip, nach dem fiir sehr allgemeine Situationen (nicht nur die hier
besprochenen) Tests hergeleitet werden konnen. Man geht in vier Schritten vor:

1. Hypothesenpaar formulieren (betrifft oft Erwartungswerte, oder andere Pa-
rameter von Verteilungen) und « festlegen

2. Priifgrofle festlegen (eine geeignete, aus der Stichprobe ermittelte Grofe; oft
der Stichprobenmittelwert, aber keineswegs immer)

3. Verteilung der PriifgroBe unter Hy bestimmen (oft eine Normalverteilung,
aber keineswegs immer)

4. Hj ablehnen, wenn der gemessene Wert der PriifgroBe in den Ablehnungs-
bereich fillt, das sind die (unter H hochstens) - 100 % extremsten Werte
der PriifgroBe. Manchmal ist die explizite Konstruktion des Ablehnungsbe-
reichs gar nicht notwendig, wie Sie im folgenden Beispiel sehen werden.

Beispiel. Louis Pasteur impfte im Jahr 1880 sechs Hiithner mit einem Serum gegen
Cholera. Als er diese und sechs ungeimpfte Hiithner mit Cholera-Erregern infizier-
te, waren am néchsten Tag sechs Hiihner tot. Diese 6 toten Hiihner waren gerade
die 6 ungeimpften.

Wir wollen nun statistisch nachweisen, dass das Serum eine Wirkung hatte und
gehen dabei gemif obiger ‘Gebrauchsanleitung’ vor:

1. Die Fragestellung ist einseitig. Wir testen die Nullhypothese ‘Tod durch
Cholera ist bei ungeimpften Hithnern nicht hiufiger als bei geimpften’ gegen
die Alternativhypothese ‘Tod durch Cholera ist bei ungeimpften Hiihnern
hiufiger’ (a = 0.05).

2. Als PriifgroBe nehmen wir X, die Anzahl der ungeimpften Hiithner unter den
6 toten.

3. Falls das Serum unwirksam gewesen wire, wiren die 6 toten Hiihner eine
zufillige Auswahl aus den 6 geimpften und den 6 ungeimpften gewesen,
also X ~ hyper(6,6,6). Dies ist die Verteilung der PriifgroBe unter H)
(‘mit dem Gleichheitszeichen’).

4. Wir konstruieren zunichst den Ablehungsbereich. Wegen der einseitigen
Fragestellung interessieren uns die unter Hy hochstens 5 % grofiten Wer-
te. Wir erhalten

p(x =) = 00 _ ;2_; — 0.0011

P(X =5) = 6 _ %f = 0.038

P(X =4) = (2()12(;23) = 159;5 = 0.244.
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DaP(X =5)+P(X =6) =0.039 < 0.06 = <0283 =P(X =4) +
P(X = 5)+P(X = 6), besteht der Ablehungsbereich aus den Werten 5 und
6. Man wird also dem Serum eine Wirkung zuschreiben, wenn mindestens
5 der toten Hiihner ungeimpft waren. Im vorliegenden Fall wird die Hy also
abgelehnt, die Wirkung des Serums ist statistisch signifikant.

In diesem Beispiel kann man sich die Konstruktion des Ablehungsbereichs
allerdings auch sparen. Denn es reicht, folgendermaflen zu argumentieren:
Wir haben X = 6 beobachtet. Die Wahrscheinlichkeit unter H fiir diesen
oder einen noch groferen Wert ist P(X = 6) = 0.0011 (in diesem Fall ist
ja gar kein groBerer Wert moglich, aber Vorsicht: Im Allgemeinen sind hier
alle Werte zu beachten, die mindestens so extrem sind wie der beobachtete;
hitte man also X = b5 beobachtet, wire die relevante Wahrscheinlichkeit
P(X =5)+P(X = 6) = 0.039). Da 0.0011 < «, gehort der beobachtete
Wert offenbar zum Ablehnungsbereich.

6.3.1 Der Zoo der Erwartungswerttests

Nachdem wir das Prinzip des statistischen Tests kennengelernt haben, soll jetzt ei-
ne Ubersicht iiber einige Tests folgen, die sich auf Erwartungswerte von Verteilun-
gen beziehen (sogenannte Erwartungswerttests). Wir besprechen hier solche Tests,
in denen die betrachteten Zufallsvariablen normalverteilt sind oder die Stichprobe
so grof} ist, dass die Normalapproximation anwendbar ist. Je nach Situation sind
verschiedene Tests zu verwenden. Um den jeweils “richtigen” Test zu finden, geht
man anhand folgender Kriterien vor:

1. Hat man es mit einer oder mit zwei Zufallsvariablen zu tun? Im ersten Fall
vergleicht man seine Beobachtungen mit einem vorgegebenen ‘“Idealwert”
Lo einer Zufallsvariablen X (wie im GEBURTENBEISPIEL). Der Idealwert
stammt oft aus der Theorie, oder aus langjdhriger Erfahrung (‘Lehrbuch-
wert’). Das Hypothesenpaar lautet dann z.B.

Ho:p=pug versus Hy:u# uo,

und man macht einen Ein-Stichproben-Test (manchmal auch einfacher
Test genannt). Im zweiten Fall vergleicht man zwei Zufallsgréen X und
Y miteinander (oft sind das Daten aus “Experiment” und “Kontrolle”, z.B.
das Wachstum von Pflanzen mit und ohne Wachstumshormon); hier lautet
das typische Hypothesenpaar Hy : jix = piy versus Hy @ piy # jiy-, und
man macht Zwei-Stichproben-Tests (auch doppelte Tests genannt).

2. Ist die Varianz der Zufallsgroe (unter der Nullhypothese) bekannt, oder
muss sie aus der Stichprobe geschitzt werden? Ist die Varianz bekannt, so
verwendet man GauB3-Tests, ansonsten t-Tests.

3. Ist die Fragestellung einseitig oder zweiseitig? Diese Unterscheidung haben
wir weiter oben schon besprochen.
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Bei dem eingangs besprochenen Beispiel (und insbesondere beim Geburtenbei-
spiel) handelt es sich also um einen einfachen, zweiseitigen Gaul3-Test.

Es folgt nun eine Ubersicht iiber wichtige Erwartungswerttests.
I. Ein-Stichproben-Tests

Die Frage, ob der unbekannte Erwartungswert . einer normalverteilten Zufallsva-
riablen X vom vermuteten Wert 1o abweicht, soll zum Signifikanzniveau « beant-
wortet werden. Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n mit Mittelwert  und
empirischer Varianz s2.
1. Einfacher GauB-Test: Die Varianz o (unter Hy) wird als bekannt voraus-
gesetzt. Der Test beruht darauf, dass die ZV (die standardisierte Priifgrofie)

X —
Z = Ho Vvn
o
standardnormalverteilt ist, falls u = g gilt.
(a) Zweiseitiger Test: Hy : p = po gegen H 4 : pu # po. Daunter Hy gilt
P(|Z| > Z1—%> =«

(vergleiche (6.16) und (6.17)), verwirft man Hy, falls
Foml ms
o 2
wobei z1-g wie immer das 1 — §-Quantil der Standardnormalvertei-

lung bezeichnet. (Dieser Test wurde schon weiter oben ausfiihrlich be-
sprochen.)

(b) Einseitiger Test: Hy : u < pg gegen Hyq : p > po. Da unter Hy
(ausgewertet am Gleichheitszeichen) gilt

P(Z>z_,) =«

(vergleiche (6.18) sowie die Definition des Quantils (6.9)), verwirft
man H, falls

T —
MO\/T_Z > Zl—q -
g

(c) Einseitiger Test: Hy : 1 > g gegen H4 : p < pg. Da nun unter Hy
(ausgewertet am Gleichheitszeichen) gilt

P(Z<—2z_,) =«

(vergleiche (6.19)), verwirft man Hy, falls

T —
,U/O\/ﬁ < —Zl—qa -
g
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2. Einfacher t-Test: Die Varianz o2 ist unbekannt; daher muss die empirische
Varianz s* der Stichprobe herangezogen werden. Der Test beruht darauf,
dass die ZV (die standardisierte Priifgrof3e)

:)_(—Mo
S

T: vn

unter 1 = pg Student-t-verteilt ist mit & = n — 1 Freiheitsgraden (dies ist
ganz analog zur Uberlegung zu Konfidenzintervallen bei unbekannter Vari-

anz).

(a)

(b)

Zweiseitiger Test: Hy : p = po gegen Hy @ p # pg. Da unter Hy
(‘ausgewertet mit dem Gleichheitszeichen’)

P(T| > th-11-2) = o,
ist Hy abzulehnen, falls

T — o
%\/T_l > tp11-2,

wobei tp—1,1-2 das 1 — §-Quantil der Student-t-Verteilung mit k =
n — 1 Freiheitsgraden bezeichnet.

Einseitige Tests: Hy : § o gegen H 4 1 p 2 po. Daunter Hy (jeweils
fiir 4 = py ausgewertet) gilt, dass

P(T 2 :|:tn_1’1_O[> = «,
ist Hy abzulehnen, falls

T — Mo
S

\/ﬁ % itn—l,l—a-

Beispiel. Frage: Ist der Cholesterinwert von Vegetariern signifikant
(o = 0.01) geringer als der Normalwert (180 mg/100ml)? Man priift
Ho: p > 180 gegen H4 : p < 180. Bei einer Gruppe von 9 Vegeta-
riern werden folgende Werte gemessen:

154, 119, 177, 150, 138, 185, 167, 158, 174.

Man erhilt z = 158, s = 20.7, und wegen

158 — 180
S = -3.1 —2.90 = —t
20.7 \/§ 3.19 < 90 8,0.99

wird Hy abgelehnt. Der Cholesterinwert von Vegetariern ist also signi-
fikant niedriger als der Normalwert.



