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neuen Formalismus darstellen. Dabei gilt fiir m,n € Z:

Im) = [e")
(mn) = dmn
(In)nl)* = |n) (nln)inl = |n)(n|.
——

=1
Nehmen wir nun an, dass die Funktion f als Vektor wie folgt aussieht:

lf) = ch‘n>

n

Daraus lédsst sich nun die zuvor entwickelte Erweiterung herleiten:

(mlf) = (m| Y caln) = ) cnlmn) = cm,
2ol = el
wobei wir die Rechenregeln fiir Skalarprodukte benutzt haben (s. néchstes Kapitel fiir
eine kurze Wiederholung). Es bleibt aus der Summe nur der Term fiir n = m bestehen und
es ergibt sich fiir das Skalarprodukt (m|f) der Koeffizient ¢,,. Wird weiter angenommen,

dass sich jede Funktion f auf diese Weise als (unendliche) Linearkombination darstellen
lasst, mit {|m) | m € Z} als Basis (wir kommen spéter noch darauf zuriick), dann folgt

1) = () 1) = S Imnlf) = Sl f) ) = 3 ealn),

n n
—_———
=1

wobei wir iiber die passende Konvergenz spéter mehr sagen werden. Mit dieser Notation
wird bei der Einfiilhrung von Hilbert-Rdumen in Kapitel 3 Einiges systematischer, und
das Rechnen etwas einfacher.

2.3 Vollstindigkeit und Banach’sches Kontraktionsprinzip

Definition 2.10. Sei X eine Menge. Eine Abbildung d : X x X — R heifst Metrik, falls
fiir alle z,y, z € X gilt:

dlz,y) > 0, mitd(z,y)=0&z=y
d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie)
d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung).

(X, d) heiftt dann ein metrischer Raum.

Definition 2.11. Ein metrischer Raum (X, d) heifst vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge
in X konvergent ist. Dabei heiftt eine Folge (an)nen Cauchy-Folge, falls gilt:

Ve>0: AN e N: Vm,n> N: d(an,am) <e€.

13



Leitfaden Vertiefung Mathematik II fiir Naturwissenschaften und Technik

Insbesondere ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge, aber die Umkehrung erfor-
dert die Vollstandigkeit.

Definition 2.12. Eine Funktion f: X — X heiflt Lipschitz-stetig, falls ein L > 0
existiert, so dass

d(f(z), fy)) < L-d(z,y)

fiir alle z,y € X. Eine Kontraktion ist eine Lipschitz-stetige Abbildung mit L < 1, und L
heifst dabei Kontraktionskonstante. Im Folgenden verwenden wir das Symbol p fiir solche
Kontraktionskonstanten.

Satz 2.13. (Banach’scher Fizpunktsatz)
Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer Raum und f: X — X sei eine Kontraktion,
mit Kontraktionskonstante 0 < p < 1. Dann besitzt die Gleichung f(x) = x genau eine
Lésung x* € X, und jede Iterationsfolge mit x, € X und xpy1 = f(zp) firn > 0
konvergiert exponentiell schnell gegen x*.

Beweis. Sei f(x) = und f(y) = y. Dann gilt

mit p < 1 nach Voraussetzung. Das geht nur fiir d(x,y) = 0, also x = y. Damit ist gezeigt,
dass es hochstens einen Fixpunkt x* geben kann. Nun muss noch gezeigt werden, dass
dieser wirklich existiert.

Seixy € X, py1 = f(ay,) fiir n > 0. Mit der Dreiecksungleichung bekommen wir dann
fir m > 1:

m—1 m—1
d(l'nvxn—i—m) < d(ajn—&—fvxn—l-i—l-l) < d(x()axl)'p Zpg
£=0 £=0
——
:17p7’L
1—p
n o
= d(zg,71) - (1—=p™) < d(zg, 21
() 2 (1= ") < dayn) 2
<1
n—oo O

= (z,) ist Cauchy-Folge

Nach Voraussetzung ist der metrische Raum vollstandig. Also konvergiert die Iterations-
folge (mn)neNo gegen einen bestimmten Grenzwert * = lim,,_, ., T, wobei gilt:

7= e = gt = g flan) = FUg o) = F)

Dabei ist der vorletzte Schritt eine Konsequenz der Stetigkeit von f an der Stelle z*.

Dass die Konvergenz exponentiell schnell erfolgt, ergibt sich sofort aus der Relation
d(z*,x,) = p" - d(z*, z), die eine Folge der Kontraktionseigenschaft ist. O
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Fiir das Kontraktionsprinzip gibt es sowohl eine a priori als auch eine a posteriori
Fehlerabschédtzung. An dieser Stelle soll nur der Beweis fiir die a priori Abschétzung
durchgefiihrt werden. Mit ihrer Hilfe kann man anschlieffend fiir einen gegebenen maxi-
malen Abstand zur Losung die maximale Iterationszahl im Vorfeld bestimmen.

Ergénzung 2.14. Die a priori Abschitzung lautet:

'

d(m()v $1)

d(z*,zp) < 1p

Beweis. Wir erhalten mit der Dreiecksungleichung:

V2

d(a*,xn) < d(@", Znim) + d(Tnim, za) < P (2", 70) + 1’0
—_——

m—r o0 —— —
0 unabhingig von m

d($0, $1) :

Es gilt also, mittels geeigneter Wahl von m:

Ve>0: d(x*,x,) < e+ 1p d(xg, 1)
T
o0 d(z*, x,) < 1p_ d(zg,x1) .
O
Die a posteriori Abschitzung lautet
d(z*,zy,) < Ld(a:n Tp—1)
) —_ 1 _ p )

und gestattet die Abschitzung des Abstandes vom Fixpunkt aus den beiden letzten
Iterationsschritten. Sie folgt aus einer kleinen Modifikation im Beweis von Satz 2.13.

Wir wollen uns nun zwei Anwendungen ansehen.

Beispiel 2.15. Zu berechnen sei die Losung der transzendenten Gleichung e zT—z=0
auf drei Nachkommastellen genau. Weiter sei der Startwert x; = 1 gegeben.

—x/2

Zunéchst muss eine Fixpunktgleichung aufgestellt werden. Hier geht e = z. Damit

lautet die Iteration z, = 1 mit

x

Tpyp =€ 2 firn>0.

Anschliefsend kann die Iteration beginnend mit dem Startwert durchgefiihrt werden, bis
eine Genauigkeit auf 3 Nachkommastellen erreicht ist. Dies ist etwa ab der 8. Iteration
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der Fall, wie durch die a priori Abschitzung bestimmt werden kann:

z, = e 3 ~ 0,606531
zy, = e 3 ~ 0,738403
zg ~ 0,703533
0, 703444
0, 703475 .

s
©
l

X
S
Q

Beispiel 2.16. (Cantor-Menge)
Wir betrachten den metrischer Raum (X, d), wobei

X = {Menge der nicht-leeren kompakten Teilmengen von R}

und d die Distanz zwischen zwei Mengen sei. Gut geeignet ist dafiir die Hausdorff-Metrik,
da (X, d) dann vollstdndig ist.
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Abbildung 5: Skizze fiir das Intervall C;; = [0, 1] und anschliefiende Cantor-Iterationen.

Weiter seien zwei Funktionen

folz) = é:z: und  f(z) = %x+§

und eine kompakte Teilmenge C, € X als Startmenge gegeben. Die Menge C, welche sich
als Limes der Iterationsfolge

Che1 = fg(Cn) U fl(Cn) firn>0

ergibt, heifst Cantor-Menge. Die Iteration ist eine Kontraktion bzgl. der Hausdorff-Metrik,
mit Kontraktionskonstante % Daher ist C eine wohldefinierte kompakte Teilmenge von R

16



Leitfaden Vertiefung Mathematik II fiir Naturwissenschaften und Technik

(tatsdchlich mit C C [0, 1]). Sie besitzt tiberabzihlbar viele Elemente, hat aber dennoch
Mafs 0. Details hierzu findet man in den meisten Lehrbiichern der Analysis.

In d&hnlicher Weise kann man auch andere Fraktale beschreiben, Abb. 6 zeigt dazu eine
Mlustration fiir das Beispiel des Sierpinski-Frakals in der Ebene.

Sp S,

Abbildung 6: Skizze der ersten Iterationen zur Sierpinski-Menge. Sie beschreibt wie die
Cantor-Menge ein Fraktal, welches im Grenzwert das Maf 0 hat, aber den-
noch iiberabzahlbar viele Punkte enthalt.
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