Leitfaden Vertiefung Mathematik II fiir Naturwissenschaften und Technik

3 Hilbert-Raume und Fourier-Reihen

3.1 Allgemeine Eigenschaften

Zunichst benotigt man die Definition einer Norm, da diese ein wichtiger Bestandteil der
hier behandelten Vektorrdume sein wird.

Definition 3.1. Sei V ein Vektorraum iiber R oder C. Eine Abbildung || -||: V — R
heifst Norm, wenn fiir beliebige Vektoren w,v und Zahlen « aus R bzw. C folgende
Eigenschaften gelten:

|l 0, mit|v|=0v=0

v

lawl] = fe]jv]
lo+ull < flofl + fJul

Mit L?([—m, x],C) wird der C-Vektorraum der auf [—7, 7] quadratintegrablen Funk-
tionen bezeichnet, d.h. ffﬁ }f(:n)2’ dz existiert im Sinne von Lebesgue. Dabei benutzen
wir nun auch den Begriff des Skalarproduktes.

Definition 3.2. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung (-|-): V xV — C
heifst Skalarprodukt auf V', wenn folgende Eigenschaften fiir beliebige Elemente f, g, h € V
und Zahlen o € C erfiillt sind:

(flg+h)y = (flg)+{flh)
(flag) = o(flg)
(glf) = (flg) (komplex konjugiert)
(flf) = 0, mit (f|f)=0« f=0.

Man beachte, dass (af|g) = @ (f|g) eine Folge der geforderten Eigenschaften ist. Ist
(-|-) ein Skalarprodukt, so definiert || f|| := \/(f|f) eine Norm auf V' im Sinne von Defi-
nition 3.1. Dabei gilt dann die Schwarz’sche Ungleichung

[l < (IFI1- Nl (23)
die eine der Wichtigen Ungleichungen der Mathematik ist.

Mit (flg) = & ["_ f(z) g(z) dz ist auf dem Vektorraum L?([—, 7], C) ein Skalarpro-

dukt definiert (51ehe auch [3] Bsp. 18.5.). Bzgl. der zugehorigen Norm ist dieser Raum
dann zudem vollstdndig geméf Def. 2.11, also alle Cauchy-Folgen konvergieren. Vollstan-
dige C-Vektorrdume mit einem Skalarprodukt, das die Norm induziert, nennt man auch
Hilbert-Rdume.

Satz 3.3. Jede 2m-periodische, stetige Funktion f ldsst sich als konvergente Fourier-Reihe

darstellen,
= cheinaﬂ it ¢, = / f —zns ds,
nez
wobei es sich um Konvergenz im Mittel handelt, also Konvergenz beziglich || - || = v/ {-|-).
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Bemerkung 3.4. Dies ist ein sehr schoner Konvergenzbegriff, welcher systematischer
als punktweise Konvergenz und effizienter als gleichméfkige Konvergenz ist. Zu beachten
ist jedoch, dass nicht iiberall punktweise Konvergenz vorliegen muss.

Jetzt zeigt sich noch ein Schonheitsfehler: Beziiglich der Norm ||.|| ist der Raum der
stetigen Funktionen C°([0,27], (-|-)) nicht vollstindig. Das heifit, dass der Limes einer
im Mittel konvergenten Folge von Funktionen aus C°([0, 27], {-|-)) selbst nicht wieder in
diesem Raum liegen muss. Man betrachte z.B. eine Funktionen-Folge f,,, welche wie folgt
aussieht:

L

| | |
0 ‘a b, om 0 a

1/n

ol - _ - _ _
N
=1

Abbildung 7: Skizze zum Schonheitsfehler der Unvollstéandigkeit.

Dann ergibt sich, dass der Grenzwert fiir n — oo nicht stetig ist. Eine elegante Losung
dieses Problems, die zugleich eine wichtige Klasse vollstdndiger Rdume liefert, basiert
auf dem Integralbegriff von Lebesgue. Die {ibliche Betrachtungsweise eines Integrals nach

Xp X X X

Abbildung 8: Skizze zum klassischen Rie- Abbildung 9: Skizze zum Lebesgue-Inte-

mann-Integral. Approximati- gral. Approximation von f
on von f durch Rechtecke durch Rechtecke mit Auswahl
entlang der x-Achse. entlang der y-Achse.

Riemann ist in Abbildung 8 zu sehen. Es werden sehr schmale Rechtecke zwischen zwei
nah aneinander liegenden z-Werten mit Hilfe der entsprechenden Funktionswerte auf-
summiert. Fiir verschwindend kleine Rechtecke erhélt man das Integral der Funktion.
Nach Lebesgue wird diese Technik zwar beibehalten, allerdings wird zwischen z- und
y-Werten getauscht. Es wird also die Breite der Rechtecke anhand der Funktionswerte
vorgegeben und mittels aller zugehorigen x-Werte ggfs. mehrere Rechtecke pro Intervall
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berechnet. Damit ist der Raum
2T
L2([0,27], (-]-)) = {f‘ / |f(2)]? dz ex. im Lebesgue—Sinne}
0

vollstdndig. Aber auch hier gibt es noch eine (kleine) Einschrankung. Gegeben sei die
Funktion f (dargestellt in Abbildung 10)

f) = {1, z € [0,2r] NQ,
0, sonst auf [0, 27].

Da Q abzéhlbar ist, stimmt f fast iiberall (im Sinne der Lebesgue-Theorie) mit g = 0
iiberein, und die beiden Funktionen werden als gleich angesehen.

f
1

0

Abbildung 10: Skizze der Funktion f.

Dies spielt in der Praxis allerdings keine Rolle, da nie an einzelnen Punkten, son-
dern vielmehr auf sehr kleinen Intervallen mittelnd gemessen werden. Dies liegt an der
endlichen Auflésung der Messgerite.

Die Vektorrdume, welche im Folgenden betrachtet werden, sehen folgendermafien aus.
b
LP([a,b],C) = {f: [a,b] — C ‘/ |f(z)]P dz ex. im Lebesgue—Sinne}

flir 1 < p < oo, und

L>([a,b],C) := {f: [a,b] — C| sgp|f(x)| < 0o}

Dies sind stets Banach-Raume. Einige in diesem Skript besprochene Eigenschaften gelten
auch fiir 1 < p < oo, dennoch ist nur fiir p = 2 der entsprechende Raum ein Hilbert-
Raum. Hier ist die Norm durch das Skalarprodukt gegeben.

In einem Vektorraum ist eine Basis in der Regel sehr niitzlich. In einem Hilbert-Raum
ist es besonders hilfreich, eine Orthonormal-Basis zu haben.

Definition 3.5. Sei V' ein Vektorraum iiber R oder C, mit Skalarprodukt (:|-). Eine
Menge an Vektoren {b; | i« € I} mit endlicher oder abzahlbarer Indexmenge I heifit
Orthonormalsystem (ONS), falls

(bi[bj) = 0y
fiir alle 4,5 € I. Ein ONS heifft mazimal, falls einzig das Nullelement orthogonal zu allen
b; des ONS ist.
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Ist V ein Hilbert-Raum, so ist ein maximales ONS eine Basis, es kann also jedes Ele-
ment von V' als (konvergente) Linearkombination in den Elementen des ONS dargestellt
werden. Insbesondere ist ein ONS eine Basis, wenn V' endliche Dimension hat.

3.2 Die Gaull’sche Approximationsaufgabe

Es sei eine Funktion f gegeben, die Element eines Hilbert-Raums sei. Aufserdem sei
{e1,...,en} ein ONS, aber nicht notwendig maximal. Insbesondere verlangen wir an die-
ser Stelle nicht, dass es sich um eine Basis handelt. Wir wollen nun «;,...,a, € C so

bestimmen, dass
n
| =Y e
i=1

Anders ausgedriickt: Wie kann man f also mit endlich vielen Termen am besten approxi-
mieren? Dies nennt man die Gaufl’sche Approzimationsaufgabe. Mit Hilfe der Vorarbeit
zu Vektorrdumen lasst sich diese Frage wie folgt beantworten.

0 .
= min.

Satz 3.6. Die Gauf$’sche Approximationsaufgabe wird eindeutig geldst duch
ap = (e f), firl<t<n,

und f — Yy aye, steht senkrecht auf e; fir alle 1 < i < n. Dabei gilt die Bessel’sche

Ungleichung
2
> led 1 < 11
(=1

Beweis. Wir beginnen mit einer einfachen Rechnung:

n 9 n n
0 < Hf—zaeeeH = <f—zae€e f—zae€e>
/=1 /=1 /=1
= (fIf) Zaz (flen Zaz (eg] f) +ZZ%0¢@/ (erleq)
(=1/0=1
ZZ?:H%P
quadr_.Erg

(FIF) Z\eelf—ae\ S el 5
/=1

> 0, einziger variabler Term

Der Abstand wird also genau dann minimal, wenn «, = (e, | f) fiir alle 1 < ¢ < n gilt.
Damit folgt dann auch sofort die Bessel’sche Ungleichung.

Ist z=f—>")_ (e, f)ey so gilt

n
(eml2) = (emlf) =D (el f) {emled) = {em|f) = (enlf) = 0.
(=1
:6m,2
Damit ist auch die zweite Behauptung gezeigt. O
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