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4 Fourier-Transformation

4.1 Von der Fourier-Reihe zur Fourier-Transformation

Bislang wurden Funktionen f betrachtet, die aus reinen Wellen zusammengesetzt sind,
wie die Sinus- oder die Cosinus-Funktion. Dabei traten wegen der gewahlten Periode von
27 nur Argumente der Form 2rkx mit k € Ny auf. Die jeweiligen Anteile der reinen Wellen
an Funktion f konnen durch die Fourier-Koeflizienten dargestellt werden. Was passiert
aber, wenn f aus ganz verschiedenen Wellen zusammengesetzt ist, die untereinander nicht
in diesem Sinne vergleichbar sind?

Um die Fourier-Reihe weiter zu verallgemeinern, miissen zunéchst andere Perioden
betrachtet werden. Bislang war die Fourier-Reihe fiir 27-periodische Funktionen definiert,
also fiir Funktionen, die wir z.B. auf [—m, 7| definiert und dann auf ganz R periodisch
forgesetzt haben. Zunéchst wird also ein allgemeineres Intervall [—a, a] betrachtet, es soll
also f(x + 2a) = f(x) gelten. Aus Gl. (19) wird dann

a

flx) = Z Cn €™ mit &y e"G f(x) da

" 2
neZ —a

und es gilt wieder Konvergenz im L2-Sinne, hier fiir alle Funktionen aus L?([—a, a], C).
Durch Umschreiben einiger Terme erhilt man neue Funktionen:

I 1 a —
f(z) = Q(nT) e mit (nT) = / e " f(x)dx

=Cp,

Dies kann man nun folgendermafen fiir eine Heuristik verwenden: Betrachtet man nun
a — oo, wird aus ®(n7) fast eine kontinuierliche Funktion. Auferdem bleibt % f(x)
beziiglich der Integration auf [—a,a] etwa gleich grof. Die soll folgende Korrespondenz
motivieren:

g(z), mitge L'R,C),

und man betrachtet

h(y) = \/12?/Re_i$yg(:v) dr und g(z) = \/12?/Reiy$h(y) dy. (25)

Proposition 4.1. Ist g € L*(R,C)=LY(R), so ewistiert die Abbildung h fiir alle y € R
und ist stetig. Daber gilt:

1
hlleo = sup |h(y)| < |lg ::/gac dz.
172 yeRl @I < llglh Nors R| (z)|

Auflerdem gilt limyy,_,o h(y) = 0.
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Bewets. Fiir die erste Behauptung machen wir eine kleine Rechnung;:

/ e g(x) da
R

< [olem#¥] ()| da

=1

< llgls-

Ih] 1
= sup —
00 yp 5

Fiir den Beweis der zweiten Behauptung, die auch als Riemann—Lebesgue-Lemma be-
kannt ist, verweisen wir auf [5] oder [7]. O
4.2 Fourier-Transformation

Nun wollen wir obige Heuristik prézise fassen. Wir tun dies gleich im R"™, wobei tx =
>, tiz; das Skalarprodukt zweier Vektoren bezeichnen soll.

Definition 4.2. Sei f € L'(R"), also [, | f(2)|d"2 < co. Dann heift

N 1 —itT n
F) = s [ e @

die Fourier-Transformation von f.

Zu beachten ist, dass diese Definition nicht einheitlich so verwendet wird. Es gibt
verschiedene Anwendungen aus Mechanik, Mathematik etc. in denen der Vorfaktor vor
dem Integral und der Faktor im Exponenten aus praktischen Erwagungen anders gewéhlt
werden. Fiir unsere Formulierung gilt folgendes Resultat.

Satz 4.3. Ist f € LY(R"), so existiert die Fourier- Transformierte fgemdj] Definition 4.2.
Fiir beliebige f,g,h € L*(R™) und o € R™ gelten dann die folgenden Eigenschaften:

1 g(z) = fz)e™ = g(t) = f(t-a)
2. g(x) = flx—a) = §t) = e f(1)

8. Ist h = f x g, so gilt der Faltungssatz, also h = f/*\g = ]? g, wobei die Faltung

hier durch .

(fx9)(t) = @) Jan

f(r) gt —7)d"r
definiert ist.

Beweis. Die Existenzaussage ist eine Folgerung von Proposition 4.1, die sich unmittelbar
auf den n-dimensionalen Fall erweitert.
Fiir die erste Eigenschaft machen wir eine kleine Rechnung:

-~ 1 —itz QT N
g(t) = W/Rne f(z)e**d"x
1

= G /R D )y dhe = f(t - a)
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Der Beweis fiir die zweite Eigenschaft verlauft analog.
Der Faltungssatz folgt aus folgender Rechnung:

W) = [ et [ e T

R”
. dnr an
— —it(z—y) _ —ity Y

—1itz —'L dny
= /n/n f(z )n/z Wy(y) e

=f(

= F0 [ o) (Qi’;}jﬁ = F(t)-30).

Dabei folgt die zweite Zeile aus dem Satz von Fubini, und die dritte Zeile ergibt sich
mittels der Substitution z =z — y. O

Beispiel 4.4. (Rechtecksfunktion)
Gegeben sei die (nicht-periodische) Rechtecksfunktion f durch

flz) = {1, fir x € [—a,a],

0, sonst.

Dann bekommen wir

a

ft) = \/127/Re_mf(x) de = NoT _ae_m de = f[;e—ztx}_a
_ -1 —ita _ ita) __ 2 in
= v ) = gy it

fiir die Fourier-Transformierte von f. Insbesondere ist f (0) = 2a/v/27, wie man entweder
direkt oder mit der I’'Hospital’schen Regel ausrechnen kann.

Nun wollen wir einige Eigenschaften der Fourier-Transformation festhalten. Natiirlich
ist sie wieder linear, aber wir bekommen auch folgende Resultate.

Satz 4.5. Seien f,g € L'(R"), und sei A > 0. Dann gilt:

1 g(x) = f(—x) = §(t) = [(t);
2 g(z) = f(2) = Gt) = AT ().

Weiter gilt, falls g durch g(x) = —ixy, f(x) definiert ist und ebenfalls eine L'-Funktion
ist, dass f partiell nach xi differenzierbar ist mit der Ableitung

a5 ) =90)
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Beweis. Die ersten beiden Behauptungen ergeben sich analog zu fritheren Aussagen durch
direktes Nachrechnen (Ubung !).
Mit te = t,xy + - - - + t,,z,, bekommen wir fiir die partielle Ableitung

0 1 —itx n _ 1 0 —itx n
o, (2m)n/2 /Rn e @ dir = (2m)n/2 /Rn <8tk€ > fla)d"e
—_————

=—iz, el
1 : —itr n -~
= W/R” (—izy) f(z)e "™ d"e = g(t),
=g(z)

woraus sich die letzte Behauptung ableiten ldsst (man beachte noch die Bedingung an
die Funktion g). O

Als wichtiges Beispiel betrachten wir jetzt etwas ausfiihrlicher die durch
fla) = e/

definierte Funktion f € L'(R). Dann ist die Fourier-Transformierte f durch

~

1 —ite 2
) = m/R Fe)de = ¢

gegeben. Die Funktion f ist also eine Eigenfunktion zur Fourier-Transformierten zum
Eigenwert 1, also ist f = f. Dies beweist man in der Regel mit Methoden der komplexen
Analysis. Da uns das nicht zur Verfiigung steht, setzen wir zum Nachweis den Satz von
Picard-Lindelof ein (siehe auch Kapitel 6.2).

Wir wollen also zeigen, dass f und fdasselbe Anfangswertproblem lésen, namlich

d

ay(x) = —zy(r) mit y(0) = 1. (26)

Klarerweise wird dies von f erfiillt, wie man direkt nachrechnen kann. Fiir fbekommen
wir mittels einer analogen Rechnung zum letzten Schritt im Beweis von Satz 4.5 und
dem Einsatz von partieller Integration:

d~  d 1 [ ! 0 ine
Fw = oo [ern@as = o [ (e ) e

7

o - e*ll‘f — *mf
_ \/ﬂ/ € em1E) £(€) de \/%/]R (—€£(€)) de

— e (5 f(£)>d§

v —zz{
= ﬁ[ JOI% - \/ﬂ

—0 - m/ e f(6) dg = —a F(2),

/ iwe ) £(€) de
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und damit erfiillt auch fdie DGL aus Gl. (26). Unsere Behauptung stimmt also, wenn
wir noch die Anfangsbedingung fiir f verifizieren kénnen
Dazu bemerken wir, dass

~

£(0)

1 2
—1‘2/2 _ / e_y d
\/ o / VT R v
mittels der Substitution z = /2y im zweiten Schritt. Unsere Behauptung folgt nun aus
folgendem Resultat.

Lemma 4.6. Es gilt
o0
I = / efy2dy = 7

(e o]

=

Beweis. Da es keine einfache Stammfunktion von f gibt, behelfen wir uns mit einem
weiteren Trick, indem wir das Quadrat von I berechnen

/ xde/ eydy—// ~@+) 4z dy

2
/ / e rdedr = 27r/ re”" dr
= 7r/ efds =7
0

Dabei entsteht die zweite Zeile durch eine Transformation auf Polarkoordinaten, also
durch die Substitution = = r cos(y¢), y = rsin(p). Dies fiihrt auf

ded cos(¢)

—rsin(yp) B
sin(p)  rcos(ep) ’ drdy = rdrde.
Da klarerweise I > 0 gelten muss, folgt aus I?> = 7 nun I = /7 wie behauptet

i : O]
Nun wollen wir der Frage nachgehen, ob bzw. wann die Funktion f aus der Fourier
-Transformierten f berechenbar ist. Gesucht ist also eine inverse Abbildung zur Fourier

-Transformation. Dabei wird zunéchst ein formaler und nicht ganz korrekter Ansatz
verfolgt. Falls auch f € L!(R"), definieren wir eine Funktion g durch

1 ite T n
o) = i [ T

Dies geschieht in Analogie zu unseren fritheren Formeln. Dann sollte gelten (heuristisch)

o0) = o [ @y
[ (g [ o) s

=6(z—y)

—~
)
N

(6 ) @) 2 fa).
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