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Dabei sollte ¢ eine Funktion sein, die bzgl. der Faltung das neutrale Element ist. Das erste
(?7) deutet an, dass es so eine Funktion in L'(R"™) nicht gibt, und wir also nicht wissen,
ob und wie man die Rechnung noch ‘retten’ kann, um das zweite (?) zu rechtfertigen.
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Abbildung 11: Illustration der Familie . mit Pa- Abbildung 12: Approximation des
rameter € > 0, als Beispiel fuer Funktionswerts f(0)
eine approximierende Eins. durch das Integral.

Wir suchen also eine (symmetrische) ‘Funktion’ § mit der Eigenschaft
/ d(z) f(x)dxr = f(0), fiir jede in O stetige Funktion f.
R

Eine solche Funktion gibt es aber nicht. Man kann aber eine Familie von Funktionen
finden, die von einem Parameter abhéngt, die dann in einer kleinen e-Umgebung von 0
den Funktionswert f(0) immer besser ‘herausholt’. Sei dazu é = o 1 g5 vel Abb. 11
fiir eine Illustration. Dafiir gelten folgende Eigenschaften (e > 0):

/Rde(ac)dx = 1,

/56($)f(56) dez = ) md:c
R

2¢ ’
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f stetigbei 0 = lim [ 6.(z)f(z)dx = f(0).
eNO JRr
Man beachte, dass man bei der letzten Eigenschaft Integral und Limes nicht vertauschen
kann! Die Abbildungen 11 und 12 illustrieren die Eigenschaften. Man erhélt durch saube-
ren Umgang mit solchen Familien (d¢ ). (auch approzimierende Eins genannt) folgenden
Satz (hier ohne Beweis):

Satz 4.7. Sei f € LY(R™) mit der Figenschaft dass auch fe LY(R™) gilt, und sei g
durch

o 1 it 7 n

o) = s [ T

definiert. Dann ist g stetig und es gilt g(x) = f(x) fast iberall. Also ist die Funktion g
in L'-Sinne die inverse Fourier- Transformierte von f.
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Zu beachten ist hier, dass fintegrierbar eine starke Einschrénkung ist, die nicht fiir
jedes f € L'(R") erfiillt ist.

Folgerung 4.8. (Eindeutigkeitssatz)
Ist f € LYR") und f =0, also f(t) = 0 fir fast alle t € R™, dann ist auch f = 0, also
f(z) =0 fast dberall.

Bewets. Die Funktion fist nach Voraussetzung integrierbar. Wir konnen also die Funk-
tion g aus Satz 4.7 definieren, und bekommen g(x) = 0 fiir alle (!) x. Dann folgt f = ¢
in LY(R"), das heisst f(x) = g(z) = 0 fast iiberall. O

Man kann die Fourier-Transformation in verschiedenen R&umen betrachten, jeweils
mit anderen Gegebenheiten. Weit verbreitet sind:

e Schwartz-Raum: S(R") (Raum der unendlich schénen Funktionen)
Fir n = 1: C*°, f(”)(:z:)P(x)xi—oom fir jedes n > 0 und jedes Polynom P (z.B.
f(z) = e **/2). Diese Funktionen sind also beliebig oft differenzierbar und ver-
schwinden fiir sehr grofe bzw. kleine x-Werte ‘sehr schnell’.

e Temperierte Distributionen: S'(R™)
T: S(R") — C linear und stetig (2.B. §;(¢) = ¢(x)). Die Fourier-Transformation
ist dann mittels T'(¢) = T(®) definiert.

e Hilbert-Raum: H = L*(R") = {f: R" — C| [ |/ (2)]*d"z < oo}
Hier wird vieles wieder systematisch und besonders schon.

4.3 Fourier-Tranformation auf L*(R)

Wir wollen jetzt die Fourier-Transformation auf dem Hilbert-Raum # = L?(R) genauer
studieren. Wir beschranken uns auf den eindimensionalen Fall, die Erweiterung auf den
R™ kann dann analog behandelt werden. Wir wéahlen in H das Skalarprodukt

o) = o= | T@gta)da
und die Norm entsprechend als || f|l2 = +/(f|f). Als Hilbert-Raum ist H vollstandig, also
konvergieren alle Cauchy-Folgen in L*(R).

Der Raum H ist natiirlich co-dimensional, und die Einheitskugel des Raums ist nicht
kompakt. Zum Beispiel sieht man, dass z — a" e=*/2 fiiy jedes n € Ng eine Funktion
in ‘H definiert. Diese sind aber linear unabhéngig, denn fiir jede endliche Folge (o)
komplexer Zahlen gilt:

N
Zanﬂz"e_x2/2 =0 <« allea,=0.
n=0

Fiir Funktionen f € LY(R) N L%(R) wissen wir bereits, wie wir f zu definieren haben.
Zum Gliick liegt dieser Schnitt in L?(R) dicht, so dass wir eine Erweiterung auf den
Hilbert-Raum durch eine eindeutige Fortsetzung bekommen.
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Satz 4.9. (Satz von Plancherel)
Es gibt eine eindeutige Abbildung F: L?>(R) — L%(R) mit folgenden Eigenschaften:

1. fe LNR)NL2(R) = F(f) = f;:
2. F ist eine Isometrie, d.h. ||F(f)|ly = Iflly (bzw. (FfIFf) = {f|f));

3. F ist ein Hilbertraum-Isomorphismus, d.h. auf H existiert eine eindeutige Inverse;
insbesondere ist F unitdr;

4. Mit o, (t) := WffA e f(x) dz und ¢ 4 (z) = WI*AA e_imf(t) dt gilt:
lea = Fll, =50 und [|44 = |, == 0.

Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir auf |7, Thm. 9.13].
An dieser Stelle wollen wir die beiden unter Punkt 2. genannten Bedingungen fiir die
Isometrieeigenschaft etwas genauer betrachten.

Lemma 4.10. Sei L ein linearer Operator auf dem komplexen Hilbert-Raum H (also
2.B. L=F auf H = L*(R)). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. 1L(f)ls = I fllo (Erhaltung der Norm) gilt fir alle f € H;
2. (L(f)IL(g)) = (f|g) (Erhaltung des Skalarprodukts) gilt fiir alle f,g € H.

Beweis. Wegen || f|| = +/(f|f) folgt die erste Aussage einfach aus der zweiten indem wir
g = f wahlen.

Fiir die umgekehrte Richtung bendtigen wir die sogenannte (komplexe) Polarisations-
gleichung, also

If+9l>=Ilf—gl> +illf —igl* —illf +igl|”

= AP+ Mgl + (flg) + (gl f)y = IFIZ = gl + (flg) + {glf) +
(117 = llgll® = i(flg) + ilglf)y — 117 + lgll® +i(flg) —ilglf))

= 4(flg).
Damit bekommen wir dann
1 ) )
eDIL@) = (1D +L@)I° =+ =i £ +i L) )
—_—— —_——
=L(f+9) =L(f+ig)
1 .
= 1(||f+gH2 — o+ = +igl?) = (fla),
und das Lemma ist bewiesen. O

Bemerkung 4.11. In einem euklidischen Vektorraum V iiber R mit ||z|| = y/(z|x) gilt
(x|y) = (y|z) und daher folgt hier einfach

lz+yl” = llz —yll* = lll* +lyll* + {zly) + ylz) = 2l = 1yl + (2ly) + ylz) = 4(aly),
—— ——

=(zly) =(zly)
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was man auch die reelle Polarisationsgleichung nennt. Fiir eine allgemeine lineare Abbil-
dung £: V — V sind dann auch in diesem Raum &quivalent:

L. ||[L(x)| = ||z|| gilt fir alle z € V;
2. (L(2)|L(y)) = (z|y) gilt fir alle z,y € V.

Normerhaltung und Erhaltung des Skalarprodukts in Hilbert-Rdumen sind also stets
aquivalente Bedingungen.

Nun kommen wir zu einer iiberraschenden Eigenschaft der Fourier-Transformation F
und ihrer Inversen, sowie einer wichtigen Konsequenz fiir L?(R). Sei § = F(g) mit § €
L'(R) N L?(R). Dann ist

(F20)@) = (FF@)@) = (F@)@) = o= [ i)y = g-o),

wobei man tiber den letzten Schritt ein wenig nachdenken sollte, bis er klar wird. Also
ist (F2(g))(z) = g(—=) fiir alle g aus einer dichten Teilmenge von L?(R), und nach dem
Satz von Plancherel (also Satz 4.9) gilt diese Aussage dann auf ganz L?(R). Es folgt also

Ft=1

auf ganz L?(R). Die Abbildung F ist also ein unitérer Operator mit F4 = 1.
Ist nun A ein Eigenwert von F, also F(g) = Ag fiir ein 0 # g € L%(R), so folgt

g=FHg) =)\g = M=1.

Alle Eigenwerte von F miissen also 4. Einheitswurzeln sein, d.h. A € {1,4, —1, —i}. Damit
haben wir folgendes Resultat gezeigt.

Satz 4.12. Die Fourier-Transformation F: L?>(R) — L*(R) ist eine unitire Transfor-
mation der Ordnung 4 mit den Figenwerten 1,—1i,—1,1.

Beweisskizze. Wir wissen schon, dass F4 = 1, und dass keine anderen Eigenwerte vor-
kommen kénnen. Wir miissen also noch zeigen, dass alle 4. Einheitswurzeln wirklich
auftreten.

Die durch z — e definierte Funktion ist eine Eigenfunktion zum Eigenwert 1, wie
wir ebenfalls schon bewiesen haben. Nun gehen wir konstruktiv vor, indem wir induktiv
weitere Eigenfunktionen angeben. Dazu setzen wir rekursiv

—x2/2

Hy1 = —2zHy(x) —2nHp—1(x)

fir n € N, mit Hy(x) = 1 und H,(x) = —2z. Dann ist H(z) ein Polynom n-ter Ordnung,
bekannt als n-tes Hermite-Polynom. Wir gehen einen Schritt weiter und betrachten die

Hermite-Funktionen ,
hn(x) = Oy, Hn(ﬂf) e’ /27

mit geeigneten Normierungskonstanten a,,. Nun rechnet man per Induktion nach, dass
hy, eine Eigenfunktion von F zum Eigenwert (—i)™ ist. O
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Die Hermite-Funktionen haben noch eine ganze Reihe weiterer Eigenschaften, auf die
wir hier nicht ndher eingehen kénnen. Sie treten z.B. beim harmonischen Oszillator in der
Quantenmechanik auf. Fiir uns von Bedeutung ist aber das folgende Resultat, das wir
ohne Beweis angeben (den man wieder mit einigen Tricks per Induktion fithren kann).

Satz 4.13. Die Hermite-Funktionen {h,, | n € No} bilden eine Basis von L*(R), die aus
Eigenfunktionen der Fourier-Transformation besteht. Dabei gilt

fiir n € Ng. Mit a,, = (2" n!\/n)~ Y2 gilt auferdem

/ hn () - hp(x)dz = dpn
R

fiir alle m,n € Ng. Es handelt sich dann um eine ONB bzgl. dieses Skalarprodukts. [

Hier ist zu beachten, dass wir weiter oben einen Vorfaktor bei der Definition des Ska-
larproduktes gewahlt hatten, der in dieser Formulierung nicht auftritt (man kann das
natiirlich ineinander umrechnen). Die Basiseigenschaft beinhaltet die frither schon be-
handelte Vollsténdigkeitsrelation

S lha) (h
n=0

die wir jetzt noch elegant einsetzen konnen, um die Fourier-Transformation einer belie-
bigen L?-Funktion zu berechnen.

Folgerung 4.14. Beziglich der Basis {h, | n € NO} mit der Wahl der Konstanten
«,, wie oben, ist F diagonal, und es gilt F = diag(1, —i,—1,4,1, —i,—1,4,...), oder, in

Dirac-Notation,
F =3 ) (=) (.
n=0

Entwickeln wir eine beliebige Funktion g € L*(R) in unsere Basis aus normierten Hermite-

Funktionen, also
oo

l9) = Zcz\hﬁ mit ¢, = (hy|g)
=0

(was immer geht wegen der Vollstindigkeitsrelation, mit den Koeffizienten gemdfS der
Gauf’schen Approzimationsaufgabe), so bekommen wir

Flg) = Zm "(hylcehy) = Zlh )y (hnllg) =D cn(=1)"hn).
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Hieraus ergibt sich auch noch eine zuweilen sehr niitzliche Zerlegung des L?(R), niimlich

3
L*(R) = @ (Pamae | M € No)e.
=0
Insbesondere lisst sich jedes g € L?(R) eindeutig als Summe von 4 Termen schreiben,
9=go+ g +gtgs mit Flg) = (—i) g,

Dies kann man als eine Verallgemeinerung der Zerlegung einer Funktion f in gerade und
ungerade Anteile ansehen, also

fla) = '

mit fo(—z) =+ fi(z).
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