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6 Differentialgleichungen — eine kurze Wiederholung

Viele Zusammenhénge in der Natur lassen sich durch Differentialgleichungen beschrei-
ben. Dazu gehoren Vorginge wie die Warmeleitung, die Diffusion in Fliissigkeiten, Wel-
lenphénomene aller Art, oder auch die zeitliche Entwicklung von Tierpopulationen. Eine
Differentialgleichung beschreibt dabei, wie Ableitungen einer Funktion (etwa nach der
Zeit oder nach rdumlichen Komponenten) wieder von der urspriinglichen Funktion und
evtl. der Zeit und den Koordinaten abhéngig sind. Hier wollen wir nur gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen ansehen, es kommen also keine partiellen Ableitungen vor. Aller-
dings wollen wir auch Differentialgleichungen héherer Ordnung ansehen, wie sie etwa bei
Schwingungsphidnomenen vorkommen.
Eine allgemeine Differentialgleichung (DGL) 1. Ordnung besitzt die Form

H(t) = oalt) = Fa(0),0), (1)

wobei wir hier die Zeit als Parameter nehmen. Oft schreibt man auch kurz & = f(x, ).
In der Regel liegt weiter ein Anfangswertproblem (oder auch Cauchy-Problem) vor, d.h.
es ist die Losung dieser DGL gesucht mit einen gegebenen Anfangswert, z(t,) = .
In einfachen Féllen kann man ein solches Problem explizit 16sen. Falls nicht, gibt es
verschiedene Verfahren aus der Numerik fiir eine ndherungsweise (numerische) Losung.
An dieser Stelle wird ein iteratives Verfahren nach Volterra vorgestellt.

6.1 Volterra-Integration

Die Volterra-Integralgleichung entsteht durch Integration von Gl. (31) und lautet

z(t) = =z —i—/t flz(r),7)dr.

Diese Gleichung, deren Losungen im Wesentlichen dieselben sind wie diejenigen des obi-
gen Anfangswertproblems, kann iterativ eingesetzt werden. Mit z(t) = z, als Startwert
setzen wir dazu

Tnt1(t) = g +/t f(@n(T),7)dr

=:(®(zn))(?)

fiir n € Ny. Dabei ist ®: C%[a,b] — C°[a,b] mit ¢, € [a, b] eine Abbildung, die wir noch
genauer ansehen werden. Die Iteration wird — je nach Text — Picard-Iteration oder
Volterra-Iteration genannt.

Beispiel 6.1. Die DGL #(t) = f(t) mit Anfangswert x(t,) = x, kann einfach durch
Integration gelost werden,

x(t) = x +/t f(r)dr.
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Etwas schwieriger ist die DGL & = f(z), deren Losung mit der Methode der Trennung
der Variablen berechnet werden kann. Durch Integration bekommt man

x(t)ﬁ B t IL’(T) B t B B
/wo 7€ = Famn T /toldT = (1)

wobei angenommen sei, dass der Nenner nirgends verschwindet (sonst muss man natiirlich
anders vorgehen). Wenn man nun das linke Integral ausrechnen kann, 16st man danach
nach z(t) auf. Diese Methode kommt etwa bei der logistischen Gleichung zum Einsatz;
vgl. [12] fiir Details.

Wichtiger als die bisherigen Beispiele ist die folgende DGL, die wir spdter noch vek-
torwertig verallgemeinern werden.

Beispiel 6.2. Betrachten wir & = az mit 2(0) = 1, wobei a € R beliebig, aber fest sei.
Dann kann man induktiv nachrechnen, dass die Picard-Iteration auf

Tn(t) = Z ( Z)

=0

fiir alle n € Ny fiihrt (Ubung: nachrechnen!). Aus der Analysis wissen wir, dass dann
limy, o0 T (t) = €2t gilt, mit punktweiser Konvergenz fiir jedes ¢+ € R und gleichméRiger
Konvergenz auf jedem kompakten Intervall. In der Tat ist e?! die eindeutige Losung
unseres Anfangswertproblems.

Die Situation im letzten Beispiel hat eine wichtige Verallgemeinerung, den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche DGLen.

Satz 6.3. (Picard-Lindelif)

Gegeben sei eine Funktion f: R X [a,b] — R. Sei f stetig und zudem Lipschitz bzgl.
der z-Koordinate, mit Lipschitz-Konstante L. Sei auferdem t, € [a,b]. Dann besitzt das
Anfangswertproblem & = f(x,t) mit z(t,) = z, eine eindeutige Lisung, die in t bis
zum Rand des Intervalls fortgesetzt werden kann. Diese Lisung kann durch die Picard-
Tteration beliebig genau approzimiert werden.

Beweisskizze. Der klassische Beweis beruht auf einer Reduktion auf den Banach’schen
Fixpuktsatz. Um ihn anwenden zu koénnen, definieren wir uns zunéchst eine geeignete
Norm,
|z|| := max |z(t)] e
t€(a,b]
fiir ein (noch geschickt zu wahlendes) o > 0. Nun rechnet man nach, dass fiir die Abbil-
dung ® aus der Picard-Iteration die Ungleichung

9() ~ @) < =l —y]

gilt, wobei L die Lipschitz-Konstante von f ist. Wahlt man nun a > L, so ist ® eine
Kontraktion, mit Kontraktionskonstante é Satz 2.13 liefert nun sowohl die Existenz als
auch die Eindeutigkeit der Losung, und zudem die exponentiell schnelle Konvergenz der
Picard-Iteration gegen diese Losung. O
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Man kann eine ganze Reihe von Verallgemeinerungen dieses Satzes formulieren. So
muss f i.A. in der z-Koordinate nicht auf ganz R definiert sein, oder die Lipschitz-
Eigenschaft wird nur lokal gefordert — dementsprechend &ndert sich dann immer ein
wenig am Resultat. Dies ist sehr schén im Buch von Walter [12] ausgefiihrt. Aufserdem
kann man Gl. (31) auch als Vektor-Gleichung lesen — und alles Weitere danach lasst sich
analog entwickeln. Man spricht dann von Systemen von DGLen erster Ordnung.

Beispiel 6.4. Das fiir uns wichtigste System ist das lineare, mit konstanten Koeffizienten.
Dies schreiben wir als & = Ax mit einer konstanten Matrix A, die i.A. komplexe Eintriage
haben darf. Explizit geschrieben sicht das so aus:

und die Anfangsbedingung lautet wieder x(t,) = x,.

Die eindeutige Lésung lautet in diesem Fall (t) = exp((t — ty) A)x(, und man kann
auch diese explizit aus der Picard-Iteration herleiten. Dabei verwendet man die Rei-
hendefinition fiir e?, die wir im n#ichsten Kapitel noch genauer besprechen werden. Die
Eindeutigkeit kann man auch beweisen, indem man annimmt, dass y(¢) eine Losung ist
und dann z(t) := exp(—(t — ty)A)y(t) setzt. Nun zeigt man, dass 2(t) = 0 gilt, also
z(t) = const. An der Stelle ¢, kennen wir den Wert aber, das ist z(t,) = z,, und dann
folgt y(t) = exp((t — ty)A) z.

6.2 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Differentialgleichungen hoéherer Ordnung koénnen behandelt werden, indem man sie auf
DGL-Systeme 1. Ordnung zuriickfiihrt.

Fiir die Losung von DGLs 2. Ordnung soll dies zunéchst an einem Beispiel erldutert
werden, ndmlich anhand der Schwingungsgleichung #+x = 0. Diese besitzt die allgemeine
Losung z(t) = a - cos(t) + [ - sin(t). Die Parameter o und 8 werden dann eindeutig
festgelegt durch die Vorgabe von

x(ty) = acos(ty)+ Bsin(ty),
t(ty) = —asin(ty)+ Scos(ty).

Durch Auflésen bekommt man

a)  [cos(ty) —sin(ty)\ (z(ty)
B) — \sin(ty) cos(to) i(ty))
Damit ist die Losung dann eindeutig bestimmt.
Dieses Ergebnis erhédlt man durch Riickfithrung auf ein Paar an Differentialgleichungen

1. Ordnung mittels
=% und xy:=x.
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Damit bekommt man dann das System

()= (0 ) () @

mit den Anfangswerten x,(t,) = &(t,) und x4 (t,) = x(t,). Fiir eine Differentialgleichung
n-ter Ordnung funktioniert diese Riickfithrung auf ein n-Tupel von Differentialgleichun-
gen 1. Ordnung analog.

Die Losung des Systems (32) kann man nun folgendermafen berechnen. Zunéchst zeigt
man, dass A?™ = (—1)™1 und A?"*H! = (—1)™A gilt, fiir alle m € Np. Damit kénnen
wir exp(tA) berechnen, und bekommen durch Aufspalten der Summe nach geraden und
ungeraden Exponenten

L ® in o t2£+1 _ (cos(t) —sin(t)

n=0 m>0

v~

=cos(t) =sin(t)

Daraus folgt nun die zuvor bereits angegebene Losung der DGL 2. Ordnung (mit An-
fangswerten):

T\ _ . zy(tyg)\ _ [cos(t —ty) —sin(t —tg) x4 (ty)
() = et =) (200 = (G202 amte ) ()
Dies stimmt mit der obigen Ldsung iiberein.

Eine lineare Differentialgleichung héherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten be-
sitzt die allgemeine Form

e a2V faye Y e, i+ a,x = 0. (33)

Dies kann man nun wie oben erwdhnt umformen in ein System n-ter Ordnung, und
erhélt dann eine n xn-Matrix A, deren Eigenwerte und ggf. Eigenvektoren zur Losung
herangezogen werden.

Das kann man aber auch abkiirzen, mit einem Ansatz von Euler. Dabei wird ein Po-
lynom n-ter Ordnung aufgestellt, welches nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau
n Nullstellen A, ..., ), in C besitzt. Mit 2(¢) := e™ bekommen wir durch Einsetzen in
Gl. (33) in der Tat

n

A"+ a A" P+ 4a, Ata,) e =0.
=:p()\) #0 auf ganz C

Diese Gleichung kann nur stimmen, wenn p(A\) = 0 erfiillt ist, was uns die n Nullstellen
(mit Vielfachheiten gezihlt) verschafft.
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Falls nun die n Nullstellen paarweise verschieden sind (was der generische Fall ist), so
lautet die allgemeine Losung der DGL (33) einfach

n

z(t) = Z cpeet,

/=1

Mit Hilfe der Anfangsbedingungen x(t,), &(ty), - . ., £ 1 (t,) ldsst sich ein lineares Glei-
chungssystem aufstellen, das die Koeffizienten ¢, eindeutig festlegt.

Wenn Multiplizitdten bei den Nullstellen auftreten, so héngt die Form der allgemeinen
Lésung davon ab, ob die Matrix A, die wir hier nicht explizit hingeschrieben haben,
diagonalisierbar ist oder nicht. Fiir Details hierzu sei auf [12] verwiesen.

ol



