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und erinnern uns an die Potenzreihe von log(1 + z) aus Analysis I, ndmlich

2 3 m
T T T
log(1 + =r——4+———... = E —)ymti
og( 7) . 2 3 m>1( ) m

Diese Reihe konvergiert bekanntlich fiir alle x € C mit |z| < 1. Ist B € Mat(n,C) nun
eine Matrix mit Spektralradius ¢(B) < 1, so ist

Bm
log(1+ B) = Z:(—l)mJr1 —
m>1 m
wohldefiniert und konvergent.

Lemma 7.15. Ist M eine Markov-Matriz mit Spektrum o(M) und

M—1) = A—1] < 1,
o( ) Agi??@)’ |

so0 gibt es eine relle Matriz A mit verschwindenden Zeilensummen und M = e?.

Beweis. Wir setzen A = log(1 + (M — 1)). Da die zugehorige Potenzreihe wegen der
Annahme (M — 1) < 1 konvergiert, definiert dies eine reelle Matrix. Dabei ergibt
sich Zj Aijj = 0, denn M — 1 ist selber ein Markov-Generator und wir kénnen die
Zeilensummen (analog zu frither) anhand der Potenzreihe ausrechnen. Weiter gilt dann:

eA _ elog(]l+(M—]l)) _ elog(M) - M

)
woraus sich die Behauptung konstruktiv ergibt. O

Im letzten Beweis haben wir benutzt, dass der Logarithmus die Umkehrfunktion der
Exponentialfunktion ist. Um zu sehen, dass dies auch fiir Matrizen so ist, erinnern wir
kurz daran, dass fiir |z| < 1 folgende Rechnung (durch Einsetzen der Reihen ineinander)
gilt:

glog(l+2)  — 1 — 122+ 123+ 0(a?)

und analog ergibt sich das fiir alle hoheren Ordnungen, d.h.

elog(l—l—x) _ 1-{-%-}-0(1)”)
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fiir alle 4 < n € N und damit insgeamt also e°6(014%) = 1 4+ 2. Die Rechnung fiir Matrizen
verlauft analog.

Nun wollen wir das Einbettungsproblem fiir n = 2 behandeln. Dazu betrachten wir
eine Markov-Matrix der Form M = (150‘ 135) mit den Parametern 0 < o, 5 < 1. Ein
Eigenwert von M ist stets 1. Da die Spur der Matrix gleich der Summe der Eigenwerte

ist, ergeben sich fiir obiges M also die zwei Eigenwerte A\; = 1 und Ay = 1—a— /3. Weiter
ldsst sich M als Summe zerlegen in

M =1+ (3 %),
——
=M-1

wobei M — 1 ein Markov-Generator ist. Wenn nun 0 < o, 8 < 1 und o + 8 < 1, so gilt
auch (M —1) < 1, und nach Lemma 7.15 lage es nahe, dass ein solches M darstellbar ist.
Man beachte aber, dass im Lemma nur die Existenz einer Matrix A mit verschwindenden
Zeilensummen attestiert wird. Wir miissen also noch klaren, ob es dabei tatsdchlich um
einen Markov-Generator handelt. Dies kann man durch eine genaue Untersuchung der
obigen Logarithmus-Reihe nachweisen (Details: Ubung). Es gibt hier auch noch folgenden

alternativen Zugang, der ohne den Logarithmus auskommt.
Der allgemeinste Markov-Generator fiir n = 2 lautet

- o
A = < Bl _B/>a
mit o/, #/ > 0. Wir wollen jetzt die zugehorige Markov-Halbgruppe berechnen, also e4

fir t > 0. Falls o/ = 8/ = 0, bekommen wir A = 0 und e = 1. Sei also o/ + 8’ > 0.
Durch Induktion (Ubung!) weist man nach, dass

AP — (_1)n71 (a/_i_ﬁ/)nflA

fiir alle n € N gilt. Einsetzen in die allgemeine Formel fiir e*4 liefert dann

etA - 1 +Z(_1)nfl(a/+ﬁl)nfl %T:A
n>1 )
_ 1 (=t)"(e" + B)"
= 1= of + 5 (Z n! ) A

n>1

:e*t(o‘,"’ﬁl)—l
L N 1— e—t(a’—‘,—ﬁ/) A B (1 - SD(t)o/ gﬁ(t)a/ >
o + 5 e)B 1—p(t)8)"
[ —

=:(t)
Dabei gilt ¢(0) = 0 und 0 < (o + 8)p(t) = 1 — e 1) < 1 fiir alle ¢+ > 0. Man
kann sich nun tiberlegen, dass hierdurch genau die Matrizen aus obigem Lemma erfasst
werden, wobei fiir festes ¢ > 0 die Wahl von o/ und 3’ jeweils eindeutig ist (Details:

Ubung). Damit erhalten wir den folgenden wichtigen Satz. Fiir weitere Uberlegungen
verweisen wir auf die Literatur, insbesondere auf [10].
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Satz 7.16. (Kendall)
Die Markov-Matriz M = (150‘ 126) ist genau dann einbettbar, wenn «, 3 > 0 gilt zu-

sammen mit a + 5 < 1. In diesem Fall gibt es genau einen Markov-Generator A mit
M = e, nimlich A =1log(1+ (M — 1)).

Beweis. Falls o = 8 =0, ist M = 1 = €%. Sei also & + # > 0. Dann ist aus unserer
obigen Rechnung klar, dass wir Parameter o/ und 8’ finden konnen, so dass M in der Form
¢4 z.B. mit t = 1 geschrieben werden kann. Die Parameter o, 8’ sind dann eindeutig
bestimmt durch o/ = a/p(1) und ' = B/¢(1). O

Beispiel 7.17. Wir betrachten noch einmal die Matrizen

1 1 5 3 1
M:(i (2)> und M:<‘121 ‘g)

aus Beispiel 7.13. Nach dem Satz von Kendall ist M? einbettbar, M aber nicht. Dabei
ist also M? = e”, und man kann dann nachrechnen (Ubung), dass

5 1
exp(1A) = (g g) M
3 3

gilt, wobei natiirlich (M’)? = M? gilt. Wir sehen hier also das Phinomen, dass eine Ma-

trix verschiedene Markov-Quadratwurzeln haben kann. Man kann sich rasch iiberlegen,
dass es in diesem Fall keine weiteren gibt.

Bevor wir uns weiter mit dem Einbettungsproblem befassen, werfen wir noch einen
kleinen Blick auf die Gleichgewichte von (eingebetteten) Markov-Matrizen. Dabei be-
schrédnken wir uns hier auf den Fall, dass es nur ein Gleichgewicht gibt. In diesem Fall
ist die stationdre Verteilung eine wichtige Kenngrife des Markov-Prozesses, insbeson-
dere fiir sein asymptotisches Verhalten. Mathematisch ist die stationédre Verteilung der
(statistisch normierte) Links-Eigenvektor von einer Markov-Matrix (und damit, wie wir
noch sehen werden, sogar von allen Matrizen) aus der Halbgruppe zum Eigenwert 1.

Beispiel 7.18. Fiir den Markov-Generator A = (_/BO‘ _O‘B) mit a+ 3 > 0 ist die stationére

Verteilung durch
( >
a+ B a+p

gegeben, wie man leicht nachrechnen kann.
Betrachten wir nun zunéchst ¢(¢) mit o+ 8 > 0 fiir ¢ — oo, also

1— e_t(a"'ﬁ) t—00 1
a+p a+p’
so folgt daraus (wieder fiir « + 8 > 0)

_(1-ela gt > b (138 3%\ _ (a9 %
M) ( P8 1—(t)s ( &2 1-3% 2 355/

Dies ist das erwartete asymptotische Verhalten fiir eine primitive Markov-Matrix.

p(t) =
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Nun wollen wir die stationédre Verteilung einer irreduziblen Markov-Halbgruppe etwas
allgemeiner ansehen.

Proposition 7.19. Sei A ein irreduzibler Markov-Generator, mit Dimension > 2. Dann
besitzt die Markov-Halbgruppe {etA | t > 0} einen simultanen PF-FEigenvektor. Dieser
liegt dann im Kern von A, der wegen der Irreduzibilitit eindimensional ist.

Beweis. Es ist e!4 primitiv fiir alle t > 0. Sei nun ein ¢ > 0 fixiert. Nach den Satz von
Perron—Frobenius existiert nun ein eindeutiger, strikt positiver Wahrscheinlichkeitsvektor
p mit petd = p. Weiter gilt fiir ein beliebiges s > 0

(pesA)etA _ pe(t+s)A _ (petA)esA _ pGSA,

also ist auch pe®4 ein Eigenvektor von et zum Eigenwert 1. Aufgrund der Markov-Eigen-
schaft von e/ ist dies ebenfalls ein Wahrscheinlichkeitsvektor, also gilt pe®4 = p wegen
der Eindeutigkeit des normierten Eigenvektors. Somit ist p simultaner Eigenvektor fiir
die gesamte Markov-Halbgruppe.

Durch Differenzieren (nach ¢) bekommen wir nun
petdA =0,

da p ja konstant ist. Einsetzen von ¢ = 0 liefert pA = 0, also liegt p im Kern von A

(genauer sollten wir sagen, im Links-Kern), und dieser ist eindimensional, weil ein linear

unabhéngiges Element im Kern die Existenz eines weiteren Eigenvektors von e*4 zum

Eigenwert 1 bedeuten wiirde, was ja nicht mdoglich ist. O

Nun wollen wir noch eine allgemeine Formel angeben, um diesen Gleichgewichtszustand
auszurechnen. Fiir einen Markov-Generator A = (A;5); <, j<,, setzen wir

v, = Z H Aflm

TeRO) (k)eT

wobei R() die Menge der bezifferten Biaume mit 7 Knoten und Wurzel (4) sind und (k, £)
eine gerichtete Kante von k nach ¢ bezeichnet. Man beachte, dass durch die Auszeichnung
eines Knotens als Wurzel eine natiirliche Richtung auf jeder Kante im Baum entsteht.
Damit kénnen wir nun folgendes Resultat formulieren.

Satz 7.20. Ist A ein irreduzibler Markov-Generator, so gilt:
(1) vA=0 mitv=(vy,...,v,) und v; wie oben definiert. Dabei sind alle v; > 0.

ren

2) p; = 2~ definiert einen Wahrscheinlichkeitsvektor. Dieser ist die stationdre Ver-
flvll
1
teilung von der Markov-Halbgruppe.

(3) vi = det(—A(;)). Dabei entsteht die Matriz Ay aus A durch Entfernen von Zeile
1 und Spalte 1.
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Beweis-Bausteine. Die erste Aussage folgt aus dem Matrix-Baum-Satz, der auf Kirchhoff
(1859) zuriickgeht, zusammen mit dem Satz von Perron-Frobenius. Die zweite Aussage
ist klar nach unserer obigen Rechnung fiir Proposition 7.19. Die dritte Aussage folgt aus
der Cauchy—Binet-Formel, die eine Verallgemeinerung der Laplace-Entwicklung ist. [

Weiterfithrende Literatur zu diesem Thema ist [11].

Nun wollen wir zum Einbettungsproblem zuriickkehren und noch ein wenig den Fall
n > 2 betrachten, der deutlich komplizierter ist. In der Phylogenie bendtigt man be-
kanntlich n = 4, weshalb diese Erweiterung notwendig ist.

Lemma 7.21. Sei M eine nxn Markov-Matriz mit o(M — 1) < 1. Dann existiert ein
B € Mat(n,R) mit M = P und >.;Bij =0 fir alle 1 <i <n. Fir n=21ist B dann
stets ein Markov-Generator.

Beweis. B =log(1 + (M — 1)) ist wegen ¢(M — 1) < 1 eine konvergente Reihe, und es
gilt e® = exp(log(1+ (M —1))) = M. Dabei ist A := M — 1 ein Markov-Generator, also
A;; > 0 fiir alle ¢ # j und Z]’Aij =0firallel <i<n.

Damit bekommen wir aber auch (fiir i beliebig, aber fest):

>y = S T, = S S, () -

j=1k>1 k>1 (=1

=0

=0

Im Allgemeinen braucht B;; > 0 fiir ¢ # j jedoch nicht zu gelten. Bei n = 2 stimmt das
aber immer, wie wir aus der Herleitung des Satzes von Kendall bereits wissen. O

Beispiel 7.22. Sei >0 und B = (B 5) Dann ist

B 1 0 1, falls t = 0,
T et o8] T Y10y
l1—e e (10), im Grenzfall ¢ — oo.

Die 0 in der oberen rechten Ecke illustriert ein allgemeines Phénomen: Es gilt (etB )1 =0
fiir ¢ # j und ein t > 0 genau dann, wenn dies fiir alle ¢ > 0 stimmt. In dem Fall steht
die 0 auch bereits an der entsprechenden Stelle im Generator.

Folgerung 7.23. Ist B ein Markov-Generator, so gilt:

tB tB

B ist irreduzibel <= €'B ist primitiv <= e'P ist total positiv.
Wir sehen hieraus, dass der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Irreduzibili-
tatsbegriffen bei Matrizen aus Markov-Halbgruppen deutlich einfacher ist als bei allge-

meinen Markov-Matrizen.
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Beispiel 7.24. Betrachten wir die Matrix B = 27 ((1) _01 ), die kein Generator ist. Per
Induktion sieht man rasch, dass B>™ = (—1)"(27)?"1 und B*"*! = (-1)™(27)*™B
gilt, mit m € Ng. Damit kann man nun e? ausrechnen,

(_1)m(2ﬂ.)2m (_1)m(2ﬂ.)2m+1 0 —1
=) G At T am D <1 o>

m>0 m>0

= cos(2m) 1 + sin(27) (? _01) =1,
was nichts anderes als eine matrixwertige Version der Relation e?™ = 1 ist. Also ist dieses
B ebenfalls ein ‘Logarithmus’ von 1, aber mit nicht-verschwindenden Zeilensummen.
Man kann mit einem einfachen Argument (Ubung) zeigen, dass es bei n = 2 ausser 0
keine weitere Losung von 1 = e® mit B reell und verschwindenden Zeilensummen gibt.
Bereits bei n = 3 wird auch dies schon komplizierter.

Wenn eine Markov-Matrix M einbettbar ist, ergeben sich sofort mehrere Konsequen-
zen, die somit auch notwendige Eigenschaften fiir eine Einbettbarkeit sind, ndmlich:

1. Nach dem spektralen Abbildungssatz (nachschlagen !) fiir die Eigenwerte von M
und B in M = P muss gelten

o(M) = ¢°B) = {* | X € o(B)},
wobei dies auch fiir mehrfache Eigenwerte von M stimmen muss.

2. Es gilt 0 < det(M) < 1, also ist 0 niemals Eigenwert einer einbettbaren Markov-
Matrix. Ausserdem gilt det(M) = 1 nur fir M = 1 (diese Eigenschaften folgen aus
der Formel det(e?) = "(5) zusammen mit tr(B) < 0).

3. Falls 1 # X € o(M), so muss |A\| <1 gelten (Satz von Elfving).

4. M;; > 0 und M > 0 implizieren M;;, > 0.

5. M ist entweder reduzibel oder total positiv (und dann auch primitiv).

6. Ist A € o(M) reell und negativ, so ist die algebraische Vielfachheit von A gerade.

Leider sind auch alle sechs FEigenschaften zusammen genommen immer noch nicht hin-
reichend fiir die Einbettbarkeit. Dabei hat die letzte Bedingung eine besondere Bedeu-
tung. Eine etwas einfachere Frage ist, wann eine relle Matrix M einen reellen Logarithmus
besitzt, also M = ef mit R reell gilt. Die Antwort gibt das folgende Kriterium.

Satz 7.25 (Culver, 1966). Fiir S € GL(n,R) besitzt S = et eine Losung R € Mat(n,R)
genau dann wenn jeder elementare Jordan-Block zu einem negativen Figenwert von S,
in der komplexen Jordan-Normalform von S, geradzahlig oft vorkommt.

Ist S diagonalisierbar, vereinfacht sich dies zu der Bedingung, dass jeder negative Ei-
genwert von S gerade algebraische Vielfachheit besitzen muss.
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Beweis-Skizze. Ist S = e und T invertierbar, so gilt bekanntlich
TST™' = Te"T™! = exp(TRT ™).

Nun withle man T' € GL(n, C) so, dass TST~! in (komplexer) Jordan-Normalform vor-
liegt. Ist A ein positiver Eigenwert von S, kann man den zugehérigen Block von TRT !
ausrechnen. Ist A\ ein genuin komplexer Eigenwert, also A € C\ R, muss es ein komplex
konjugiertes Paar von Jordan-Blocken geben, weil S ja reell ist und somit auch \ Ei-
genwert von S ist, mit denselben algebraischen und geometrischen Vielfachheiten wie A.
Dann kann man wieder eine Losung ausrechnen, wenn man sich an

diag(i, —i) ~ <(1) _01>

erinnert, was wir oben (in Beispiel 7.24) schon einmal benutzt haben.

Der schwierige Fall ist ein Eigenwert A < 0. Ist die Multiplizitat der zugehdrigen
Jordan-Blécke gleicher Grofie gerade, kann man sich an Euler’s Relation €™ = —1 erin-
nern, die in Matrix-Form gerade

(o) )

bedeutet, und wieder eine Losung ausrechnen. Schliefslich muss man noch nachweisen,
dass es bei ungerader Vielfachheit nicht geht, weil immer ein Block iibrigbleibt. O

Wegen der Struktur mit der Ahnlichkeitstransformation 7' kann man nun auch sehen,
dass 1 fiir n > 2 sogar kontinuierlich viele reelle Logarithmen besitzt: Jedes T" vertauscht
mit 1, aber nicht unbedingt mit R; man vergleiche das mit Beispiel 7.24.

Die Vertauschungseigenschaften von Matrizen sind also (wieder einmal) entscheidend.
Ist M = e, so muss natiirlich [M, R] = 0 gelten, also auch:

R € cent(M) ={T € Mat(n,R) | [M,T] = 0}.

Schreiben wir wieder M = 1 4+ A mit A = M — 1, so gilt auch cent(M) = cent(A). Dies
hilft aufgrund des folgenden Satzes aus der (gehobenen) linearen Algebra.

Satz 7.26 (Frobenius). Sei B € Mat(n,R). Dann sind dquivalent:

(1) Das charakteristische Polynom von B, also det(B — x1), stimmt mit dem Mini-
malpolynom von B dberein.

(2) Es gilt dim(Vy) =1 fir jedes A € o(B), wobei V) der zugehirige Eigenraum ist.

(3) Die Matriz B ist zyklisch. Dies bedeutet: Es gibt einen Vektor u € R", so dass
{u, Bu, B?u, ..., B" 'u} eine Basis des R" ist.

(4) Der Matriz-Ring cent(B) ist abelsch.

(5) Es gilt: cent(B) = R[B]; dieser Ring besteht also aus allen Polynomen in B mit
reellen Koeffizienten.
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Einfache Matrizen, also solche mit paarweise verschiedenen Eigenwerten, sind zyklisch.
Somit ist die Eigenschaft, zyklisch zu sein, auch eine generische Eigenschaft, und zwar
im mafstheoretischen Sinne: Fast alle Matrizen sind zyklisch. Darum wollen wir nun diese
Klasse noch etwas genauer ansehen. Dabei ist klar, dass M = 1 + A genau dann zyklisch
ist, wenn das auch fiir A der Fall ist, wobei natiirlich R[M] = R[A] gilt.

Uns interessieren nur reelle Logarithmen von M mit Zeilensummen 0. Eine allgemeine
Matrix T € R[A] ist nun von der Form

T =al+aA+...+a,A"

fiir ein m € Ny und geeignete relle Koeffizienten a;. Wegen A = M — 1 wissen wir
aber schon, dass j T;j = ag gilt, und zwar fiir alle ¢. Eine solche Matrix T" hat also
verschwindende Zeilensummen genau fiir a; = 0. Daher setzen wir jetzt

alg(4) := (A™ |meN)p = (4,4%... A" ) C R[4],

wobei der zweite Schritt eine Konsequenz des Satzes von Cayley—Hamilton (nachschla-
gen !) ist. Fiir zyklische A gilt dim(alg(A)) = n — 1. Alle Elemente von alg(A) haben
verschwindende Zeilensummen, sind aber i.A. keine Generatoren. Fiir zyklische Matrizen
stellt sich dies nun gar nicht als Einschrankung heraus:

Lemma 7.27. Ist M eine zyklische Markov-Matriz, so ist 1 ein einfacher Eigenwert von
M. In diesem Full besitzt jeder reelle Logarithmus von M automatisch Zeilensummen 0.

Beweis. Fiir jede Markov-Matrix stimmt die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts
A = 1 mit seine geometrischen Vielfachheit iiberein (Beweis per Jordan-Normalform, vgl.
[2, Satz 13.10] fiir Details).

Ist die Matrix M zyklisch, muss 1 also ein einfacher Figenwert sein, mit rechts-
Eigenvektor (1,...,1)T. Ist M = e® mit R reell, gilt R € R[A] mit A = M —1. Ausserdem
muss dann (nach dem spektralen Abbildungssatz) 0 ein einfacher Eigenwert von R sein,
da dies die einzige relle Losung von e* =1 ist.

Sei nun u der zugehorige Eigenvektor von R zum Eigenwert 0. Dann gilt aber auch
Mu = eftu = u, also folgt u = a(1,...,1)7 fiir ein a # 0. Dies bedeutet aber gerade,
dass in R alle Zeilensummen verschwinden. O

Aus dem Satz von Frobenius zusammen mit unserer obigen Uberlegung zu den Ver-
tauschungsrelationen ergibt sich nun unmittelbar die folgende Eigenschaft.

Folgerung 7.28. Sei M eine zyklische nxn Markov-Matriz mit det(M) # 0. Besitzt
M einen reellen Logarithmus, M = e, so ist R € alg(A), mit A= M — 1.

Damit kénnen wir nun das Einbettungsproblem fiir eine wichtige Klasse von Matrizen
voranbringen.

Satz 7.29. Sei M eine zyklische Markov-Matriz mit reellem Spektrum. Dann besitzt M
genau dann einen reellen Logarithmus, wenn alle Eigenwerte von M positiv sind.

In diesem Fall, M = e, ist R eindeutig, und erfillt R € alg(A) mit A = M — 1.
Weiter ist M einbettbar genau wenn dieses R ein Markov-Generator ist.
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Beweis-Skizze. Die erste Behauptung folgt auch dem Satz von Culver, und R € alg(A)
ist eine Konsequenz der voranstehenden Folgerung.

Die Eindeutigkeit bekommt man aus dem linearen Gleichungssystem, das man mittels
des spektralen Abbildungssatz aus o(M) = exp(c(R)) ableitet, unter korrekter Verwen-
dung der Jordan-Normalformen von M und R.

Die Generatoreigenschaft der Losung bleibt offen, aber R ist der einzige Kandidat. [

Aus dem Beweis, der hier nicht im Detail gefiihrt werden kann, ergibt sich noch, dass
der Satz konstruktiv ist. Wir wissen, dass R = ay A + ... + a,,_; A"~! mit Koeffizienten
a; € R gelten muss, und diese Koeffizienten kann man aus dem im Beweis erwdhnten
linearen Gleichungssystem explizit berechnen. Die Generatoreigenschaft von R ist dann
einfach nachzuweisen, indem man R;; > 0 fiir alle 7 # j {iberpriift.

Folgerung 7.30. Sei M wie im vorigen Satz, mit positiven Eigenwerten. Dann ist die
relle Matrix R = log(1 4+ A) der einzige Kandidat fir die Finbettbarkeit von M.

Beweis. Bei o(M) C Ry gilt automatisch o(M) C (0,1] nach dem Satz von Elfving.
Dann ist aber der Spektralradius von A kleiner als 1, und log(1+A) konvergiert. Aufgrund
der Darstellung als Reihe in A ist dies eine relle Matrix, die auch in alg(A) liegt, und
somit der einzige Kandidat fiir den gesuchten Markov-Generator ist. O

Nun bleibt noch festzuhalten, dass o (M) i.A. nicht reell sein muss. Beim Vorliegen von
komplexen Eigenwerten (und dann von komplex-konjugierten Paaren) konnen Mehrdeu-
tigkeiten auftreten, es kann also mehrere Losungen fiir das Einbettungsproblem geben.
Natiirlich muss M nicht zyklisch sein. Wenn das passiert, wird das Einbettungsproblem
noch einmal deutlich komplexer, und man benétigt Methoden aus der algebraischen Geo-
metrie zu seiner Losung. Bis n = 4 sind die moglichen Félle inzwischen komplett studiert,
dariiberhinaus bleiben immer noch offene Fragen.
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