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3 Hilbert-Raume und Fourier-Reihen

3.1 Allgemeine Eigenschaften

Zunichst benotigt man die Definition einer Norm, da diese ein wichtiger Bestandteil der
hier behandelten Vektorrdume sein wird.

Definition 3.1. Sei V ein Vektorraum iiber R oder C. Eine Abbildung || -||: V — R
heifst Norm, wenn fiir beliebige Vektoren w,v und Zahlen « aus R bzw. C folgende
Eigenschaften gelten:

|l 0, mit|v|=0v=0

v

lawl] = fe]jv]
lo+ull < flofl + fJul

Mit L?([—m, x],C) wird der C-Vektorraum der auf [—7, 7] quadratintegrablen Funk-
tionen bezeichnet, d.h. ffﬁ }f(:n)2’ dz existiert im Sinne von Lebesgue. Dabei benutzen
wir nun auch den Begriff des Skalarproduktes.

Definition 3.2. Sei V' ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung (-|-): V xV — C
heifst Skalarprodukt auf V', wenn folgende Eigenschaften fiir beliebige Elemente f, g, h € V
und Zahlen o € C erfiillt sind:

(flg+h)y = (flg)+{flh)
(flag) = o(flg)
(glf) = (flg) (komplex konjugiert)
(flf) = 0, mit (f|f)=0« f=0.

Man beachte, dass (af|g) = @ (f|g) eine Folge der geforderten Eigenschaften ist. Ist
(-|-) ein Skalarprodukt, so definiert || f|| := \/(f|f) eine Norm auf V' im Sinne von Defi-
nition 3.1. Dabei gilt dann die Schwarz’sche Ungleichung

[l < (IFI1- Nl (23)
die eine der Wichtigen Ungleichungen der Mathematik ist.

Mit (flg) = & ["_ f(z) g(z) dz ist auf dem Vektorraum L?([—, 7], C) ein Skalarpro-

dukt definiert (51ehe auch [3] Bsp. 18.5.). Bzgl. der zugehorigen Norm ist dieser Raum
dann zudem vollstdndig geméf Def. 2.11, also alle Cauchy-Folgen konvergieren. Vollstan-
dige C-Vektorrdume mit einem Skalarprodukt, das die Norm induziert, nennt man auch
Hilbert-Rdume.

Satz 3.3. Jede 2m-periodische, stetige Funktion f ldsst sich als konvergente Fourier-Reihe

darstellen,
= cheinm it ¢, = / f —lnsds
nez
wobei es sich um Konvergenz im Mittel handelt, also Konvergenz beziglich || - || = v/ {-|-).
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Bemerkung 3.4. Dies ist ein sehr schoner Konvergenzbegriff, welcher systematischer
als punktweise Konvergenz und effizienter als gleichméfkige Konvergenz ist. Zu beachten
ist jedoch, dass nicht iiberall punktweise Konvergenz vorliegen muss.

Jetzt zeigt sich noch ein Schonheitsfehler: Beziiglich der Norm ||.|| ist der Raum der
stetigen Funktionen C°([0,27], (-|-)) nicht vollstindig. Das heifit, dass der Limes einer
im Mittel konvergenten Folge von Funktionen aus C°([0, 27], {-|-)) selbst nicht wieder in
diesem Raum liegen muss. Man betrachte z.B. eine Funktionen-Folge f,,, welche wie folgt
aussieht:

L

| | |
0 ‘a b, om 0 a

1/n

ol - _ - _ _
N
=1

Abbildung 7: Skizze zum Schonheitsfehler der Unvollstéandigkeit.

Dann ergibt sich, dass der Grenzwert fiir n — oo nicht stetig ist. Eine elegante Losung
dieses Problems, die zugleich eine wichtige Klasse vollstdndiger Rdume liefert, basiert
auf dem Integralbegriff von Lebesgue. Die {ibliche Betrachtungsweise eines Integrals nach

Xp X X X

Abbildung 8: Skizze zum klassischen Rie- Abbildung 9: Skizze zum Integral nach Le-

mann-Integral. Approximati- besgue. Approximation von f
on von f durch Rechtecke durch Rechtecke mit Auswahl
entlang der x-Achse. entlang der y-Achse.

Riemann ist in Abbildung 8 zu sehen. Es werden sehr schmale Rechtecke zwischen zwei
nah aneinander liegenden z-Werten mit Hilfe der entsprechenden Funktionswerte auf-
summiert. Fiir verschwindend kleine Rechtecke erhélt man das Integral der Funktion.
Nach Lebesgue wird diese Technik zwar beibehalten, allerdings wird zwischen z- und
y-Werten getauscht. Es wird also die Breite der Rechtecke anhand der Funktionswerte
vorgegeben und mittels aller zugehorigen x-Werte ggfs. mehrere Rechtecke pro Intervall
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berechnet. Damit ist der Raum
2T
L2([0,27], (-]-)) = {f‘ / |f(2)]? dz ex. im Lebesgue—Sinne}
0

vollstdndig. Aber auch hier gibt es noch eine (kleine) Einschrankung. Gegeben sei die
Funktion f (dargestellt in Abbildung 10)

f) = {1, z € [0,2r] NQ,
0, sonst auf [0, 27].

Da Q abzéhlbar ist, stimmt f fast iiberall (im Sinne der Lebesgue-Theorie) mit g = 0
iiberein, und die beiden Funktionen werden als gleich angesehen.

f
1

0

Abbildung 10: Skizze der Funktion f.

Dies spielt in der Praxis allerdings keine Rolle, da nie an einzelnen Punkten, son-
dern vielmehr auf sehr kleinen Intervallen mittelnd gemessen werden. Dies liegt an der
endlichen Auflésung der Messgerite.

Die Vektorrdume, welche im Folgenden betrachtet werden, sehen folgendermafien aus.
b
LP([a,b],C) = {f: [a,b] — C ‘/ |f(z)]P dz ex. im Lebesgue—Sinne}

flir 1 < p < oo, und

L>([a,b],C) := {f: [a,b] — C| sgp|f(x)| < 0o}

Dies sind stets Banach-Raume. Einige in diesem Skript besprochene Eigenschaften gelten
auch fiir 1 < p < oo, dennoch ist nur fiir p = 2 der entsprechende Raum ein Hilbert-
Raum. Hier ist die Norm durch das Skalarprodukt gegeben.

In einem Vektorraum ist eine Basis in der Regel sehr niitzlich. In einem Hilbert-Raum
ist es besonders hilfreich, eine Orthonormal-Basis zu haben.

Definition 3.5. Sei V' ein Vektorraum iiber R oder C, mit Skalarprodukt (:|-). Eine
Menge an Vektoren {b; | i« € I} mit endlicher oder abzahlbarer Indexmenge I heifit
Orthonormalsystem (ONS), falls

(bi[bj) = 0y
fiir alle 4,5 € I. Ein ONS heifft mazimal, falls einzig das Nullelement orthogonal zu allen
b; des ONS ist.
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Ist V ein Hilbert-Raum, so ist ein maximales ONS eine Basis, es kann also jedes Ele-
ment von V' als (konvergente) Linearkombination in den Elementen des ONS dargestellt
werden. Insbesondere ist ein ONS eine Basis, wenn V' endliche Dimension hat.

3.2 Die Gaull’sche Approximationsaufgabe

Es sei eine Funktion f gegeben, die Element eines Hilbert-Raums sei. Aufserdem sei
{e1,...,en} ein ONS, aber nicht notwendig maximal. Insbesondere verlangen wir an die-
ser Stelle nicht, dass es sich um eine Basis handelt. Wir wollen nun «;,...,a, € C so

bestimmen, dass
n
| =Y e
i=1

Anders ausgedriickt: Wie kann man f also mit endlich vielen Termen am besten approxi-
mieren? Dies nennt man die Gaufl’sche Approzimationsaufgabe. Mit Hilfe der Vorarbeit
zu Vektorrdumen lasst sich diese Frage wie folgt beantworten.

0 .
= min.

Satz 3.6. Die Gauf$’sche Approximationsaufgabe wird eindeutig geldst duch
ap = (e f), firl<t<n,

und f — Yy aye, steht senkrecht auf e; fir alle 1 < i < n. Dabei gilt die Bessel’sche

Ungleichung
2
> led 1 < 11
(=1

Beweis. Wir beginnen mit einer einfachen Rechnung:

n 9 n n
0 < Hf—zaeeeH = <f—zae€e f—zae€e>
/=1 /=1 /=1
= (fIf) Zaz (flen Zaz (eg] f) +ZZ%0¢@/ (erleq)
(=1/0=1
ZZ?:H%P
quadr_.Erg

(FIF) Z\eelf—ae\ S el 5
/=1

> 0, einziger variabler Term

Der Abstand wird also genau dann minimal, wenn «, = (e, | f) fiir alle 1 < ¢ < n gilt.
Damit folgt dann auch sofort die Bessel’sche Ungleichung.

Ist z=f—>")_ (e, f)ey so gilt

n
(eml2) = (emlf) =D (el f) {emled) = {em|f) = (enlf) = 0.
(=1
:6m,2
Damit ist auch die zweite Behauptung gezeigt. O
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Es zeigt sich also, dass die beste Approximation an die Funktion f gegeben ist durch die
Teilsummen der Fourier-Reihe, wobei mit ‘beste Approximation’ der Abstand beziiglich
der L?2-Norm gemeint ist.

Folgerung 3.7. Es gilt die Bessel’sche Gleichung:
n 2 n
| =D celryed = 112 =3 ftee P
=1 =1
wie sich direkt aus der Rechnung im obigen Beweis ergibt.
Nun koénnen wir eine Erweiterung auf ein abzdhlbares ONS wie folgt formulieren.

Satz 3.8. Sei V' ein unendlich-dimensionaler komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt,
und sei {e; | i € N} ein ONS in V. Dann gilt:

1. 302 age, ist Cauchy-Folge < >°3° | |a,|? konvergiert;

2. f=3 2, = a,= e, f) fir alle £, und es liegt unbedingte Konvergenz vor;

3y 2le e, =F < >, }<e£|f>’2 = ||f|I? (Parseval’sche Gleichung).

Bewets. Die 1. Behauptung folgt aus einer Rechnung, mit 1 <m < n:

n

n 2 n n n
_ 2
H Z aeezH = < Z O €, ‘ Z ae€z> = Z o oy (egley) = Z ol
{=m k=m {=m k=1 5
k.,

{=m

n—o0

Fiir die 2. Behauptung: Sei f, = Y, ; a,e, und f, —— f bzgl. der Norm ||.||. Dann
ist

[er | fu) = {er | )] = [exlfo = D < el lfn = FII = [Ifn = £
~~~ ~—
=1 n— oo 0

Da aber (e, | f,,) = o, fiir alle n > k nach Satz 3.6, folgt die Formel fiir den Koeffizienten
aus der Stetigkeit der Linearform g +— (e,|g). Die unbedingte Konvergenz stellen wir
einen Moment zuriick.

Die 3. Behauptung folgt nun sofort aus der Bessel’schen Gleichung.

Somit bleibt die ‘Umordnungsresistenz’ von der 2. Behauptung zu zeigen. Wir haben
bisher gezeigt:

o0 o0 oo
f= Zazee = f= Z(edﬂ e, = Z }(edf)f konvergiert absolut.
=1 =1 =1

Daher kénnen wir in der letzten Summe beliebig umordnen (was einer Umnummerierung
der Elemente unseres ONS entspricht), ohne den Grenzwert zu dndern. Aus der 3. Be-
hautpung, die wir ja schon bewiesen haben, folgt dann aber, dass >, (e,| f) e, auch
bei beliebiger Umordnung stets gegen f konvergiert. O
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3.3 Fourier-Reihen: Erganzungen
Im Hinblick auf die weitere Entwicklung wollen wir eine neue Notation einfiihren.

Definition 3.9. Betrachte eine Funktion f € L([—m,7],C) mit periodischer Fortset-
zung. Die Koeffizienten

~ 1 (7 .

fn =52 | r@)e s (24
mit n € Z heiken die Fourier-Koeffizienten von f.
Bemerkung 3.10. Wir halten kurz einige Eigenschaften fest:

e Die Fourier-Koeffizienten aus (24) sind wohl definiert wegen

e f(2)] = | f(x)],
weswegen auch x +— e~ f(z) eine L!-Funktion auf dem Intervall [, 7] ist.

e Die Fourier-Koeffizienten von f sind beschriankt, denn

~ 1 1 ™
F@l < 5ol = 5 [ If@ide < .

e Die Abbildung f +— fist linear, denn

~

(af +Bg)(n) = af(n)+ fg(n)
gilt fiir alle f,g € L'([-n,n],C) und alle a, 3 € C.
Satz 3.11. (FEindeutigkeitssatz) R

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € L'([—m,7],C) mit f(n) = g(n) fir alle n € Z.
Dann folgt f = g in L. Dies bedeutet, dass f(x) = g(x) fiir fast alle x € [—7, 7] gilt.

Fiir die in Gl. (24) definierten Fourier-Koeffizienten gibt es allerdings noch ein Problem.
Die Fourier-Reihe zu den Koeffizienten f

Z einx.]/c\(x)

nez
muss namlich nicht konvergieren! Nach Kolmogorov (1926) existiert eine Funktion f €
L([~m, 7], C) dessen Fourier-Reihe nirgends konvergiert. Das éndert sich, wenn wir f €
LP([—m,m],C) mit p > 1 betrachten. Zunéchst gilt:

Satz 3.12. (Carleson, 1966)
Die Fourier-Reihe einer periodisch fortgesetzten L?-Funktion ist fast tiberall punktweise
konvergent.

Bemerkung 3.13. Der Satz von Carleson klirt eine Vermutung von Lusin (1915). Hunt
(1968) zeigte dann, dass sich dies auf Funktionen f € LP([—m,7],C) fiir 1 < p < oo
erweitern lasst.
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Dabei ist der Begriff ‘fast tiberall auf [a,b]” mathematisch préazise. Es bedeutet konkret,
dass die Aussage iiberall aufer auf einer Teilmenge vom Maf 0 gilt. Man beachte, dass
nicht nur abzélbare Mengen vom Maf 0 sind, es gibt auch andere. Eine {iberabzihlbare
Ausnahmemenge ist z.B. die Cantor-Menge aus Beispiel 2.16.

Die Idee dieses Begriffs kann man sich auch mittels der Wahrscheinlichkeitstheorie
naher bringen. Es gibt Ereignisse mit einer Wahrscheinlichkeit von 1, wie z.B. das Werfen
von Kopf bei einem unendlich oft wiederholten Miinzwurf. Man spricht davon, dass ‘fast
immer’ irgendwann Kopf fallen wird.

Nun kommen wir zu einem sehr wichtigen Konzept.

Definition 3.14. Es seien f,g € L'([—n, 7], C). Die Funktion f * g, die durch

ot 277/ f(r)glt =7y dr

definiert ist, heiflt Faltung von f und g (dabei sind f, g fiir die Definition des Integrals
als periodisch fortgesetzt gedacht).

Lemma 3.15. Es seien f,g € L'([—n,7|,C). Dann ezistiert (f * g)(t) fiir fast alle

t € [-m, 7], man hat f x g € L'([—n,7],C), und es gelten folgende Eigenschaften:
fxg = gxf (kommutativ)
(fxg)xh = fx(gxh) (assoziativ)

fx(ag+pBh) = a(f *g)+B(f+h)  (linear)
fiir beliebige f,g,h € L*([—m,7],C) und o, B € C.
Beweis. siehe Ubung. O
Die Faltung hat starke Konsequenzen:

Satz 3.16. (Faltungssatz)
Fiir beliebige f,g € L*([—m,n],C) gilt (f xg)(n) = F(n)-G(n) fir allen € Z.

Beweis. Dies folgt wieder aus einer kleinen Rechnung;:

4 (f / —int f T)g(t —71)drdt

Fubini / / —7)dt efim'f(r) dr

et g(t') di' =275 (n)

—  2ng(n) / ei(rydr = an® Fn)g(n).

—T

Dabei wird im vorletzten Schritt die 2w-Periodizitdt von g verwendet, um nach einer
Verschiebung um 7 den Funktionswert an ¢’ € [—7, 7| zu berechnen. O
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Beispiel 3.17. Ein einfaches Beispiel ist die Faltung der charakteristischen Funktion
einer Menge mit sich selbst. Gegeben sei dazu

1, falls |z| < T,
@) = { =

0, sonst.

Die Faltung f * f kann nun in mehrere Bereiche aufgeteilt werden, wobei der Wert
zwischen —7m < t < 0 zunimmt und im Bereich 0 < ¢ < 7 wieder abfillt. Das Ergebnis

lautet:
0, r < —m,

1 |42z, —7m<2<L0,
27 |mr—x, O0<az<m,

0, T <.

(f = f) (@) =

Die zugehorige Rechnung sollte man selber einmal durchfiihren, um sich mit der Faltung
vertraut zu machen. Der Vorfaktor % kommt von der oben gewahlten Definition der
Faltung.
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