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wobei ∗ hier für die Faltung ohne den in Satz 4.3 verwendeten Vorfaktor steht. Dabei
sollte δ eine Funktion sein, die bzgl. der Faltung das neutrale Element ist. Das erste (?)
deutet an, dass es so eine Funktion in L1(Rn) nicht gibt, und wir also nicht wissen, ob
und wie man die Rechnung noch ‘retten’ kann, um das zweite (?) zu rechtfertigen.

Abbildung 11: Illustration der Familie δϵ mit Pa-
rameter ϵ > 0, als Beispiel fuer
eine approximierende Eins.

Abbildung 12: Approximation des
Funktionswerts f(0)
durch das Integral.

Wir suchen also eine (symmetrische) ‘Funktion’ δ mit der Eigenschaft
∫

R
δ(x)f(x) dx = f(0) , für jede in 0 stetige Funktion f.

Eine solche Funktion gibt es aber nicht. Man kann aber eine Familie von Funktionen
finden, die von einem Parameter abhängt, die dann in einer kleinen ϵ-Umgebung von 0
den Funktionswert f(0) immer besser ‘herausholt’. Sei dazu δϵ =

1
2ϵ 1[−ϵ,ϵ], vgl. Abb. 11

für eine Illustration. Dafür gelten folgende Eigenschaften (ϵ > 0):
∫

R
δϵ(x)dx = 1 ,

∫

R
δϵ(x)f(x) dx =

∫ ϵ

−ϵ

f(x)

2ϵ
dx,

f stetig bei 0 ⇒ lim
ϵ↘0

∫

R
δϵ(x)f(x) dx = f(0) .

Man beachte, dass man bei der letzten Eigenschaft Integral und Limes nicht vertauschen
kann! Die Abbildungen 11 und 12 illustrieren die Eigenschaften. Man erhält durch saube-
ren Umgang mit solchen Familien (δϵ)ϵ>0 (auch approximierende Eins genannt) folgenden
Satz (hier ohne Beweis):

Satz 4.7. Sei f ∈ L1(Rn) mit der Eigenschaft dass auch f̂ ∈ L1(Rn) gilt, und sei g
durch

g(x) =
1

(2π)n/2

∫

Rn

ei tx f̂ (t) dnt
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definiert. Dann ist g stetig und es gilt g(x) = f(x) fast überall. Also ist die Funktion g
in L1-Sinne die inverse Fourier-Transformierte von f̂ .

Zu beachten ist hier, dass f̂ integrierbar eine starke Einschränkung ist, die nicht für
jedes f ∈ L1(Rn) erfüllt ist.

Folgerung 4.8. (Eindeutigkeitssatz)
Ist f ∈ L1(Rn) und f̂ = 0, also f̂ (t) = 0 für fast alle t ∈ Rn, dann ist auch f = 0, also
f(x) = 0 fast überall.

Beweis. Die Funktion f̂ ist nach Voraussetzung integrierbar. Wir können also die Funk-
tion g aus Satz 4.7 definieren, und bekommen g(x) = 0 für alle (!) x. Dann folgt f = g
in L1(Rn), das heisst f(x) = g(x) = 0 fast überall.

Man kann die Fourier-Transformation in verschiedenen Räumen betrachten, jeweils
mit anderen Gegebenheiten. Weit verbreitet sind:

• Schwartz-Raum: S(Rn) (Raum der unendlich schönen Funktionen)
Für n = 1: C∞, f (n)(x)P (x) x±∞−−−→0 für jedes n ≥ 0 und jedes Polynom P (z.B.
f(x) = e−x2/2). Diese Funktionen sind also beliebig oft differenzierbar und ver-
schwinden für sehr große bzw. kleine x-Werte ‘sehr schnell’.

• Temperierte Distributionen: S ′(Rn)
T : S(Rn) −−→ C linear und stetig (z.B. δx(φ) = φ(x)). Die Fourier-Transformation
ist dann mittels T̂ (φ) = T (φ̂) definiert.

• Hilbert-Raum: H = L2(Rn) =
{
f : Rn −−→ C

∣∣ ∫
Rn |f(x)|2 dnx <∞

}

Hier wird vieles wieder systematisch und besonders schön.

4.3 Fourier-Tranformation auf L2(R)

Wir wollen jetzt die Fourier-Transformation auf dem Hilbert-Raum H = L2(R) genauer
studieren. Wir beschränken uns auf den eindimensionalen Fall, die Erweiterung auf den
Rn kann dann analog behandelt werden. Wir wählen in H das Skalarprodukt

⟨f |g⟩ =
1√
2π

∫

R
f(x) g(x) dx

und die Norm entsprechend als ∥f∥2 =
√

⟨f |f⟩. Als Hilbert-Raum ist H vollständig, also
konvergieren alle Cauchy-Folgen in L2(R).

Der Raum H ist natürlich ∞-dimensional, und die Einheitskugel des Raums ist nicht
kompakt. Zum Beispiel sieht man, dass x 7→ xn e−x2/2 für jedes n ∈ N0 eine Funktion in H
definiert. Diese sind aber linear unabhängig, denn für jede endliche Folge (αn) komplexer
Zahlen gilt:

N∑

n=0

αn x
n e−x2/2 = 0 ⇔ alle αn = 0 .
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