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EINLEITUNG

Diese Ausarbeitung entstand im Rahmen des Proseminars "Ange-
wandte Lineare Algebra’ im Sommersemester 2017 unter der Leitung
von Herrn Prof. Dr. Wolf-Jiirgen Beyn und Herrn Dr. Denny Otten.
Die Ausarbeitung bezieht sich auf den ersten Vortrag mit dem Titel
"Grundlagen der Spektraltheorie’. Thematisiert werden hier besonders
die Schursche-Normalform und die Jordan-Normalform. Falls nicht an-
ders angegeben bezieht sich der Inhalt auf Allaire, Gregoire und Kaber
- 'Numerical linear algebra’.

Bielefeld, April 2017 — S. Nowak
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1. GRUNDLAGEN

Wir betrachten im Folgenden quadratische Matrizen mit komplex-
wertigen Eintragen, was den reellen Fall einschliefit.

Definition 1.1. Sei A € M,,(C). Das charakteristische Polynom von
A ist das auf den komplexen Zahlen definierte Polynom P4(\) mit

Pa(N) = det(A — AI),
wobel det die Determinante von A und I die Einheitsmatrix bezeichnet.

Satz 1.2. Das charakteristische Polynom und damit die Eigenwerte
einer Matrix bleiben bei einem Basiswechsel unverdndert, da

det(Q'AQ — M) = det(A — \I)
fiir eine invertierbare Matrix ().

Bemerkung 1.3. Ist A € M,,(C), so hat das zugehorige charakteristi-
sche Polynom P4()) den Grad n. Damit hat es n Nullstellen in C.

Definition 1.4. Die n Nullstellen eines charakteristischen Polynoms
von A werden als Figenwerte bezeichnet. Im Folgenden bezeichnet A(A)
einen Eigenwert von A.

Definition 1.5. Ein Vektor z € C" (z # 0) mit Az = Az heifit
FEigenvektor von A zu dem Eigenwert \.

Satz 1.6. Ist A ein Figenwert von A, dann existiert immer ein zu-
gehoriger Eigenvektor x € C" (x # 0) mit Ax = A\x. Dieser ist nicht
eindeutig. Fxistiert hingegen ein x # 0, so dass Ax = Az, dann ist A
ein Figenwert von A.

Definition 1.7. Die Menge der Eigenwerte von A wird als Spektrum
bezeichnet und erhilt die Notation o(A).

o(A)={ e C | Jx #0: Az = \z}.

Definition 1.8. Der grofite Betrag aller Eigenwerte einer Matrix A €
M., (C) heiBt Spektralradius von A und wird mit o(A) bezeichnet.

0(A) = max{|A|} , X € o(A).

Definition 1.9. Ist A € M,,(C), dann ist die zugehorige adjungierte
Matriz A” € M,,(C) definiert durch

A — A" AT,

Hier bezeichnet AT die transponierte Matrix und A die konjugierte
Matrix von A. Matrizen, die gleich ihrer Adjungierten sind, werden
hermitesche Matrizen genannt.
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Definition 1.10. Eine wunitdre Matrix ist eine komplexe quadrati-
sche Matrix, deren Zeilen- und Spaltenvektoren orthonormal beziiglich
des Standardskalarprodukts sind. Damit ist die Inverse einer unitéaren
Matrix gleichzeitig ihre Adjungierte. Durch Multiplikation mit einer
unitdren Matrix bleibt sowohl die euklidische Norm als auch das Stan-
dardskalarprodukt zweier Vektoren erhalten. A € M, (C) ist unitér,
wenn gilt
ATA =1,

also das Produkt der Matrix mit ihrer Adjungierten die Einheitsmatrix
ergibt.

Definition 1.11. Eine hermitesche Matriz ist eine komplexe quadra-
tische Matrix, die gleich ihrer adjungierten Matrix ist.
A= A"
Definition 1.12. i) Sei A ein Eigenwert von A. Wir nennen den durch
E, =ker(A —\I)

gegebenen Untervektorraum den Eigenraum zum Eigenwert .
ii) Den Untervektorraum, der durch

Fy = | Jker(A - AD)*
k=1
gegeben ist, wird generalisierter Eigenraum oder auch Hauptraum ge-
nannt.

Bemerkung 1.13. Die in Definition 1.11 ii) genutzte Vereinigung der
Kerne von (A — A )" ist endlich. Das bedeutet, dass eine ganze Zahl kq
exisitert, so dass
Fy= |J ker(A- AN
1<k<ko

Die Folge der Untervektorrdume ker(A — AI)* ist eine steigende, ver-
schachtelte Folge in einem endlich dimensionalem Raum. Fiir eine ganze
Zahl k > kg bleibt die Dimension konstant. Wéare dies nicht der Fall,
so wiirde dies der endlichen Dimension des Raumes C" widersprechen.

Dementsprechend sind fiir k& > ky alle Riume ker(A — A\ )* dquivalent
zu ker(A — ).

d
Definition 1.14. Sei P(X) = > ;X" ein Polynom mit komplexen
i=1
Koeffizienten und A eine Matrix in M,,(C). Das Matrixpolynom P(A)
d
ist definiert durch P(A) = Y a; A%
i=1
Lemma 1.15. Sei Ax = Az mit x # 0. Dann gilt P(A)x = P(\)x fir
alle Polynome P(X).

Mit anderen Worten: Ist A ein Figenwert von A, so ist P(\) ein Ei-
genwert von P(A).
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Theorem 1.16 (Cayley-Hamilton). Sei Ps(\) das charakteristische
Polynom von A. Es gilt
P4(A) = 0.

Dies bedeutet, dass jede quadratische Matrix Nullstelle ihres charak-
teristischen Polynoms ist.
Der Satz zeigt, dass der kleinste mogliche Grad fiir ein Polynom, wel-
ches in A verschwindet, kleiner oder gleich n ist.

Definition 1.17. Das Polynom mit minimalen Grad, das in A ver-
schwindet und bei dem der Term mit dem hochsten Koeffizienten 1 ist,
heifit Minimalpolynom von A.

Theorem 1.18 (Spektralzerlegung). Sei A € M,,(C) eine Matriz mit

p verschiedenen Eigenwerten (A, ..., \,), mit 1 < p < n und algebrai-
p

scher Vielfachheit ny,...,n, mit 1 < n; < n und Y n; = n. Dann

i=1
geniigt der zugehorige Eigenraum

p
C'=EPF, Fy, =ker(A— XD und dim(F);) = n,.
=1

Hier meint @ die direkte Summe von Unterrdumen.

P
Genauer, C" = F), bedeutet, dass jeder Vektor z € C" eindeutig
=1

1=

durch z = i z' mit 2 € F), zerlegt werden kann.

i=1
Bemerkung 1.19. Theorem 1.17 kann wie folgt interpretiert werden.
Sei B; eine Basis des generalisierten Eigenraumes F);. Die Vereinigung
aller (B;)1<i<p bildet eine Basis B des C".
Sei P die Basiswechselmatrix. Da jedes F); in A fest ist, erhalten wir
eine neue Matrix, welche blockweise diagonal unter der Basis B sind.

Ay 0
P'AP = . ,
0 A,
wobei die A; quadratische Matrizen von der Grofle n; sind.
Mit einer passenden Basiswahl B;, kann jeder Block A; als eine obere

Dreiecksmatrix, mit den Eigenwerten \; auf der Diagonalen, geschrie-
ben werden. Dies ist eine Vorstufe zur Jordan-Normalform.

2. TRIANGULIERUNG VON MATRIZEN

Definition 2.1. i) Sei A = (a;;)1<i j<n €ine Matrix. Sind die Eintrége
a;; = 0 fiir ¢ # j, so heiBt A Diagonalmatrix.

ii) Sind die Eintrége a;; = 0 fiir ¢ > j, nennen wir A obere Dreiecks-
matriz.
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iii) Sind die Eintrége a; ; = 0 fiir ¢ < j, nennen wir A untere Dreiecks-
matriz.

Da diese Formen Matrizen vereinfachen, werden sie haufig durch
einen geeigneten Basiswechsel in eine Matrix der oben genannten For-
men umgewandelt.

Definition 2.2. i) Eine Matrix A € M,,(C) kann in Dreiecksform
gebracht werden, wenn eine Matrix P mit det(P) # 0 und eine Drei-
ecksmatrix T existieren, so dass

A= PTP!

ii) Eine Matrix A € M,,(C) kann in Diagonalform gebracht werden,
wenn eine Matrix P mit det(P) # 0 und eine Diagonalmatrix D exi-
stieren, so dass

A= PDP

Bemerkung 2.3. Die Matrizen A und T (beziehungsweise D) sind #hn-
lich, denn sie stimmen bis auf Basiswahl iiberein. P ist die Basiswech-
selmatrix. Kann A diagonalisiert werden, so sind die Spaltenvektoren
von P gerade die Eigenvektoren von A.

Kann A auf Diagonalform oder auf Dreiecksform gebracht werden, dann
befinden sich die Eigenwerte von A in ihrer algebraischen Vielfachheit
(A1,...,A,) auf der Diagonalen von D (beziehungsweise T').

/\1 0 )\1 N T
D= ., beziehungsweise T = .
0 An 0 An
In beiden Féllen ist das charakteristische Polynom von A gegeben durch
P(A) = det(A — \I) = J[(\ = \).

=1

Proposition 2.4. Jede Matriz A € M, (C) kann auf Dreiecksform
gebracht werden.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension n.
Fiir n = 1 ist die Proposition wahr. Wir zeigen, dass sie fiir n — 1
wahr bleibt. Fiir A € M,(C) , hat das charakteristische Polynom
det(A — AI) mindestens eine Nullstelle \; € C mit einem zugehori-
gen Eigenvektor v; # 0, so dass Av; = Ajvy. Wir ergénzen vy durch die
Vektoren (vg, ..., v,), um eine Basis des C" zu erhalten. Fiir 2 < j < n,
existieren Koeffizienten a; und b; ;, so dass

(1) Aej = av; + Z bmvi.
=2
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Sei B die Matrix mit den n — 1 Eintrégen (b; j)o<ij<n- Sei P die zu-
gehorige Basiswechselmatrix, in deren Spalten die Basisvektoren ste-
hen, dann ist (1) dquivalent zu

/\1 Qo ... QOp

0
Mit der Induktionsvoraussetzung folgt, dass eine Matrix P, mit det(FPs) #
0 von der Grofie n — 1 existiert, so dass Py 'BP, = Ty. T; ist eine obere

Dreiecksmatrix mit der Ordnung n—1. Mit P, erzeugen wir eine Matrix
P3; mit der Grofle n

1 0 ... 0
P 0
S R )
0
Wir setzen P = P, P; und erhalten
AP Bn At P2 DB
0 0
prAP=| | ) ~ | _T,
: Py'BP; : Ty
0 0
wobei T" eine obere Dreiecksmatrix ist und (5s, ..., 8,) = (a2, ..., ) Ps.

g

Ziel des néchsten Abschnittes ist es zu zeigen, dass die Umformung
einer Matrix A € M,,(C) in Dreiecksform, durch den Wechsel der Or-
thonormalbasis zu erreichen ist.

3. SCHURSCHE-NORMALFORM

Als Grundlage fiir diesen Abschnitt diente das Vorlesungsskript Nu-
merik I [3]. Bei der Schurschen-Normalform wird durch orthogonale
Ahnlichkeitstransformationen eine Matrix A € M,, in obere Dreiecks-
form gebracht.

Satz 3.1 (Schur). i) Zu jeder Matriz A € M,,(C) ezistiert eine unitire
Matriz Q@ € M,,(C) mit

)\1 * Ce *
0 A
(2) QA= |" * ,
: - - k
0O ... 0 X\,
wobei \; € C, 5 =1,...,n die Eigenwerte von A sind und so oft auf der

Diagonalen vorkommen, wie ihre algebraische Vielfachheit angibt. ii)
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Zu jeder Matriz A € M, (R) existiert eine unitire Matriz Q € M, (R)
mat

Al * %
3) Qgrag=|" ,

: :. c. *k

0 ... 0 A,

wober entweder
A; = Xj und A; ein reeller Figenwert von A ist

oder
Re(;)  —a;Im(};)
Lim(y)  Re(y) ]

J
und \; = Re(\;) + iIm();), wobei Im(N\;) # 0 ein echt komplexer
Figenwert von A ist. A; tritt so oft auf der Diagonalen auf, wie es der
algebraische Vielfachheit von \; entspricht.

Ai: Oéj?é0,0ZjER

Bemerkungen 3.2. i) Die 2 x 2-Blocke A; haben die Eigenwerte \; und
Xj. Jedes Paar \;, Xj von Eigenwerten einer reellen Matrix fiihrt zu ei-
nem solchen 2 x 2-Diagonalblock.

ii) Man nennt (2) die komplexe Schursche-Normalform und (3) die re-
elle Schursche-Normalform von A.

iii) Falls A € M,,(C) hermitesch beziehungsweise A € M, (R) sym-
metrisch ist, so sind alle Eigenwerte reell und Q% AQ beziehungswei-
se QT AQ ist ebenfalls hermitesch beziehungsweise symmetrisch. Die
Schursche-Normalform muss dann notwendig diagonal sein. Der Satz
impliziert insbesondere, dass sich hermitesche [symmetrische] Matrizen
mit einer unitéren [orthogonalen] Ahnlichkeitstransformation diagona-
lisieren lassen.

Beweis. Zunichst wird die reelle Schursche-Normalform (3) bewiesen.
Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die Bedingung
trivial erfiillt. Sei also bis auf n — 1 alles bewiesen und ein A € M,,(R)

gegeben.
Fall 1: A besitzt einen reellen Eigenwert A € R mit zugehorigen Eigen-
vektor v1. Wir ergénzen diesen mit vs, . .., v, so dass v = (v, Vg, ..., V)

eine Orthonormalbasis des C" bildet. Wir erhalten

P=(pa! ?)

Da die Spalten von P orthonormal sind, ist P eine orthonormale Ma-
trix. Durch Multiplikation mit A erhalten wir

APz((AU-ﬁ | AP):(HAU—”H | AP)
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und weiter
1
T _— A\ ~
PrAP =" v (—” | AP)
L AN
1 _
A —UTP\
_ ' o]
PIA=v | PTAP
o]
A% *
0
N E *
0
Hier geht ein, dass v"v = ||v||? gilt. Die Spalten von P stehen orthogo-

nal auf v. Wir benennen die erhaltene Form
A ok ... %

0
PTAP = || 5 , Be M,1(R).
0
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein @@ € M, _1(R), so dass
QT BQ die (reelle) Schursche-Normalform (3) hat. Auch die Matrix

ist orthogonal. Man erhélt die Schursche-Normalform fiir A

1 % ... = 10 ... 0 A ox L *
0 0 0

R'AR = | . | PTAP . = .
: Q : Q : Q" BQ
0 0 0

Fall 2: A besitzt einen komplexen Figenwert A\ = p + ip, p # 0 mit
Eigenvektor z = x + iy # 0; x,y € R". Es gilt

Az = Az + 1Ay = (p +ip)(z +iy) = px — py + i(px + py),
und damit
(4) Ar = pz — py, Ay = px + py.

Aus z # 0 und p # 0 folgt sowohl x # 0 sowie y # 0, denn ist x = 0, so
erhalten wir Az = 0. Andererseits gilt jedoch Ax = ux — py. Um dies
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zu erfiillen miisste auch y = 0 sein, was im Widerspruch zu z # 0 steht.
Der andere Fall folgt analog. Wir kénnen nun aulerdem o.B.d.A.

2Ty=0und 27z =1

annehmen.

Es gilt x 4 iy = z. Betrachten wir 'z = z'z — y'y + 2izly.
Dabei ist 2iz'y = Im(2'2).

Sei A = a + b € C. Wir erhalten

Im((Az)'A2) = Im(A\?2'2) = Re(A*)Im(z'2) + Im(\?)Re(z'2).

Ist z'z = 22’y = 0, sind wir fertig. Sei also Im(z'z) # 0.
Setze
_ Re(z'2)
Im(zt2)
Dann existiert ein 7 > 0, ¢ € (7, —7) mit a + i = re'.
Definiere A
A = /re'? = \frcos (¢/2) + irsin (¢/2) .
Damit folgt

N =a+i,
also
Re(\?) Re(z'2)
a= =a=
Im(\?) Im(ztz)

Fiir die Matrix P, = (z|(—ay)) € M,2(R), a erhalten wir

1
[yl
aus (4) die Beziehung

Ho—ap
PIAP, = (p ) :
~ u
a
Betrachte dazu das Bild von z, also Ax = uxr — py = px — an und
«

das Bild von —ay. A(—ay) = —aAy = —a(pr + py) = —apr — auy.
Da P, zwei orthogonale Spalten hat, kénnen wir diese Spalten zu einer
orthogonalen Matrix

P= (P P), Py € My 2(R)

erganzen.
Somit hat PT AP die Form

[ —ap * ... x|

L oox L.k

- o
P"AP=10 0 ., BeM,1R).
: : B
[0 0 |

Da der von x und y erzeugte Unterraum A-invariant ist, und damit
auch der von x und —ay, erhalten wir den 'Null’-Block unten links.



10 GRUNDLAGEN DER SPEKTRALTHEORIE

po—ap
Die Matrix | p besitzt genau die gewiinschte Gestalt und wir

kénnen wie in Fall 1 vorgehen. Nach Induktionsannahme gibt es ei-
ne orthogonale Matrix Q € M,_»(R), so dass Q" BQ die Schursche-
Normalform hat, und die orthogonale Matrix

I, 0 ... O

R=P
2 Q
0
bringt dann A auf ebenfalls auf die Schursche-Normalform.
Nun erfolgt der Beweis der komplexen Schurschen-Normalform (2) nach
[1]. Es ist also zu zeigen, dass fiir eine Matrix A € M,,(C) eine unitére
Matrix U (das heifit U~! = U*) existiert , so dass U*AU eine Drei-
ecksmatrix ist.
Sei (e;)!; die kanonische Basis und sei (f;), die Basis mit der A Drei-
ecksgestalt hat. Nach Proposition 2.4 wissen wir, dass A = PTP~!. Der
Basiswechsel soll unitér sein. Wir wenden das Gram-Schmidt Verfahren
auf die Basis (f;)7_,, was uns eine orthonormal Basis (g;), liefert, so
dass fiir jedes 1 < i < n,

span{gi,...,9;} =span{fi,..., fi}.

Wir erhalten hier beispielsweise g; = ”;—1H
1
/
Nun ist g5 = fo— M% = f2— (91, f2)g1 und damit g, = g? . Wir
91,91 95|

erhalten damit g5 = f3 — (g1, f3) — (92, f3)g2 und so weiter. Wichtig
hierbei ist, dass die Dreickesgestalt nicht verédndert wird.

Da AP = PT, T eine obere Dreiecksmatrix, liefert und die Betrachtung
der ersten i Spalten der Gleichung

span {Afi,..., Afi} Cspan{fi,..., fi}, fiir alle 1 <7 < n.
Daraus folgern wir
(5) span {Agy, ..., Agi} Cspan{gi,..., g} .
Fiir eine invertierbare Matrix A erhalten wir span{Agi,..., Ag;} =

span{gi, ..., g;} . Umgekehrt impliziert (5), dass eine obere Dreiecks-
matrix R existiert, so dass AU = UR, deren Spalten die orthonormal
Vektoren (g;)7, sind. U ist eine unitére Matrix. d

Beispiel 3.3. Sei € € R. Wir betrachten die Matrix

(6) A:(i })

Im Fall ¢ = 0 hat A bereits obere Dreiecksgestalt.
Betrachten wir zunéchst ¢ > 0. Das charakteristische Polynom von A
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ist gegeben durch (1—\)%2—e¢. Damit hat A die Eigenwerte ++/e+1. v =
1

1+e€
da

1Y . : : .
( \/E> ist der zugehorige Eigenvektor zum Eigenwert 1 + /e,

Av = \/%A (\2) _ \/% (ig;f) — (14 Vo).

Auflerdem gilt ||v|| = 1. Der Vektor _I/E ist orthogonal zu (\}E .

SeinunQ:<|F< ﬁ))zﬁ(\}g _I/E).Wirerhal—

ten damit
T o 1+\/E 1_6
QAQ( 0 1— /e

als Schursche-Normalform von A.
Betrachten wir nun den Fall e < 0.
In diesem Fall erhalten wir als Eigenwerte

A=1+iv/—¢ und A =1—iy/—e.

Wir betrachten nun

a(2)=(212)-aen(3)
_ ((1 + \/?z) 21)
(1+v—€i) 2

N BT SRVa B3l
S\t V—€iz

Daraus kénnen wir folgern, dass
29 =+/—€iz und €z = V/—€i 2.
Damit gilt
€z1 = V—€i(v/—€i)z = ez.
Daher darf nicht gelten z; = 0. Wiahlen wir z; = 1. Damit ist nun

€=+V—€1 29,

was dquivalent ist zu

_ —\2
SR S S e S ) M Sy

V=i = V= ' J=

Damit erhalten wir den Eigenvektor v zum Eigenwert A

(-0 ()
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o 1 0
Damit ist z = (O) und y = (\/—_e) Da @ von der Form (z|(—ay))
ist und a~! = \/—¢ erhalten wir

Q:(é _01).

Die Schursche-Normalform im Fall € < 0 ist gegeben durch
T (1 -1

4. JORDAN-NORMALFORM

Als Grundlage fiir dieses Kapitel diente "Matrix analysis’ von Horn
und Johnson [2].

Definition 4.1. Ein Jordanblock Jy()) ist eine k x k groie obere Drei-
ecksmatrix von der Form

A 1 0 ... 0

0 X 1 :

Je(A) = 0 0
.. -1

0 ... ... 0 A

Es gibt £k — 1 Terme 41’ auf der Nebendiagonalen. Der Skalar A er-
scheint k-mal auf der Hauptdiagonalen. Alle anderen Eintrdge sind
Null.

Sei A € M, (C). Es existiert eine Matrix S € M, mit det(S) # 0,
so dass

Iy (A1) 0

T (A
A=S <ﬂ.‘ St =5J57

0 Iy (Ak)

und ny + ny + ... + ni = n. Die Jordan-Matrix J von A ist eine di-
rekte Summe von Jordanblécken und ist bis auf Vertauschung dieser
auf der Diagonalen eindeutig. Die Eigenwerte \; mit ¢« = 1,... &k sind
nicht notwendiger Weise verschieden. Wenn A eine reelle Matrix mit
ausschlieflich reellen Eigenwerten ist, so ist auch S eine reelle Matrix.

Beispiel 4.2. Sei € € R. Wir betrachten die Matrix
1 1
A= ( 1) .

Im Fall € = 0 erhalten wir die Matrix A(e) = ( 1), welche bereits

1
1
Jordan-Normalform hat.
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Im Fall € > 0 erhalten wir die Eigenwerte von A durch \; = 1 + /e
und A\ = 1 — /e. Da wir zwei verschiedene Eigenwerte erhalten ergibt
sich die Jordan-Normalform

/= (1 _0¢E 1+0ﬁ>'

Ist nun € < 0, so erhalten wir die Eigenwerte von A durch A\; = 1++/€ i
und Ay = 1—/€i. Da wir zwei verschiedene Eigenwerte erhalten ergibt
sich die Jordan-Normalform

/= (1_0\M 1+0\/Ei)'

5. DIAGONALFORM

Proposition 5.1. Sei A € M,,(C) eine Matriz mit den verschiedenen
FEigenwerten (A1,...,\,), 1 < p < n. Die Matriz A ist genau dann
diagonalisierbar, wenn

p
C" =P En
i=1
oder, dquivalent dazu, genau dann, wenn F\, = E), fir ein 1 <;< p.

P

Beweis. Wenn C" = @ FE),, dann ist A diagonal mit einer Basis, wel-
i=1

che die Vereinigung von Basen des Unterraumes £, ist. Existiert um-

gekehrt eine Matrix P mit det(P) # 0, so dass P~ AP diagonal ist, so

folgt C" = @ E,,. Wir erhalten E,; C F\, und C" = @ F\; mit Theo-

rem 1.15. Daher miissen die Identitdten E), = F), fur alle 1<i<p
dquivalent seien, damit A diagonalisierbar ist. U

Im Allgemeinen sind nicht alle Matrizen diagonalisierbar. Beschrénken
wir uns auf diagonalisierbare Matrizen in einer Orthonormalbasis von
Eigenvektoren, so konnen diese elementar charakterisiert werden, ndmlich
als Menge diagonalisierbarer Matrize in einer Orthonormalbasis, die
mit der Menge der normalen Matrizen iibereinstimmen. Eine solche
Matrix kommutiert mit ihrer adjungierten Matrix (AA* = A*A).

Theorem 5.2. Sei A € M, (C) eine Matriz und U eine komplexe
quadratische Matriz, deren Zeilen- und Spaltenvektoren orthonormal
beziiglich des Standardskalarprodukts sind. Eine solche Matrix nennen
wir unitiar. A ist genau dann normal, wenn eine Matrix U exisitiert,
so dass

A=U diag(\y, ..., \)U ™,

wobei (A1, ..., \,) die Eigenwerte von A sind.
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Beweis. Offensichtlich ist eine Matrix A = UDU* normal, wobei D
eine Diagonalmatrix und U unitér ist. Auf der anderen Seite wissen
wir mit Definition 2.3, dass jede Matrix A auf Diagonalform gebracht
werden kann. In anderen Worten, es existiert eine unitdre Matrix U
und eine obere Dreiecksmatrix T, so dass A = UTU* gilt. AA* = A*A
impliziert TT* = T*T, also ist T normal.

Wir zeigen nun: Ist eine Matrix sowohl in Dreiecksform als auch nor-
mal, so ist sie eine Diagonalmatrix. Nach Definition haben wir T =
(tij)1<ij<n mit t;; = 0 fiir ¢ > j. Wir identifizieren wir den Eintrag
in der ersten Zeile und der ersten Spalte des Produkts TT* = T*T,
konnen wir folgern, dass

tia]? = Z Itk
k=1
was uns ¢y = 0 liefert, fiir alle 2 < & < n. Dies bedeutet, dass in
der ersten Reihe von T nur Nullen stehen. Der Beweis erfolgt durch
Induktion. Wir nehmen an, dass in den ersten (i — 1) Reihen von 7', bis
auf die Diagonaleintrdge, nur Nullen stehen. Der Eintrag in der i-ten
Zeile und i-ten Spalte des Produkts TT™* = T*T liefert

n
2= Z ’ti,k‘27
k=1

so dass t;, = 0 fiir alle ¢ +1 < k& < n. Damit sehen wir, dass die ¢-te
Zeile von T ebenso nur Nullen auflerhalb der Diagonalen hat. Damit
ist gezeigt, dass T' diagonal ist. U

tis
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