
Matrixkondition

Christopher Daniel Southwick

17. Mai 2017

Inhaltsverzeichnis

1 Einführung 2

2 Matrixkondition 3

3 Literaturverzeichnis 9

1



1 Einführung

Betrachte das Gleichungssystem

Ax = b, (1.1)

wobei A ∈ Mn(K) invertierbar, 0 6= b ∈ Kn, K ∈ {R,C} und x ∈ Kn die
gesuchte Lösung bezeichnet.
Frage: Wie stark verändert sich die Lösung x, wenn wir die Eingangsdaten
A, b leicht stören?
Sei ε > 0 (Störparameter), so de�nieren wir B ∈Mn(K) und γ ∈ Kn.

Aε := A+ εB ∈Mn(K) Störung von A (1.2)

bε := b+ εγ ∈ Kn Störung von B (1.3)

Betrachte nun

Aεxε = bε. (1.4)
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2 Matrixkondition

De�nition 2.1. Sei A ∈ Mn(K) invertierbar mit zugeordneter Matrixnorm
‖ · ‖ und K ∈ {R,C}. Dann heiÿt

cond‖·‖(A) := ‖A‖ · ‖A−1‖

die Konditionszahl von A (bzgl. ‖ · ‖)

Satz 2.2. Seien A ∈Mn(K) invertierbar, 0 6= b ∈ Kn, K ∈ {R,C},
ε > 0, Aε ∈ Mn(K) und bε ∈ Kn aus (2) für B ∈ Mn(K), γ ∈ Kn mit
γε := ε‖A−1‖ · ‖B‖ < 1 und bezeichne x ∈ Kn und xε ∈ Kn die Lösung von
(1.1) und (1.3). Dann gilt

‖xε − x‖
‖x‖

6
1

1− γε
cond‖·‖(A)·

(
‖bε − b‖
‖b‖

+
‖Aε − A‖
‖A‖

)
=

ε

1− γε
cond‖·‖(A)·

(
‖γ‖
‖b‖

+
‖B‖
‖A‖

)
.

Für den Beweis dieses Satzes benötigen wir das nachfolgende Lemma.

Lemma 2.3. Banach-Lemma
SeiM ∈Mn(K) invertierbar und N ∈Mn(K) mit γ := ‖M−1‖·‖N−M‖ < 1
für K ∈ {R,C}. Dann gilt
i) N ist invertierbar,

ii) ‖N−1‖ 6 1

1− γ
‖M−1‖.

Es folgt der Beweis von Satz 2.2

Beweis. Die Anwendung von Lemma 2.3 auf M := Aε mit
γε := ε‖A−1‖ · ‖B‖ < 1 für ein ε > 0 liefert:

Aε ist invertierbar und ‖A−1ε ‖ 6
1

1− γε
‖Aε − A‖ (2.1)

Damit besitzt das LGS (1.3) eine eindeutige Lösung xε ∈ Kn. Seien x und
xε Lösungen von (1.1) und (1.3), so gilt

bε = Aεxε = Aεxε − Aεx+ Aεx− Ax+ Ax = Aε(xε − x) + (Aε − A)x+ b,

also
Aε(xε − x) = (bε − b)− (Aε − A)x.

Somit, da A invertierbar, folgt

xε − x = A−1ε [(bε − b)− (Aε − A)x] .
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Aus (1.4) erhalten wir nun die Abschätzung

‖xε − x‖ 6 ‖A−1ε ‖(‖bε − b‖+ ‖Aε − A‖‖x‖)

6
1

1− γ
‖A−1‖(‖bε − b‖+ ‖Aε − A‖‖x‖)

=
1

1− γ
cond‖·‖(A)(

‖bε − b‖
‖A‖

+
‖Aε − A‖
‖A‖

‖x‖).

Division durch ‖x‖ liefert (Ax = b gilt, da b 6= 0, ‖b‖ = ‖Ax‖ 6 ‖A‖‖x‖)
also

1

‖A‖‖x‖
6

1

b
.

Für den relativen Fehler erhalten wir

‖xε − x‖
‖x‖

6
1

1− γ
cond‖·‖(A)(

‖bε − b‖
‖A‖‖x‖

+
‖Aε − A‖
‖A‖

)

6
1

1− γ
cond‖·‖(A)(

‖bε − b‖
‖b‖

+
‖Aε − A‖
‖A‖

)

=
ε

1− γ
cond‖·‖(A)

‖γ‖
‖b‖

+
‖B‖
‖A‖

Proposition 2.4. Sei A ∈Mn(C) invertierbar, dann gilt
i) cond‖·‖(A) = cond‖·‖(A

−1),
ii) cond‖·‖(αA) = cond‖·‖(A) für alle α ∈ C, α 6= 0,

iii) cond‖·‖2(A) =
ρ1(A)

ρn(A)
, wobei ρ1(A) (bzw. ρn(A)) der gröÿte (bzw. kleinste)

Singulärwert von A ist,
iv) ist A normal, so gilt

cond‖·‖2(A) =
|λmax(A)|
|λmin(A)|

= σ(A)σ(A−1).

Es bezeichnet σ(A) den Spektralradius von A und |λmax(A)| (bzw. |λmin(A)|)
ist der betragsmäÿig gröÿte (bzw. kleinste) Eigenwert von A.
v) Ist U ∈Mn(C) unitär, so gilt

cond‖·‖2(A) = 1

und
cond‖·‖2(AU) = cond‖·‖2(UA) = cond‖·‖2(A).
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Bemerkung 2.5. i) Es gilt sogar (vergleich Proposition 2.4 (iv))

cond‖·‖2(A) = ‖A‖‖A−1‖ > σ(A)σ(A−1), (2.2)

denn σ(B) 6 ‖B‖ für alle B ∈Mn(K).

Beweis. Sei λ ∈ C ein Eigenwert mit zugehörigem Eigenvektor v ∈ Kn, v 6= 0
von B ∈Mn(K). Das heiÿt Bv = λv, dann gilt

‖B‖ := supx
‖Bx‖
‖x‖

>
‖Bv‖
‖v‖

=
‖λv‖
‖v‖

= |λ|‖v‖
‖v‖

= |λ|

für alle λ ∈ σ(B).
Daraus folgt ‖B‖ > maxλ∈σ(B) |λ| =: σ(B).
Ist A normal, so liefert Proposition 2.4 (iv) und (2.2)

cond‖·‖(A) > σ(A)σ(A−1) = cond‖·‖2(A).

ii) A ∈Mn(K) invertierbar heiÿt gut konditioniert (bzgl. ‖ · ‖),
falls cond‖·‖(A) ≈ 1.
A ∈Mn(K) invertierbar heiÿt schlecht konditioniert (bzgl. ‖ · ‖),
falls cond‖·‖(A) > 1.
Unitäre Matrixen sind immer gut konditioniert (vergleiche Proposition 2.4
(v)).
iii) Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum über K und seien
‖ · ‖a, ‖ · ‖b : V → [0,∞) zwei Normen auf V , dann gilt:
∃c1, c2 > 0 =: c1‖v‖a 6 ‖v‖a 6 c2vb für alle v ∈ V . Das heiÿt ‖ · ‖a, ‖ · ‖b
sind äquivalent.

Proposition 2.6. Sei A ∈Mn(K) invertierbar mit zugeordneten Matrixnor-
men
‖A‖1 = maxj=1,...,n

∑n
i=1(Ai,j) (Spaltensummen-Norm)

‖A‖2 =
√

max(λ), λ ∈ σ(AHA) (Spektralnorm)
‖A‖∞ = maxi=1,...,n

∑n
j=1(Ai,j) (Zeilensummen-Norm).

De�nieren wir condp := cond‖·‖p(A), so gilt
i) n−1cond2(A) 6 cond1(A) 6 ncond2(A),
ii) n−1cond∞(A) 6 cond2(A) 6 ncond∞(A),
iii) n−2cond1(A) 6 cond∞(A) 6 n2cond1(A).
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Beweis. Seien a, b ∈ {1, 2,∞} . Nach Bemerkung 2.5 iii) gilt:
∃c1,a,b, c2,a,b > 0 : c1,a,b‖A‖b 6 ‖A‖a 6 c2,a,b‖A‖b ∀A ∈Mn(K).
Wir erhalten daraus:

c21,a,bcond‖·‖b(A) = c21,a,b‖A‖b‖A−1‖b
6 cond‖·‖a(A)

6 c22,a,b‖A‖b‖A−1‖b
= c22,a,bcond‖·‖b(A).

Wegen c1,1,2 = n1/−2, c2,1,2 = n1/2, c1,2,∞ = n1/−2, c2,2,∞ = n1/2, c1,∞,1 = n−1

und c2,∞,1 = n folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.7. Aus Vortrag 2 wissen wir: Ist A ∈ Mn(K) invertierbar,
so gilt:

A : S−1 → E−1 x 7→ Ax,

das heiÿt A bildet die n-dimensionale Einheitssphäre auf die Ober�äche eines
n-dimensionalen Ellipsoiden ab, dessen Halbachsen die Singulärwerte von A
sind. ‖A‖2 misst die Ab�achung der Ellipse. A ist demnach gut konditioniert,
falls der Ellipsoid nicht stark von der Einheitssphäre abweicht, das heiÿt
ASn−1 ≈ Sn−1.

Lemma 2.8. Sei A ∈Mn(C) invertierbar und

Sn := {B ∈Mn(C) : B ist nicht invertierbar}.

dann gilt
1

cond‖·‖2(A)
= infB∈Sn

‖A−B‖2
‖A‖2

.

Beweis. Sei A ∈ Mn(C) invertierbar und B ∈ Sn ⊂ Mn(K). Angenommen
B erfüllt

γ := ‖A−1‖2‖B − A‖2 6 1

so ist B nach Lemma 2.3 (M = A,N = B) invertierbar, das heiÿt B ∈ Sn.
Somit gilt

‖A−1‖2‖B − A‖2 > 1 ∀B ∈ Sn
und somit

1

‖A−1‖2
6 ‖B − A‖2 ∀B ∈ Sn.

Folglich gilt

1

‖A−1‖
6 infB∈Sn‖B − A‖2. (2.3)
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Wir zeigen nun, dass das In�mum in (2.3) angenommen wird, das heiÿt

∃B0 ∈ Sn :
1

‖A−1‖2
= ‖B0 − A‖2.

Dann gilt die Gleichheit in (2.3). De�niere

B0 := A− u(A−1u)H

‖A−1‖22
. (2.4)

Nach Vortrag 3 gilt

∃0 6= u ∈ C mit‖u‖2 = 1 : ‖A−1‖2 = ‖A−1u‖2. (2.5)

Somit erhalten wir

‖B0 − A‖2 =
1

‖A−1‖22
‖u(A−1u)H‖2

=
1

‖A−1‖22
maxx∈C

‖u(A−1u)Hx‖2
‖x‖2

=
1

‖A−1‖22
maxx∈C

| 〈A−1u, x〉 |
‖x‖2

.

Hier geht ein, dass

u(A−1u)H = u〈A−1u, x〉 ⇒ ‖u(A−1u)Hx‖2 = ‖u‖2
| 〈A−1u, x〉 |
‖x‖2

=
| 〈A−1u, x〉 |
‖x‖2

.

Da nun (mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung) | 〈A−1u, x〉 |6 ‖A−1u‖2
∀x ∈ Cn gilt, folgt weiter

1

‖A−1‖22
maxx∈C

| 〈A−1u, x〉 |
‖x‖2

=
‖A−1‖2
‖A−1‖22

=
1

‖A−1‖2
.

Wir erhalten

| 〈A−1u, x〉 |
‖x‖2

6 ‖A−1u‖2 ∀x ∈ Cn ⇒ maxx∈Cn

| 〈A−1u, x〉 |
‖x‖2

6 ‖A−1u‖2.

Damit wird das Maximum für x = A−1u 6= 0 angenommen, da A invertierbar
ist und u 6= 0.
Insbesondere gilt B0 ∈ Sn, das heiÿt ∃ 6= w ∈ Cn : B0w = 0.
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Für w := A−1u 6= 0 gilt:

B0w = BA−1u

= u− u(A−1u)H(A−1u)

‖A−1‖22

= u− 〈A
−1u,A−1u〉u
‖A−1‖22

= u− ‖A
−1u‖22

‖A−1u‖22
u

= u− u
= 0.

De�nition 2.9. Sei 0 6= A ∈Mm,n(K) eine Matrix (nicht notwendigerweise
quadratisch oder invertierbar) mit zugeordneter Matrixnorm ‖ · ‖ und
K ∈ {R,C}. Weiter bezeichne A+ ∈ Mm,n(K) die Pseudoinverse von A.
Dann heiÿt

cond‖·‖(A) = ‖A‖‖A+‖

die Konditionszahl von A bezüglich ‖ · ‖.

Bemerkung 2.10. Aus der Singulärwertzerlegung A = V ΣUH von A und
der De�nition der Pseudoinversen A+ = UΣ+V H erhalten wir:

‖A+‖2 = ‖Σ+‖2 =
1

σr
,

wobei σ1 > . . . σr > 0 positive Singulärwerte von A sind. Somit gilt (vergleiche
Proposition 2.4 (iii) mit σj(A) := σj)

cond‖·‖(A) =
σ1(A)

σr(A)
.

Dies entspricht einer Verallgemeinerung von Proposition 2.4 (iii).
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