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1 Einfiihrung
Betrachte das Gleichungssystem
Az =, (1.1)

wobei A € M, (K) invertierbar, 0 # b € K", K € {R,C} und z € K" die
gesuchte Losung bezeichnet.

Frage: Wie stark verdndert sich die Losung x, wenn wir die Eingangsdaten
A, b leicht storen?

Sei € > 0 (Storparameter), so definieren wir B € M, (K) und v € K".

A :=A+eB e M,(K) Storung von A (1.2)
be :=b+eye K" Storung von B

Betrachte nun



2 Matrixkondition

Definition 2.1. Sei A € M, (K) invertierbar mit zugeordneter Matriznorm
|- || und K € {R,C}. Dann heifst

condy.(4) == [|A]l - [A™Y]
die Konditionszahl von A (bzgl. || - |)

Satz 2.2. Seien A € M, (K) invertierbar, 0 #b € K", K € {R,C},

e 2 0,A. € Mp(K) und be € K" aus (2) fir B € M,(K), v € K" mit
Ye == €||A7 - ||B]| < 1 und bezeichne x € K™ und x. € K™ die Lisung von
(1.1) und (1.3). Dann gilt

e — =] 1 (Hbe—bH HAe—AH) € I 1B
< condy.(A)- + = condy.(A)-| = + T | -
] L= M ] 1Al =y M el f1Al

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir das nachfolgende Lemma.

Lemma 2.3. Banach-Lemma
Sei M € M, (K) invertierbar und N € M, (K) mit~v:= |M |- |[N-M]| < 1
fir K € {R,C}. Dann gilt
i) N ist invertierbar,
1

i) [|[N7| < ——|| M.
i) [NTH < 1= 7H I

Es folgt der Beweis von Satz 2.2

Beweis. Die Anwendung von Lemma 2.3 auf M := A, mit
Ve :=€||[A7Y| - || B]| <1 fiir ein € > 0 liefert:

1

A, ist invertierbar und [|A ]| < |Ae — Al (2.1)

€

Damit besitzt das LGS (1.3) eine eindeutige Losung x. € K™. Seien x und
z. Losungen von (1.1) und (1.3), so gilt

be = Acxe = Acxe — Ax + Acx — Ax + Az = A(xz. — x) + (Ac — A)z + b,

also
A(ze — ) = (be = b) — (Ac — A)z.

Somit, da A invertierbar, folgt

v —x=A"[(b —b) — (A — A)x].



Aus (1.4) erhalten wir nun die Abschétzung
lze — @[l < 1A (1lbe — bl + 1A — Al [l2])
1
-7
1
= 75 condi(AX

< AT (N1be = Il + (1A — All[l]])

Hbe_bH HAE_AH
+ xll).
1Al A el

Division durch ||z|| liefert (Az = b gilt, da b # 0, ||b]| = [|Az|| < ||A]ll|=])
also

1 1
— < =
[A[[llz] ~ b
Fiir den relativen Fehler erhalten wir
||:L“6—ZL“|| 1 ||be_b|| HAs_AH
< cond;. (A)( )
o S 1= A A

Hbe - b” + ”Ae - AH)
6] Al
€ v, 1B

T A g+

1
S 7 eondi(A)(

Proposition 2.4. Sei A € M, (C) invertierbar, dann gilt
Z) COIldH.”(A) = COIld”.H(A_l),
ZZ) COHdH.”(aA) = COIldH.”(A) fiir alle o € C, 0 # 0,

A
i1) cond ., (A) = Zl((A;’ wobei p1(A) (bzw. p,(A)) der grifite (bzw. kleinste)
Singuldrwert von Anist,
iv) ist A normal, so gilt

Amax(A)]

cond.|,(A) = |Amin(A4)|

=o(A)o(A™).

Es bezeichnet o(A) den Spektralradius von A und [Amax(A)| (bzw. |[Amin(A)|)
ist der betragsmdfig grifite (bzw. kleinste) Eigenwert von A.
v) Ist U € M, (C) unitdr, so gilt

cond.,(A) =1

und
Cond||.H2(AU) = condH.||2(UA) = COHdH.”Z(A).



Bemerkung 2.5. i) Fs gilt sogar (vergleich Proposition 2.4 (iv))
condj,(A) = [|A[[AT] = o(A)a(AT), (2:2)
denn o(B) < ||B|| fir alle B € M, (K).

Beweis. Sei A € C ein Eigenwert mit zugehorigem Eigenvektor v € K", v # 0
von B € M,(K). Das heift Bv = Av, dann gilt

Bzl Bvll _ [[Avll

Sl T Al ol

o]
= [Al5=r = [Al

|B]| := sup =
o]

fir alle A € o(B).
Daraus folgt || B|| > maxycqo(p) |A| =: 0(B).
Ist A normal, so liefert Proposition 2.4 (iv) und (2.2)

COIld”.”(A) > U(A)U(A_l) = COIld||.H2(A).

ii) A € M,(K) invertierbar heifft gut konditioniert (bzgl. | - ||),
falls cond. (A) = 1.
A € M, (K) invertierbar heifst schlecht konditioniert (bzgl. || - ||),
falls cond (A) > 1.
Unitire Matrizen sind immer gul konditioniert (vergleiche Proposition 2.4
(v).
iii) Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum uber K und seien
| llas Il - 1lo: V = [0,00) zwei Normen auf V', dann gilt:
der,e0 > 0 = ¢q||vlla < ||v]la < coup fiir alle v € V. Das heif$t || - ||a; || - |l
sind dquivalent.

Proposition 2.6. Sei A € M, (K) invertierbar mit zugeordneten Matriznor-
men

| A1 = max;j_1__, > ri(Aij)  (Spaltensummen-Norm)

|Alls =y/max(\), A€ a(ATA)  (Spektralnorm)

[Alloo = maxi=1,_n Y 5 (Aij)  (Zeilensummen-Norm).

Definieren wir cond, := cond.|,(A), so gilt

i) n"tcondy(A) < cond;(A) < ncondy(A),

i) n~tcondy (A) < condy(A) < ncondy, (A),

i1) n~2cond; (A) < condy(A) < n*cond;(A).



Beweis. Seien a,b € {1,2,00} . Nach Bemerkung 2.5 iii) gilt:
Eicl,a,bacla,b > 0 : Cl,a,bHA”b < HA”a < C2,a,b||AHb VA S Mn(K)
Wir erhalten daraus:

et apeond), (A) = ¢,y Allsl[ AT s
< cond, (A)
< S apllAlloll A o
= &3 gpcond, (A).

R ) _ n1/2 _ o 1/=2 _ 1/2 _ -1
Wegen 01,1,2—n/ 702,1,2—71/701,2,00—”/ 702,2700—71/701,00,1—”

und cg o1 = n folgt die Behauptung. O

Bemerkung 2.7. Aus Vortrag 2 wissen wir: Ist A € M, (K) invertierbar,
so gilt:

A: St E! x— Az,
das heifst A bildet die n-dimensionale Einheitssphdre auf die Oberfliche eines
n-dimensionalen FEllipsoiden ab, dessen Halbachsen die Singuldrwerte von A
sind. || Al|a misst die Abflachung der Ellipse. A ist demnach gut konditioniert,

falls der Ellipsoid nicht stark von der Einheitssphdre abweicht, das heifst
AS"l g G L

Lemma 2.8. Sei A € M, (C) invertierbar und
Sy :={B € M,(C) : B ist nicht invertierbar}.
dann gilt
I Ve
cond,(A) " Al
Beweis. Sei A € M, (C) invertierbar und B € S,, C M,(K). Angenommen

B erfiillt
5= A7 BIB — Al < 1

so ist B nach Lemma 2.3 (M = A, N = B) invertierbar, das heift B € S,,.
Somit gilt
IAT |2|1B = All2 > 1 VB € 8,

und somit )
——— < ||B—- Al VB € S,.
A=l
Folglich gilt
1
< infpes, || B = Alla. (2.3)
[ A=) ©



Wir zeigen nun, dass das Infimum in (2.3) angenommen wird, das heift

1
1By € S, ——— = || Bo — 4|2
0 €5 g, ~ W Al

Dann gilt die Gleichheit in (2.3). Definiere

u(A tu)H
By =A— ————~——. (2.4)
|A=4]3
Nach Vortrag 3 gilt
30 # u € C mitljull =1: HA’lHQ = HA’lqu. (2.5)
Somit erhalten wir
1
1Bo — Allz = == lu(A™ w) ™l
|A=]3
1 [u(A ) ||
= ———maxX,eC
| A=13 © ]2
1 | (A~ u, ) |
= ——maXyecc—————————
A3 : [Ed1P
Hier geht ein, dass
AL A1
U(A—lu)H — u(A_lu,x> = ||U(A_1U)HZL‘||2 _ ||u||2’ < u,x) ’ _ ‘ < u7$> ’
]2 [ ]]2

Da nun (mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung) | (A7 u, z) |< ||A7 ul)o
Ve € C" gilt, folgt weiter

1 Aty | A 1
TATEY " el AT 1A
Wir erhalten
[ (A7) | [ (A u, ) |

< |A ullz Vo € C" = maxyeen < A o

]l ]l

Damit wird das Maximum fiir z = A7'u # 0 angenommen, da A invertierbar
ist und u # 0.
Insbesondere gilt By € S,,, das heift 3 # w € C" : Byw = 0.



Fiir w := A~'u # 0 gilt:

Bow = BA
B w(A 7 u)H (A~ )
A3
. (A7, A uhu
A3

| A™ 3
=U— U

[ A~ ul3
=u—u
= 0.

]

Definition 2.9. Sei 0 # A € M, ,(K) eine Matriz (nicht notwendigerweise
quadratisch oder invertierbar) mit zugeordneter Matriznorm || - || und
K € {R,C}. Weiter bezeichne At € My, ,(K) die Pseudoinverse von A.
Dann heifit

condy.| (4) = [|A]|[|A

die Konditionszahl von A beziglich || - ||.

Bemerkung 2.10. Aus der Singulirwertzerlequng A = VXU von A und
der Definition der Pseudoinversen AY = USTYVH erhalten wir:

1
ATz = 15 l2 = —,
(%

T

wobei oy = . ..o, > 0 positive Singuldrwerte von A sind. Somit gilt (vergleiche
Proposition 2.4 (iii) mit 0;,(A) == 0;)

condy.|(A) =

Dies entspricht einer Verallgemeinerung von Proposition 2.4 (iii).
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