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Einleitung

In der vorliegenden Diplomarbeit beschéftigen wir uns mit Reaktions-Diffusions-Gleichungen und de-
ren Diskretisierung mittels finiter Elemente. Dabei interessieren wir uns speziell dafiir, unter welchen
Voraussetzungen an die Nichtlinearitét globale Attraktoren existieren und welcher Zusammenhang
zwischen dem kontinuierlichen und den aus der Finite-Elemente (FE)-Methode resultierenden At-
traktoren besteht. Das Ziel dieser Arbeit ist, zu zeigen, dass der globale Attraktor einer Reaktions-
Diffusions-Gleichung mit dissipativer Nichtlinearitdt oberhalbstetig unter FE-Diskretisierung ist. Mit
Oberhalbstetigkeit bezeichnet man dabei die Eigenschaft, dass die FE-Attraktoren zumindest gegen
eine Teilmenge des kontinuierlichen Attraktors konvergieren, insofern die Gitterweite gegen 0 strebt.
Im Unterschied zum Begriff der Stetigkeit ist damit nicht ausgeschlossen, dass Teile des kontinuierli-
chen Attraktors unter der Approximation mit finiten Elementen verloren gehen kénnen. Ein abstraktes
Konzept fiir diesen Nachweis liefert Stuart ([32]), der unter geeigneten Voraussetzungen an die konti-
nuierlichen und diskreten Systeme die Oberhalbstetigkeit fiir die Spektralmethode bewiesen hat. Das
Bestreben ist es daher, zu zeigen, dass dieses Konzept auch auf FE-Methoden anwendbar ist und unter
welchen Voraussetzungen an die Nichtlinearitdt dies moglich ist. Als wesentliches Hilfsmittel verwen-
den wir die von Robinson ([27]) und Stuart ([32]) entwickelte Existenztheorie fiir globale Attraktoren
dissipativer Reaktions-Diffusions-Gleichungen sowie die von Larsson ([17]) entwickelte Fehlertheorie
der FE-Methode. Der Weg dorthin wird im Folgenden anhand der Inhalte der einzelnen Kapitel be-
schrieben.

In Kapitel 1 fithren wir zu Beginn in Abschnitt 1.1 die Reaktions-Diffusions-Gleichung in allge-
meiner Form ein und lassen daraufhin einige Anwendungsbeispiele folgen, auf die wir uns spéter zu
gegebenem Anlass beziehen werden. Der Abschnitt 1.2 enthélt konkrete Anwendungsgebiete dieses
mathematischen Phidnomens aus verschiedenen naturwissenschaftlichen Bereichen wie beispielsweise
der Chemie, Biologie und Medizin.

Unser Hauptaugenmerk in Kapitel 2 gilt der Losbarkeit der Reaktions-Diffusions-Gleichung ([16],
[17]). Dabei nehmen wir durchweg an, dass 2 C R? entweder ein konvexes polygonales oder ein
beschriinktes glattes Gebiet (mit C2-Rand) der Dimension d = 1,2 oder 3 ist. Da die Reaktions-
Diffusions-Gleichung nicht notwendigerweise eine Losung besitzen muss, werden wir zunéchst im Ab-
schnitt 2.1 eine Generalvoraussetzung fiir die Nichtlinearitét f einfiihren, unter der die lokale Loésbar-
keit gezeigt werden kann. Um dieses wiinschenswerte Resultat zu erhalten, iiberfiithren wir zunéchst in
Abschnitt 2.2 die als ARWP vorliegende Reaktions-Diffusions-Gleichung &dquivalent in ein Operator-
AWP. Aus der Nichtlinearitdt f wird dabei der Nemytskii-Operator F' hergeleitet. In Abschnitt 2.3
beweisen wir einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das Operator-AWP. Dabei nutzen wir die Glat-
tungseigenschaften der homogenen linearen Losung sowie die Eigenschaften des Nemytskii-Operators
aus. Der darauffolgende Regularititssatz in Abschnitt 2.4 versichert uns unter anderem, dass die
Umformung des ARWP’s zu dem Operator-AWP tatséchlich dquivalent ist. Unter diesem neuen Ge-
sichtspunkt definieren wir den Lésungsoperator S, der uns erlaubt, die Losungen des Operator-AWP’s
als semidynamisches System aufzufassen.

Das Ziel in Kapitel 3 ist die Herleitung einer geeigneten Approximation unter Verwendung stetiger
und stiickweise linearer finiter Elemente, dessen lokale Existenz und Eindeutigkeit sowie dessen Kon-
vergenz gegen die kontinuierliche Losung aus Kapitel 2 ([16], [17]). Dazu betrachten wir fortan der
Einfachheit halber ausschlieBlich konvexe polygonale Gebiete  C R? der Dimension d = 1,2 oder
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3. Zweckgemafl beschreiben wir im Abschnitt 3.1 die Herleitung der schwachen Formulierung unseres
Ausgangsproblems. Der Abschnitt 3.2 enthélt einen Konstruktionsplan des Finite-Elemente-Raums
Vy,, des Raumes der stetigen und stiickweise linearen finiten Elemente. Dabei fordern wir fortan, dass
{71} her eine uniforme Familie regulirer Triangulierungen von ) darstelle. Anschliefend verwenden
wir diesen endlich dimensionalen Raum V;, in Abschnitt 3.3 zur Formulierung des Galerkin-Verfahrens
und leiten uns das radumlich diskretisierte Operator-AWP her. Im Abschnitt 3.4 beweisen wir fiir dieses
AWP einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Im Anschluss daran definieren wir den Losungsoperator
Sp, der uns ermoglicht, die Losungen des réaumlich diskretisierten Operator-AWP’s als semidiskretes
semidynamisches System zu betrachten. Im Abschnitt 3.5 beschéftigen wir uns mit geeigneten Kon-
vergenzaussagen zwischen der kontinuierlichen Losung und der FE-Approximation auf beschrankten
Zeitintervallen. Dabei werden wir die Konvergenzaussagen in der L2- und in der H'-Norm sowie fiir
glatte als auch fiir nichtglatte Anfangsdaten im Detail analysieren. Der Beweis dazu basiert auf einer
Verallgemeinerung des Gronwall-Lemmas und lésst sich mit den vorab bewiesenen Konsistenz- und
Stabilitdtsaussagen leicht zeigen.

In Kapitel 4 fithren wir fiir unser zunéchst nur rdumlich diskretisiertes Ausgangsproblem eine voll-
standige Diskretisierung unter Verwendung der impliziten Euler-Methode durch. Fiir das daraus re-
sultierende volldiskretisierte System beweisen wir die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung sowie
die Konvergenz dieser Naherungslosung gegen die kontinuierliche Losung aus Kapitel 2 ([16], [17]).
Um das zugrunde liegende rdaumlich diskretisierte Problem auch zeitlich und somit vollstindig zu
diskretisieren, wenden wir in Abschnitt 4.1 das implizite Euler-Verfahren an und leiten damit das
vollstdndig diskretisierte nichtlineare Operator-AWP her. Im darauffolgenden Abschnitt 4.2 beweisen
wir fiir dieses AWP einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz. Im Abschnitt 4.3 beschéftigen wir uns
mit der Konvergenzanalyse zwischen der kontinuierlichen Losung und der FE- und impliziten Euler-
Approximation auf beschrankten Intervallen. Wir untersuchen dabei die Konvergenzaussagen erneut
in der L?- und in der H'-Norm sowie fiir glatte als auch fiir nichtglatte Anfangsdaten. Der Beweis
dazu basiert auf einer diskreten Version des Gronwall-Lemmas und lésst sich wie zuvor leicht durch
geeignete Konsistenz- und Stabilitdtsaussagen zeigen.

Im Kapitel 5 untersuchen wir das Langzeitverhalten semilinearer parabolischer Probleme in konti-
nuierlicher und FE-diskretisierter Form ([27], [32]). Dabei interessieren wir uns speziell fiir die Existenz
globaler Attraktoren, die asymptotische Dynamik der Systeme und das Konvergenzverhalten der FE-
Attraktoren. Da die Reaktions-Diffusions-Gleichung nicht notwendigerweise zeitlich globale Losungen
bzw. einen Attraktor besitzen muss, werden wir vorab in Abschnitt 5.1 zusétzlich zu der General-
voraussetzung 2.1 eine weitere Generalvoraussetzung einfithren. In Abschnitt 5.2 werden wir fiir die
Loésungsoperatoren S und Sy, mithilfe dieser zusédtzlichen Forderung jeweils a-priori Schranken herlei-
ten, die uns die gewtinschte zeitlich globale Existenz aller Losungen zu beliebigen Anfangsdaten liefern.
Dagzu fithren wir ein geeignetes Lyapunov-Funktional ein und benutzen es um a-priori Schranken fiir die
Losungen herzuleiten. Anschliefend zeigen wir, dass (S, R4, Hi(Q)) und (Sp,, Ry, V) semidynamische
Systeme bilden. In Abschnitt 5.3 bestimmen wir eine gleichméBig (uniform in h) absorbierende Menge
flir das kontinuierliche sowie fiir das FE-diskretisierte Problem. In Abschnitt 5.4 fiihrt uns die Existenz
gleichméBig (uniform in h) absorbierender Mengen zu den dissipativen semidynamischen Systemen,
die die schone Eigenschaft besitzen, dass sie in endlich-dimensionalen Radumen generell einen globa-
len Attraktor aufweisen. Mit gewissen Kompaktheitsargumenten lasst sich auch die Existenz eines
globalen Attraktors fiir das kontinuierliche System im unendlich-dimensionalen Phasenraum H}(€2)
nachweisen. Da die Darstellung der globalen Attraktoren jeweils {iber die w-Limes-Menge erfolgt und
uns dies nur wenig Informationen iiber die asymptotische Dynamik im Inneren des Attraktors verrat,
leiten wir uns in Abschnitt 5.5 aufgrund der Existenz der Lyapunov-Funktionale ein Strukturresul-
tat fiir den globalen Attraktor der kontinuierlichen und der FE-diskretisierten Reaktions-Diffusions-
Gleichung her. Die Existenz eines solchen Funktionals versichert uns, dass der globale Attraktor aus
der instabilen Mannigfaltigkeit der Gleichgewichtspunkte besteht. In Abschnitt 5.6 analysieren wir das
Konvergenzverhalten zwischen dem kontinuierlichen und den FE-diskretisierten globalen Attraktoren.
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Dabei prasentieren wir das Hauptresultat dieser Arbeit, das besagt, dass der globale Attraktor der
Reaktions-Diffusions-Gleichung oberhalbstetig unter FE-Diskretisierung ist. Der konstruktive Beweis
dieser Aussage basiert auf einem Schnittpunktargument. Die Unterhalbstetigkeit lédsst sich unter an-
derem wegen der mangelnden Kenntnisse tiber die Attraktionsgeschwindigkeit zumeist nicht beweisen.
Fiir exponentielle Attraktionsraten kénnen wir sie dennoch zeigen.

Als numerisches Anwendungsbeispiel fahren wir in Kapitel 6 mit der skalaren Chafee-Infante-
Gleichung fort. Dazu beginnen wir in Abschnitt 6.1 mit der Herleitung des Gleichungssystems, das
wir fiir die noch ausstehenden Berechnungen benétigen, indem wir das Anfangs-Randwertproblem
rdumlich mit der Finite-Elemente-Methode und zeitlich mit dem expliziten Euler-Verfahren diskre-
tisieren. In Abschnitt 6.2 fithren wir eine Bifurkationsanalyse der skalaren Chafee-Infante-Gleichung
im Kontinuierlichen und unter FE-Diskretisierung durch. Diese Untersuchungen liefern uns neben den
Verzweigungspunkten und neben der Anzahl der stationdren Losungen fiir verschiedene Bifurkati-
onsparameter auch einen ersten Eindruck vom Aussehen der Attraktoren. In Hinblick darauf fithren
wir in Abschnitt 6.3 die FE-Bifurkationsanalyse fiir die eindimensionale Chafee-Infante-Gleichung in
der Praxis durch. Dazu stellen wir sowohl das MATLAB-Paket MATCONT sowie die MATCONT
Systemdatei der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung vor und diskutieren im Anschluss daran
die praktischen Resultate. In Abschnitt 6.4 untersuchen wir den FE-Attraktor der eindimensionalen
Chafee-Infante-Gleichung in aller Ausfiihrlichkeit. Hierzu stellen wir das MATLAB-Paket GAIO sowie
die GAIO Modelldatei vor und préasentieren nachfolgend unsere Ergebnisse. Angesichts der Ober-
halbstetigkeit des globalen Attraktors unter FE-Diskretisierung werden wir sowohl speichertechnisch
als auch zeitlich rasch an die Grenzen stof3en.

Weitere Ergédnzungen zu dieser Arbeit sind im Internet unter der folgenden Adresse frei zugénglich
zur Verfligung gestellt worden

http://www.math.uni-bielefeld.de/~dotten/publikationen.shtml
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1. Eine kurze Einfiihrung in semilineare
parabolische Anfangs-Randwertprobleme

In diesem ersten Kapitel werden wir das semilineare parabolische Anfangs-Randwertproblem einfithren
und motivieren. Dazu lassen wir nach dessen allgemeiner Definition in Abschnitt 1.1 einige héufig
vorkommende Anwendungsbeispiele folgen. In Abschnitt 1.2 listen wir einige naturwissenschaftliche
Bereiche auf, in denen diese Gleichung zur Modellierung verschiedener Vorgénge verwendet wird.

1.1. Das semilineare parabolische Anfangs-Randwertproblem

Sei © C R entweder ein beschrinktes glattes Gebiet oder ein konvexes polygonales Gebiet der Di-
mension d = 1,2 oder 3. Wir betrachten durchweg das folgende semilineare parabolische Anfangs-
Randwertproblem (kurz: ARWP) zweiter Ordnung

u — DAuw = f(u) in Qx]0,7T (1.1)
u=20 auf 09 x [0, T
u(.,0) = ug in Q

wobei ug: Q@ — R glatt mit uglpo = 0, f: R — R und D € R gegeben seien. Gesucht wird hierbei
eine Funktion u : Q x [0,7[— R mit u = u(z,t), die die in (1.1) stehenden Bedingungen erfiillt.
Es handelt sich bei dieser partiellen Differentialgleichung (1.1) um eine so genannte Reaktions-
Diffusions-Gleichung (kurz: RD-Gleichung, oder: semilineare parabolische Gleichung) mit
homogener Dirichlet-Randbedingung, d.h. u = 0 auf 992 x [0, 7. Wir nennen (1.1) homogen,
falls f(u) = 0, ansonsten inhomogen. Den Faktor D bezeichnet man als Diffusionskoeffizienten,
DAuw als linearen Diffusionsterm und f(u) als nichtlinearen Reaktionsterm. Wir werden in
der gesamten Ausarbeitung d = 1,2 und 3 zulassen und ausschliefSlich D = 1 betrachten.

Beispiel. Sei A € R mit A > 0 und « €]0,1[.

[
(1): ug — Au = Mu — u?) (Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov-Gleichung)
(Fisher-Gleichung) (1.2)
(2): up — Au = Au(l —u)(u — «) (Allen-Cahn-Modell) (1.3)
(3): ug — Au = Mu —u®) (Chafee-Infante-Gleichung) (1.4)
(4): ug — ANu = A(—u? — 3u®) (Medizinisches-Modell) (1.5)
Seien «a, 3,7,0 € R mit o, 3,7,0 > 0 und u = (u1, ug, us).
ury — Aup = aug — ujug + up — ﬂu%)
(5): ugt — Aug = é(’yug — Uy — uug) (Belousov-Zhabotinsky-Reaktion) (1.6)
ugy — Aug = 0(ug — ug)
g

In den Beispielen (1.2) - (1.5) stellt A jeweils ein Kontrollparameter dar, der die relative Balance
zwischen dem linearen Diffusionsterm Au und dem nichtlinearen Reaktionsterm f(u) reguliert.
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1.2. Motivation

Um den gesamten Sachverhalt etwas anschaulicher darzustellen, sollten wir vorab einige Anwendungs-
gebiete betrachten, in denen Gleichungen dieser Art eine zentrale Rolle spielen.

1.2.a. Beispiel aus der Chemie

In allgemeinen chemischen Anwendungsproblemen gibt diese partielle Differentialgleichung (1.1) bei-
spielsweise die Entwicklung einer Dichte (oder Konszentration) irgendeiner beliebigen Chemikalie an,
die in einem Medium mit weiteren Chemikalien vermischt wird und auf diese Chemikalien einwirkt.
Der Diffusionsterm Aw ist eine Art Streuungsterm oder Vermischungsterm. Die Konstante D (hier:
1) gibt im allgemeinen Fall die Diffusion dieser Chemikalie an. Der Reaktionsterm f(u) modelliert die
Chemie - also das aufeinander Einwirken - und enthélt Informationen dariiber, welche Reaktionen bei
der Vermischung dieser Chemikalien auftreten. In realistischen Modellen ist f héufig ein Polynom in
u.

Die sogenannte Belousov-Zhabotinsky-Reaktion (oder kurz: BZR) in (1.6) ist ein Beispiel fiir
einen homogenen chemischen Oszillator. Es treten hierbei sehr komplexe chemische Reaktionen auf,
bei denen sich die Reaktionsgeschwindigkeit nicht monoton &ndert, sondern periodische Schwankun-
gen aufweist, was flir chemische Reaktionen in der Regel uniiblich ist. Da eine lokale oszillierende
chemische Reaktion mit einem Diffusionsvorgang gekoppelt ist, entstehen bei der Durchfiihrung dieses
Experiments rdumliche Muster.

1.2.b. Beispiel aus der Biologie

Die rdumlichen Ausbreitungsprozesse von Tieren und Pflanzen sind wohlbekannte Beispiele aus dem
Bereich der Biologie. Im Bereich der Populationsdynamik kénnen wir uns unter u(x,t) die Bevolke-
rungsdichte zum Zeitpunkt ¢t im Ort x vorstellen, wobei x ein Ort in einem beschrinkten Gebiet €2 ist.
Besitzen wir zusétzliche Informationen iiber den Bevilkerungsfluss auf dem Rand von €2, so lésst sich
mithilfe des zweiten Fickschen Gesetzes eine Reaktions-Diffusions-Gleichung konstruieren. Ein Beispiel
hierfiir wire die Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov-Gleichung (oder kurz: KPP-Gleichung) in
(1.2). Weitere Beispiele in diesem Bereich sind das Allen-Cahn-Modell in (1.3) (auch bekannt unter
dem Namen FitzHugh-Nagumo-Gleichung oder Hodgkin-Huxley-Gleichung) und die Chafee-
Infante-Gleichung in (1.4) (auch bekannt unter dem Namen Newell-Whitehead-Gleichung).

1.2.c. Beispiel aus der Medizin

Das Medizinische-Modell in (1.5) wird im Forschungsbereich der Medizin speziell fir A = 1 zur
der Modellierung elektrischer Strome im menschlichen Herzen verwendet. Ein weiteres Beispiel aus
diesem Bereich ist die Chafee-Infante-Gleichung in (1.4), die zur mathematischen Modellierung
des Heilungsprozesses von Brustkrebs verwendet wird.

1.2.d. Beispiel aus dem Maschinenbau

Im Maschinenbau (und auch in der Chemie) werden Reaktions-Diffusions-Gleichungen auch haufig
zur Modellierung verschiedener Systeme betrachtet, bei denen Konvektion, Diffusion und Reaktion
gemeinsam auftreten.
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In diesem Kapitel untersuchen wir Anfangs-Randwertprobleme fiir semilineare parabolische Differen-
tialgleichungen. Wie wir bereits in Kapitel 1 gesehen haben, spielen diese Gleichungen sowohl in der
Theorie als auch in der Praxis eine wesentliche Rolle. Nach einer in Abschnitt 2.1 eingefithrten General-
voraussetzung fiir die rechte Seite beginnen wir in Abschnitt 2.2 mit der Herleitung zahlreicher wichti-
ger Eigenschaften fiir die Nichtlinearitat ([17], [L8]). Diese kénnen dazu benutzt werden, um die Exis-
tenz und Eindeutigkeit sowie verschiedene Regularitédtsaussagen des zum Anfangs-Randwertproblem
aquivalenten Operator-Anfangswertproblems zu zeigen. In Abschnitt 2.3 beweisen wir die lokale Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer Losung der semilinearen parabolischen Differentialgleichung mit homo-
gener Dirichlet-Randbedingung, indem wir ein Fixpunktargument anwenden ([17], [18]). In Abschnitt
2.4 zeigen wir sowohl fiir glatte als auch fiir nichtglatte Anfangsdaten einige regularitéitstheoretische
Resultate ([18]), die uns unter anderem die Losbarkeitsidquivalenz zwischen dem semilinearen paraboli-
schen Anfangs-Randwertproblem und dem Operator-Anfangswertproblem liefern. Abschlieffen werden
wir das Kapitel in Abschnitt 2.5 mit einigen Ergdnzungen zur Losbarkeitstheorie.

2.1. Generalvoraussetzungen

Da die Losbarkeit des semilinearen parabolischen Anfangs-Randwertproblems (1.1) ohne weitere An-
nahmen nicht zwangsldufig garantiert ist, werden wir in diesem Abschnitt eine geeignete Bedingung
fiir den Reaktionsterm f formulieren ([17] (1.2), [27] (8.29), [29] (2.2), [30] Kap.3.1, [34] (14.5)), unter
der sich im spéteren Verlauf die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (1.1) zeigen lasst. Dazu
fordern wir fiir das gesamte Kapitel, dass  C R? entweder ein beschriinktes glattes Gebiet oder ein
konvexes polygonales Gebiet der Dimension d = 1,2 oder 3 ist.

2.1 Generalvoraussetzung. Die Abbildung f : R — R sei zweimal stetig-differenzierbar, d.h.
f € C?(R,R). Falls das Gebiet Q@ zwei- oder drei-dimensional ist, so gebe es zusétzlich eine Konstante
C > 0, so dass die Bedingung

FD W) < C-(1+u™ ) VueR undj=1,2 (2.1)

erfiillt ist, wobei § = 2, falls d = 3, und § € [1, o], falls d = 2 ist. Hierbei bezeichnet |e| die euklidische
Norm in R.

Wir werden spéter zeigen, dass die Losung von (1.1) unter dieser Voraussetzung in der Regel lokal,
also auf einem endlichen Zeitintervall [0, 7], existiert. Fiir die Existenz einer Losung auf dem einseitig
unbeschrankten Intervall [0, co[, die fiir die noch anstehenden Langzeituntersuchungen unerlésslich ist,
wird die geforderte Glattheit und punktweise Beschranktheit von f nicht geniigen. Daher werden wir
in Kapitel 5 zuséatzliche Bedingungen formulieren, unter denen sich die globale Existenz einer Lésung
zeigen und das Langzeitverhalten analysieren lasst.

Es sei vermerkt, dass in einigen Artikeln der Ausgangspunkt die globale Beschranktheit von f, f’
und f” ist ([32] (2.13), [15] (1.7)). In diesem Falle erhélt man die globale Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung von (1.1) aus der globalen Lipschitz-Stetigkeit des nichtlinearen Reaktionsterms f, die
wiederum aus der globalen Beschrianktheit von f folgt. Anstelle dieser starken Einschrankung verwen-
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den wir mit (2.1) den Ansatz von Larsson ([17] (1.2)), der lediglich die punktweise Beschréanktheit
dieser Funktionen fordert.

Beispiel. (1): Es lésst sich fiir jedes unsere Standardbeispiele (1.2)-(1.5) zeigen, dass sie die General-
voraussetzung 2.1 fiir d = 1, 2, 3 erfiillen. Exemplarisch zeigen wir dies fiir die Chafee-Infante-Gleichung
(1.4) mit f(u) = AM(u—u3): Der Fall d = 1 ist trivialerweise richtig, da die Funktion \(u — u?) zweimal
stetig differenzierbar bzgl. u € R ist. Die zusétzlichen Ungleichungen der Félle d = 2 und d = 3 lassen
sich gemeinsam fiir 6 = 2 zeigen, denn zum einen folgt aus der Abschétzung

AL = 362)] = 3IAI(L+ [uf2) < A+ 3IAllul? = 3\ = 3\l = —21Al <0 VueR
die Schranke fiir f'(u) = A\(1 — 3u?) und zum anderen folgt aus der Ungleichung
IAN(—6u)| — 6|A|(1 + |u]) < 6|A||ul —6]A] —6[A|jul = —6|]A] < 0 YueR

die punktweise Beschranktheit fiir f”(u) = A(—6u). Somit gelten beide Abschétzungen mit der gemein-
samen Konstanten C'(\) := max{3|\|,6|\|} = 6|\| und é = 2. Dies ist fernerhin die optimale Schranke
fiir die Chafee-Infante-Gleichung (1.4). Ahnlich lisst sich dies auch fiir die Beispiele (1.2), (1.3) und
(1.5) fiir 6 = 2 zeigen. Die optimalen Konstanten sind hierbei C'(\) = 2|A| fir (1.2), C(\) = 6|A] fir
(1.3) und C(X\) = 18|A| fiir (1.5). Weitere Beispiele zur Losbarkeit finden sich auch in Anhang A.7.a.
(2): In der Tat gibt es aber auch Beispiele, fiir die unsere Losbarkeitstheorie in bestimmten Dimensio-
nen schlichtweg nicht greift. So gibt es beispielsweise fiir die biquadratische Funktion f(u) = u* keine
Konstante C' > 0 mit |f(u)| < C(1 + |ul®), wobei § = 2 gewihlt wurde. Daher miissten wir § = 3
setzen, um die Moglichkeit zu wahren, die Generalvoraussetzung (2.1) zu erfillen. Mit dieser Wahl ist
die Losbarkeit in ein- und zweidimensionalen Gebieten mit C = 1 zwar gesichert, doch kénnen wir
nun keine weiteren Aussagen iiber die Losbarkeit fiir Gebiete Q C R3 treffen. Allgemeiner sind wir mit
unserer Theorie in denjenigen Situationen, in denen der Grad der polynomialen Funktion f gréfler 3
ist, also insofern f stirker als kubisch anwichst, beziiglich der Losbarkeit im R? an unsere Grenzen
gestoBen. Dennoch kénnen wir festhalten, dass wir fiir beliebige Polynome vom Grad gréfler oder gleich
1 eine Losung in ein- und zweidimensionalen Gebieten erhalten. Unsere Theorie zur Losbarkeit im R?
greift beispielsweise bei der Wahl von f(u) = exp(u) nicht mehr, da die Exponentialfunktion bekannt-
lich schneller als jedes Polynom endlichen Grades wéchst und sich daher nicht polynomial beschrénken
lasst. Dank der schwachen Forderungen bei eindimensionalen Gebieten in der Generalvoraussetzung
2.1, bleibt diese Funktion aber weiterhin in eindimensionalen Gebieten losbar. O

2.2. Zentrale Eigenschaften der Nichtlinearitat

In diesem Abschnitt werden wir den nichtlinearen Reaktionsterm f genauer analysieren ([17] Kap.1).
Die Idee, die wir hierbei verfolgen und realisieren werden, ist es, die Funktion f als nichtlinearen Ope-
rator F' aufzufassen ([9] Kap.7.1.1.b, [16] Kap.2, [17] Kap.1, [27] Kap.8.4, [30] Kap.3.1, [32] Exa.2.5).
Somit konnen wir das semilineare parabolische Anfangs-Randwertproblem (1.1) dquivalent in ein
Operator-Anfangswertproblem tiberfithren. Wir betrachten dazu zunéchst

w: [0, T[— H}(Q) mit [u(®)](z) := u(z,t) Ve ecQVte[0,T]

Mit anderen Worten betrachten wir anstelle der Funktion u, die von x und ¢ zusammen abhéngt,
nunmehr die Abbildung u, die ausschlieBlich von ¢ abhéngt und in den Raum H}(£2) abbildet. Weiter
fordern wir fiir den Augenblick, dass ¢ € [0, T'[ beliebig ist und schreiben daher u anstelle von u(t) und
u(z) anstelle von u(z,t). Unsere Glattheitsvoraussetzungen an f versichern uns, dass wir mithilfe des
nichtlinearen Reaktionsterms f die Operatoren

Fu)(x) = f(u(z))
(dF(u)v) (@) = f'(u(@)) v(z)
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definieren kénnen. Dabei sind die Bildrdume des nichtlinearen Operators F' und des Operators dF'(u)
zundchst noch ungewiss. Der folgende Satz offenbart uns einige zentrale Eigenschaften dieser Operato-
ren ([16] Lem.2.1, [17] Lem.1.1, [18] Lem.1.1, [27] Prop.8.6 und Exer.8.4, [32] (2.11)). Wir bezeichnen
fortan mit

Bx jolly.r = {ue X | uly <R} Cc X

die abgeschlossene Kugel im Funktionenraum X mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius R beziiglich
der Norm ||e||y. Speziell fiir X = H{(2) und ||e|ly = ||e||z: verwenden wir die Notation Bg. Da der
Beweis des folgenden Satzes einige funktionalanalytische Vorkenntnisse erfordert, wurden im Anhang
A.1, A.3 und A.4 die verwendeten Hilfsmittel bereitgestellt.

2.2 Satz. Zu jedem R > 0 gibt es eine Konstante C(R) > 0, so dass fiir alle u,v € Bg die folgenden
Aussagen gelten:

(1): dF(u) : H}(Q) — L*(Q) ist ein stetiger linearer Operator, d.h. es gilt
ldF(w)z]lr2 < C(R) - |lzllg ¥z € Hy () (2:2)
ldE ()l iy 12) < C(R)
(2): Die Abbildung H}(Q) — L(H (), L*(Q)) mit u — dF(u) ist stetig
und Lipschitz-stetig auf Br, d.h. es gilt
|dF ()2 — dF(@)2l2 < C(R) - Ju— vl - |2l ¥z € HY@)
|dE (u) = dF ()l pz,r2) < C(R) - [lu = vl
(3): dF (u) ist die Fréchet-Ableitung von F' an der Stelle u € Bpg, es gilt sogar
|F(w) — F(o) — dF(u)(u - o)l < C(R) - Ju—vl%
(4): F : BR — L?(Q) ist ein stetiger und auf Br Lipschitz-stetiger beschrinkter
nichtlinearer Operator, d.h. es gilt
|F @) — F@)ll2 < C(R) - lu—vlln (2.3)
I1F (w2 < C(R) (2.4)
F e C'(Hy(Q), L*(Q)
(5): dF(u) : L*(Q) — H(
ldF(w)zlg-1 < C(R) - |l2ll2 ¥z € L*(Q) (2.5)
|dF(u)||Lr2,m-1) < C(R)
(6): F: Br2() o ;2.8 — H~Y(Q) ist ein stetiger und auf Br2(q) jje|, 2.1 Lipschitz-stetiger

) ist ein stetiger linearer Operator, d.h. es gilt

beschréinkter nichtlinearer Operator, d.h. es gilt
[1F(u) = F(v)[[g-1 < C(R) - [lu — vl| 2 (2.6)
[1F(w)||lp- < C(R)

Falls u € H?(2) N Bg, so gilt:
(7): dF (u) : H*(Q) N Hy () — H}(Q) ist ein stetiger linearer Operator, d.h. es gilt
dF(u)w € Hy(Q) Yw € H*(Q) N H(Q)
ldE(wwlg < C(R) - (Jull gz llwllgs + [wllme) Yw e HA(Q) N Hy() (2.7)
1E ()l (m2nmg,my < C(R)

Beweis. Es wird gezeigt, dass es fiir jede Dimension d = 1,2,3 und fiir jede Aussage eine solche
Konstante C'(R) > 0 gibt. Diese muss aber nicht notwendig fiir jede Aussage denselben Wert haben.
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Sei nun R > 0 beliebig.
zu (1): 1. Fall: (d =1) Fir u € Bg gilt wegen Satz A.15 (mit p = 2) die Abschétzung

A.15
lu(x)] < supfu(@)] = [lulle < ClVul2 = Clulgr < Cllullp < CR V2 eQ
e
Da f’ (wegen f € C%(R,R)) stetig ist, nimmt f’ auf dem kompakten Intervall [-CR, CR] das Maxi-
mum C(R) < oo an, daher gilt
|f'(u(2))] < Slelglf'(u(ﬂﬁ))l = sw [f'(W)l =: C(R) , wobei || f'(u(e))||r~ = Slelglf'(u(m))l

ye
ly|<CR

Damit folgt aus der Holderschen Ungleichung A.43 (mit 3 = 1 + =) und aus ||e||z2 < |||z

[dF @)zl = [£/(e) =)z < 1 @) - 2]z < CR)- 2l V=€ HYQ)

2. Fall: (d = 2,3) Aus der Holderschen Ungleichung A.43 (mit % = g + ]%, wobel p=q¢ =6 falls d = 3

und p € [1, 00] falls d = 2), der Sobolevschen Ungleichung A.14(1) (mit £k = 1, d = 3) und A.14(2) (mit
kE =1, d = 2), der Minkowskischen Ungleichung A.42 und der Generalvoraussetzung (2.1) erhalten

WITr

JaF )zl e = 17/ (ulo) - 2(@)lzz = ([ [Fule)) - 2()) da )’

(2.1 5 2 3 5

< ([ e iy x@)] o) = e ju) - 2z
A.43 5 A.42 5
e+, el < e+l g) - el

5

= ot ((f Pt ) ) ) ledas = €0+ bl 1ol

A.l4 5 1
< CO A lullgn) - [l < C(R) - [lzllm Yz € Ho(Q)

Die fiir die Holdersche Ungleichung verwendeten Werte erhélt man aus der Sobolevschen Ungleichung
A.14(1) falls d = 3 und A.14(2) falls d = 2. Nach Definition ist dF'(u) eine lineare Abbildung. Wir
haben gezeigt, dass dF(u) den Raum H}(Q) nach L?() abbildet und beschrinkt, also stetig ist mit
der Operatornorm ||dF(U)||L(H01,L2) < C(R).

zu (2): 1. Fall: (d =1) Fiir u,v € Br und s € [0, 1] gilt wegen Satz A.15 (mit p = 2) die Abschétzung

[su(z) + (1 = s)v(z)| < slu(z)] + (1 = s)o(z)] < [u(@)| + [v(z)]
A.15
S sup |u(w)|+sug\v(x)l = llullee + vl < ClVullr2 + C[[Vvl| 2 (2.8)
S Tre

=Clulg + Clvlgn < Cllullg + Cllv||;n < 2CR

Damit folgt aus der Holderschen Ungleichung A.43 (mit % = % + é), Satz A.15 (mit p = 2) und
lellL2 <[]z

4P ()2 — AP@)2l52 = 107 (u()) = £ (o(w)) - (o)l
= ! - /U$ - 2\T 2 i
= ([ [t = @) - ()] de)

_ (/QK/Olf"(su(a:)+(1—s)v(x))ds>-(u(x)—v(x)).z(x)rd;p>

2

[NIES
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1
2

N
S

| \s€[0,1]

- 2
( sup f"(su(w) + (1 - S)WT))) - (u(z) —v(z)) - 2’(3?)] dw)
- 2 %

sup  f'(y) | - (u(z) —v(z)) - 2(2)| da
yeR
| \ly/<2CR

(2.8)
<

S

A.43 A.15
= CR)-[(u=v)-zllL2 < CR)-[lu=vllre -2z < C(R)-[[V(u—0)lL2- |22
= C(R)-Ju—vlg -|lzllzz < C(R) - lu—vllg - 2l ¥z € Hy(Q)
Da f” (wegen f € C?(R,R)) stetig ist, nimmt f” auf dem kompakten Intervall [-2CR,2CR] das
Maximum an, wodurch die Existenz eines solchen C(R) < oo garantiert ist.

2. Fall: (d = 2,3) Fiir u,v € Bg und s € [0,1] gilt - unabhingig davon, ob 0° := 1 oder 0° := 0 - die
Ungleichung

[su(@) + (1 = s)v(@)" " < (2 max{|su(@)], |(1 - s)v(@)]})’ ™ (2.9)
1

<277 (Jsu(@)] ! + (1 - >v<x>|5—1)=25—1(|s|5—1~|u<x>|5-1+|<1—s>\6—1-|v<x>15—1)
<2 lu(@) "+ @)Y V=1

Mithilfe der Hélderschen Ungleichung A.43 (mit = g + % d p,q wie in (1)), der Sobolevschen
Ungleichung A.14(1) (mit £ = 1, d = 3) und A.14(2 (mit £ = 1, d = 2), der Minkowskischen
1)

)
Ungleichung A.42, (2.9) und der Generalvoraussetzung (2.

[dF (u)z = dF (v)z|r2 = [[(f'(u(e)) = f'(v(e))) - z(o)]| 2

rhalten wir

Il
—
;g\

NG

-

e+ 27 (@) @) ds) - o <x>—v<x>>-z<x>rdx>2

l\J
8
S
:o\

1
2

( CC+ u(@) ™ + 0@ - (o) — v(a)) - 2()] o )
— O+ fult T o) (= 0) -2l

A.43
< HC(1+\UI‘$*1+\U!5*1)HL57 [ = | za - [|2]| v

o— o—
Lo st HIP T e - IIU—UIILQ'H Izv

- c(1+<(/ru “mdx)) <</| “mdx)) 1)'||U—U||Lq'”ZHLP

5— 5—
= C(L+ fJullye" + w2 - lw —vllza - |2l

Al4
O+ Ilullgrt + 10115 - llw = vl - 2 e

<
< C(R) - llu =l -zl V2 € Hy()
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Dies zeigt in allen drei Féllen, dass die Abbildung

H(Q) — L(H(Q), L)) mit u+—— dF(u)

stetig (da
[dF (u) = dF ()l pr2y) = sup_ [[dF(u)z — dF(v)2] 2
ll2ll g2 <1
< sup C(R) - flu —vlg - [|zllg = C(R) - [lu = vllgr — 0

HZ”HI <1

fir ||u —v|[gn — 0) und Lipschitz-stetig auf Br (da ||dF (u) — dF(U)HL(H(},L?) < C(R) - |lu— vl
Vu,v € BR) ist.
zu (8): Unter Verwendung von Teilaussage (2) erhalten wir in allen drei Féallen

1F(u) = F(v) = dF(u)(u = v)l[r2 = [If(u(®)) = f(v(e)) = f'(u(e)) - (u(e) = v(e))] L2

1

= ([ 17uta)) = o) = £/ (ula) - (o) = o(a))]? do)”

</ (/ Floue =) ds) (u(z) —o(x)) = f'(u(z)) - (u(z) - v(:z:))r dw>%

2
(/ (/ f(su(e) + (1= 5)o(a)) — ['(u(a)) ds ) - (u(o) — o(a)] dx)
= [ (7 suto) + (1= s)ole) — (ule) - (u(e) — v(o) sz
< [ I (o) + (0= 9)ulo) = 7o) - (ulo) — vlo) 12 s

_ / I(dF (su+ (1 — 8)v) — dF(w))(u — v)|| 2 ds

N[

/ C(R)-|lsu+ (1 —=s)v—ullg -|u—v|gds

< Sl[ﬁpl]c( ) ll(s = D(w =)l - lu =l < C(R) - [lu = v|3n
se|0,

Zusammen mit der Linearitdt und der Beschranktheit von dF'(u) ist also nach Definition A.39 dF'(u)
die Fréchet-Ableitung von F' an der Stelle u € Bg.
zu (4): Unter Verwendung von Teilaussage (1) erhalten wir

IF(w) = F@)lz = f(ue) = o)z = ( [ ) = f(o(@)? de)

1

</ [(/ f'(su(x) + (1 — s)v(x ))d5>-(u(az)—v(l‘))rd:ﬂ)2
= ||/ (1= s)v(e))) - (u(e) —v(e)) ds]| >
< /0 (' (su(e) + (1 = s)v(e))) - (u(e) = v(e))||2 ds
1
= / |dF (su+ (1 — s)v)(u—v)||r2 ds

(1)
</ C(R) - |[u— vl ds = C(R) - [[u— vl
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Man beachte, dass mit u,v € Br und s € [0, 1] auch su+(1—s)v in B liegt, weswegen wir die Aussage
(1) iiberhaupt anwenden durften. Damit ist der nichtlineare Operator F' : (Bg, ||e|/z1) — L%*(Q)
Lipschitz-stetig auf Br und insbesondere also stetig. Daraus erhalten wir mit

P - ([ f0ras) - st < (2.10)

die Beschranktheit des nichtlinearen Operators F' auf Bpr

(2.10)
1P < [F(w) — Q)2 + [FOlz < CR)-[lul +C < C(R)

Weiter gilt damit F' € C'(Bgr, L?(2)). Da dieses Resultat unabhiingig von der Wahl von R > 0 ist,
lisst sich insgesamt F' € CY(H(Q), L*()) schliefen.
zu (5): Wir zeigen zunéchst in beiden Féllen die Ungleichung

|(dF (w)z, x)r2| < C(R) - |l2llzz - Xl V2 € L*(Q) Vx € Hy () (2.11)

1. Fall: (d = 1) Mithilfe der Teilaussage (1) und der Hélderschen Ungleichung A.43 (mit 1 = 1+ +1)
erhalten wir

(dF @)z 0] = [ (u(e)) - 2(0) - x(@)s S 1F (@) - x()2 - 2] 2

(1)
=lldF(wxlze - llzllzz < C(R) - llzlle - Ixllm V2 € LH(Q) Vx € Hy(Q)

2. Fall: (d = 2,3) Mithilfe der Holderschen Ungleichung A.43 (mit 1 = %—I— g +3(dai= —|— ) wobei
p,q wie in (1)), der Sobolevschen Ungleichung A.14(1) (mit & = 1, d = 3) und A.14(2 ) (m1t k=1,
d = 2), der Minkowskischen Ungleichung A.42 und der Generalvoraussetzung (2.1) erhalten wir
(@F @)z 052l = | [ fu@) - 2(a) - x(@) da
(2.1)

< /C(1+ [u(@)]°) - 2(2) - x(2) dz = |C(L+ |u(e)]’) - 2(o) - x(®)] 12
Q

A.43 s A .42 5
< NCA+ (@) g - lzllez - lIxllr < CA+llu()ll ) - llzllz2 - [Ix]Le

_ 1+<( [ m@rt)° )) 2l - Il = G+ ullde) - I2lz2 - oo

A.14
< O+ llullgn) - lzlizz - Ixllm < CR) - zllee - Il ¥z € LP(Q) ¥x € Hy ()

Hierbei ist der Wert H1||L a2, der bei der Anwendung der Minkowskischen Ungleichung A.42 entsteht
und nicht notwendigerweise 1 sein muss, in die Konstante C' mit eingegangen. Damit folgt in beiden
Féllen aus (2.11)

dF(u)z, x (2.11)
JdF (el = sup KRB oy sl vs e 1)
XEH}

Hieraus ldsst sich - analog zu (1) - schlieflen, dass der lineare Operator dF(u) den Raum L?()
nach H~1(Q) abbildet und beschrinkt, also stetig ist. Insbesondere erfiillt die Operatornorm die

Abschitzung ||dF (u)||r2,7-1) < C(R).
zu (6): Mit (2.11) erhalten wir
[(F(u) — F(v),x) 2| = /Q(f(U(fC))—f(v($)))-x($) dx
- [ ( / (sula) + (1= $)o(a)) ds) - (u(z) ~ v(z) - (o) dz

= H/ f'(su(e) = (L= s)v(e)) - (u(e) — v(e)) - x(o) ds]|1s
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1
/0 IdF (su+ (1 — s)v)(u— ) - x| 11 ds (2.12)
/1 (dF(su+ (1 — 5)0)(u — v), x) 2| ds

211
/ C(R) - llu— vl z2 - x|l 1 ds

(R) - llu—vllz - Ixllm  Vx € Hg()

Man beachte zum einen, dass fiir u,v € Brz2(q) rund s € [0,1] auch su+(1—s)vin Br2(q) e, 2.R

»H.”L27
liegt und zum anderen, dass wegen u,v € Br2(qg) |je|,,,r das Element u — v in L?(9) liegt, weswegen

wir (2.11) iberhaupt anwenden durften. Dies liefert uns

|(F(U) — F(U)vX)L2| (2%2) C(R) . Hu — ’UHL2

[1F(u) = F(u)llg-1 = sup
xeH} Il 1

Damit gilt, dass der nichtlineare Operator F' : (Bg, ||8||;2) — H~(Q) Lipschitz-stetig auf Br und
insbesondere also stetig ist. Daraus, aus ||e||;2 < ||e|| 71 und aus

F(0 A.41 F(0 (2.10)
HF(O)HHfl = sup |( ( )7U)L2’ < sup H ( )HLQHU”L2 < HF(O)HLQ < C
veH} [[0ll 2 veH} [0l 0

erhalten wir die Beschranktheit des nichtlinearen Operators F' auf B

(2.10)
[F )z < [|F(u) = FO)[[g— +[[F(0)]| g < C(R) - |lull> + C < C(R)

zu (7):

1. Konstruktion der klassischen Ableitung D*(dF(u)w)(z): Seien w,w € C°°(f), dann existieren
(wegen f € C?*(R,R)) die starken (klassichen Ableitungen) von dF(u)w. Diese erhalten wir aus
der Kettenregel und sind gegeben durch

D*(dF(ww)(x) = f"(u(x)) - D*u(z) - w(x) + f(u(z)) - Dw(x) (2.13)
wobei |a| < 1. Damit ist insbesondere dF (u)w € H'(Q).

2. Konstruktion der schwachen Ableitung (dF (u)w)(®): Seien u € H*(Q)NBr und w € H?(Q)NH}(Q)
beliebig. Wir definieren (dF (u)w)(® analog zu (2.13) durch

(dF (u)w) @ () = f"(u(x)) - D*u(z) - w(z) + f'(u(z)) - D*w(w)

Da C*(2) C H?(Q) eine dichte Teilmenge ist (siehe: Satz A.5), gilt:

n—o0

3 (un)nen € CF(Q) ¢ lu —upllg2 —0
3 (Wn)new € C(Q) ¢ [w — wp 2 == 0

Behauptung:

(dF (u)w)® ist die schwache Ableitung von dF(u)w (2.14)
Zeige:

(dF (w)w)'® = lim D*(dF (u,)w,) (im L*-Sinne) (2.15)

n—oo
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(2.14) folgt per Definition dann direkt aus (2.15). Zuséatzlich folgt daraus, dass die schwache Ab-
leitung (dF(u)w)(® (wegen der Eindeutigkeit der schwachen Ableitung) eindeutig ist. Dazu zeigen

wir vorab

n—0oo

[ (w)w — dF (w2 "= 0
I(dF (w)w)® — D*(dF (up Jwn) | 2 "= 0
fir |a| = 1. (2.16) folgt direkt aus den Teilaussagen (1) und (2) durch
|dF (u)w — dF (up)wy|| 12
<[ dE (w)w — dF (up)w]| 2 + [|dF (un) (w — wn)| 12

(1),(2) oo
< CR)(lu = unllm [wlm + |lw — wpllgr) — 0
——— —_———

—0 —0
Behauptung: (2.17) folgt wegen (2.16). Beweis: Mit der Kurzschreibweise
d*F(u)w = f"(u(e)) - D"u(e) - w(e)
erhalten wir
I(dF (u)w)'®) = D*(dF (uy)wn)|| 2
=[|[d“F(u)w + dF (u)(Dw) — d*F (up)wy, — dF (un)(D%wy,) || 12
S F (u)w — d* F(un)wl| g2 + [|[d° F (un)w — d*F (un)wn|| .2

=T =:T5

+ |dF (u) (D w) — dF (un) (D w)|| g2 + [|[dF (un) (D w) — dF (un)(D"wn)|| >

=:Ts =Ty

(2.16)
(2.17)

Insbesondere sind wegen der Sobolevschen Ungleichung A.14(3) (mit £k = 2, j = 0, d = 1,2,3)

Uy U, w, Wy, € H2(Q) € CO(Q) allesamt stetige Funktionen und desweiteren erhalten wir

A.14

lu = wallze = u=tnlloomy < Cllu=allz "= 0
Al

lw —wille = w—wllngy < Cllw—wnlz= =% 0

e Fiir die Abschitzung von T} liefert uns zunéchst
HunHCO @ S H“HCO @) +1 < Cllullg2+1 Vo= N
die Abschétzung
£ (un(@))le = sup [f"(y)] < oo

ly|<Cllull 2 +1

Daraus, aus A.14 und aus der Holderschen Ungleichung A.43 (mit % = é + % +

Tl = [ld*F(u)w — d*F(un)w|| 2
£ (u(e)) - Du(e) - w(e) — f"(un(e)) - D un(e) - w(e)] 2
1" (un(®)) - D (u(e )—un(°)) w(e )HL2
+ (" (u(e)) = " (un(e))) - D u(e) - w(e)]|2
)
)

N

A43 N
< [[f"(un(e))||Le - || D (U —up)|[z2 - [|w][Lee
+ 1 f" (u(e)) = f" (un(@)) 2o - [|D%ul| 2 - [|Jw]] oo
A4 .
<C  sup [T lu = unllge c[lw]| g2
ly| <Cllull o +1 —

n—oo
—

+Clf" (u(®)) = f" (un (@)L - lull 2 - 1wl g2 =30

)

(2.18)
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Fiir die Konvergenz des zweiten Summanden nutzen wir erneut die H2-Konvergenz aus. Da, f”
(wegen f € C?(R,R)) stetig ist, folgt, dass f” auf dem kompakten Intervall
I := [-C|lu|lg2 — 1,Cllu| g2 + 1] gleichméfig stetig ist. Sei € > 0 beliebig, dann existiert
ein § > 0 mit

") = () < & Vyozelmitly—2| <6
Wegen der Konvergenz ||u — uy|| g2z — 0 gilt

AN eN: J|u(z)—up(z)] <6 Vn>= NundVaz e
Zusammen folgt daraus

1" (w(®)) = f'(un(®))llz~ < e ¥Vn >N
und insgesamt

CIL " (u(®)) = £ n(@)llzos -l - ol < =Clallge - ol
Da € > 0 beliebig gewéhlt war, folgt die Konvergenz von ||T1 |72 gegen 0.
Fur T5 erhalten wir zunéchst

n—oo

[D%unllL2 < D%l g2 + [[D(u = un)l[L> < Nullmz + [u = unllgz — Jlullm> < oo
—_——

—0

Daraus, aus der Abschitzung von || f”(uy,(e))|| e im vorherigen Teil und aus der Holderschen
Ungleichung A.43 (mit % = é + % + é) erhalten wir die gewiinschte Konvergenz gegen 0

ITallp2 = (ld*F(un)w — d*F (un)wn|| 2
= [If"(un(®)) - DYun(e) - (w(e) — wn(e))| L2
A.43 o
< " (un(@)llzee - 1D%unl 2 - [lw — wa | oo
< Clf" (un(@)llzee - (lullgz + llu — unllg2) - lw — wal g2
< O swp W) (lullge + |lu = unllg2) - [Jw = wall g2 =570
|lyI<Cllull g2 +1

n—oo n—oo
— 0 — 0

Fiir die Abschéitzung von T3 konnen wir beim obigen Nachweis || f”(u(e)) — f”(u,(e))|| e < €
die Funktion f” durch f’ ersetzen und erhalten vollkommen analog

1 (u(®)) = f'(un(®))[L= <& Yn=N

Weiter haben wir wegen w € H2(Q) || D%w||z2 < ||w|/z2 < oo. Aus der Holderschen Unglei-
chung A.43 (mit £ = L + 1) erhalten wir

T3]z = [|dF (u)(D%w) — dF (un)(D*w)| 2
= [[(f"(u(®)) = f'(un(®))) - Dw| 2
A.43
< I (u(o) = f(un(®))) Lo - [[Dw]| 2
< ellwllgz Yn>=N

e Fiir die Abschitzung von Ty folgern wir analog mit (2.18) fiir n > N grof§ genug

If (un(@)lle = sup  |f'(y)] < o0

ly|<Cllull g2+1
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é + %) erhalten wir auch die letzte

Daraus, aus der Holderschen Ungleichung A.43 (mit % =
Abschéitzung

1Tl = ||dF (un)(D*w) — dF (un)(Dwn)]| 2
= [If'(un(e)) - D*(w(e) — wn(e))| L2
A.43
< I (un(@) oo - D% (w(®) — wn(e))]l L2
< sup[f'@)] - lw — wnllgz =0

Damit haben wir auch (2.17) gezeigt. Nachdem wir die Konvergenzeigenschaften (2.16) und (2.17)
bewiesen haben, werden wir diese jetzt dazu verwenden, um (2.15) und damit (2.14) nachzuweisen.
Sei |a| < 1, dann gilt

) @)
| /Q (dF (w)w)(z) - D*p() dx — (—1)1 / AF (1))@ (z) - o(x) da|

y / [AF (w)w — dF (un)w,] () - D(x) de

\al/ (dF (w)w)® — Da(dF(un)wn)} (z) - p(z) dz|

<[dF (ww — dF (up)wa) - D¢l 1 + || [(dF (ww)® = D(AF (un)wn)| - ]l
< dF (w)w — dF (un || [ D] 2 + [(dF (w)w)®) — D*(dF (uy)w,)l| gz ez "= 0

n n—

2°0 (wegen (2.16)) 2°0 (wegen (2.17))

Es folgt (1) = (2) und daraus (2.15). Hieraus erhalten wir fiir v € H2(Q) N Bg und w € H?(Q) N
H(Q) direkt dF (u)w € HY ().

3. dF(u)w € H}(Q): Da wir nach dem 2. Schritt wissen, dass dF (u)w € H*(Q) gilt, bleibt die folgende
Eigenschaft zu zeigen:

I (zn)neny C C5°() : ||dF (w)w — zp|lgn — 0 fir n — o0
Da u,w € H}(Q) und da C§°(Q) bzgl. ||e|| ;1 dicht in H} () liegt, gilt

I (un)neny C CG°(Q) : Jlu —up|n — 0 fir n — oo
F(wp)neny C CE(N) : |lw —wp|[gn — 0 fir n— oo

Wegen uy,, w, € C§°(Q) und f € C%(R) folgt dF (u,)w, = f'(un(e))w, (o) € CH() ¥Vn € N. Setze
Zp i= dF (up)wy, Vn € N. Da Z, € C}(Q) und C§°() bzgl. |e|| ;1 dicht in CL(Q) liegt, gilt

1
VneN3Iz, € C(Q): |2 — znllm < -
Insgesamt erhalten wir daraus sowie aus (2.16) und (2.17)
ldF (Ww = znllgn < [ldF(Ww = Zollgn + |20 — 2ol =0
"22°0 (wegen (2.16) und (2.17)) <%

4. Ungleichung: Fir die Ungleichung zeigen wir zunidchst die folgende Hilfsaussage: Seien
u € H?() N B und w € H*(Q) N H (), dann gilt:

1£7 (u(e)) - Vu(e) - w(®)[[r2 < C(R) - [[Vullgr - [wlm < C(R) - ullgz - [wllm (2.19)
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1. Fall: (d = 1) Fiir u € H*(Q) N Bg und w € H%(Q) N H} () erhalten wir aus Satz A.15 (mit
p = 2) die Abschétzung

A.15
u(@)| < sup [u(@)] = llul~ < CVullps = Clulg < Cllullm < CR Yo e
e

Da f" (wegen f € C%(R,R)) stetig ist, nimmt f” auf dem kompakten Intervall [-CR, CR] das
Maximum C(R) < oo an, daher gilt

" (u(@))] < sup|f”(u())]
zEeQ)

= sup |f"(y)] =: C(R) , wobei |[f"(u(e))||r=~ = sup|f”’(u(z))
yeR e
ly|<CR
Damit folgt aus der Holderschen Ungleichung A.43 (mit % = é + % + é) und aus Satz A.15 (mit
p=2)

A.43
£ (u(e)) - Vu(e) -w(®)l[r2 < [If" (ul@)llree - IVullze - [w]|ze

A15
=C(R) - [IVullp2 - wlr~ < C(R) - [[Vull2 - [[Vw|
SC(R) - [Vullgr - [Vwllz < C(R) - [ullg2 - [wl[ g
2. Fall: (d = 2,3) Fiir v € H*(Q) N Bg und w € H%*(Q) N H} () folgt aus der Holderschen

Ungleichung A.43 (mit % = ‘5%1 + % + %, wobei p,q wie in (1)), der Sobolevschen Ungleichung
A.14(1) und A.14(2) sowie aus der Generalvoraussetzung (2.1)

I (w(e)) - Vule) - w(@)lz = [ [ (@) Vu(@) - w(@)do)”

[

[0+ @l [Fu@)] - w@ar) = 10+ ) (9l el

A.43
< —+ |u Ul|na - ||lwllpe < =+ [l|u Lazﬁl || ra - [|wl| e
< |lca o=l \Y, <o -1 v

g -
LT
1

6—1
= ot ((f ) ) )19l s = € ) 19l

A4 51
< COA A [lullfn) - Vullps - lwllgr < C(R) - [lullg2 - [[wl] g

% = ‘STTI + % + % und p,q wie in (1). Dies zeigt in allen drei Féllen, dass die Ungleichung

(2.19) erfiillt ist. Die Abschiitzung folgt aus (2.19) sowie (wegen dF (u)w € Hg(£2)) aus der Poincaré-
Friedrichs-Ungleichung A.12

wobei

1 A2
ldFwlm = (ldFww|?s + |VAF(ww|?.)* <" C|VdF (]|

(2.13)

=" O f"(u(e)) - Vu(e) - w(e) + f'(u(e)) - Vw(e)]| 2
< Cllf"(u(e)) - Vu(e) - w(o)l|z2 + C| f'(u(e)) - Vw(e)|| L2
(2.19)

N

C(R) - lullg - [wlgr + ClldF(w)Vw] 2

—~
—_
~—

C(R) - (ullgz - 1wl gy + [Vl 1)
C(R) - (lullgz - 1wl gr + lwl =)

NN
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Der Beweis des Satzes liefert uns zusétzlich zu den Bildbereichen von F' und dF'(u), dass der Operator
F:Br— L*(Q) mit F(u)(z) = [f(w)](z) = f(u(x))
Fréchet-differenzierbar ist, d.h. F € C*(Bg, L*(2)), und die Fréchet-Ableitung
dF(u) : HY(Q) — LX(Q) mit (dF(u)o)(@) = [f(upl@) = f(u@)-v()

an der Stelle u € Bpr besitzt. Da wir R beliebig grof§ wahlen konnen, ldsst sich daraus folgern, dass
F ¢ CY(HLQ), L2(Q)) gilt. Hierbei wird der nichtlineare Operator F' als Nemytskii-Operator
bezeichnet. Riickblickend auf den vorangegangenen Satz beachte man, dass die Grofie der Konstanten
C(R) von der GroBe der Funktionen u,v - in der H'-Norm gemessen - abhiingt. Weiter gilt in diesem
Zusammenhang, dass die Konstante C'(R) auch vom beschrinkten Gebiet Q abhéngt (siche: (2.10),
Satz A.14) und gemeinsam mit R wéchst. Dennoch ist C'(R) nicht zwangslaufig die optimale Konstante,
d.h. es kann sein, dass es eine Konstante gibt, die nicht mit R wéchst.

Die semilineare parabolische Differentialgleichung, die wir in (1.1) zunéchst als Anfangs-Randwert-
problem eingefiithrt haben, ldsst sich durch

ur(t) + Au(t) = F(u(t)) ,t€]0,T] (2.20)
u(0) = g ,t=0

dquivalent zu einem Operator-Anfangswertproblem (kurz: AWP) im Raum H{ () umformulie-
ren. Bei dieser abstrakten Evolutionsgleichung bezeichnet A := —A den kontinuierlichen negativen
Laplace-Operator. Das Ziel ist es nun, eine stetige Funktion u : [0, T[— H(Q) zu finden, die das
AWP (2.20) l6st. Man beachte, dass bei der Umformulierung die homogene Dirichlet-Randbedingung
aus (1.1) in den Raum H}(2) eingegangen ist, wodurch (1.1) und (2.20) tatsichlich dquivalent zuein-
ander sind. Um fiir nichtlineare AWP’e eine Lésung zu bestimmen, erweist es sich oftmals als sehr
hilfreich das zugehérige homogene lineare AWP zu betrachten, welches in diesem Fall durch

ur(t) + Au(t) = 0 , t€]0,T] (2.21)
u(0) = g ,t=0

gegeben ist.

2.3 Satz. (1): Der kontinuierliche negative Laplace-Operator
4 92y
A= —A: L*(Q) D D(A) = H*(Q) N Hy(Q) — R(A) = L*(Q) mit u(z) — — Y W(:c)
i—1 9%

ist ein auf D(A) (beziiglich ||.|g2) linearer, beschrankter (also stetiger), symmetrischer, dicht defi-
nierter, positiver, selbstadjungierter, abgeschlossener, sektorieller und invertierbarer Operator, dessen
Inversoperator

A7V L2(Q) = R(A) — D(A) = H*(Q) N H(Q)

kompakt ist. Wir erinnern daran, dass L*(Q2) ein Hilbertraum ist und verweisen fiir genauere Details
auf den Anhang A.3.a.

(2): Die Eigenschaften von A erméglichen uns die Anwendung des Spektralsatzes A.31. Dieser Satz
besagt: Es existiert ein Orthonormalsystem {p; | j = 1,...,00} von L*(2) sowie eine abzihlbar
unendliche Folge positiver (da A positiv) reeller (da A selbstadjungiert) Eigenwerte {\; | j = 1,...,00}
mit

O< M <A< - <A <+ und lim N\, =

n—oo
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Die zugehérigen Eigenfunktionen {¢; | j =1,..., 00} erfiillen das elliptische Eigenwertproblem
Apj(x) = Njpj(x) ,xe€Q Vj=1,...,00 (Helmholtz-Gleichung)
pj(x) =0 , € 0N
und kénnen zudem so gewéihlt werden, dass sie eine Orthonormalbasis von R(A) = L?(2) bilden.

Weiter lasst sich A darstellen durch

Au = Z N (u, )2 s Yu € D(A) = H*(Q)NHi(Q) (Spektraldarstellung)

Somit nimmt A eine Diagonalgestalt an, d.h.
Z u, ;)2 - pj € D(A) = H*(Q)N H&(Q) —  Au = Z A (u,05) 2 - @) (2.22)
= j=1

(3): Fiir den Operator A ldsst sich die Exponentialreihe

A A

e :ngz:lﬁ

definieren. Da A ein positiver symmetrischer Operator mit kompakter Inverser ist, folgt aus dieser
Definition ([27] Exer.3.12)
(o]
= Zefﬂj Ze A (v, )2 -0y Y€ LAH(RQ)
=1 =
Insbesondere ist —A der infinitesimale Erzeuger der C°-Halbgruppe

e LA Q) — LA(Q) mit v e My
Das homogene lineare AWP (2.21) besitzt daher die Losung
E(t)ug = u(t;up) = e u(0) = Ze A (g, 04) 12 - ) (2.23)

Da wir an dieser Stelle nicht die gesamte Theorie linearer parabolischer Probleme aufgreifen und be-
handeln mochten, verweisen wir fiir eine ausfithrlichere Herleitung der Losung (2.23) von (2.21) auf
[31] (8.13) und erwéhnen lediglich, dass sich die Losung mittels Variation der Konstanten gewinnen
lasst. Es sei vermerkt, dass F im homogenen linearen Losungsoperator E(t) abkiirzend fiir evoluti-
on operator steht. Als néchstes werden wir uns eine Losungsdarstellung fiir (2.20) herleiten. Dazu
multiplizieren wir (2.20) mit dem Integrationsfaktor e/4 und erhalten fiir ¢ > 0

<6tAu(t)>t = ey (t) + Aetu(t) = eug(t) + et Au(t)
= (1) + Au(t)) = ¢ F(u(t))
Integration von 0 bis ¢ liefert uns
t t
eu(t) = eOAu0+/ eAF(u(s))ds = uo+/ eSAF (u(s)) ds
0 0

und anschlieBende Anwendung von e~*4

t
u(t) = e Hetu(t) = e Hug +/ e AP (u(s)) ds
0
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—tAgsA (t—s)A7 04 — I, etA

Insgesamt haben wir hierbei die Eigenschaften ausgenutzt, dass e = e~
linear in L?(€2), et differenzierbar bzgl. t und Aet4 = e A gilt, die allesamt Resultate der Ope-
ratorhalbgruppentheorie sind ([35] VII.4). Die letzte Eigenschaft werden wir auch noch spéter in
(2.32) beweisen. Mit der Operatornotation fiir die homogene lineare Losung E(t) = e~*4 erhalten wir
als Losungsdarstellung fiir das nichtlineare AWP (2.20) die folgende Integraldarstellung: Gesucht ist
u(t;up) := u(t) mit

u(t) = E(tyug + /0 "B(t— 5)F(u(s))ds V>0 (2.24)

Dabei wird (2.24) auch haufig als Duhamel-Prinzip bezeichnet. Wir werden hauptséchlich mit der
Integralgleichung (2.24) und spéter mit der diskretisierten Version dieser Darstellung arbeiten.

Fir den Fall, dass u(t) eine Losung des AWP’s (2.20) ist, haben wir festgestellt, dass u(t) die
Integralgleichung (2.24) 16st. Die Fragen, die wir nun klaren sollten, lauten: Ist die Integralgleichung
(2.24) eindeutig 1osbar? Ist die Losung der Integralgleichung (2.24) hinreichenden glatt, so dass wu(t)
und Au(t) iiberhaupt definiert sind? Lost eine Losung der Integralgleichung (2.24) das zugehorige AWP
(2.20)? Mit der Aufkldrung dieser Fragen werden wir uns im folgenden Abschnitt nédher befassen.

2.3. Existenz und Eindeutigkeit

Fiir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u : [0, T[— H} () fiir die Integralglei-
chung (2.24) benétigen wir vorab noch Abschétzungen - sogenannte Gldttungseigenschaften - beziiglich
der Losung (2.23) des homogenen linearen AWP’s (2.21) ([16] Kap.2, [17] Kap.1). Der Beweis dazu ist
funktionalanalytischer Natur und verlangt einiges an Vorarbeit ([17] Kap.1, [34]). Es bezeichne auch
hier A = —A den kontinuierlichen negativen Laplace-Operator. Mithilfe der Darstellung (2.22), die
wir aus dem Spektralsatz A.31 erhalten haben, und der Tatsache, dass der Operator A positiv ist,
kénnen wir gebrochene Potenzen A® von A fiir &« € R geméfl Definition A.33 einfiihren:

A% = DAY (0, 95)12 - @
j=1
D(A%) = {v e L*(Q) | [[A%||z2 < o0}

Wir vermerken an dieser Stelle, dass A ein auf L?(€2) sektorieller Operator entsprechend der Definition
A.37 ist ([12] Sec.6-7, [14] 1.3 Exer.(5) oder Rem., [34] Chap.6), d.h. es gilt

M
30 e]g,w[/\EIM>O: I+ A) e < = VA€ Spe Vo e L(Q)

R
Der Nemytskii-Operator F' lasst sich fortan durch die gebrochenen Potenzen von A kontrollieren.
Bekanntlich gelten die folgenden Aussagen, die sich dem Anhang (A.l.a, A.3.a, A.5.b) entnehmen
lassen.

1
00 2
[A%v]lL2 = (Z(/\?'<U790i)L2)2> Vv e D(A%) (2.25)
i=1
vz < C-||Av||2 Vv e H*(Q) N H(Q) (elliptische Regularitit) (2.26)
[vllz200) < C -l Vo € HY(Q) (Spurungleichung) (2.27)

[o]> = (v,v) = Z (v, ) [? (Parsevalsche-Identitét) (2.28)
i=1
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Es wird insbesondere fiir die elliptische Regularitéit in (2.26) verlangt, dass €2 ein beschrinktes glat-
tes oder polygonal berandetes Gebiet ist. Aus (2.26) und (2.27) folgen die Definitionsbereiche ([31]
Theo.6.4 und Prob.6.3, [34] Chap.3)

D(A?) = H}(Q) und D(AY) = H(Q)N HL(Q)
In diesem Zusammenhang gilt zudem
D(A%) = L*(Q) und D(A™2) = HY(Q) = (H}(©) = (D(43))’
Den Definitionsbereich D(A_%) erhélt man aus (2.30) mit [ = 1. Wir kommen nun zu einigen Norm-

dquivalenzen und der L2-Glattheit von E.
2.4 Lemma.

1) e ol < A%0] g2 < O[] Vv € D(A%),l=1,2 (2.29)
@) |vllg- < A 20llze < O o]l Vue H Q) (2.30)
(3): |IDIEt)v| 2 = ||AE(t)]le < Cr-t™ - |vllpz VE>0,Yv e LX(Q), V10 (2.31)
(4): |AYE(t)v]| 2 = ||E(t)(A%)]| L2 Vt>0,Yv e DAY, YVacR  (2.32)

Beweis. zu (1): | = 1: Die rechte Seite der Ungleichung bekommen wir wie folgt
|420]2. = [IVoll?e = o3 < IPol3n Yo e HY(Q)
Mithilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 erhalten wir aus der Ungleichung
A12
lolFn = vz +olip < C*ofip + ultn = A+ CP)ffn Vo e Hy(Q)
die linke Seite

|4zl = [IVollfa = [l > A+ CH)olfn Yo e HY(Q)

_1
wobei C'= A, 2 gilt und A\; = A;(€22) > 0 den kleinsten Eigenwert der Helmholtz-Gleichung bezeichne.
[ = 2: Die rechte Seite bekommen wir durch

1Av][72 = [Avll7: < lvllfe Yo e H*(Q) N H(Q)
und die linke Seite folgt unmittelbar aus der elliptischen Regularitét (2.26)
o B2 oo 2 1
[Avl|7. = Ol Vv e H(Q) N Hg(Q)

zu (2): Unter Verwendung der Definition der H~!-Norm bekommen wir

1 1
A72 A7z
HA_%’UHLQ = sup |( 2,va)L2’ = sup ‘(U, 2’w)L2| = su |(,U71u)L2‘
weH} lw]| 2 weH} [wll L2 ueH} ||A2ul| 2
wobei wir u := A~Zw wihlen und somit w = AZw ist. Die erste Gleichung entsteht dabei aus der

Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Wegen (2.29) fiir [ = 1 gilt zum einen

(v, u)pe| 291 (v, u) 2|
C

1
= ey Voe H ()

ueH! || A2 2 werd |l
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und zum anderen

(229) 1 1
sup |(U’IU)L2| > . sup |(U7U)L2| _ . HUHH—l Yo e H_l(Q)
weH! |Azul| 2 C uem ullm c

womit die Behauptung gezeigt ist.
zu (3): Die Gleichheit erhalten wir aus (2.23), (2.25), (2.28), der Orthonormalbasis-Eigenschaft
((¢j,9i) 2 = 0;; mit dem Kronecker-Symbol 6;;) und aus der Bilinearitét von (.,.) 2

g
| DyE( ||L2 Z’ Dt t)v, @i L2|

- i{ t)v %)L2r 2 i

2
the j' U,QDJ gpjugpl) ]

=1 i=1
2

> [& It ONB o= [\l —tr. 2
= Y e e (e | R D M e ™ (0,000

i=1 |j=1 i=1

2 2

ONB w= | STV Y
= Z A Ze Mo(vpi)e - (e ez | = D (MO e (v,05) 12 - 05,00 12

i=1 i=1 j=1

@z[xl (Bt.pze] 2 NN B0l

Die Abschétzung erhalten wir aus einem Zwischenschritt der vorherigen Gleichung, (2.28) und der
Tatsache, dass die Funktion

Ry — R mit 7l

fiir beliebiges [ > 0 nach oben beschriinkt ist (daher setzen wir O} := sup, -7’ - €7 < 00)

2
! 2 o [/ A 2 A o ! A
IDiE(t)v][7: = [)\i et (Uasﬂi)m] =ty (thi) e (0,92
i=1 i=1 —_—
LCpi=sup,o7he 7 Vi
> (2.28)
<GP -7 (0, 00) 2] CE-t72 - |lo17

i=1
zu (4): Um zu zeigen, dass der Operator A% mit dem Operator F(t) kommutiert, verwenden wir
(2.23), (2.25), (2.28), die Orthonormalbasis-Eigenschaft und die Bilinearitiat von (e, e);o.

N (2.25) o= 1o
JA“Et)]|3. =" DA (B(t)v, @i) 2]
=1
(2.23) o iy o _
=TSN O e (i) e 0,00 ] Z{A et (Ua@j)L2'(90jaSOi)]
i=1 j=1 =1 j=1
o0 o0 o0 2
ONB o —i\ 2 ONB v o
= Z )‘z -e B . (’U,QDZ‘)LQ} = Z [Ze R A] ’ (vagpj)L2 : (90]7902)]
i=1 i=1 | j=1
00 00 N (2 23) 00
= > O e (Xv,9i)2 0,000 ] Z v), i) 2]
i=1 | j=1 i=1
(2.28) o
="[|E(t)(A%)| 72
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Nun konnen wir geeignete Glattheitsaussagen fiir den Operator E formulieren ([31] Kap.8).

2.5 Lemma (GLATTUNGSEIGENSCHAFTEN VON E). Fiir jedes | € {0,1} und fiir jedes
a,b € Z mit —1 < a < b < 2 gibt es eine Konstante C = C(l,a,b) > 0, so dass die Abschétzung

(b—a)

ID!E@)v||gs < C-t772 ju]|ge Vv e D(AZ)VE>0 (2.33)

erfiillt ist. Falls | = 0 und a = b, so gilt die Ungleichung sogar fiir t > 0.
Beweis. Der Beweis folgt direkt aus (2.29), (2.30), (2.31) und (2.32).
ID:E@)ollge < C-[[A2DiE()v]l2 =" C-[[AT2E({)v| 12

(o (2.29),(2.30) (b—a)

2 a) a
( C=5T A, < ST ol

e |5 B aty) =

|

Das Lemma besagt, dass die Losung E(t)ug des homogenen linearen Problems (2.21) b raumliche
und [ zeitliche Ableitungen in L?(£2) besitzt, sogar unter dem Aspekt, dass die Anfangsdaten nur im
Raum D(A?) liegen.

Wir haben nun alles was wir bendtigen, um unseren lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
(2.24) zu beweisen ([17] Theo.1.1, [18] Theo.1.2). Vorweg verweisen wir noch auf den Anhang A.4
und dort speziell auf die Definition einer Kontraktionsabbildung A.50 und auf den Banachschen-
Fixpunktsatz A.51, die in den Beweis des folgenden Satzes eingehen.

2.6 Satz (EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ). (1): Fiir jeden Radius R > 0 gibt
es einen Zeitpunkt 0 < T(R) < oo, so dass die Integralgleichung (2.24) fiir jede Anfangswertfunktion
ug € Bg eine eindeutige Lésung u € C([0, T(R)], H}(Q2)) besitzt.

(2): Weiter existiert eine Konstante C' > 0 mit der Eigenschaft

HUHLOO([O,T(R)LHé) S CR

(3): Seien ug € HY(), p > 0 und T > 0 gegeben. Falls fiir jede Losung u(t) auf [0,7] C [0,T] von
(2.24) die a-priori Abschétzung

lu@)|lgr < p VOt T

gilt, so existiert eine eindeutige Losung u(t) von (2.24) auf dem Intervall [0,T].
Beweis. zu (1): Sei ug € H}(Q) mit ||ug||z1 < R beliebig. Setze

t
S(u)(t) == E(t)ug +/ E(t —s)F(u(s))ds fir we C([0,T], H(Q))
0
Mit der Integralgleichung (2.24) erhalten wir eine Fixpunktgleichung
t
S(u)(t) == E(t)ug -l—/ E(t — s)F(u(s))ds 2 u(t)
0

Wir werden nun 17" und R so wéhlen, dass wir den Banachschen Fixpunktsatz A.51 in der abgeschlos-
senen Kugel B mit

B = {ue C([0,T], Hy()) | lull oo o773 < Ro} < C([0,T], Hy(2))

anwenden konnen. Dazu beachte man, dass S(u) als Komposition in ¢ stetiger Funktionen selbst
wieder in ¢ stetig ist. Dieser Satz liefert uns dann sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit eines
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Fixpunktes und damit einer Losung. Wir miissen als Voraussetzung fiir diesen Satz zum einen zeigen,
dass S eine Selbstabbildung von B ist, und zum anderen, dass S eine Kontraktion ist (siehe: A.50).
a) z.z.: S ist eine Selbstabbildung von B. Sei u € B beliebig. Aus (2.3) und Satz A.42 folgt

[E(u®)r2 = [F(0) = F(0) + F(u(®))] 12

A.42
LUPO) 2 + |1F(u() — FO)]|52
< NFO) 2 + C(Ro) - ()]

|
|E(0)]| 2 + C(Ro) - Ry V't e[0,T] (2.34)

Da up € HE(Q) = D(A%) C D(AY) ist, kdnnen wir (2.33) speziell fiir [ = 0, b = 1, a = 1 sowie fiir
I =0,b=1, a=0 anwenden und erhalten daraus und mit Hilfe von (2.34) und ||ug|/;1 < R die
Abschéitzung

1S() (Ol = HE(t)UO+/OtE(t—8)F(u(8))dSHH1

< 1Bl + [ 1B~ $)F ()l ds

(2.33) t B
< Collwlla + [ Gt =) HIF ()1 ds

(2.34) t N
< CoR+ Cu(|F(0)| 12 + C(RO)RO)/ (t—s)"% ds
0

— CoR+ Ci(||[F(0)|| 2 + C(Ro)Ro) - 2t

< CoR+2C1(|F(0)| 12 + C(Ro)Ro)T2 Yt e [0,T] (2.35)
Wir wihlen nun Ry := 2CoR und T := T'(R) > 0 so klein, dass die Abschétzung
1 1
201 (| F(0) |2 + C(Ro)Ro)T? < 3 Ro (2.36)

gilt, so erhalten wir aus (2.35) und (2.36) die Abschitzung

2.35
1S )l oo 0,7y, m3) = Sp [S@)®llmr < CoR+2C1([F(0)]|z2 + C(Ro)Ro)T
€|0,

[SIE

(2.37)
(2:36) 1
< _
2

womit S eine Selbstabbildung von B ist.

b) z.z.: S : B — B ist eine Kontraktion auf B. Seien u,v € B beliebig. Unter Verwendung von (2.3)
bekommen wir

1
R0+§R0 = Ry

(2.3)
[ F(u(t)) — F(v(t))]| 2 < C(Ro) - [Ju(t) = v(@®) || < C(Ro) - Sup, [[u(t) = v(t)] g
=C(Ro) - lu—vllpooory,m2y VT E€0,T] (2.38)

Nun folgt aus (2.33) speziell fiir I =0, b =1, a =0, (2.38) und (2.36) (nachdem man beide Seiten in
(2.36) durch Ry geteilt hat)
t
15 (u) (@) = S()(O)llg = II/0 E(t —s)F(u(s)) — E(t — s)F(v(s)) ds|| g1

(2.33)

< [ 1B - ) (Fule) - Fe@)lmds < 1 [ (-9 HIFs) ~ Flols)lse ds
0 0

(2.38) 1 1 1
< ClC(RO)”u_UHLOO([O,T},H(%)/0 (t—s)"2ds = C1C(Ro)2t2[Ju — vl o (0,17, m2)



22 2. Losbarkeit des kontinuierlichen Problems

1E(0)]l 2

1
§ QClc(RO)TQHU_UHLOO([O,T],H(%) < 20]_( RO

1
+ C(Ro)) T2 |lu — vl oo j0,1),112)

(2.36) 1
< gllu=vlipeeqory,mgy Yt €0,T]

Daraus erhalten wir

1
15(w) = S)l| Lo o,17,12) = Sup 15()(®) = SOl < Fllw = vl g o,21,m)
€10,

Damit ist die Abbildung S : B — B eine Kontraktion auf B und nach dem Banachschen Fixpunktsatz
A.51 gibt es genau einen Fixpunkt u € B mit S(u) = u, womit die Existenz und Eindeutigkeit gezeigt
ist.

zu (2): Wegen der Fixpunkteigenschaft S(u) = w und aus (2.37) sowie der Definition von Ry folgt die
Aussage mit C := 2C, durch

(2.37)
lull oo o, 12y = IS llzooo,r,my < Ro = 2C0R =: CR

zu (8): Aus der gegebenen a-priori Schranke folgt ||ug||g1 < p, also ug € B,. Damit gibt es nach Satz
2.6(1) ein T'(p) > 0 und eine eindeutige Losung u auf [0, T'(p)]. Aus der a-priori Schranke folgt wiederum
|lu(T(p))||m < p, alsou(T(p)) € By, so dass uns Satz 2.6(1) zu der Anfangswertfunktion w(7'(p)) € B,
eine eindeutige Losung w auf dem Intervall [T'(p), 27 (p)] liefert. Fithren wir diesen Prozess fort, so
erhalten wir nach endlich vielen Schritten eine eindeutige Losung u, die solange existiert, wie die
a-priori Schranke giiltig ist, also auf dem Intervall [0, 7). O

2.4. Regularitat

Als néchstes kommen wir zur Regularitétstheorie ([14] Theo.3.5.2, [16] Theo.3.2, [17] Theo.1.2, [1§]
Theo.1.3, [32] Theo.2.6). Die Aufgabe von Regularititssidtzen besteht darin, Aussagen iiber die Glatt-
heit der Losung u : [0,7] — HE(Q) und gegebenenfalls den zugehérigen Ableitungen zu geben.
Derartige Informationen spielen bei der Fehleranalyse eine wichtige Rolle. Dabei ist die Glattheit der
Losung u abhéngig von der Glattheit der Anfangsdaten ug. Falls ug € H}(2) gilt, so sprechen wir von
nichtglatten Anfangsdaten und falls uy € H2(Q) N H}(Q) gilt, so sprechen wir von glatten An-
fangsdaten. Der Anlass fiir diese Namensvergabe héngt mit dem Singularitéatsterm =3 zusamien,
den wir uns in der Abschétzung (2.39) fir s = 2 im folgenden Satz einfangen. Diese schwache Singulari-
téit verschwindet genau dann, wenn man die Anfangsdaten hinreichend glatt, d.h. ug € H2(Q)NHE(Q),
wahlt (siehe: (2.42) fiir s = 2). Die erste Aussage des folgenden Regularitétssatzes gilt den nichtglatten
und die zweite Aussage den glatten Anfangsdaten.

2.7 Satz (REGULARITATSSATZ). (1): Sei u € C([0, Trnaz(uo)[, H3 (Q)) die zugehérige Lésung
der Integralgleichung (2.24) zu den Anfangsdaten ug € H}(Q) auf dem maximalen Existenzintervall
[0, Tynaz (uo)[- Dann gilt fiir jedes Ry > 0 und 0 < to < Tpnaz(uo) mit ||u(t)||zr < Ry Vit € [0, to]:

(s—1)

a): ||u(t)||gs < C(Ry,tp) -t 2 Vit E]O,to] (s=1,2) (2.39)
b): [lue(®)|lze < C(Ry,to) -t~ 157 Vi €l0,to] (s=0,1,2) (2.40)
o) lJuge(t)|| g2 < C(Ra,to) -t 2 Yt €0, to] (2.41)

(2): Falls zuséitzlich zu (1) ug € H?(2) mit ||uo|| 2 < Re ist, so gilt

a): Hu(t)HHs < C(Rl,RQ,to) Vit e [O,to] (S =1, 2) (2.42)
b): lue(t)|l s < C(Ry, Rayto) 172 vt €]0,%] (s=0,1,2) (2.43)
¢): |Jug(t)|| 2 < C(Ry, Ry, tg) -t vt €0, o] (2.44)
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Beweis. zu (1)a) s = 1: Dies folgt aus Satz 2.6.
zu (1)b) s = 0: ([14] Theorem 3.5.2, [18] Theo.1.3). Der Trick hierbei ist es, zu zeigen, dass u beziiglich
t differenzierbar ist und u; im Raum L?(Q) liegt. Dazu betrachten wir ohne Einschriinkung h > 0,
dann folgt durch Substitution (mit s — ¢ — s):

u(t+ h) —u(t)

t+h
=(E(t+h) = E(t))uo + ; E(t+h—s)F ds—/ E(t — s)F(u(s))ds
t+h
=(E(h) — I)E(t)up + 0+ E(s)F(u(t+h—s))ds—/0 E(s)F(u(t —s))ds
t+h

—(B(h) - DE@w+ [ BEF(ut+h-s))ds
+/ E(s) [Fu(t + h— ) — F(u(t — 5))] ds
—(E(h) - E(t u0+/ E(t + h— s)F(u(s)) ds

+/ E(t — 5) [F(u(s + h)) — F(u(s))] ds (2.45)
Fiir die Abschéitzung des ersten Summanden verwenden wir
|ATY(E(h) — Iv||p2 < hljv|j2 YveL*(Q)Vh >0 (2.46)
Der Beweis von (2.46) erfolgt dabei &hnlich zu dem von (2.31). Wir benétigen dazu zunéchst die
Tatsache, dass die Funktion
e T -1
T

durch die Schranke 1 nach oben beschrénkt ist. Daraus und aus (2.23), (2.25), (2.28) sowie der Or-
thonormalbasiseigenschaft erhalten wir den Beweis von (2.46) durch

R} — R mit 7+—

A7)~ Dol 230 [ (B~ Do, ]
f: - >
(229 ‘ Z (e — 1) (v L0512 P i) e
Z:ol _— oo: :2
= D> N (@M = 1) (0,95)12 - (05, 00) 12
=1 | j=1 |
ONB S0t (o= _ 1) (o, 1) o]
=1

< R [0 o]
i=1

G2 2|2, Ve L2(Q)Vh >0

Aus (2.46), (2.32), (2.33) mit a = 1, b = 2 sowie | = 0 und aus (2.29) fiir [ = 2 erhalten wir fiir den
ersten Summanden

I(E(h) = DE(®)uo|l 2“2 | A~ (B(h) — D) AB()uo| 12
) hAB ol 2

(2.29)
< ChlE@)uoll 12
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(2.33) N
< Cht™2||ugl| i
< C(R)ht™2 Ytel0,tg] Vh>0 (2.47)
Wenden wir auf (2.45) die L?-Norm an, so behandeln wir den ersten Summanden mit (2.47), den

zweiten Summanden mit (2.33) fir a = b = | = 0 und mit (2.4) und den dritten Summanden mit
(2.33) fir a = —1 und b = [ = 0 sowie mit (2.6) und erhalten die Abschétzung

(2.45) h
Jut+ ) —u®lze < E®) = DE@uolzz + [ IEE+h = )P u(s)) 12 ds
+ [ 1B~ 5) [F(uls + 1) = (o)l ds
(2.47),(2.33

33) . h
< OB 4+ 0/0 1F(u(s))|| 2 ds
+ C/t(t — )" 2| F(u(s + h)) — F(u(s))|| -1 ds
0
< CR)MTE + C(R)h
+C(Ry) /Ot(t — 8)72||u(s + h) — u(s)| g2 ds
= C(R1)h[1 + t%]f% + C(Ry) /Ot(t - s)*% lu(s + h) —u(s)| 2 ds

t

< C(Rl,to)ht’%JrC(Rl)/ (t = 8)" 3 |lu(s + h) — u(s)| g2 ds
0

YVt €]0,to) Vh >0

1
da 0 <tz < tg fiir alle ¢ €]0,to]. Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A.48 liefert uns
|lu(t+h) —u(t)||2 < C’(Rl,to)ht_% vVt €l0,to] VA >0

Fin analoges Ergebnis erhélt man fiir h < 0. Division beider Seiten durch h und Limesbildung A — 0
mit A > 0 (bzw. im anderen Fall A < 0) bringt uns die Behauptung

u(t+ h) —u(t) |

. 1
()|l = ,{E{%H |2 < C(Ry,to)t™2 Vit €]0,to]

Fiir die Existenz der Ableitung verweisen wir auf [14] (Lemma 3.5.1) und [20] (Lemma 2.2).
zu (1)a) s = 2: Diese Aussage folgt nun unmittelbar aus (2.40) fiir s = 0, der elliptischen Regularitét

1
(2.26), (2.4) und 0 < t2 < t2

(2.26)
[ulgz < CllAu(®)]| L2

= C||F(u(t)) — ut(t)| 2
< CF@®)|ge + Cllue(®)]| 2

(2.4),(2.40) L
< C(R)+C(R,to)t 2

— [C(Rl)t% 1 C(Rl,to)] 2
C(Ri,to)t™2 Yt €0, to]

N
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zu (1)b) s = 1: Setze v(t) := tu(t), so erfiillt v(¢) das Anfangswertproblem

ve(t) + Av(t) = we(t) +1- % [ug(t) + Au(t)]
d
= )+ (D)
= w(t) +t- dF(u(t))u'(t)
= w(t) + dF (u(t))v(t) t€]o,to] (2.48)
v(0) =0

v(t) 16st als Losung des AWP’s (2.48) die folgende Gleichung: (vgl. (2.24) und Kommentar danach)
t
v(t) = / E(t —s)(us(s) +dF(u(s))v(s))ds Vt=0 (2.49)
0

Aus der Darstellung (2.49) erhalten wir mit (2.33) speziell fir [ =0, b =1, a = 0, (2.40) mit s =0
und (2.2) die Abschétzung

@l <[ B sl ds + [ 1B~ )F o)) ds

[ ol ds +C [ - s ARGl ds

(2.40),(2:2) ¢ 11 ¢ 1
< C’(Rl,to)/ (t—s)_53_5d8+C(R1)/ (t — 5)"3||u(s)| 1 ds
0 0

= C(Ri,to) + C(Ry) /Ot(t —8) 2 |u(s)|| g ds Yt €]0, o]
Damit sind die Voraussetzungen des Gronwall-Lemmas A .48 erfiillt. Dieses liefert uns die Ungleichung
o)l < C(Ra,t0) Vi €]0, 0]
Aufgrund der Wahl von v(t) = tuy(t) bekommen wir nach Multiplikation beider Seiten mit ¢~*
lue(O) | < C(Ruto)t™! Vit €]0,t0)]

zu (1)b) s = 2: Aufgrund der Interpolationsabschitzung A.38 lasst sich die Aussage (2.40) mit s = 0,1
fiir dazwischenliegende reelle Werte s € [0, 1] interpolieren, d.h. (2.40) gilt sogar fiir s € R mit s € [0, 1].

Speziell fir s = % haben wir

lu®) 3 < C(Rito)t™1 Vi €]0,t) (2.50)

1
2

Aus der Darstellung (2.49) erhalten wir mit (2.50), (2.33) speziell fiir [ = 0, b = 2, a = 3 sowie fiir
1=0,b=2,a=1, (2.39) mit s = 2 sowie (2.40) mit s = 1 und aus (2.7) die Abschitzung

(2.49) t t
@l < [ 1B sl ds [ 1B~ )P () (s) e ds

(2.33) t 3 t )
<[ oy ds+ C [ (6= ) I ds
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t

NS

(t— )72 u(s) || g2 l[o(s) | 1 ds

¢ [t =9 sl ds + OB [

+C(R) [ (6= 9 Hols)lle ds

(2.50),(2.39),(2.40) ¢ .
< C(Rhto)/ (t— s)*%s*% dS+C(R1,tO)/ (t - 8)7%87% s
0 0
1 ~
=Ct 2

+C(R) [t =) Ho(s) 1 ds
< C(Rl,to)f% + C(Ry) /Ot(t - s)*%Hv(s)HHz ds Yt €]0,to]

Dabei haben wir ausgenutzt, dass sich sowohl das erste als auch das zweite Integral nach der vierten
Ungleichung mit der Substitution s = ¢ - 7 in die Fulersche Beta-Funktion transformieren und sich
mithilfe der Gammafunktion berechnen lasst (sieche: Anhang A.2).

L(z) T(3)
I(3)
L(3) T(3)

t 1
/ (t—s)_%s_% ds = t_%t/ (1 —T)—%T_% dr = —=——=- =1 Vt €]0,to] (2.51)
0 0 F(l)

N

t 1
/ (t—s)"1s 1ds = t’%t/ (1—7) a7 1dr =t~ = Ot 2 Vte0,t]
0 0

N[—=

Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A .48 liefert uns
lo()llgz < C(Ri,to)t™2 Wt €]0, to]

und da v(t) = tus(t) gewihlt wurde, folgt durch Multiplikation mit ¢!

3
2

ue(D)|| gz < C(Ry,to)t™ 2 Vi €]0,to]

zu (1)c): Differentiation von (2.20) beztiglich ¢ liefert uns zunéchst

d
u(t) + Aug(t) = %F(u(t)) = dF (u(t))u(t) VYt €]o,to] (2.52)
Bringen wir Au,(t) auf die rechte Seite und wenden die L?-Norm an, so erhalten wir aus (2.29), (2.40)
fir s =1 und s = 2 sowie aus (2.2) die Abschétzung

2.52
lun@lz %2 AP u())un(t) — Au(t)]| 2
< dFu())ug(t)] 2 + | Aue(t)]| 2
(2.2),(2.29)
< OB u®)ll g + Cllus(t)| 2
(2.40) . 3
< C(Ri)t™ 4+ C(Ry,to)t™ 2
1
< C(R1)t§ + C(Ru,to) 473

C(Ri,to)t™2 Yt €]0, o]

Man beachte hierbei nachtriiglich, dass wir wegen (2.40) mit s = 1 die Aussage w;(t) € H} () Vt €
10,to] erhalten, wodurch die Anwendung von (2.2) gerechtfertigt ist. Bemerke, dass (2.2) sogar in
H(Q) gilt. Analog liefert uns (2.40) mit s = 0, 1,2, dass us(t) € H?(Q) N HL(Q) = D(A) VYt €]0, )]
gilt. Damit erfiillt u,(t) fir jedes ¢ €]0, to] die Norméquivalenz (2.29) speziell fir [ = 2. Fiir die Existenz
der Ableitung verweisen wir auf [11] (Lemma 3.5.1) und [20] (Lemma 2.2). Damit ist (2.41) gezeigt.
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zu (2)a) s = 1: Dies folgt aus Satz 2.6.
zu (2)b) s = 0: Wir betrachten wieder (2.45). Fiir die Abschétzung des ersten Summanden in (2.45)

verwenden wir diesmal (2.46), (2.29) mit [ = 2 und (2.33) mit a = b = 2 und [ = 0 und erhalten analog
zu (2.47)
I(E(h) = DE{)uollzz = AT (E(h) = DAE(t)uol 2
(2.46

)
< Chl|AE(t)uol| 2

(2.29)
< ChlE@)uol 12

<
< C(Ro)h (2.53)

Wenden wir auf (2.45) die L?-Norm an, so behandeln wir den ersten Summanden mit (2.53), den
zweiten Summanden mit (2.33) fir a = b = | = 0 und mit (2.4) und den dritten Summanden mit
(2.33) fur a = —1 und b = [ = 0 sowie mit (2.6) und erhalten die Abschitzung

(2.45) h
e+ ) =@l < ICED) ~ DBl + [ 1B+ b = )Fu(s) i ds
+ [ 1B = o) (s + )~ Fu(e))lze ds

(2.53),(2.33

) h
< C(R)h /0 | F(u(s))| 2 ds

+ C/t(t — ) | F(uls + h)) — Flu(s))| g1 ds
0
(2.6) t )
<" O(R)h+C(R)h+ C(Ry) /0 (t — 5) 3 |luls + k) — u(s)| 2 ds
= C(R1, R2)h + C(Ry) /Ot(t - s)_% |lu(s + h) —u(s)||12 ds
Vit €]0,tp]) Vh >0

Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A .48 liefert uns
|lu(t +h) —u(t)]|z < C(Ry1, Ra,to)h YVt €]0,tg] VR >0

Die tp-Abhéangigkeit kommt dabei aus der Konstanten im Gronwall-Lemma. Ein analoges Ergebnis
erhélt man fir h < 0. Division beider Seiten durch h und Limesbildung h — 0 mit & > 0 (bzw. im
anderen Fall h < 0) bringt uns die Behauptung

) u(t +h) —u(t

el = pim | 0y oiry, Ry ) el b
Dass diese Abschitzung auch im Punkt ¢ = 0 gilt, folgt aus der Darstellung (2.20), der Anwendung
von (2.4) und aus (2.29) fir [ = 2

(2.20)
[we(O)z2 < [[F(uo)llr2 + | Auol| 2

(2.4),(2.29)
C(R1) + Clluo|| 2

<
< C(RlaRQ)

[\
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zu (2)a) s = 2: Wir betrachten die Darstellung (2.20). Die Ungleichung folgt nun unmittelbar aus
(2.43) fur s = 0, der Norméquivalenz (2.29) fiir [ = 2 und (2.4)

(2.29)
lu@llzz < CllAu(t)]|z2

220 CllF(u(t)) — ue(t)] 2

< ClF@®)lze + Cllug(®)ll 2

(2.43)
< C(R) + C(Ry, R, to)

= C(Rl,RQ,to) Vi E]O,to]

(2.9)

Dass diese Abschétzung auch im Punkt ¢t = 0 gilt, folgt unmittelbar aus der Voraussetzung, denn es
gilt [u(0)[| g2 = [luoll 2 < Ro.

zu (2)b) s = 1: Setze v(t) := tu(t), so erfiillt v(t) das Anfangswertproblem (2.48) und 16st als Losung
des AWP’s (2.48) die Gleichung (2.49). Aus der Darstellung (2.49) erhalten wir mit (2.33) speziell fur
l=0,b=1,a=0, (2.43) mit s = 0 und (2.2) die Abschétzung

(249) b :
ol < [ B Syl ds + [ 1B~ )aP(u(s))os) i ds

(2.33) t . t 1
< e [ = )l ds+ € [ 0= s HIF@(s) o) ds

(2.43),(2.2) t L
< C’(Rl,RQ,tO)/ (t—s)_ids—l—C(Rl)/
0 0

(= ) H (o)l g ds

= O(Ri,Rato)t? + C(R)) /Ot(t —8)72|Jo(s)|lgr ds Yt €]0,to]
Damit sind die Voraussetzungen des Gronwall-Lemmas A .48 erfiillt. Dieses liefert uns die Ungleichung
lo(®)]l 1 < C(Ry, Rovto)t? Vit €]0, to]
Aufgrund der Wahl von v(t) = tu;(t) bekommen wir nach Multiplikation beider Seiten mit ¢!
lus ()| < C(Ry, Rayto)t™2 V't €0, 4]

Fiir die Existenz der Ableitung verweisen wir auf [14] (Lemma 3.5.1) und [20] (Lemma 2.2).

zu (2)b) s = 2: Setze auch hier v(t) := tu(t), so erfiillt v(t) die Gleichung (2.48) und lésst sich durch
(2.49) darstellen. Man beachte, dass wir aufgrund der hinreichenden Glattheit der Anfangsdaten in
der folgenden Ungleichung ohne die Anwendung einer Interpolationsabschétzung auskommen werden.
Aus (2.33) speziell fira=1,b=2,1=0, (2.7), (2.42) fir s = 2 und (2.43) fiir s = 1 erhalten wir

(249)  pt t
ol < [ UBC =l ds + [ 1B = )aP(u(s))os) i ds

(2.33) : 1 ' 1
<o [ ) ds + € [ (=) HAP()o(s) i ds
<o [ o ds + O [ ) el

+CR) [ (6= 9 Hols)lle ds



2.4. Regularitat 29

(2.42),(2.43) t

t
< C(Rl,RQ,to)/ (t—s)fésfé dS—‘rC(Rl,RQ,to)/
0 0

(t — 3)*%3% ds

=7 _—
t2

+C(R) [ (6= 9 H ol ds
< C(Rl,P@,to)+0(R1)/0t(t—s)—%nv(s)nmds Vit €0, to)

Dabei haben wir an dieser Stelle erneut ausgenutzt, dass sich sowohl das erste als auch das zweite
Integral nach der vierten Ungleichung mit der Substitution s = ¢ - 7 in die Fulersche Beta-Funktion
iiberfithren und anschliefend mithilfe der Gammafunktion berechnen lisst. Das erste Integral haben
wir bereits in (2.51) bestimmt und das zweite lasst sich wie folgt berechnen

i bshds = hibe [T b = L@TE) v
/O(t—s) sz2ds =t tt/o(l T) 272dT =t 2F(2) —t(2_

[][9V]

T tT Yt €0, to]
N ’
Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A .48 liefert uns

[o()llz < C(Ri, Rasto) V't €]0,to]
und da v(t) = tus(t) gewihlt wurde, folgt durch Multiplikation mit ¢+

|ue(t) g2 < C(Ry, Ra, o)t~ YVt €]0,tg]

zu (2)c): Differentiation von (2.20) beziiglich ¢ liefert uns zunéchst (2.52). Bringen wir Au,(t) auf die
rechte Seite und wenden die L2-Norm an, so erhalten wir aus (2.29) fiir [ = 2, (2.2) sowie aus (2.43)
fir s=1und s =2

2.52
lua(®)lle 2 AP (t)uat) - Au(®)lz2
< B (®)un(®)lzz + |Aun(t)
(2.2),(2.29)

< CERDI®lm + Cllud®)lr
(2.43)

< C(Ri Boyto) [t2 1]t

1
< C(Ry, Ra,to) {té + 1} tt

=  C(Ry,Ro,to)t™ Vit €0, tg]

Man beachte hierbei nachtriiglich, dass wir wegen (2.43) mit s = 1 die Aussage u:(t) € H} () Vt €
10,to] erhalten, wodurch die Anwendung von (2.2) gerechtfertigt ist. Analog liefert uns (2.43) mit
s=0,1,2, dass u:(t) € H*(Q) N HL(Q) = D(A) Vt €]0, o] gilt. Damit erfiillt us(t) fiir jedes t €]0, ¢o]
die Norméquivalenz (2.29) fir [ = 2. Fir die Existenz der Ableitung verweisen wir auf [14] (Lemma
3.5.1) und [20] (Lemma 2.2). Damit ist (2.44) gezeigt. O

2.8 Bemerkung. i) Es folgt ohne weiteres aus (2.39) und (2.42) mit s = 0, dass unter den Voraus-
setzungen von Satz 2.7 die folgenden Aussagen gelten

(Rl,to) Vte [O,to] Yug € H&(Q)
(R1, Ra,tg) Yt €[0,tg) Yug € H*(Q) N H(Q)

[u()]l 2
[u()l 2

ii) Aufgrund der Interpolationsabschétzung A.38 gelten die Aussagen (2.39) und (2.42) fiir alle s € R
mit 1 < s < 2 und die Aussagen (2.40) und (2.43) fiir alle s € R mit 0 < s < 2.

C
C

NN
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Der Regularitétssatz 2.7 zeigt insbesondere, dass sowohl fiir glatte als auch fiir nichtglatte Anfangs-
daten wu(t) € L?(Q) und Au(t) € L*(Q) fiir t > 0 gilt. Damit ist jede Losung der Integralgleichung
(2.24) auch eine Losung des nichtlinearen AWP’s (2.20). Daher bezeichnen wir mit

S:Ry x HJ(Q) D D(S) — HJ(Q) mit S(t)ug := u(t;up) (2.54)
D(S) == {(t,up) € Ry x HI(Q) |t € [0, Tinax(uo)[}

den maximal fortgesetzten Losungsoperator von (2.24), wobei u(t; ug) die eindeutige maximal fortge-
setzte Losung der Integralgleichung (2.24) mit maximalen Existenzintervall [0, Tiax(ug)[ sei. Hierbei
steht das S im nichtlinearen Losungsoperator abkiirzend fiir solution operator. Offenbar handelt es
sich bei dem Operator S um einen in ug nichtlinearen Operator.

Wir fassen ein fiir spater wichtiges Hauptresultat dieses Kapitels nochmals in einem Korollar zu-
sammen ([32] Ass.2.3).

2.9 Korollar. Zu jeder Anfangswertfunktion ug € Br C H}(Q) existiert eine eindeutige Lésung
S(t)ug € HE(Q) des obigen AWP’s (2.20) mit maximalen Existenzintervall [0, Tyax(uo)[. Weiter gilt
fiir jede Anfangswertfunktion ug € Br und fiir jeden Zeitpunkt t €]0, Tiax(uo)|[, dass S(t)ug € H?(Q2)N
H(Q) ist.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung sowie das maximale Existenzintervall
[0, Trnax (ug)[ folgen allesamt aus Satz 2.6. Die Tatsache u(t) = S(t)ug € H?(Q) N HY(Q) fiir t €
10, Thnax (o) folgt aus (2.39). 0

2.5. Erweiterungen der Losbarkeitstheorie

In diesem Abschnitt wollen wir abschlieend einige Anmerkungen und Hintergrundinformationen zur
Losbarkeitstheorie zusammentragen.

Dimension des Bildraums: Die in Kapitel 2 behandelte Themen zur Losbarkeit und zur Regula-
ritdt des kontinuierlichen Problems gelten auch, wenn wir in der Generalvoraussetzung 2.1 die skalare
Funktion f durch ein Vektorfeld f : R® — R™ mit n € N ersetzen. Dabei miissen wir demnach
f € C?*(R™",R") fordern. In diesem Zusammenhang bezeichnet |.| in (2.1) die euklidische Norm auf
dem R™. Der Rest der Voraussetzung wird in diesem Fall beibehalten ([17]) und alle erzielten Resultate
lassen sich leicht verallgemeinern.

Glattheit des Gebiets: Man beachte, dass sich die Forderungen an unser Gebiet ) nicht abschwa-
chen lassen. Mit anderen Worten geniigt die Forderung eines beschrénkten Lipschitz-Gebiets fiir unsere
Berechnungen nicht aus. Denn die elliptische Regularitit aus Satz A.54, die in Abschnitt 2.3 einge-
flossen ist, gilt bekanntlich ausschlieBlich auf beschrinkten Gebieten mit C?-Rand und damit nicht
einmal auf polygonalen Gebieten. Fordern wir von dem polygonalen Gebiet zusétzlich die Konvexitat,
so ist Satz A.54 weiterhin erfiillt. Diese Tatsache begriindet die Forderungen, die wir an unser Gebiet
Q) gestellt haben.

Dimension des Gebiets: Die in diesem Kapitel behandelten Themen zur Losbarkeit und zur
Regularitat gelten ausschliellich fiir Gebiete der Dimension d = 1,2 oder 3 und somit nicht fiir
hoherdimensionale Gebiete mit d > 3. Diese Tatsache lasst sich leicht nachvollziehen und wir werden
sie daher kurz herleiten und erldutern: Um die Beweise von Satz 2.2 flir Dimensionen d > 3 zu
verallgemeinern, muss an denjenigen Stellen Obacht gegeben werden, an denen wir Gebrauch von der
Sobolevschen Ungleichung A.14 gemacht haben, da dort die Gebietsdimension fiir die Einbettungen
eine zentrale Rolle spielt. Die Sobolevsche Ungleichung A.14 liefert uns fiir d > 3, k = 1 sowie fiir die
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Funktionen u,v € H}(Q2) aus dem Beweis von Satz 2.2

d 2d_ 2d
d>3 = 1=k<§ = w,v€LiZ(Q) = pP=a4= -

Allerdings muss im Beweis von Satz 2.2 fiir § folgende Aussage gelten

1§ 1 s_ 2

2 9y T T a2
und in Folge dessen muss f die Generalvoraussetzung 2.1 mit 6 = % erfiillen. Damit ist aber die
Beschranktheit der Funktion f” in unserer Generalvoraussetzung 2.1 im Punkt u = 0 fiir d > 5 nicht
mehr garantiert, so dass unsere Theorie fiir d > 5 schlichtweg ungiiltig ist. Fiir d = 4 hingegen ist
die Losbarkeitstheorie weiterhin erfiillt, allerdings mit dem Nachteil, dass die Losung ihre Stetigkeit
beziiglich der Anfangsdaten verliert. Dazu betrachten wir den Einbettungssatz A.17. Nach dem Regu-
laritiitssatz 2.7 wissen wir von unserer Losung u(t), dass sie fiir t > 0 im Raum H?(Q)NH(2) liegt. Der
Einbettungssatz A.17 garantiert uns H?(Q2) C C(Q) fiir d = 1,2, 3 und damit H(Q) N H(Q) C C(Q)
fiir d = 1,2, 3. Damit ist unsere Losung u(t) fur ¢ > 0 stetig beziiglich der Anfangsdaten. Da die zweite
Inklusion fiir d = 4 nicht mehr gilt sondern vielmehr H3(Q) C C(2) und daher H3(Q)NHE(Q) € C(Q)
erfiillt ist, unsere Losung aber nicht im Raum H?3(Q) N HE(Q) liegt, konnen wir daraus schliefien, dass
die Losungen u(t) fir d =4 und ¢ > 0 im Allgemeinen unstetig beziiglich der Anfangsdaten sind.

Generalvoraussetzungen: Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (2.20) lasst sich auch
unter anderen Generalvoraussetzungen zeigen. In [33] wird die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
u € C([0, T[xL*(2), L*(Q)) fiir Anfangswertfunktionen ug € L*(Q) unter der Annahme

2p—1

flu) = =" bj/
§=0

mit by,—1 > 0 und p € N gezeigt, wobei Q2 C R™ mit m € N ein offene beschrénkte Menge ist. In [27]
wird unter der Annahme, dass f € C(R,R) und

—k—aiful’ < fu)u < k— aglulP
fllu) <1

mit u € R, k,l, a1, a9 > 0 und p > 2 gezeigt, dass eine schwache Losung u € C([0,T] x L%(Q), L*(Q))
fiir Anfangsdaten ug € L?(f) existiert, wobei  C R™ mit m € N ein beschriinktes Gebiet mit
hinreichend glattem Rand ist. Man beachte, dass wir die Existenz und Eindeutigkeit zwar nur fir
Anfangswertfunktionen ug € HE(Q) C L?(£2) gezeigt haben, unsere Losung deswegen aber glatter ist,
da u € C([0, T[x H} (), H}(Q)) gilt.

Randbedingungen: Wir haben fiir das semilineare parabolische Anfangs-Randwertproblem (1.1)
ausschliellich eine homogene Dirichlet-Randbedingung

u(x) =0 Vzeod) (homogene Dirichlet-Randbedingung)

gefordert. Es ist jedoch in der Tat moglich diese Randbedingung durch eine homogene Neumann-
Randbedingung

g—u(x) =0 Vzreod (homogene Neumann-Randbedingung)
n

oder durch eine homogene Robin-Randbedingung

u(z) + gZ(aﬁ) =0 Vzed (homogene Robin-Randbedingung)
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zu ersetzen. Das hierdurch entstehende Problem kann auf dieselbe Weise behandelt werden, verlangt
allerdings einige Modifikationen, was die Wahl von V = H{ (), dem Finite-Elemente Raum V), (dazu
spater) und der Bilinearform a(.,.) im homogenen Dirchlet-Fall anbelangt ([12], [1(]). Beispielsweise
muss bei der homogenen Neumann-Randbedingung V = H'(Q) gewihlt werden ([33]). Bei der Ver-
wendung anderer Randbedingungen als die homogene Dirichlet-Randbedingung, sollte man Obacht
bei der Anwendung der Greenschen-Formel A.40 geben, da dass Randintegral nicht null ist, und beach-
ten, dass die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 wegen der fehlenden Nullrandbedingung ungiiltig
wird.



3. Raumliche Diskretisierung mit
Finite-Elemente-Methode

In diesem Kapitel untersuchen wir die rdumliche Diskretisierung semilinearer parabolischer Anfangs-
Randwertprobleme sowie dessen Konvergenzverhalten unter Verwendung der Finite-Elemente-Methode
(FEM). Dabei nehmen wir im gesamten Kapitel an, dass Q C R ein konvexes polygonales Gebiet
der Dimension d = 1,2 oder 3 ist. Zunéchst werden wir in Abschnitt 3.1 die schwache Gleichung des
nichtlinearen Operator-Anfangswertproblems herleiten und die Variationsformulierung einfithren. In
Abschnitt 3.2 konstruieren wir anschliefend den Raum der stetigen und stiickweise linearen finiten
Elemente ([4], [6], [24], [31], [34]). In Abschnitt 3.3 verwenden wir diesen endlich dimensionalen Raum
zur rdumlichen Diskretisierung und formulieren das semidiskrete Galerkin-Verfahren. In Abschnitt 3.4
beweisen wir die lokale Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der mit finiten Elementen diskretisier-
ten semilinearen parabolischen Differentialgleichung mit homogener Dirichlet-Randbedingung, indem

wir wie zuvor ein Fixpunktargument anwenden ([17], [18]). In Abschnitt 3.5 zeigen wir im Anschluss
daran sowohl fiir glatte als auch fir nichtglatte Anfangsdaten einige konvergenztheoretische Resultate
beziiglich der L2- sowie beziiglich der H'-Norm ([16], [17]). AbschlieBen werden wir das Kapitel in

Abschnitt 3.6 mit einigen Erweiterungen zur Finite-Elemente-Methode.

3.1. Variationsformulierung

Es sei p € C§°(Q2) eine beliebige Testfunktion, so liefert die Multiplikation von ¢ mit (2.20)
uw-p+Au-p = F(u)-¢ Ve (5 (Q)
Eine anschlieffende Integration iiber {2 ergibt
(ut, )2 + (Au, @) 2 = /Qut : goda;—l—/QAu cpdr = /QF(u) ~pdr
= (F(u),9)r: Vo e G5 (Q)

Mit Hilfe der Greenschen Formel A.40 und der Nullrandbedingung fiir ¢

d_ 52, 92y d 1, 0u Oy
d
ou 6(,0 00
= Y e = (Vu Vel Yo €CR(@) (3.1)

bekommen wir
(ut, )2 + (Vu, Vo) o = (F(u),0)2 Ve € C5°(Q)

Weiter wissen wir, dass nach Definition A.6 HJ(Q2) = CSO(Q)MH " und desweiteren, dass C$°(Q) dicht
in Hg(Q) liegt. Vergrofern wir nun den Raum der Testfunktionen C§°(Q) zu dem Raum H}(Q2) und
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nehmen die Anfangsbedingung aus (2.20) mit hinzu, so erhalten wir die schwache Gleichung von
(2.20) ([16] Kap.2, [17] (2.1), [27] (8.16)):

(ut,v) 2 + (Vu, Vo) 2 = (F(u),v)2 Yo € Hy(Q), t €]0,T] (3.2)
u(0) = up ,t=0

Die variationelle oder schwache Formulierung von (2.20) besagt nun: Finde eine Funktion u :
[0, T[— H(Q), so dass u die Bedingung (3.2) erfiillt. Falls eine solche Lésung u existiert, so be-
zeichnen wir diese als schwache Lésung oder Variationslosung von (2.20). Folglich miissen wir
von einer schwachen Losung nicht fordern, dass sie zweimal rdumlich differenzierbar ist. Wenn eine
schwache Losung u allerdings zu C?(€2) gehort, so handelt es sich tatsdichlich um eine klassische
Losung von (2.20), da wir mittels partieller Integration von (3.2) auf (2.20) schlieen kénnen. Diese
Berechnungen kénnen auch fiir u € H2(Q) N H(Q) durchgefiihrt werden. In diesem Fall, also wenn
u € H?(Q) N H (), sprechen wir von einer starken Losung von (2.20). Anstatt nun eine solche
schwache Losung direkt zu berechnen, sind wir im Folgenden an einer Approximation uj; von w in-
teressiert. Das Ziel ist es daher, eine Ndherungslésung u;, von u zu finden. Zur Bestimmung dieser
Approximation verwenden wir die Methode der finiten Elemente, die wir im kommenden Abschnitt
einfiihren werden.

3.2. Der Finite-Elemente-Raum

In diesem Abschnitt fithren wir den endlich-dimensionalen Raum der stiickweise linearen finiten Ele-
mente ein, den wir im néchsten Abschnitt zur rdumlichen Diskretisierung des nichtlinearen AWP
(2.20) verwenden werden. Wir verweisen speziell fiir diesen Abschnitt auf den Anhang A.5 sowie auf
die Quellen [4], [6], [24] und [34]. Sei Q@ C R? (d = 1,2,3) ein konvexes polygonales Gebiet, also ein
Intervall, falls d = 1, ein konvexes Polygon, falls d = 2, bzw. ein konvexes Polyeder, falls d = 3.

Es sei fortan 7;, = {ngl), . ,T}EM}‘)} eine regulire Triangulierung von €2 nach Definition A.55 und

A.56. Weiter verlangen wir, dass {7j,}o<n<1 eine uniforme Familie reguldrer Triangulierungen von
Q geméaf Definition A.56 ist. Die Uniformitéit garantiert uns beispielsweise bei zweidimensionalen
Gebieten, dass die Innenwinkel der Dreiecke beim Verfeinern - d.h. fiir kleiner werdende h - durch
eine positive und von h unabhéngige Konstante nach unten beschriankt sind. Allgemein garantiert uns
die Uniformitét, dass die Elemente beim Verfeinern nicht degenerieren, also keinen Dimensionsverlust
aufweisen.

Es bezeichne V}, den Raum aller stetigen Funktionen auf Q, die in jedem d-Simplex-Element T,Ei)
aus der Triangulierung 7}, linear sind und auflerhalb von €2 verschwinden, d.h.

Vi = {xeC)] X‘T“) ist linear Vi =1,..., My und x(z) =0Vzx € Rd\Q}
h

Weiter bezeichne {P}g] ) | i=1,..., N} die Menge der inneren Knoten (bzw. Eckpunkte) der Triangu-
lierung 7}, also diejenigen, die nicht auf 92 liegen (Abb. A.1). Eine Funktion in V}, ist somit durch die
Werte in den Knoten P,E] ) eindeutig bestimmt und héngt daher nur von Nj, Parametern ab. Die Rand-
knoten kéonnen wir unberiicksichtigt lassen, da eine Losung - wegen der Dirichlet-Nullrandbedingung
- in den &ufleren Knoten den Wert 0 haben muss.

Wir bilden als néchstes eine Basis des Finite-Elemente-Raums V},: Dazu sei A; die sogenannte

Pyramidenfunktion (bzw. Hutfunktion), also diejenige Funktion in V, die in dem Knoten P,gj )

den Wert 1 und in den iibrigen Knoten den Wert 0 annimmt, d.h.

{1  falls i = 5

A(PD) = 0i; =
iE) ! 0 ,fallsi# j

Vi,j=1,...,Ny
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Damit erhalten wir zusammengefasst das folgende Lemma.

3.1 Lemma.

(1): Jedes Element x € V}, besitzt eine eindeutige Darstellung durch

Np
x) = ZajAj(x) mit o = x(P (]))

daher bildet {A; | j =1,..., Ny} eine Basis von V},, die sogenannte Lagrange-Basis,
und es gilt dimVy, = Nj,

(2): Vy, ist ein linearer Teilraum von Hg ().

Beweis. zu (1):

1. z.z.: Giiltigkeit der Darstellung. Da die Funktionen y und die rechte Seite Z I ajAj(z) aufgrund
von A; (P}El)) = 6; (1,7 =1,..., Ny) auf den Knoten iibereinstimmen

Ni ‘ ‘
V) = ZajAj(P]EZ)) = AP = Vi=1,...,N,

und dazwischen in jedem Element T} ; (i = 1,..., M}) linear und stetig sind, stimmen die Funk-
tionen {iberein.

2. z.z.: Eindeutigkeit. Seien xy = Z I ajAj(x) und x = Zévzhl BjA;(x) zwei Darstellungen fir x € Vj,
dann gilt

Np

Y (aj=BAj(x) =0 Ve

J=1

Insbesondere gilt daher in den inneren Knoten (a; — 3;)A (P(J ) = 0 und wegen Aj(P,Ei)) = 0
(t,j=1,...,Np) folgt a; — B; =0 fitir alle j =1,..., Nj.

zu (2):
1. z.z.: V, C HY(Q). Sei x € V},, dann gilt insbesondere y € C(Q) und y € H'(Q) folgt aus Satz A.8
mit k = 1.

2. z.2.: V, C HE(Q). Sei x € Vy, dann gilt x = 0 auf 99 und wegen 1. x € C(Q) N HY(Q). Damit
folgt x € H}(Q) aus dem Spursatz A.10 und Satz A.11.

|

Daher kénnen wir jetzt eine gegebene glatte Funktion v € C(Q), die auf 9Q verschwindet, bei-
spielsweise mithilfe des Interpolationsoperators I, : C'(2) — V), approximieren. Die Abbildung
I, weist der Funktion v dabei denjenigen eindeutig bestimmten Vertreter I,v aus dem Raum V), zu,
(4)

dessen Funktionswerte in den inneren Knoten P,”’ von 7;, mit denen von v {ibereinstimmen, d.h.

Ny,
Iyw(x Z (PD)A (3.3)

Aufgrund des Einbettungssatzes A.17 (mit k = 2 und d = 1,2, 3) gilt H2(Q2) C C(), so dass sich der
Interpolationsoperator fiir Gebiete der Dimension d < 3 auf H?(Q) N H{ () einschriinken lisst.
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3.2 Definition. Die Abbildung I}, definiert durch

=

I, H*(Q) N Hy(Q) — Vy, mit v(x) — L) = . ) v(P,Ej))Aj(a:)

I
—

heift Interpolationsoperator auf Vj,.

In unserem Fall, dem Fall der stiickweisen linearen Funktionen, lassen sich fiir den Interpolations-
operator Iy, : H*(Q) N H}(2) — V), in allen drei Gebietsdimensionen d = 1,2, 3 die folgenden lokalen
Fehlerabschétzungen zeigen.

3.3 Satz (INTERPOLATIONSABSCHATZUNGEN). Es sei {T;}o<n<1 eine uniforme Familie

reguldrer Triangulierungen von ). Dann gilt:

(1):Vv e C(Q) mitv=0aufdQ I ¥ := 1w e V,:
v(PY) = o(PP) Vi=1,...,N,

(2): v = vl 2y < Crbzloll gz VT €Ty Ve H(Q) N Hy(Q)
IV(Ipv = v)llz2(r) < Crhr|v]lg2(r) VT €T, Vo e H Q)N Hy(Q)

(3): | Inv — v||z2 < Ch2||v]| g2 Vo€ H*(Q) N HLQ) (3.4
[hv = vl = [[VIpv =)z < Chljv]|p2 Vo e H?(Q) N Hy(Q) (35

Beweis. zu (1):

1. z.z.: Existenz. Wahle ¥(z) := Zf\gl ajAj(z) mit o = ’U(P}Ej)) (j = 1,...,Np), dann gilt wegen
AP = 8y (6,5 =1,...,Np)

A Np A A ‘
‘Ij(P/EZ)) = Z@jAj<P;EZ)) = aiAi<P;EZ)) = = U(P,EZ)) Vi=1,...,Ny
=1

2. z.z.: Eindeutigkeit. Seien U, ¥ € V), mit \IJ(P}(Lj)) = U(P}Ej)) = \i’(P}Ej)) (j =1,...,Np), dann gilt
U = ¥ nach Lemma 3.1(1).

zu (2): Die Beweise folgen allesamt aus dem Bramble-Hilbert-Lemma und kénnen in [6], [13] (Satz
91.6) und [24] (3.4.1) nachgelesen werden.

zu (3): (siehe [6] und speziell fiir d = 2 siehe [13]) Aus der Uniformitét unserer Triangulierung folgt,
dass die Konstanten Cp gleichméfig beschrankt sind, so dass wir die globalen Fehlerabschéatzungen

M=

1
2
HIhU — UHL2(Q) = ( Z ||Ih’U — U||2L2(T)) < ( Z C%h%“||v|%{2(T))

TeT)y TeTy
< CR?|v|lgziqy Vv € H*(Q) N Hy(Q)
IV (Inv = v) |20y < Chllv[lp2) Vv € H*(Q) N Hy ()

erhalten. O
Die Aussagen (3.4) und (3.5) werden héufig zusammengefasst geschrieben
| Thv — v|| 2 + bl I — v| g < CR?||v]|gz Yo € H2(Q) N HE (D) (3.6)

und als Interpolationsabschatzung bezeichnet.
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3.4 Bemerkung. Man beachte, dass die Konvexitidt von §) fiir den Beweis der Interpolationsab-
schatzung (3.6) und daher fiir den Beweis von (3.4) und (3.5) entscheidend ist. Weiter sei darauf
hingewiesen, dass die Ungleichung (3.6) fiir Dimensionen d > 3 bei linearen Finite-Elementen nicht
mehr gilt. Um fiir h6herdimensionale Gebiete mit d > 3 dennoch eine derartige Abschéitzung wie in
(3.6) zu erhalten, miissen wir anstelle der linearen andere finite Elemente wéhlen ([0]).

3.3. Semidiskretisierung mit finiten Elementen

Wir haben zuniichst den Funktionenraum H{(€2) durch eine Familie endlich-dimensionaler Teilriu-
me {V}, | h € I} ersetzt, d.h. V, C HE(Q) und dimV}, = N, < oo fiir alle maximalen Gitterweiten
h € I mit 0 < h < 1. Man beachte hierbei, dass jedes V} eine rdumliche Diskretisierung, d.h. Zerle-
gung, des Raumes H{ (1) ist und die Zeit weiterhin kontinuierlich bleibt. Daher bezeichnet man ein
solches Verfahren auch haufig als Semidiskretisierung. Das semidiskrete Galerkin-Verfahren
(oder: Liniensystem) fiir (2.20) besagt nun ([16] (2.7), [17] (2.2), [34] (14.3)): Finde eine Funktion
up, ¢ [0, T[— Vp, so dass uy, die Bedingung

((Uh)t7 X)L2 + (Vuh, VX)Lz = (F(Uh), X)Lz VX S Vh, t E]O, T[ (37)
up(0) = upo ,t=20

erfillt, wobei upg € Vj, eine geeignet gewdhlte Approximation von wug sei, z.B. mittels des Interpola-
tionsoperators upg = Ipug. Falls up(t) eine Losung von (3.7) ist, so nennt man uy(t) eine Galerkin-
Naherungslosung von (3.7). Im Folgenden sei S(t)ug := u(t;up) die in (2.54) definierte und nach
Satz 2.6 eindeutig bestimmte Losung von (2.20). Dann 16st S(¢)ug fortan die schwache Gleichung (3.2).
Wir definieren nun durch

a:HY(Q)x HY(Q) — R mit  a(u,v) := (Vu, Vo) (3.8)

eine Bilinearform. Es liisst sich leicht zeigen, dass a eine stetige, symmetrische und H{}-elliptische
Bilinearform auf H'(f2) ist (siehe: Beispiel im Anhang A.5.a).

Wir suchen als néchstes fiir die Approximation wuy(t) &hnlich wie in (2.24) eine Darstellung in
Form einer Integralgleichung. Dazu miissen wir zundchst unseren Differentialoperator A := —A auf
dem Raum der stetigen und stiickweise linearen finiten Elemente V), erkldren. Der fiir unsere Zwecke
niitzliche lineare diskrete negative Laplace-Operator A, = —A ist gegeben durch ([16] Kap.2,
[17] (2.3), [21] (10.6), [34] (1.33))

Apt Yy — VY mit (Aph, X)r2 = a(¥,x) Vx €V (3.9)
Auf diese Weise lasst sich das semidiskrete homogene lineare AWP schreiben als

(uh)t + Apup, = 0 st E]O,T[ (3.10)
up(0) = upg  ,t=0

3.5 Satz. (1): Der diskrete negative Laplace-Operator
Ap = =0y LP(Q) D D(Ay) =V, — R(Ay) =V, mit (Apth,X) 2 = a(ih,x) VX € Vu

ist ein linearer, positiver, selbstadjungierter und symmetrischer Operator (uniform in h). Die Linearitét
folgt dabei aus der Bilinearitét der Bilinearform a und die letzten drei Eigenschaften lassen sich
beispielsweise mithilfe der Massenmatrix beweisen ([31], [31]).

(2): Da Ay, linear ist, existiert ein Orthonormalsystem {¢p; | j = 1,..., Ny} von V) sowie eine
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abzéhlbar endliche Folge positiver (da Ay, positiv) reeller (da Ay, selbstadjungiert) Eigenwerte {\p; |
j=1,...,Np} mit

0 < Ap1 < Ap2 < -+ < A,

Die zugehorigen Eigenfuktionen {¢p; | j = 1,..., Ny} erfiillen das semidiskrete elliptische Eigenwert-
problem

Apenj(x) = Anjonj(x) ,x€Q Vj=1,...,N, (semidiskrete Helmholtz-Gleichung)
pj(x) =0 , x € 00

Da der endlich dimensionale Vektorraum V), eine abzdhlbare Basis besitzt und da Ay positiv ist,
kénnen die zugehorigen Eigenfunktionen {¢p; | j = 1,..., Ny} des Orthonormalsystems so ergéanzt
werden, dass sie eine Orthonormalbasis von Vy, bilden. Weiter ldsst sich Ay, (da Ay selbstadjungiert)
darstellen durch

Np
Apup, = Z Anj - (Uh, Ynj)r2 - onj Vup € D(Ap) =V, (Spektraldarstellung)
j=1

Somit nimmt Ay, eine Diagonalgestalt an, d.h.

Np, Np,
up = > (unson)re g €D(AR) =V = Ayup = Y Ay (Uns Onj) 12 - Pnj (3.11)
j=1 j=1

(3): Fiir den Operator Ay, lasst sich die Matrixexponentialreihe

S

|
el n:

definieren. Da Ay, ein positiver symmetrischer Operator mit kompakter Inverser ist, folgt aus dieser
Definition

Np, Np
e_tAhvh = Z e_w‘hjvh = Z e~ tAnj (Uh7 SOhj)L2 * Phy
j=1

j=1
Insbesondere ist — Ay, der infinitesimale Erzeuger der C°-Halbgruppe

e Hn Y Y, mit v — e Py,

Das semidiskrete homogene lineare AWP (3.10) besitzt daher die Losung ([16] Kap.2, [17] Kap.2,
[34] Kap.3)

Np,
Ey(t)ung = up(t;upg) = e*tAhuh(O) = ¢ Hhyyy = Ze*t)"”' (Uho, Phj) L2 - Phj (3.12)
7=1

Da wir auch hier nicht die gesamte Theorie linearer parabolischer Probleme unter Finite-Elemente-
Diskretisierung aufgreifen und behandeln méchten, verweisen wir fiir eine ausfithrliche Herleitung der
Losung Ejp, in (3.12) von (3.10) erneut auf die Quellen [31] und [34]. Wir wollen nun das semidiskrete
nichtlineare AWP betrachten. Da aber F(uy) € L?(Q) fiir u, € V, € H3(Q) gilt, benétigen wir vorab
noch einen weiteren Operator, der die Funktion F'(uj) geeignet in unseren Finite Elemente Raum Vj,
projiziert. Unter Verwendung des orthogonalen Operators P, auf L2(Q) ([16] Kap.2, [17] (2.3))

Py L*(Q) — V, mit (P, )2 = (9,X)2 VX € Vi (3.13)
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der definitionsgemaf die beste Approximation von g in der L?>-Norm ist und daher

(3.6)
|Pho—vllz2 < [Tww —vlzz < CR|vllgz Vv € H(Q) N Hy(Q)

erfiillt, sind wir nun in der Lage, das nichtlineare AWP in semidiskreter Form zu formulieren ([16]

(2.8), [17] (2.4))

(un)e + Apup = PpF(up)  ,t €]0,T] (3.14)
up(0) = uno ,t=0

Als néchstes werden wir uns analog zum kontinuierlichen Fall eine Losungsdarstellung fiir (3.14) her-
leiten. Dazu multiplizieren wir (3.14) mit dem Integrationsfaktor e!4» und erhalten fiir ¢ > 0

(etAhuh(t))t = e (up () + ApetMrup(t) = e (up(t))e + €M Apup ()

= e ((un(t)e + Apun(t)) = €4 Py F(un(t))

Integration von 0 bis ¢ liefert

t t
ey, (t) = huyg +/ e Py F(up(s)) ds = ung +/ e Py F(up(s)) ds
0 0

und anschlieBende Multiplikation mit e *4»

t
up(t) = e tAretAny, (1) = ety —l—/ e~ =4 Py F(up(s)) ds
0

Insgesamt haben wir hier die Eigenschaften ausgenutzt, dass e tAresAn = =(t=9)An  04n — [ otAn

linear in Vy, e*4r differenzierbar bzgl. t und Aje!dr = et4n A, gilt, die allesamt aus den Eigenschaften
von Ap, und der Matrix-Exponentialfunktion resultieren ([31] Kap.7). Mit der Operatornotation fiir
die homogene lineare Losung Ej,(t) = e~*4» erhalten wir als Losungsdarstellung fiir das nichtlineare
AWP (3.14) die folgende semidiskrete Integralgleichung

un(tune) = En(t)uno + /O "En(t— )Py F(un(s)) ds ¥Vt 0 (3.15)

Wir werden auch in diesem Kapitel hauptséchlich mit der Integralgleichung (3.15) anstelle von (3.14)
arbeiten.

Die Fragen, die wir auch an dieser Stelle kldren sollten, lauten: Ist die semidiskrete Integralgleichung
(3.15) eindeutig 16sbar in V3,7 Falls sie es ist, so sind (up(t)); und Apup(t) auch definiert und die
Losung der semidiskreten Integralgleichung (3.15) 16st das zugehorige AWP (3.14). Weiter sollten wir
uns fragen, ob die Losung der Integralgleichung (3.15) fiir h — 0 gegen die exakte Losung konvergiert,
also gegen die Losung der Integralgleichung (2.24). Mit der Klarung dieser Fragen werden wir uns in
den néchsten zwei Abschnitten néher befassen.

3.4. Existenz und Eindeutigkeit

Fiir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer rdumlichen Approximation wuy : [0, T[— V), fir
die Integralgleichung (3.15) benétigen wir vorab noch einige Abschétzungen - sogenannte semidiskrete
Glattungseigenschaften - beztglich der Losung (3.12) des semidiskreten homogenen linearen AWP’s
(3.10) ([16] Kap.2, [17] Abs.2.1). Dazu gehen wir vollig analog wie im kontinuierlichen Fall vor. Es
bezeichne auch hier A, = —A}; den diskreten negativen Laplace-Operator aus (3.9). Mithilfe der
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Darstellung (3.11) und der Tatsache, dass der Operator Ay, positiv ist, kénnen wir nun gebrochene
Potenzen Aj von A, fiir o € R einfiihren:

Np,

Afvp = AR (vh, Onj)r2 - Phy
=1

D(Ay) = {vn € Vi | [|Apvnllr2 < oo}

Wir vermerken an dieser Stelle, dass Ay, ein auf L?(§) sektorieller Operator entsprechend der Definition
A.37 ist ([12] Sec.6-7), d.h. es gilt
36 €]

[ AIM >0: |[(M + Ap) Loyl e < VY€ SopVun €V

m M
2 RY

Wir kommen nun zu einem diskreten Analogon von Lemma 2.4 ([16] Kap.2, [17] Kap.2.1).

3.6 Lemma.

1 1
(1):c-llonllm < JAgonllze = yJalon,vn) = [[A2vpl[2 < C-flollz Vvn € Vi (3.16)
_1
@): - lonlla-1 < 145 vnlle < C - Jonllu-1 Von € Vi (3.17)
(3).‘ HDlltEh(t)Uh”LQ = HAélEh(t)UhHL? < - til . ”UhHL? Yy, € Vi, t >0, >0 (318)

(4): ||AGEL(t)vpll 2 = [|En(t)(Apv)|lr2 VE=0,YVo, € Vp,VaeR

Beweis. zu (1): DaV, C H(9) gilt, folgen die Ungleichungen direkt aus (2.29). Es bleibt die Gleich-
heit zu zeigen. Diese folgt leicht aus (3.8), (3.9), A = —A und der Bilinearitét von (.,.)r2

A% 2 _ A% A% — (A (3;3) (528) v v
A vnllze = (Apvn, Afon)rz = (Apvn,vp) L2 a(vp, vp) (Vop, Vo) 2

1 1 1
:(Aivh,Aﬁvh)Lz = HAivhH%g Yo, € V),

1
zu (2): Da V), C H{(Q) und nach Teil (1) ||AZvp| 2 = HA%vhHLz gilt, folgt die Behauptung direkt aus
dem Beweis von (2.30).
zu (3) und (4): Wir iibernehmen den Beweis von (2.31) und (2.32) wortwortlich und ersetzen dabei
E, X\, @; durch Ep, A\piyoni (i =1,..., Np), woraus die Behauptung folgt. Man beachte, dass aus den
unendlichen endliche Summen werden. O

Damit kénnen wir jetzt eine diskrete Glattheitseigenschaft fir den Operator Ej, formulieren ([16]
(2.13),(3.12), [17] (2.6),(2.7),(2.8)). Man beachte hierbei, dass die obere Grenze von b nur noch 1
ist. Das liegt daran, dass die Finite-Elemente-Lésung uj, aus dem Raum V}, C H}(Q) stammt und
im Allgemeinen nicht aus dem Raum H?(Q) N H{ (). Doch dank des speziellen Gelfand-Dreiers
H}(Q) c L*(Q) € HY(Q) (A.1.b) gelten die iibrigen Ungleichungen weiterhin.

3.7 Lemma (GLATTUNGSEIGENSCHAFTEN VON E},). (1): Fiir jedes | € {0,1} und fiir
jedes a,b € Z mit —1 < a < b < 1 gibt es eine Konstante C = C(l,a,b) > 0, so dass die Abschétzung

(b—a)

HD,leh(t)UhHHb < C- = th”H‘l Yo, € Vp Vi >0 (3.19)

erfiillt ist. Falls | = 0 und a = b, so gilt die Ungleichung (3.19) fiir t > 0.
(2): Die orthogonale Projektion P, ist stabil auf L?(2), d.h. es gilt

1Prfllze < [Ifll2 ¥ f € L*(Q) (3.20)
(3): Desweiteren gibt es eine Konstante C' > 0, so dass die Abschéitzung
_1
14,2 Puflize < C-llflla-2 ¥ f e L*(Q) (3.21)

gilt.
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Beweis. zu (1): Der Beweis folgt nun direkt aus (3.16) falls b = 1, (3.17) falls b = —1 sowie (3.18)
und lasst sich wortwortlich von (2.33) tibernehmen.
(3.16),(3.17) b 3.18 I+t
IDiB Ol < CIAIDIE e 2 14 By ®enllye

14 =) a (3.18) L (—a) a (3.16),(3.17) L (—a)
=C-[14, 7 En)(Afv)llz < C-t77 7 Afwlle < Ot luslae

Die Begriindung, weswegen in unserer Berechnung der Operator A? mit dem Operator Ej,(¢) kommu-
tiert, konnen wir ebenso von (2.33) iibernehmen, indem wir E durch Ej, A; durch \p; sowie ¢ durch
oni (1 =1,..., Np) ersetzen.

zu (2): Sei f € L2(9) beliebig. Wegen (3.13) gilt.

(Pnf,X)r2 = (fix)2 VX €V

Setze x := Prf € V4, so erhalten wir mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung A.41

1122 = Bt Pzl 20 (7 Pupyrel S I flle - 1Bafllze V f € L3(Q)

Division durch || Py, f|| 2 liefert das behauptete Ergebnis.
zu (3): Sei f € L*(Q) beliebig. Aus (3.13), (3.16), Vj, C Hg(Q2) und der Selbstadjungiertheit von Ay,
folgt durch

_1 1

_1 A 2P P A* —=
HAhQthHL2 = sup ’( h hf7 X)L2’ = sup |( hf,( h) 2X)L?'|

XEVh Ixll 22 XEVh Ixll 22

_1 1
st AP AOR] 6 AR G
X€Vh Ixlz2 X€Vh lIxlz2 YEV, ||AZ¢HL2
(3.16) Vi C Hy(2)
< C.SHPM <" O sup Mzc.”ﬂm_l VfeLXQ)
pev,  1Yllm vEH}(Q) V][ £
die Behauptung. O

Aufgrund dieser Abschétzungen lésst sich der Beweis des folgenden Existenz und Eindeutigkeitssat-
zes flir den semidiskreten Fall wortwortlich von seinem Vorgénger im kontinuierlichen Fall (Satz 2.6)
tibernehmen ([16] Theo.2.2, [17] Theo.2.1).

3.8 Satz (EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ). (1): Fiir jeden Radius R > 0 gibt
es einen Zeitpunkt 0 < T(R) < oo, so dass die Integralgleichung (3.15) fiir jede Anfangswertfunktion
upo € Vi, mit ||upo| g1 < R eine eindeutige Losung uy, € C([0,T(R)], Vy) besitzt.

(2): Weiter existiert eine (von h unabhéngige) Konstante C' > 0 mit der Eigenschaft

lunll Lo r(r) V) < C- R

(3): Seien upg € Vi, p > 0 und T > 0 gegeben. Falls fiir jede Lésung up(t) auf [0, 7] C [0,7] von (3.15)
die a-priori Abschétzung

lun()|lmn < p VO<StLT

gilt, so existiert eine eindeutige Losung up(t) von (3.15) auf dem Intervall [0, T.

Beweis. Tauschen wir im Beweis von Satz 2.6 S, E, ug, u, H}(Q) bzw. F durch Sy, Ep,, upo, up, Vi, bzw.
P F aus, so lésst sich der Beweis wortwortlich iibernehmen. Dabei ersetze man (2.33) durch (3.19) und
beachte, dass (3.20) zusétzlich benotigt wird. Insbesondere stimmt die Konstante T'(R) aus diesem
Beweis mit dem 7'(R) aus dem Beweis von Satz 2.6 iberein. O
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Aufgrund des Satzes 3.8 und der aus der Konstruktion des FE-Raums resultierenden Inklusion
Vi, € HY(Q) gilt up(t) € Vi, und daher Apuy(t) € Vy € HY(Q) C L2(Q) fiir t > 0. Desweiteren folgt
up € C([0,T[, V) € C([0,T[, H}(2)) und daher folgt aus dem Regularititssatz uy(t) € L*(Q) fiir
t > 0. Diese Tatsachen gelten sowohl fiir glatte als auch fiir nichtglatte approximierte Anfangsdaten.
Damit ist jede Losung der diskreten Integralgleichung (3.15) auch eine Losung des semidiskreten
nichtlinearen AWP’s (3.14). Daher bezeichnen wir mit

Sp iRy XV, DD(SR) — Vi, mit  Sp(t)upg := up(t;upo) (3.22)
D(Sh) = {(t,uno) € Ry x Vy | t € [0, Tinax(uno)[}

den maximal fortgesetzten semidiskreten Losungsoperator von (3.15), wobei up,(t; upg) die eindeutige
maximal fortgesetzte Losung der Integralgleichung (3.15) mit maximalen Existenzintervall [0, Tiax(uno)|
sei. Diese ist wegen (3.13) auch eine Losung des semidiskreten Galerkin-Verfahrens (3.7). Im néchsten
Abschnitt werden wir zeigen, dass diese Losung S, (t)upg fiir kleiner werdende h und fiir eine geeignet
gewahlte approximierte Anfangswertfunktion wupg gegen die Losung S(t)ug der Integralgleichung (2.24)
und somit gegen die Losung des AWP’s (2.20) konvergiert.

3.5. Konvergenz

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, unter geeigneten Bedingungen eine Abschitzung der Form
[un(t) —u(®)|| < Caft, R) - h°

zu finden, wobei s € N sei. Es handelt sich dabei um eine Konvergenzeigenschaft zwischen der exakten
Losung u : [0, Trpae(uo)[— HG(2) von (2.24) und der Niherungslosung up, : [0, Thnas (uno)[— Vi
von (3.15). In diesem Zusammenhang bezeichnet man |Juy(t) — u(t)|| als den Approximationsfehler
(oder Konvergenzfehler) und s als Konvergenzordnung (oder Konvergenzgeschwindigkeit)
des Verfahrens. Grob gesagt messen wir den Abstand zwischen der exakten und der approximierten
Losungstrajektorie. Hierbei hiangt die Konvergenzordung s, die wie iiblich ein Maf§ fiir die Konver-
genzgeschwindigkeit des Verfahrens darstellt, von der Norm ab, in der wir den Fehler messen und
abschétzen. Es sei bereits an dieser Stelle vermerkt, dass wir fiir spédtere Analysen die Konvergenz in
der H'-Norm benétigen und daher zeigen werden. Wir werden ausnutzen, dass ein konsistentes und
stabiles Verfahren konvergent ist und die Konvergenzordnung mindestens gleich der Konsistenzordnung
ist. Was es mit diesen Begriffen auf sich hat, wird sich im Verlauf des Abschnitts klaren.

Bevor wir uns mit der Konvergenztheorie befassen, bendtigen wir zuvor noch geeignete Operatoren,
die jeder gegebenen glatten Funktion, die auf dem Rand 0f2 verschwindet, eine gleichwertige Funktion,
genauer eine Approximation, aus dem Finite-Elemente-Raum V}, zuordnet. Zwei derartige Projektionen
- I s HA Q) N HY(Q) — Vy und Py, : L?*(Q) — V), - haben wir bereits in den vorangegangenen
Abschnitten kennengelernt. Eine weitere orthogonale Projektionsabbildung ist die sogenannte Ritz-
Projektion Ry, : H}(Q) — Vp, die jeder Funktion v € H{(2) eine Funktion Ryv € V), zuordnet, so
dass die Differenz Rpv — v beziiglich der H'-Halbnorm senkrecht auf dem Finite-Elemente-Raum V),
steht ([4], [6], [15] (1.10), [16] (3.1), [17] (2.12), [24] Def.6.8, [31] (5.49), [34] (1.22)).

3.9 Definition. Die Abbildung Ry, : H}(Q) — V}, definiert durch die Eigenschaft
a(Rpv,x) = a(v,x) VX €V (3.23)
heift Ritz-Projektion, elliptische Projektion bzw. orthogonale Projektion auf H}(().

Die Ritz-Projektion erfiillt nun zwei niitzliche Eigenschaften. Hierbei ist die erste von ihnen eine
Orthogonalititsaussage zwischen dem Raum H{(€2) und dem Finite-Elemente-Raum V. Die zweite
Aussage besagt, dass die Ritz-Projektion auf H{ () stabil ist ([34] (1.24)).
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3.10 Lemma (EIGENSCHAFTEN DER RITZ-PROJEKTION). Es gilt:

(1): Die Abbildung Ry, : H(Q) — Vy, ist wohldefiniert, d.h.
Vo€ HY Q) v, €EVVXEVL: alv—up,x) = 0
2): |Rwllgr < C- vl < C-|vllg Yo e HY(Q) (3.24)

Beweis. zu (1): Sei v € H}(Q) beliebig. Setze g(w) := a(v,w) mit g € V;*. Da a H}-elliptisch ist,
folgt wegen V), C H} (), dass a insbesondere Vj-elliptisch ist. Damit folgt die Aussage aus dem Satz
von Lax-Milgram.

zu (2): Aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12, (3.8), (3.23) und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
A 41 folgt

, A2 ) (3.8)
|Rpvllzr < C-|Rpvlin = C- (VRpw, VRyv) 2 =" C - a(Rpv, Rpv)
B2 0 a(, Ryo) = C - (Yo, VRuw) 12 < C - |(Vo, VR) 2|
Al
< C-|lg - |Ruvlgn < C ol - |Rpollgn Yo € HY(Q)

Division durch ||Rpv| g1 liefert die erste Ungleichung. Die zweite Ungleichung folgt dann direkt aus
vl < [ollae O

Nun haben wir alle Grundlagen, um uns naher mit der Konvergenztheorie befassen zu kénnen. Um
den Konvergenzfehler abschétzen zu kénnen, fiithrt man stets den folgenden Fehlerzerlegungsschritt
durch

[un(t) = u(@)|| < llun(t) — Rpu(®)[| + | Rpu(t) — u(t)]]
—_——
=:e(t) =:0(t) =:p(t)

Dabei bezeichnet man ||p(t)]| als Konsistenzfehler, Abschneidefehler oder Ritzfehler und ||6(t)||
als Stabilitatsfehler. Der Konsistenzfehler gibt den Fehler zwischen der exakten Losung und der
Ritz-Projektion der exakten Losung an, also den Fehler, der beim Projizieren der Loésung in den
Finite-Elemente-Raum entsteht. Dieser Fehler gibt uns daher Aufschluss dariiber, inwiefern Rpu(t)
die schwache Gleichung (3.2) 16st. Der Stabilitétsfehler hingegen misst den Fehler zwischen der nu-
merischen Losung und der Ritz-Projektion der exakten Losung und gibt an, inwieweit Rjpu(t) die
Naherungsgleichung (3.7) erfiillt. Das Ziel ist es daher nun, geeignete Abschatzungen fiir die beiden
Fehler zu finden. Wir beschéftigen uns zunéchst mit dem Konsistenzfehler ([6], [15] (1.9), [16] (3.2),
[17] (2.13), [31] Theo.5.5, [31] Lem.1.1).

3.11 Satz (RITZ-ABSCHATZUNG). Es sei {7}, }o<n<1 eine uniforme Familie regulirer Triangu-
lierungen von ). Dann gilt fiir s = 1,2 die Abschétzung

|Rpv — 0|2 + - |Rpv —vlgn < OB |jv]lgs Yo € HS(Q) N Hy(Q) (3.25)
Beweis. 1. Full: s = 2: Sei v € H%(Q) N H}(Q) und setze p := Ryv —v. Aus (3.23) folgt
(3.23)

a(p,x) = a(Bnv,x) —a(v,x) =" alv,x) —alv,x) =0 Vx eV, (3.26)
Bestimme ¥ € Hi () derart, dass die adjungierte schwache Gleichung
a(p, V) = (p,p)r2 Yy € Hy() (3.27)

erfiillt ist. Wegen der H@-Elliptizitit von a (siche Anhang A.5.a), p € H}(Q) C L*(Q) und der
Konvexitiat von €2 ist das Variationsproblem (3.27) nach dem elliptischen Regularitétssatz A.54(2)
H2-regulir, d.h. es gibt zu p eine eindeutige Losung ¥ € H2(Q) N H} () und es gilt die Ungleichung

Wl < C- ol (3.28)
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gilt. Nach der Definition 3.2 des Interpolationsoperators gilt wegen H2(Q) C C(Q) (siehe Satz A.17
mit k = 2) IV € Vj, und wegen (3.26) gilt speziell fiir y = I, ¥ daher a(p, [, ¥) = 0. Daraus und mit
(3.27), (3.28), (3.5) und Satz A.41 folgt nun

(3.27) (3.26)
lolZe = (002 27 alp, ) P2 a(p, ¥ — 1,9) = (Vp, V(U - [, )2

A4l
<I(Vo, V(¥ = 1nW)) 2| < (IVpllz - V(¥ = 1nV)|| 2
(3.5) (3.28)
=lplg ¥ = L¥ | < C-helplg - ¥z < C-heplas - ol
Division durch ||p||2 liefert eine spezielle, h-abhéngige Poincaré-Friedrichs-Ungleichung

lpllz < C-h-lplm (3.29)

Da v € H?(Q2) N HE(Q), erhalten wir schlieBlich mit (3.5) und Iv € Vy,

plfn = Vel = (Vp,Vp)2 = alp,p) = a(Rpv —v, Rpv —v) (3.30)
3.5
= Hégl a(x —v,x —v) < a(lpv —v, v —v) = [v— Lol < C*-h% - |jv|3e.
XEV

Nun folgt aus (3.29) und (3.30)

(3.29) (3.30) )
lollrz < C-h-lplp < C-h-|lv| g2 (3.31)

und somit haben wir den Fall s = 2 bewiesen, denn aus (3.30) und (3.31) folgt

(3.30),(3.31) )
|[Rpv —vl[p2 + b [Rpv — vl = llpllez +h-lplgn < C-h7-[lv]|g2

2. Fall: s = 1: Sei v € HY(Q) N H}(Q) = HI(Q) und p wie zuvor. Dann gelten bis einschliefllich
(3.29) die Aussagen aus dem Fall s = 2, da wir bis dato noch keine Glattheitsvoraussetzungen von v
verwendet haben. Aus (3.24) erhalten wir zunéchst

(3.24)
plr = |Rav — vl < [Rpvlm + vl < |Ravllm + ol < C-lvl[m (3.32)

Mit (3.29) und (3.32) bekommen wir

(3.29) (3.32)
[Bro —oll2 = oz < C-helplpn < C-hfloflg (3.33)
Aus (3.32) und (3.33) erhalten wir nun durch

(3.32),(3.33)
[Rpv —vllp2 + b [Rpv —vln < Cohelolm

unsere Behauptung. O

Aus der Ritz-Abschéitzung 3.11 und Lemma A.12 erhalten wir das folgende Resultat ([16] (3.2), [17]
(2.13), [31] Theo.14.1).

3.12 Korollar. Es sei {7j}o<p<1 eine uniforme Familie regulirer Triangulierungen von ). Dann gilt
fiir s = 1,2 die Abschdtzung

|Ryv — 0|2 + R ||Rpo — vl < C-h% - ollgs Yo € H(Q) N H(Q) (3.34)
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Beweis. Aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 erhalten wir
IRho — vl = [[Ruv — ]2 + [Rho — v[fn < C? - |Rpv —vlin
und somit gilt O~ ||Rpv — v|| 1 < |Rpv — v| g fiir ein € > 0. Daraus und aus (3.25) folgt

min{C~ 1} - (|Rpv — vllp2 + h - ||Rpv — 0| 1) < [|[Rpv — o2 +h-C71 - ||Ryv — v
(3.25)
<||Rwv —vllp2 +h-|Ryv —v|lgn < C-R%-|lv||gs Yo € HS(Q) N HYHQ)
Division beider Seiten durch min{C~!,1} liefert die Behauptung. O

Das folgende Korollar enthélt die Konsistenzaussagen genau in der Form, in der wir sie im Konver-
genzbeweis anwenden werden ([16] (3.8-a), (3.8-b), [17] (2.14),(2.15)).

3.13 Korollar (KONSISTENZ DES FE-VERFAHRENS). Es sei {7} }o<n<1 eine uniforme Fa-
milie regularer Triangulierungen von ().

(1): Sei u € C([0, Trmaz(uo)[, H(Q)) die zugehérige Lésung der Integralgleichung (2.24) zu den An-
fangsdaten ug € H} () auf dem maximalen Existenzintervall [0, Tpnaz(uo)[. Desweiteren seien Ry > 0
und 0 < tg < Tinax(uo) mit [|u(t)|| g1 < Ry YVt € [0,to]. Dann gelten fiir p(t) := Rpu(t) —u(t) sowie fiir
j=0,1und s = 1,2 die folgenden Aussagen

. . (s—1)
a): plgs < C-0°77 - Ju(®) s < C(Rayto) - b7 47727 vt €]0, to] (3.35)

N Ca)
b): loe®)llpz < C -0 Jue(t)|lms < C(Ru,to) - h* 7172 Vit €0, 1] (3.36)
(2): Falls zuséitzlich zu (1) ug € H?(2) mit |Juo|| g2 < Re ist, so gilt

C-p*7 - u(t)||gs < C(Ry1, Ry to) - B°7 vt € [0, (3.37)
C-h* - Nu(t)|ms < C(Ry, Ry, to) - h* 172 Yt €]0, to] (3.38)

a): [|p(t) || s
b): [l ()l 2

NN

Beweis. zu (1): Die Behauptung folgt in beiden Fillen aus (3.34) und den Regularitétsaussagen (2.39)
und (2.40)

(3.34) o (2.39) ol (s=1)
lo@llgs < C-0*7 - Ju@)|as < C(Ra,to) - 771772 vt €]0, 2]
(3.34) ) (2.40) e (oD
lpe@)ll2 < C-h* - fuw(@®)llas < C(Rasto) - h* 47777 vt €]0, o]
zu (2): Analog erhalten wir aus den Regularitétsaussagen (2.42) und (2.43)
(3.34) : (2.42) :
el < C-p°7 -Jlu@)lgs < C(Ry, Ry, to) - 77 Vit € [0,to]
(3.34) (2.43) R
@l < b @)l < C(RuRaosto) -t vt €0, o]
die Behauptung. O

Die Potenz s — j in (3.35) und (3.37) bezeichnen wir als Konsistenzordnung. Diese ist im Fall
nichtglatter Anfangsdaten 1 bzgl. der H'-Norm sowie 2 bzgl. der L?-Norm und im Fall glatter An-
fangsdaten 1 bzgl. der H'-Norm sowie 2 bzgl. der L>-Norm. Wir wissen somit, wie grof die optimale
Konvergenzordnung jeweils mindestens sein muss, falls das Verfahren konvergiert. Wir beenden nun
die Konsistenzanalyse.

Als wesentlich aufwéndiger wird sich die Herleitung geeigneter Stabilitdtsaussagen erweisen ([10]
Theo.3.1, [17] Theo.2.2). Wir werden hierbei erneut zwischen glatten und nichtglatten Anfangsdaten
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ug unterscheiden und feststellen, dass insbesondere die nichtglatten Anfangsdaten eine Sonderbe-
handlung in Form der Anwendung der partiellen Integration verlangen. Der Grund dafiir ist, dass die
Konsistenzabschétzungen in Korollar 3.13 schwache Singularitdten in den Integralen erzeugen wiirden,
was Stabilitdtsabschatzungen unbrauchbar machen wiirde.

3.14 Satz (STABILITAT DES FE-VERFAHRENS). Es sei {7}, }o<n<1 eine uniforme Familie
reguldrer Triangulierungen von §).

(1): Sei u € C([0, Traz(uo)[, HX(Q)) (bzw. up € C([0, Tynax(uno)|, Vi) die zugehdrige Losung der
Integralgleichung (2.24) (bzw. (3.15)) zu den Anfangsdaten ug € H}(Q2) (bzw. upg € V3,) auf dem
maximalen Existenzintervall [0, Tpaz(uo)[ (bzw. [0, Tiax(uno)|). Desweiteren seien Ry > 0 und 0 <
to < min{Tinaz (1), Tmaz(uno)} mit ||u(t)|| g < Ry und ||up(t)|| g < Ry YVt € [0,t0]. Dann gilt fiir
H(t) = uh(t) — Rhu(t) eV

a): 102 < C(Ry,to) - (luno — Pruollzz + h? - 72) (3.39)
+C(Ry) - /Ot(t - s)_% Nun(s) —u(s)||r2ds Vit €0, o]
b): [0t)]lmr < C(Ru,to) -t - (||uno — Pauo| g2 + h) (3.40)
+C(Ry) - /Ot(t —5)72 < [lun(s) — u(s)|l g ds V't €]0, k]
(2): Falls zusiitzlich zu (1) ug € H*(Q) mit |Jugl| 2 < Rz ist, so gilt
a): |0(t)[lL2 < C(Ru, Ry, to) -

C(Ry)
b): [|0(t) | g1 < C(Ry, Ra,to) - (

HUho — Pyug| 2 + %) (3.41)

(t — s)_5 |lun(s) —u(s)||r2ds Vit €]0,to]

— =

[uno — ol g1 + h) (3.42)
t

+C(Ry) | (t— s)_i lun(s) —u(s)||grds Vit €]0,to]

S—

Beweis. Zunéchst untersuchen wir, welches AWP die Funktion 6 16st. Aus (3.1), (3.8), (3.9), (3.13)
und (3.23) erhalten wir

3.9 3.23 3.8 3.1
(AR )2 2 a(Bio,x) "2 aox) L (Vo v B (Av, x) e

CL) (B Av,x) 2 Vx € Vh Vo € HA(Q) (3.43)
Wegen (3.43) gilt Ap Ry, = PpA. Weiter folgt daraus sowie aus (2.20) und (3.14)
0y + A = (up)t — Rpur + Apup — ApRpu
= (up)t — PoRpur + Apup, — PpAu — Phug + Prug
S PP (wn)) = Pu(F(w)) = Pa(Byun — ) = Pa(F(un) = F(u) = pr)

Damit erfullt §(t) das AWP

/\
o
o
(=]

=

-~

Or + Apb = Pp(F(up) — F(u) — pr) 1t €]0, 0]
9(0) = uho—Rhuo ,tZO

Die Losung léasst sich wegen (3.15) darstellen als

0(6) = Eu00(0) + [ Bult = s)Pa(F(un(s)) — Flu(s) — pu(s))ds ¥t € 0,10 (3.44)
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zu (1): Unter Verwendung der partiellen Integration erhalten wir
/ En(t — 8)Paps(s)ds = — [En(t — s)Pap(s) +/ Epy(t — s)Pup(s) ds
= B0 Pu0(0) - Eu(DPo) + [ Bistt — ) Punts) s (3.45)

Damit kénnen wir 6(¢) in (3.44) wegen (3.45) und der Linearitat des Operators P, auch schreiben als

0(t) "2 B, (£)6(0) - /Ot Ep(t — 5)Pups(s) ds + /Ot Ep(t — ) Pu(F (un(s)) — F(u(s))) ds
= E,(t)6(0) — /O * En(t — 5)Pupa(s) ds — /: Ep(t — s)Paps(s) ds
n /t En(t — 8)Py(F(un(s)) — F(u(s))) ds
0
(3.45)

= B(06(0) + En(t)Pap(0) ~ En(5)Pan(3) + [ Bt — ) Pupls)ds
- / Bt = 9)Pupals)ds + [ Enlt = ) Pa(F(un(s)) ~ Fuls) ds
— Ep(t)Phe(0) — Eh( )Php / Epo(t — 5)Pupl(s ds—/ En(t — s)Pyps(s) ds
+ /O "Bt — 5)Po(Flun(s)) — F(u(s))ds vt € [0, o] (3.46)
Im letzten Schritt wurde

6(0) + Pap(0) = Pu6(0) + Pop(0) = Pa(8(0) + p(0)) = Pi(un(0) = u(0)) = Py(e(0))

verwendet. Nun werden wir die beiden Stabilitdtsaussagen fir nichtglatte Anfangsdaten zeigen. Aus
(2.6), (3.17), (3.19), (3.20), (3.21), (3.41), (3.42) und (3.46) erhalten wir

10() | 2
(3.46) t t 3
< | £ (t) Pre(0)|| 12 + ’|Eh(§)Php(§)HL2 +/0 | En,s(t — 5)Prp(s)| 2 ds

b [ 1B~ ) Pups(o) ds [ 1B~ 9)PLFun(s)) — Fuls))) s ds
i 0

(3.17),(3.19),(3.20 t L . t
<Oz + 19l z2) + C /O (=) ol ds +C [, ou(s)]z ds
2

+0 [ (6= 97314, Bu(FGun(s)) — Flu(s) 52 s

(3.21),(3.41),(3.42) L t
<R 1) - (| Pre(0)]| 2 + B2) + C(Ry, to)h? (/ (t—5)"\s~ 3 ds +/t 53 ds>
0 2
¢
+ C/o (t = 8) 72| F(un(s)) — F(u(s))| -1 ds
(2.6) 9,1
< C(Ri,t0) - (|luno — Pruol|r2 + h°t™2)

+ C(Rl)/ot(t — 8)72|Jup(s) — u(s)|[z2ds Yt €]0, o]
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Ahnlich erhalten wir aus (2.3), (3.19), (3.20), (3.41), (3.42) und (3.46)
161 1
(3.46) t t 5
< IER@)PreO) s + 1 En(G)Prp(3)]l +/0 | En,s(t — ) Pap(s)| 1 ds

4 [ 1B = 9)Paps($) i ds + [ 1B~ 5 PUCF G (5)) ~ F(u(s))) s ds
L 0

(3.19),(320) t 3 _s
<O IPeO e +Ip(Gl) +C 7 =9 ol 2 ds

+Cﬁ(t—s)5llps(s)\lp ds+0/0t(t—s)5uF(uh(s)) — F(u(s))| 12 ds

< )C(Rl,to)t—% - (|Pue(0)| 12 + ) + C(Ry, to)h (/Oz(t—s)—ids+/f(t—s)—és—1ds>

0 [0 Pun(s) — ()l ds
0
< C(Byto)t 7 - (luo — Pyuo 2 +h)

+ C(Ry) /Ot(t — s)_% llun(s) —u(s)||grds VYt €0, to]

zu (2): Fiir die Abschiitzung in der L?-Norm greifen wir ein letztes Mal auf die Darstellung (3.46)
zuriick. Mit (2.6), (3.17), (3.19), (3.20), (3.21), (3.37), (3.38) und (3.46) erhalten wir

10(t)]| 2
(3.46) t t L
< B2 + 1B Pap()l2 + [ I1Bnalt = 9)Pap(s)]|z2 ds

t t
+ [t = ) Pupu()lzzds+ [ 1En(t = 5)Pu(F(un(s)) = F(u()]|z2 ds
L 0

(3.17),(3.19),(3.20) t i . t
<P 1+ lo()l12) +C [Tt =) oz ds +C [ lloa(s) 2 ds
2

+0 [0 97314, BuF () ~ ()52 s

(3.21),(3.37),(3.38) L t
< C(Ry, Ra,to) - (|| Pre(0) 12 + h?) 4+ C(Ry1, Ra, to)h? / (t—s)"tds +/t s 1ds
0 2

40 [ =9 ) - Pl ds

(2.6)
< C(R1, Ra, t0) - (luno — Pruol|r2 + h?)

+C(Ry) /Ot(t — 5)72 fun(s) — u(s)[2ds Yt €]0, o]

Fiir die Abschétzung in der H'-Norm ergénzen wir (3.44) mit +E},(t) Rpp(0) — Ep,(t) Rpp(0) (beachte:
aus 0(0) € V, folgt 6(0) = R,0(0)) und verwenden die Abschétzungen

(3.19) (3.24) (3.34)
[En(®)RBrp(0)lmr < ClIRrp0)lmn - < Cllp(0)lar < Chlluollpz < C(Ra)h (3.47)
[ER(£)0(0) + En(t)Rrp(0) |1 = [ En(t)(Rr6(0) + Rpp(0))]] 2

(3.19) (3.24)
< ClRp(0(0) + p(0)[[gr < CJ[0(0) + p(0) || 1 (3.48)
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Damit erhalten wir aus (2.3), (3.19), (3.20), (3.38), (3.44), (3.47) und (3.48) durch (beachte: R,p(0) = 0)

105
U IBMORAO0) 1 o)l + [ En(t)Rip(0)]

4 [T IBE = 9)PLE () = Ol + | Bult = 5) Py (s) s ds

(3.19),(3.20),(3.48) t n
< C16(0) + p(0) || + C/O (t —5)"2|[F(un(s)) — F(u(s))||z2 ds

t 1
+C [t =) ou(s) 2 ds + | B (O Rup(O)]
(3.38),(3.47)

S Clluo =l +C [ (6= ) HIP(n() — Flas)lpe ds

t 1 1
+ C(Rl,Rz,to)h(/ (t—s) 3s3ds+1)
0

(2.3)
< C(R1, Ra,to) - (|[uno — wol g1 + h)
t
+C(R1)/O (t = )3 un(s) — u(s)|n ds ¥t €]0, t]
die Behauptung. O

Wir haben nun alles, was wir bendtigen, um den Fehler zwischen der exakten Losung u : [0, T[— H}(€2)
von (2.24) und der Naherungslosung up, @ [0,7[— Vj, von (3.15) abzuschétzen ([16] Theo.3.1, [17]
Theo.2.2). Wir unterscheiden dabei erneut zwischen glatten und nichtglatten Anfangsdaten wy.

3.15 Satz (KONVERGENZ DES FE-VERFAHRENS). Es sei {7}, }o<n<1 eine uniforme Fami-

lie regulérer Triangulierungen von §2.

(1): Sei u € C([0, Trnaz(uo)[, H () (bzw. up € C([0, Tynax(uno)[, V1)) die zugehérige Lésung der

Integralgleichung (2.24) (bzw. (3.15)) zu den Anfangsdaten ug € H}(Q) (bzw. upg € V) auf dem

maximalen Existenzintervall [0, Tynaq(uo)[ (bzw. [0, Tnaz(uno)[). Desweiteren seien Ry > 0 und 0 <

to < min{T ez (10), Trnaz (upo) } mit ||u(t)||gn < Ry und ||Jup(t)|| g1 < Ry YVt € [0, to]. Dann gilt:
a):|lup(t) —u(t)||r2 < C(Ri,to) - (|luno — Pruollr2 + h2t_%) vVt €]0, o] (3.49)

< yto) - 1

1
b): lup(t) — u(t)||n < C(Ry,t0) -t~ 2 - (||luno — Pruol|r2 + h) vt €]0, o] (3.50)
(2) Falls zusétzlich zu (1) up € H*(Q) mit |lug||g2 < Rz ist, so gilt

a): Huh(t) — u(t)”Lz § C(Rl,Rg,to) . (Huho — PhU0||L2 -+ h2) Vi S [O,to] (351)
b).‘ Huh(t) — u(t)HH1 < C(Rl,RQ,tQ) . (”uho — u0||H1 + h) Vit e [O,to] (352)

Beweis. zu (1)a): Aus (3.35) und (3.39) folgt
Jun(t) —u(®)llLz < lun(t) — Rpu®)|lz2 + [ Baut) — u(®)llzz = [10(t)] 22 + [lo(t)] 22

(3.35),(3.39) 9, 1

< C(Rl,to)(Huho—PhuOHL2+h t 2)
t

+C(Ry) / (t — )% [[un(s) — u(s)| 12 ds + C (R, to)h2¢

0

< C(Ry,to)(|[uno — Pauoll 2 + 2t 2)

+ C(Ry) /Ot(t - 5)_% |lup(s) —u(s)||f2ds Vit €]0,to]
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Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A .48 liefert uns eine Konstante C'(Rp,tp) > 0, so dass die
Ungleichung

1
Jun(t) — u(®)||z2 < C(Ri,to)(||uno — Puuol|z2 +h*t72) Vit €]0, o]

gilt. Beachte hierbei, dass wegen des schwachen Singularitdtsterms 73 keine Konvergenz zum Zeit-
punkt ¢ = 0 vorliegt.
zu (1)b): Aus (3.35) und (3.40) folgt

hun(t) — u(®llan < Nun(t) — Byu®) s+ | Bat) —u(@)llan = 100) s + o6 1an
P o(Ra o)t (Juno — Pruo| 2 + 1)

+ C(Ry) /Ot(t - s)_% llun(s) —u(s)||g1ds Vit €]0,1o)

Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A .48 liefert uns eine Konstante C'(Ry,t9) > 0, so dass die
Ungleichung

lun(t) = ()| < C(Bu,to)t™2 (luno — Pauollz2 +h) ¥t €]0, o]

gilt. Beachte hierbei, dass wegen des schwachen Singularitdtsterms =3 auch hier keine Konvergenz
zum Zeitpunkt ¢t = 0 vorliegt.
zu (2)a): Aus (3.37) und (3.41) folgt

Jun(t) —w(t)ll 2 < llun(t) — Rpu(t)| 2 + | Rau(t) — w(t)ll2 = |02 + o) 2
< CO(R1,Ra.to) - (|luno — Puuol|zz + %)

v C’(Rl)/ot(t — o) 3 |fun(s) — u(s) |2 ds Vi €]0, ]

Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A.48 liefert uns eine Konstante C(Ry,tp) > 0, so dass die
Ungleichung
lun(t) = u(t)|[2 < C(Ra, Ra,to)-(|luno — Pauol > + b?)
Vit e [0, to]
gilt. Da in diesem Fall keine singulédre Stelle mehr vorhanden ist, gilt die Konvergenz auch zum

Zeitpunkt t = 0.
zu (2)b): Aus (3.37) und (3.42) folgt

hun(®) — (@)l < Jun(t) — Rocu(®) s + | Rnt) — u®)llzn = 100) 1 + 1ot)
M R, Rato) - (luno — wollas + 1)

+ C(Ry) /Ot(t - s)_% llun(s) —u(s)||gr ds Vit €]0,to)

Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A .48 liefert uns eine Konstante C'(Rp,%p) > 0, so dass die
Ungleichung

lun(t) — w(®)|lg < C(Ry, Ra,to) - ([luno — wollgr +h) Vi € [0, o]

gilt. Da auch in diesem Fall keine singulédre Stelle mehr vorhanden ist, gilt auch hier die Konvergenz
zum Zeitpunkt ¢ = 0, womit die Behauptung gezeigt ist.
Man beachte, dass die aus dem Gronwall-Lemma A .48 stammenden Konstanten C(Ry,ty) und C(R1, Ra, to)
in allen Beweisteilen nicht-fallend in ¢y sind.

O



3.5. Konvergenz 51

3.16 Bemerkung. i) Damit die Fehlerschranken im Konvergenzsatz 3.15 optimal sind, miissen wir
fiir die Anfangswertfunktionen upg die zugehérige Approximation geeignet wéhlen.

Fehlerschranke in (3.49) optimal <= |lupo — Phuol|z2 = O(h?) <= upg := Pyug

Fehlerschranke in (3.50) optimal <= ||upg — Phuo|lrz = O(h) <= upg := Phug

(3.50)
Fehlerschranke in (3.51) optimal <= ||upg — Phuo||z2 = O(h%) <= upg := Pyug
(3.52) )

Fehlerschranke in (3.52) optimal <= |lupg — ug||gn = O(h — o := Rpug oder

Uho - — Ihu(]

Unter dieser Bedingung stellen wir hinsichtlich der Konvergenz des FE-Verfahrens fest, dass das FE-
Verfahren - unabhéngig von der Glattheit der Anfangsdaten - in der L?-Norm quadratisch und in der
H'-Norm linear konvergiert. Man beachte hierbei, dass der Term |ung — Pyuo| 2 in den Situationen
von (3.49), (3.50) und (3.51) bei der Wahl von upg := Phug stets 0 wird.

ii) Da in den Konvergenzabschéatzungen (3.51) und (3.52) die Regularitit der Anfangsdaten hinrei-
chend ist, um eine Fehlerabschétzung optimaler Ordnung auf dem gesamten kompakten Intervall [0, to|
zu erhalten, bezeichnet man dies auch als Fall der glatten Anfangsdaten. Die Ungleichungen (3.49)
und (3.50) hingegen sind Beispiele fiir Fehlerabschéitzungen nichtglatter Anfangsdaten, da die Re-
gularitat der Anfangsdaten fiir die optimale Konvergenz im Punkt t = 0 schlichtweg unzureichend ist.
Mit anderen Worten muss zunédchst etwas Zeit vergangen sein, ehe wir konkrete Aussagen iiber den
Konvergenzfehlelr des FE-Verfahrens treffen kénnen. Der Grund dafiir liegt in den schwachen Singula-
ritdtstermen t~ 2, die wir uns in den Stabilitdtsabschdtzungen wegen der unzulidnglichen Regularitit
der Anfangsdaten eingehandelt haben. Dieser Term lasst die Fehlerschranken fiir Zeiten nahe bei 0
regelrecht explodieren und macht sie daher unbrauchbar. Dennoch haben wir dank der Gléattungseigen-
schaften unserer homogenen linearen Losungsoperatoren FE und Ej die optimale Konvergenzordnung
fiir t > 0.

iii) In Bezug auf die Beweisstruktur beachte man insbesondere den folgenden wichtigen Zusammen-
hang:

Konsistenz 4+  Stabilitit =  Konvergenz
(3.35) + (3.39) = (3.49)
(3.35) + (3.40) = (3.50)
(3.37) + (3.41) = (3.51)
(3.37) + (3.42) = (3.52)

iv) Fehlerabschétzungen héherer Ordnung werden in [5] und [19] behandelt. Es sei noch vermerkt,
dass es wegen der Nichtlinearitdt eine Begrenzung der Konvergenzordnung gibt. Zum Beispiel wurde
gezeigt, dass ||up(t) — u(t)||z2 nicht kleiner als O(h*) fiir t > 0 und ug € Hg(Q) ist.

Wir werden nun abschlieBend die Konvergenzaussagen fiir die Losungsoperatoren S und S; aus
(2.54) und (3.22) formulieren.

3.17 Korollar. Es sei {7}, }o<n<1 eine uniforme Familie regularer Triangulierungen von €.

(1): Sei S(®)ug € C([0, Trnaz(uo)[, Hi(Q)) (bzw. Sp(e)ung € C([0, Tynax(uno), Vi) die zugehérige
Lésung der Integralgleichung (2.24) (bzw. (3.15)) zu den Anfangsdaten ug € H(Q) (bzw. upg € Vi)
auf dem maximalen Existenzintervall [0, Tynaz(uo)[ (bzw. [0, Tinaz(uno)[). Desweiteren seien Ry > 0 und
0< T <Ty < min{Tmax(uo),TmM(uho)} mit ||S(t)UOHH1 < Ry und ||Sh(t)uh0||H1 <Ry Vte [O,TQ].
Weiter sei upq fiir die folgenden Félle entsprechend der Bemerkung 3.16i) gewahlt. Dann gilt:

a): |Su(t)uno — S(t)uoll 2 < C(Ry, Tz) 77 - h? vt €]0, T3]
HS}L(t)uho — S(t)U0||L2 < C(Rl,Tl,TQ) - h? Vit e [Tl,TQ]
b): 1S (O)uno — S(uo| g < C(R1,To) 72 - h vt €]0, Ty
HSh(t)Uho — S(t)U()||H1 < C(Rl,Tl,Tg) -h Vit e [Tl,TQ] (353)
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(2) Falls zusétzlich zu (1) ug € H?(Q)) mit |luo| g2 < Ry ist, so gilt

a): HSh(t)uhO — S(t)uO||L2 < C(Rl, RQ,TQ) . h2 Vit e [O,Tz]
b).‘ HSh(t)uho — S(t)uo||H1 S C(Rl,RQ,TQ) -h Vt c [O,TQ]

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen S(t)ug und Sp(t)upo auf einem grofiten ge-
meinsamen Existenzintervall [0, T5[ folgt aus den Sétzen 2.6 und 3.8. Wahlen wir nun wupg, wie es in
Bemerkung 3.161) geschildet wurde, so liefert uns der Konvergenzsatz 3.15 die behaupteten Ergebnis-
se. O

3.6. Erweiterungen der Finite-Elemente-Methode

In diesem Abschnitt wollen wir abschliefend einige Anmerkungen und Hintergrundinformationen der
FE-Methode zusammentragen.

Glattheit des Gebiets: Der Einfachheit halber haben wir in diesem Kapitel gefordert, dass das
Gebiet €2 ein polygonales konvexes Gebiet der Dimension d = 1,2,3 sei. Bei der Behandlung von
konvexen Gebieten mit glatter (also gekriimmter) anstelle der polygonalen Berandung bekommt man
bekanntlich Schwierigkeiten bei der Approximation am Rande des Gebiets. Wie das Verfahren bei einer
derartigen Berandung funktioniert, wird in [24] im Abschnitt 3.8 anhand isoparametrischer Elemente
verdeutlicht.

Dimension des Gebiets: Die Dimensionseinschriankung d < 3 ist notig, da die verwendete In-
terpolationsabschétzung (3.6) bei stiickweise linearen finiten Elementen und fir Gebiete mit einer
Dimension groBer 3 ihre Giiltigkeit verliert ([6], [24]). Um dies einzusehen, sollte man zum einen
beachten, dass die Lésung v im Raum H?(2) N HY(Q) liegt, und zum anderen, dass der Interpola-
tionsoperator I, auf dem Raum C(Q) definiert ist. Der Einbettungssatz A.17 liefert uns fiir d < 3
die Inklusion H?(2) C C(Q), weswegen der Interpolationsoperator I, auf H?(2) N H}(Q) wohldefi-
niert ist. Fiir die Dimension d = 4 liefert uns der Einbettungssatz A.17 H3(Q) C C(Q), woraus sich
H3(Q) N HE () € O(Q) schlieBen lisst. Daher ist der Interpolationsoperator fiir d = 4 wohldefiniert
auf H3(Q)NH(Q). Da die Losung u(t) fiir ¢ > 0 im Allgemeinen jedoch nicht im Raum H?(Q)NH{ ()
sondern nur im Raum H?(Q) N HE () liegt, lisst sich die in diesem Kapitel durchgefiihrte Theorie auf
vierdimensionale Gebiete nicht durchfiihren.

Regularitat der Triangulierung: In diesem Kapitel haben wir von unserer Familie regulérer
Triangulierungen gefordert, dass sie uniform ist. Diese Bedingung ist fiir den Beweis der Interpolati-
onsabschétzung unerldsslich und kann daher auch unter keinen Umstédnden abgeschwécht werden.

Art der Finite-Elemente: Verwenden wir bei der Konstruktion des Finite-Elemente-Raums an-
statt der stiickweise linearen Funktionen stiickweise polynomiale Funktionen vom Grad r—1 mit r > 2,
so erhalten wir fiir Gebiete der Dimension d = 1,2, 3 die lokalen Fehlerabschétzungen ([6], [24])

11w = vl 2y < Crhip|ollprery YT € Tp Vv € H'(Q) N Hg(Q)
IV (Inv = )2y < Crhi H[vllgrary VT € Tp Vo € H'(Q) N Hy(Q)

und wegen der Uniformitéat der Triangulierung die globalen Fehlerabschétzungen

(NI

1
i 1
HIhU — UHLQ(Q) = ( Z ||Ih’U - U||2L2(T)) < ( Z C%h%“THUH%I’"(T))

TeTy TeT,
< CW|vllgry Vv e H' ()N Hy(Q)
IV(Uho = o)l 2y < Ch"Hollge@) Yo e H ()N Hy ()



3.6. Erweiterungen der Finite-Elemente-Methode 53

und damit die allgemeinere Interpolationsabschitzung
1 ww = vl g2 + BT = ol < CH[[ollr ¥o € HY(Q) N HL(Q)

In diesem Zusammenhang erfiillt der orthogonale Operator P, die Abschitzung
1Phv = vllgz < T —vllgz < CHlullae Vo€ H'(Q) N HH(Q)

Generell gilt unsere Interpolationsabschétzung auch, wenn wir die linearen Dreieckselemente durch
bilineare Viereckselemente ersetzen ([4] Tab.3, [6] Fig.3.1.2).

Randbedingungen: Wir haben auch in diesem Kapitel bei der Behandlung des semilinearen pa-
rabolischen Anfangs-Randwertproblems (1.1) ausschlieflich eine homogene Dirichlet-Randbedingung
gefordert. Es ist dennoch ebenso in diesem Kapitel moglich diese Randbedingung durch eine homogene
Neumann-Randbedingung oder eine homogene Robin-Randbedingung zu ersetzen. Die daraus resultie-
renden Probleme lassen sich auf dieselbe Weise behandeln, verlangt allerdings einige Modifikationen.
Beispielsweise verlangt die Wahl einer homogenen Neumann-Randbedingung, dass wir anstelle von
V = H}(Q) den Raum V = H!(Q) betrachten. Dementsprechend sind anschliefend die Bilinearform
a(.,.) und der Finite-Elemente-Raum V), zu definieren. Dabei ist etwas Vorsicht bei der Anwendung der
Greenschen Formel A.40 geboten, da in diesem Fall (wegen der fehlenden Nullrandbedingung) ein zu-
sétzlicher Term auftritt. Desweiteren verliert die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 ihre Giiltigkeit
und der Finite-Elemente-Raum weist in der Regel keine Nullrandbedingung mehr auf.

Beispiele: Da jedes unserer Standardbeispiele (1.2)-(1.5) die Generalvoraussetzung 2.1 erfiillt, ist
folglich die gesamte Theorie dieses Kapitels anwendbar. Dabei ist zu beachten, dass die Familie regu-
larer Triangulierungen so zu wéhlen ist, dass sie die Uniformitatsbedingung erfiillt. Weitere Beispiele
zur Losbarkeit und zur rdumlichen Diskretisierung mittels stiickweise linearer Finiter-Elemente finden
sich auch in Anhang A.7.a.
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4. Zeitliche Diskretisierung mit implizitem
Euler-Verfahren

In diesem Kapitel untersuchen wir die zeitliche Diskretisierung semilinearer parabolischer Anfangs-
Randwertprobleme sowie dessen Konvergenzverhalten unter Verwendung des impliziten Euler-Verfah-
rens. Dazu werden wir zunéchst in Abschnitt 4.1 aus dem in Kapitel 3 behandelten rdumlich diskre-
tisierten Problem das vollstandig diskretisierte Anfangswertproblem herleiten und eine Losungsdar-
stellung in Form einer endlichen Summe bestimmen ([16], [17], [18]). In Abschnitt 4.2 beweisen wir
die lokale Existenz und Eindeutigkeit einer Losung der Finite-Elemente und implizite-Euler diskre-
tisierten semilinearen parabolischen Differentialgleichung mit homogener Dirichlet-Randbedingung,
indem wir wie zuvor ein Fixpunktargument anwenden ([17], [18]). In Abschnitt 4.3 zeigen dann wir
flir das vollstandig diskretisierte Problem sowohl fiir glatte als auch fiir nichtglatte Anfangsdaten eini-
ge konvergenztheoretische Resultate beziiglich der L2- sowie beziiglich der H*-Norm ([17], [16], [18]).
Weiterhin werden wir in diesem gesamten Kapitel annechmen, dass Q € R? ein konvexes polygonales
Gebiet der Dimension d = 1,2 oder 3 ist.

4.1. Volldiskretisierung mit implizitem Euler-Verfahren

In diesem Abschnitt wollen wir mittels der impliziten Euler-Methode eine vollstdndige Diskretisierung
durchfithren ([15] Abs.5, [16] Abs.5, [17] Abs.2.2). Wir werden dabei so vorgehen, dass wir zunéchst
das volldiskrete homogene lineare AWP formulieren und dessen Losung herleiten. Im Anschluss daran
kommen wir zum volldiskreten nichtlinearen AWP, bei dem wir dhnlich vorgehen werden. Vorweg
bendtigen wir noch einige Notationen. Im Folgenden bezeichnen ¢, = nk mit n € Ny die aquidistanten
diskreten Zeitpunkte der kontinuierlichen Zeitachse R,, wobei k> 0 fortan ein fest vorgegebener
zeitlicher Diskretisierungsparameter ist. Es sei vermerkt, dass wir ausschliefllich dquidistante
Schrittweiten betrachten. Weiter bezeichnen wir mit U,, die Approximation von u,, = u(t,) fiir n € Nj.
Fiir den homogenen linearen Fall betrachten wir zunéchst das semidiskrete homogene lineare Problem
(3.10) in folgender Form

(uh)t = —Ahuh , T G]O,T[
up(0) = upo €Vyp  ,t=0

Gesucht ist hierbei eine Losung uy, : [0, T[— V. Das implizite Euler-Verfahren liefert uns das voll-
diskrete homogene lineare AWP

U + AU, = 0 , tn €]0, T (4.1)
Uop = uno ytn =0
wobei
U, = % (4.2)

der sogenannte Riickwértsdifferenzenquotient (oder: riickwirtsgenommener Differenzenquo-
tient) ist. Eine Losung U,, des homogenen linearen Problems (4.1) erhdlt man induktiv durch



56 4. Zeitliche Diskretisierung mit implizitem Euler-Verfahren

= (I + kAU, = U,
= U, = (I +kAp) U,
— U, = (I+ k‘Ah)_nUo

Das volldiskrete homogene lineare AWP besitzt daher die Losung
E Uy = (I 4+ kAR) "Uy = (I + kAp) "upg (4.3)

Fiir den nichtlinearen Fall betrachten wir diesmal das semidiskrete nichtlineare Anfangswertproblem
(3.14) in folgender Form

(Uh)t = PhF(uh) — Apup, , T E]O,T[
up(0) = upg ,t=0

Das implizite Euler-Verfahren liefert uns analog das volldiskrete nichtlineare AWP

U, + AU, = P,F(U,) , t, €]0,T] (4.4)

wobei auch hier 9;U,, den Riickwirtsdifferenzenquotienten darstellt. Eine andere Darstellung des nicht-
linearen Problems (4.4) erhalten wir auch hier induktiv durch

(I + kAU,
=Up_1+ k- (PF(U,) — AyUy)
= (I 4 kAp) MUp—o + kPyF(U,_1)] + kP, F(U,)
= (I 4+ kA WUy o+ k- [(I+kA,) 'PyF(Uy_1) + Py F(U)]

= (I +kAp)" " DU + k-3 (I + kAy) " P, F(U;)
j=1

Aufgrund der positiven Definitheit von Ay, ist (I + kAj) invertierbar und die Linksmultiplikation mit
(I + kAp)~ ! liefert

n
Un = (I+kAy)"Uo+ k- > (I +kAy)~ "V P,F(U;)
j=1

Verwenden wir die Operatorschreibweise aus (4.3), indem wir (I + kAp)~" durch den volldiskreten
homogenen linearen Losungsoperator Ej),. ersetzen, so erhalten wir eine Losungsdarstellung fiir das
nichtlineare Problem (4.4)

Un = Efyuno + k- > El7 T BF(U;) Vi, >0 (4.5)
j=1

Wie man sieht, haben wir an dieser Stelle, im Gegensatz zu den Integralgleichungen der zwei vorhe-
rigen Kapitel, jetzt eine endliche Summationsgleichung vorliegen, mit der wir auch in diesem Kapitel
hauptséchlich arbeiten werden.

Zum Abschluss dieses Abschnitts werfen wir erneut die einige Fragen in den Raum: Ist die Sum-
mationsgleichung (4.5) eindeutig 16sbar in V,? Falls sie es ist, so sind 9;U,, und AU, wohldefiniert
und die Losung der Summationsgleichung (4.5) 16st das zugehorige AWP (4.4). Desweiteren sollten
wir uns fragen, ob die Losung der Summationsgleichung (4.5) fiir & — 0 und fir h — 0 gegen
die exakte Losung konvergiert, also gegen die Losung der Integralgleichung (2.24). Die Beantwortung
dieser Fragen ist das Ziel der folgenden zwei Abschnitte.
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4.2. Existenz und Eindeutigkeit

Fiir den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer vollstandig diskretisierten - d.h. einer raumlich
und zeitlich diskretisierten - Losung U : {t, = nk | n € Ny und ¢, < T} — V), fir die Summa-
tionsgleichung (4.5) bendtigen wir auch hier vorab eine sogenannte volldiskrete Glittungseigenschaft
beziiglich des Losungsoperators Ej; aus (4.3) fiir das volldiskrete homogene lineare AWP (4.1). Es
bezeichne auch hier Ay, := —/\;, den diskreten negativen Laplace-Operator aus (3.9). Da Ay selbstad-
jungiert und positiv (uniform in h) ist, erhalten wir ein diskretes Analogon zu (2.31) und (3.18).

4.1 Lemma.
- _
10:Efyonll > = AL Efonllz < Co-ty' - llvnlle Yo € Vi, tn > 620,120 (4.6)

Beweis. siehe [11], [34] Lem.7.3. O

Damit kénnen wir jetzt - analog zu (2.33) und (3.19) - eine Glattheitseigenschaft fiir den Operator
Epy, formulieren ([16] (5.2), [17] (2.20)).

4.2 Lemma (GLATTUNGSEIGENSCHAFTEN VON Ey). Fiir jedesl € {0, 1} und fiir jedes
a,b € Z mit —1 < a < b < 1 gibt es eine Konstante C = C(l,a,b) > 0, so dass die Abschéitzung

(b—a)

1B ER vnll s < Cotn'~ 2 - |lonllge Von € Vi Vi, >t (4.7)

I+ (b;a)

erfiillt ist. Falls | = 0 und a = b, so gilt die Ungleichung (4.7) fiir t, > 0.

Beweis. Der Beweis folgt auch hier direkt aus (3.16), (3.17) sowie (4.6) und lasst sich wortwortlich
von (2.33) und (3.19) tbernehmen. O

Auch im diskreten Fall konnen wir aufgrund der Abschétzung (4.7) den Beweis des nun folgenden
Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von seinem Vorganger im kontinuierlichen bzw. semidiskreten Fall
wortwortlich ibernehmen ([17] Theo.2.4).

4.3 Satz (EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ). (1) Fiir jeden Radius R > 0 gibt es
einen Zeitpunkt 0 < T(R) < oo, so dass die Summationsgleichung (4.5) fiir jede Anfangswertfunktion
Uy = upo € Vy, mit ||Up|| g1 < R eine eindeutige Lésung U : {t,, = nk |n € Ny und t,, < T(R)} — V,
besitzt.

(2) Weiter existiert eine Konstante C' > 0 mit der Eigenschaft

Udllin <C-R
tner[r(]l%“}ER)]H | 12

(3): Seien Uy = upg € Vi, p > 0 und N > 0 gegeben. Falls fiir jede Losung U auf [0, Mk] C [0, Nk]
von (4.5) die a-priori Abschétzung

WUnllgr < p Yn=0,....M

gilt, so existiert eine eindeutige Lésung U von (4.5) auf dem Intervall [0, Nk].

Beweis. Die Behauptungen erfolgen éhnlich wie in den Beweisen von Satz 2.6 und Satz 3.8. Zu-
sdtzlich verlangt der Beweis die verallgemeinerte Summationsabschéitzung A.45. Insbesondere stimmt
die Konstante T'(R) aus diesem Beweis mit dem T'(R) aus den Beweisen von Satz 2.6 und Satz 3.8
iiberein. O

Wir wissen daher, dass die Summationsgleichung (4.5) genau eine eindeutige Losung U, fiir An-
fangswertfunktionen Uy = upg € V}, besitzt. Daher bezeichnen wir mit

Shi + T X Vi, D D(Spi) — Vi mit  Spr(tn)Uo == Uy
D(Shr) == {(tn,Up) € T x Vp, | t € [0, Trnax(Uo)[}
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den maximal fortgesetzten volldiskreten Losungsoperator von (4.4), wobei U, die eindeutige maximal
fortgesetzte Losung der Summationsgleichung (4.5) mit maximalen Existenzintervall [0, Tiax(Up)| sei.
In diesem Zusammenhang bezeichne Ty := {t, = nk | n € Ny und ¢, < T} C R, die diskretisierte
Zeitachse. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dass diese Losung Sy (t,,)Up fiir kleiner werdende
h, kleiner werdende k sowie fiir eine geeignet gewahlte approximierte Anfangswertfunktion Uy gegen die
Losung S(t)ug der Integralgleichung (2.20) und somit gegen die Losung des AWP’s (2.11) konvergiert.

4.3. Konvergenz

In diesem Abschnitt kommen wir nun zur Konvergenzanalyse der Finite-Elemente-Methode zusam-
men mit dem impliziten Euler-Verfahren ([16], [17]). Kurzum ist das Ziel hierbei, unter geeigneten
Bedingungen eine Abschétzung der Form

1Un = ultn)| < C(tn, R) - (h° + K1)

zu finden, wobei s, q € N seien. Es handelt sich dabei um eine Konvergenzeigenschaft zwischen der ex-
akten Lésung u : [0, T[— H(2) von (2.24) und der Niherungslésung U : {t, = nk | n € Ny und ¢, <
T} — Vp, von (4.5). ||Up — u(ty)|| wird auch an dieser Stelle als Approximationsfehler oder Kon-
vergenzfehler, s als raumliche Konvergenzordnung und ¢ als zeitliche Konvergenzordnung
bezeichnet. Wir erwdhnen nochmals, das sowohl der Konvergenzfehler als auch die Konvergenzord-
nungen von der Norm abhéngen, in der wir den Fehler messen. Die Berechnungen werden wir wie
iiblich in der L?- und in der H'-Norm durchfiihren. Dazu verwenden wir wie im semidiskreten Fall
den folgenden Fehlerzerlegungsschritt

|Un = un|| < [|[Un — Rpun| + | Ratn — un|
—_——

=i€n =:0, =Pn

Hierbei lésst sich die Konsistenzabschétzung fiir p, aus Korollar 3.13 iibernehmen. Die Konsistenz-
abschitzung der Zeitableitung von p(t) = Rpu(t) — u(t) muss jedoch modifiziert werden, da wir die
Zeitableitung in diesem Kapitel durch den Riickwértsdifferenzenquotienten ersetzt haben.

4.4 Satz (KONSISTENZ DES IMPLIZITEN EULER-VERFAHRENS).
(1): Sei u € C([0, Trnaz(uo)[, H(Q)) die zugehérige Lésung der Integralgleichung (2.24) zu den An-
fangsdaten ug € HE(Q) auf dem maximalen Existenzintervall [0, Ty, (uo)[. Desweiteren seien Ry > 0
und 0 < tg < Tinaz(uo) mit ||u(t)|| g < Ry Vit € [0,t0]. Dann gelten fiir p, := Rpuy, — u, sowie fiir
7 =0,1 und s = 1,2 die folgenden Aussagen
. . (s
&) lonllis < €15 Junlls < C(Rusto) - b~ -t 2 Yt €0, o] (43)

_ _q1_(s—1)
b): |1Bipnlle < C(Risto)-h* -tn 2 Vi, € [to, to] (4.9)

(2): Falls zusiitzlich zu (1) ug € H*(Q) mit |Jugl| 2 < Rz ist, so gilt

a): lpnllgs < C- b7 - lugllgs < C(Ry, Ra,to) - h* Vi, € [0, to] (4.10)
b): [Bepalls < C(Ri, Rasto) - h* -t ? Vt, € [t2, to] (4.11)

Beweis. zu (1): Die Abschéatzung (4.8) folgt direkt aus (3.35) in Korollar 3.13. Fiir die Abschétzung
(4.9) erhalten wir zunéchst

(12) Pn—Pn-1 _ - tn

Oipn = p(t)dt Vn>1
k tn—1
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Daraus folgt unmittelbar

_ tn
10epnllL> = Hk”/ pe(t) dt| L2 < kfl(tn—tn—l)te[max 2 ()]l 2 (4.12)

th—1 t’n717tn]

= max |lpi(t)][2 Vn =1
t€[tn—1,tn]

Die Abschétzung (4.9) folgt nun aus (4.12), (3.36) und aus der Tatsache %tn < tpoy <t firn>2

_ (4.2) (3.36) 6,1 (=D
1Onll < max lp(@)[2 < max  C(Ri,to)h™t
te[tn—htn] tE[tn—Ltn]

1 (s—1)
= C(Ry, to)h°t, 1

1 (s=1)
< C(Ry,to)h*tn' 7 Yn =2V, € [ta, to]

zu (2): Die erste Abschitzung (4.10) folgt wieder direkt aus (3.37) in Korollar 3.13. Die zweite Ab-
schitzung (4.11) erhalten wir aus (4.12), (3.38) und wieder aus der Tatsache 3t, < t,—1 < t, fiir
n =2

(3.38)

_ (42) .
[0wonlle < max |[lp(t)]lz < max  C(Ry, Ro,to)h*t 2
t€[tn—1,tn] t€[tn—1,tn]

:C(Rl,Rz,to)hst;_%l < C(Rl,RQ,tO)hSt;% Vn>2Vt, € [tg,to]
O

Das folgende Lemma liefert uns Abschétzungen fiir den Fehler, der beim Ersetzen der Zeitableitung
durch den Rickwértsdifferenzenquotienten entsteht ([16]). Diese Ungleichungen werden wir fiir unseren
darauffolgenden Stabilititssatz bendtigen. In diesem Zusammenhang bezeichne A := —A weiterhin
den kontinuierlichen negativen Laplace-Operator.

4.5 Lemma. (1): Seiu € C([0, Taz(uo)[, Hi(Q2)) die zugehérige Lésung der Integralgleichung (2.24)
zu den Anfangsdaten uy € H}(Q) auf dem maximalen Existenzintervall [0, Tpnaz(uo)[. Desweiteren
seien Ry > 0 und 0 < tg < Tinaq(uo) mit ||u(t)|| g < Ry Vt € [0,t0]. Dann gelten fiir s =0 und [ =0
bzw. fiir s = 1,2 und | = 1 sowie fiir k > 0 die folgenden Aussagen

_ = 1—1-L=0
a): ||A l(ut(tj) — 0wu;)||lms < C(Ry,to) - t; 2 Vt; €]0, to] (4.13)
_ = -3
b).' ||A l(ut(tj) — Otuj)HLz < C(Rl,to) k- tj 2 th E]O,to] (4.14)
(2): Falls zusiitzlich zu (1) ug € H*(Q) mit |Jugl| g2 < Rz ist, so gilt
a): HA_l(ut(tj) —5{&]')”[{5 < C(Rl,RQ,to) th G]O,to] (4.15)
b): | A~ (uy(t) — Bpuy) |2 < C(Ra, Rosto) - k- 17! Vi €]0, o] (4.16)

Beweis. zu (1): Zunéchst erhalten wir aus (4.2), der partiellen Integration fir [ € {0,1} und der
Tatsache t; —t;_1 =k

k—1/:j (t—tj) A uy(t)dt = k7! <|:(t—tj1)A_lut(t):|?_ _/t‘tf A‘lut(t)dt>

= kNt — tj-) A u(ty) — AMu(ty) + A u(t )

Al <Ut(tj) _ ) — wlty=) _ku(tj 1)>

D A uy(t;) — D)) (4.17)
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Aus (4.17), der Holderschen Ungleichung A.43 (mit § =
erhalten wir fir [ € {0,1}

é + ) und abermals aus t; —t;_q = k

_ = (4.17) tj _
1471 nlt) = Bl "I [ (0= 1y w0
<k / (8 — 1) A uge (8)]| 2 lt
A.43
S [ e el 14 )2

t;
<=0 [ 1A )]z de

ti—1

< kTN —t-1)? max (JAT (1) 2

te[ti—1,t5]
= k max |JA uy ()| 2 (4.18)
teti—1,t5]
Fiir | = 0 erhalten wir die Aussage mithilfe von (2.41) aus (4.18)
_ (4.18) (2.41)
Juntt) ~Bugle < ks un(®lle < CRato)k_max 3

3

< C(Rl,to)k‘t 2 C(Rl,to)k‘t 2 thE[tQ,to]

W

Hierbei wurde $t; < t;_1 < t; verwendet. Fiir [ = 1 erhalten wir die Aussage mithilfe von (2.5), (2.30),
(2.40), ||®|| g1 < llo|| 72 (swhe A.1.b) und Differentiation nach ¢ von (2.20) aus (4.18)

(4.18)

IA™ (ue(ty) = Dpug)lle - < k. max }HA_lutt(t)HL?
j—1:tj
(2.20) 1
<k max ([[A7dF(u(t))u(t)|| 2 + [lue ()] 12)
te[t]’,htﬂ
(2.30) 1
<k max (CA72dF (u(®))ue(t)|| -1 + [lue(®)l|z2)
te(tj—1,t5]
< kb _max (ClAT2dF (u(t)un(t)]| 2 + [[ue(t)] 12)
teftj—1,t;]
(2.30)
<k max  (CldF (u(t))ue(t)| -1 + [[ue(t)]|2)
te[t]',ht]'}
(2.5)
<k max  (C(R1)[ue(t)]| 22 + [Jue(t)] 22)
tE[tjfl,tj]
(2.40)
< C(Ry,to)k max t— 3
tE[t] 1,t5]

_1 1
< C(Rl,to)ktjfl < C(Rl,to)ktj 2 th € [tg,to]

Damit haben wir (4.14) fiir t; € [to, to] gezeigt. Die Aussage (4.13) fiir [ = s = 0 folgt direkt aus (4.14)
fiir [ = 0 und der Tatsache k <¢; fir j > 1

r.o
=

N (4.14)
[ue(t;) = Dpujll2 < C(Ru,to)kt; > < C(Ri,to)t; > Vit € [ta, L]
Fir [ = s = 1 folgt die Aussage (4.13) aus (2.20), (2.29), (2.30), (2.4) und (2.39)

A= (uy(ty) — Dyuy) | g < max [|A™ g (t) ||
teftj—1,t;
(2.20) .
< max  (||A7 F(u(t))|| g + [[w(t)][ 1)

teftj—1.t5]
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(2.29) 1

< max (C|[A72F (u(t))| 22 + |lu(t)| 1)
tE[t]'_ht]']

2.30

(2.30)

I\ w

max (C|F(ut))|| -1 + [[u@®)[ g1)
teltj—1,t5]
< max (C|F(u(t)) 2 + [lu(®)] 1)
teftj—1.t5]
(2.4),(2.39)

< (C(Rl) + C(Rl,tg)) = C(Rl,to) th € [tQ,to]
Fiir { =1 und s = 2 erhalten wir (4.13) aus (2.20), (2.26), (2.4) und (2.39)

1A (we(ty) = D)l < max [|A u(t)
tE[t]'_l,t]']

. nax (AT F (u(t)[| g2 + [[u(t)] =)
E[tj—1.t5]

o ©
Nio  /Nio
S S

max (C|[F(u())]|z2 + [u(®)l|z2)

te[tj—1,t5]
(2.4),(2.39) X
< max (C(R1)+C(R1,t0)t_§)
tE[t]'—l,t]']
- max  ((C(Ry)t™2 + C(Ry,to))t™2)
tE[t;_1,t5]
< C(Ri,tp) max 3

teftj—1.t5]
1

_1
< C(Rl,to)tjfl < C(Rl,to)tj 2 th € [tg,to}
Damit haben wir auch (4.13) fiir t; € [t2, to] gezeigt. Schlussendlich zeigen wir, dass die Ungleichungen
(4.13) und (4.14) auch fir j = 1 gelten. Mit ¢; = k erhalten wir
» _ @1 ok
1A~ ue(ty) — D)l <k /O A e (8) | et

k .
< C(Rl,to)k_l/ tl_l_( 21> dt
0

(s—1) —1- =D
= O(Ry,to)k 15" = O(Ry, to)ty 2
Die mittlere Ungleichung gilt dabei wegen (2.26) und (2.41).
zu (2): Ersetzen wir im Beweis von Teil (1) die Abschitzungen (2.39) durch (2.42), (2.40) durch (2.43)
sowie (2.41) durch (2.44), so erhalten wir die Ungleichungen (4.15) und (4.16). O

4.6 Satz (STABILITAT DES IMPLIZITEN EULER-VERFAHRENS).

(1): Sei u € C([0, Trnaz(uo)[, H3 () (bzw. U : {t, = nk | n € Ny und t,, < Trnaz(Uo)} — Vi)
die zugehdérige Losung der Integralgleichung (2.24) (bzw. der Summationsgleichung (4.5)) zu den An-
fangsdaten ug € HE(Q) (bzw. Uy € V},) auf dem maximalen Existenzintervall [0, Tynaz(uo)[ (bzw.
[0, Tmaz(Uo)]). Desweiteren seien Ry > 0 und 0 < to < min{Tinaz(u0), Tmaz(Uo)} mit ||u(t)||m < Ry
und ||Uy || g1 < Ry Vi, t, € [0,ty]. Dann gilt fiir 0,, := U,, — Rpu,, € Vj, und fiir s = 1,2

(s—1) 1

a): |0nllr2 <C(R1,to) - (|luno — Pruol|r2 + hotn, 2 +kty,?) (4.19)
noo_1
+ ORIt U — e Vta €]0,t0]
=1
1 1
b): tpllOnll g < C(R1,to)(||uno — uol|r2ti + hti + k) (4.20)

n _1
+ C(R1) Y (411U = ujllg)t, %541 Vin €]0,t0]
j=1
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(2): Falls zusiitzlich zu (1) ug € H*(Q) mit |Jugl| g2 < Rz ist, so gilt

a): HHTLHLZ < C(Rl,RQ,t()) . (Huho — Phu0HL2 + hs -+ k‘) (4.21)
L |
+C(Rk Y 1,25 |U; —ujlle Vin €]0, 0]
7j=1
_1
b): 10nllg1 < C(Ry, Ra,to) - (|luno — uol| g1 + b + ktn ?) (4.22)

LI
+C<R1>k'ztn—2j+1HUj_ujHH1 Vin G]O,to]
j=1

Beweis. Zunéchst schauen wir, welches AWP die Funktion 6, 16st. Aus (4.2), (4.4), (3.43), (2.20),
den Definitionen von p,, und 6,, sowie aus der Linearitit von P, erhalten wir

30 + Anby 2 [U”_kUn—l + AhUn} - [Rh“” _th“"‘l 4 Athun}
O p,r(m,) - [t _th“"‘l + Athun]
059 py () | Rt = Rt Pidu, |
“29 pF(U,) - :Ph <Rh“” _thu”1> + Py(F(un) — Ut(fn))}
= P,F(U,) — _Ph <p” _kpnfl 4 Un —kun1) + Py (F(uy) — Ut(tn))}

= Py(F(Uyp) — F(up) — 0ipn + w(tn) — Opuyn)  Vt, €]0,t0)
Damit erfiillt 6,, (wegen 6y = Uy — Rpug € Vy) das AWP

gten + Apb, = Ph(F(Un) — F(un) — gtpn + ut(tn) — agun) , In G]O, to] (423)
0o = Uo — Rpug tn =0

Die Losung des AWP’s (4.23) ist wegen der Summationsgleichung (4.5) gegeben durch

n
On = Epbo+ k> Bl PL(F(U;) — F(ug) — 9ipj + wilty) — dyuy) Vi, € [0, L] (4.24)
j=1
zu (1)a): Es bezeichne von nun an ng den gréBten ganzzahligen Anteil von %, d.h. ny := [%|. Unter

Verwendung der partiellen Summationsformel A.44 bekommen wir
no ) - n2 )
~k > BT Pp; = B Pupo — Efy " Pupn, — kY (BT ) Pupy Yna >0
j=1 j=1
Damit kénnen wir 6,, auch schreiben als

12 . n . _
On = EpPreo — By Popny — k> (OB T Pops — kY. B Pdp;
j=1 j=no+1

" L -1 & n—j — - P
+kY AT A PU(F(U) — Fug)) + kY AREn A Py — A7) (ui(ty) — Dyuy)

j=1 j=1
n2 . . n . .

+ kY AnEp TR AT (uity) = Deg) + kY- Epy T Pa(ud(ty) — i)
j=1 j=na+1

8
=Y L; Vt, €[0,1]
i=1
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Wir werden nun jeden dieser acht Summanden der Reihe nach in der L?-Norm abschitzen. Fiir die ers-
ten fiinf Summanden benétigen wir die verallgemeinerte Summationsabschatzung A.45, (2.6), (3.20),
(3.21), (4.6), (4.8), (4.9) und die Tatsachte 3t, < t,_1 < t, Vn > 2. Wir erhalten

(4.6)
[Lallz = [[EppPreollrz < CllPreollr2
. (4.6) (3.20) 4.8) JECESS!
1Ll = U™ Pl < CllPupmslle < Cllpnsllse < C(Ryto)h*tny ?
(s—=1)
< C(Rl,tg)h tn 2
n— ]+ (4.6 - -1
L3l < kZH OB ) Pupillz < kDS Ct Ll Pupslle
7j=1
(3.20) 2 4.8 (s—1)

)
< kZCtn jallpille < C(Ri,to) khsztn il

(s—1)

ES C(R ol =

_ a6 & _
[Lall2 < K Z 1B Padipjle < kY CllPadipjllre

Jj=n2+1 j—n2+1
(3.20) n _ (4.9) 1 (s )
< k Z C||atpj||L2 < C(Rl,to k‘hs Z t
j=na+1 J=na+l1

(s=1)

45 _(s=1)
< C(Ry,t0)h’t, 2

" Lo _1
ILsllz: < kY NAZER T A2 Pu(F(U)) = F(u))]l 2

j=1

(46) 1 -1

< kY Ct 2 |4, 2 Pu(F(U;) — F(uy)) |2
j=1

(321) 1

< RS CH2 L IFU;) — Flu)| g
j=1

(2.6 n

< CRIRY 1% U5 — e

J=1

Fiir die verbleibenden drei Abschitzungen benotigen wir zusétzlich (3.25), (4.13), (4.14) und die
Tatsache A,:lPh = R, A1, die sich aus P,A = ARy, (siehe: (3.43)) ergibt.

L6z < kleA Ep TN A P, — AT (w(ty) — Byuj) | 2

(4.6)

< kZCtnljJrlH(A Py — A7) (ur(ty) — D)l 2
7j=1
n2

= kY Ot (R — DA™ (ue(ty) — Dyug) | e
j=1

(3.25) 2

< kZOt—ijﬂhsuA-%ut(tj) = Ou;) e

(4.13) s 2 1 _(s-1)

< C(Ry,to)kh® Yttt 2
j=1

A.45 (s—1)

< C(Ry,to)h’t, 2
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IL7||lz < kZHAhE" TPy AT (ua(t;) — Oruy)| 2
(4.6) . _
< kzctn_j_HHPhA (ue(ty) — Opuy)| 12
=1
(3.20) 2 1 1 —
< kz Ct, i 1A (ue(t)) — Opuy) |2

(4.14 ) I
< C(Ry, to)k? Ztn j+1t;

A.45 _1
< C(Rl,to)k:tn :

=

L8]l < K Z 1B 7" Paue(ty) — o) 2

j=n2+1

(4.6) n _

< kY CIP(uilty) — Frug) e
j:n2+1

(3.20) n _

< kDY Cllulty) — Oyl
Jj=na+1

(4-14) _3

< C(Ra,to)k Z t;?

Jj=na2+1
A.45

1
< CO(Ry,to)ktn?

Zusammengefasst ergeben diese acht Abschitzungen gerade die Behauptung fiir die L?-Norm

8 (s=1)

16nllze < D ILillz <C(Ryto) - (1Preollpe +hotn > + ktn? ?)
i=1

k Ztn j+l||U uj||L2 Vi 6}07750]
j=1

zu (1)b): Da fiir diesen Beweisteil wegen der nicht hinreichend reguliren Anfangsdaten die L?-Konvergenz
erforderlich ist, werden wir den Beweis von (4.20) im Anschluss der L?-Konvergenz durchfiihren.

zu (2)a): Der Beweis von (4.19) lasst sich bis zu den Abschétzungen der ||L;||;2 Terme iibernehmen.
Ersetzen wir jetzt im Beweis von (4.19) die Abschétzungen (4.8) durch (4.10), (4.9) durch (4.11),
(4.13) durch (4.15) sowie (4.14) durch (4.16), so erhalten wir die Ungleichung (4.21).

zu (2)b): Aus (4.24) erhalten wir mit (4.7), (3.20), (4.11), (4.16), (3.34), (2.3) und der Summations-
abschéatzung A.45

16 211

1B ol + &S NERY T Pu(F(Uy) — Fuj) — 3upj + uelt;) — deuy)||
j=1

noo_1
160l g + kY b, 25 1 | Pa(F(Uj) — F(ug) = Bepj + u(ty) — Dpuy)|l 2
j=1

w = =
//\5 //\\':]/ //\E

leoll g + [Juo — Rpuoll i + thn 2 (IF(U;) = F(uj)ll g2 + 1005l 2
7=1

+ llue(t;) — Orujll2)
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) .
< He(]HHl + Ch”uOHH2 + C(R1, Rg, to)hk’ Z tn—zj—i-ltj 2
j=1

noo_1
+ C(Ry, Ry, to)k? Ztn ]+1t_1 + kY 2 IF(U;) — Fug) |2
j=1

(4.11),(4.16),(3.34 noo_ 1

(2.3),A.45 _1 noo_1
< C(Ru, Ra, to)(luno — woll g + ko + ktn 2) + C(R)E Y 1,25 11U — ujll
j=1
Vi, 6]0, t(]]
womit die Ungleichung (4.22) gezeigt ist. O

4.7 Satz (KONVERGENZ DES IMPLIZITEN EULER-VERFAHRENS).
(1): Sei u € C([0, Tynaz(uo)[, H3 () (bzw. U : {t, = nk | n € Ng und t,, < Tpaz(Uo)} — Vi)
die zugehérige Losung der Integralgleichung (2.24) (bzw. der Summationsgleichung (4.5)) zu den An-
fangsdaten ug € HJ(Y) (bzw. Uy € V3,) auf dem maximalen Existenzintervall [0, Tyuaq(uo)[ (bzw.
[0, Tynaz (Uo)]). Desweiteren seien Ry > 0 und 0 < to < min{T ez (%0); Tmaez(Uo)} mit ||u(t)||g < Ra
und ”UnHHl < Ry Vit it, € [O,to]. Dann gilt fiir k < k‘o(Rl)
_1 _1
a): |[Un — u(tn)|l 2 < C(Ri,to) - (||uno — Phuollz2 + h*tn 2 + kty, 2) Vt, €0, to] (4.25)
_1 _1

b): [Un — utn) |l < C(R1,to) - (luno — uollp2tn ® + htn * + kt,b) Vi, €]0, o] (4.26)
(2): Falls zusiitzlich zu (1) ug € H*(Q) mit ||ugl| g2 < Rz ist, so gilt fiir k < ko(R1, Ra)

a): |Un — u(tn)| 2 < C(Ry, Ra,to) - (|uno — uol|z2 + h? + k) Vit € [0,0] (4.27)

_1

b): Uy — u(ty) || < C(Ry, Ra,to) - (|luno — uol| g1 + b + ktn ?) Vt, €]0, to] (4.28)

Beweis. zu (1)a): Aus (4.8) und (4.19) folgt fir s =2
[Un = u(tn)llr2 < [Un = Ryunllr2 + [[Ratn — unl[2 = [|0nllL2 + llonll 2

_1 _1 noo_1
< C(Ry,to) - (uno — Pauollrz + h*tn® + ktn ) + C(ROk - > t, %1 |Uj — ujllr2 Vi €]0, 0]
j=1

Das verallgemeinerte diskrete Gronwall-Lemma A.49 liefert uns nun eine Konstante C'(R1,ty) > 0, so
dass die Ungleichung

_1 _1
U — w(ta)llzz < C(Ri,to) - (uno — Pruollrz + h2tn? + ktn?) Vi, €]0,to] ¥k €]0, ko)

gilt.
zu (1)b): Wir betrachten zunéchst (4.23). Wegen

tngten (4:2) th Hn _kan—l _ tnen - Zt—lgn—l o (tn - tnk—l)gn—l (4:2) gt(tnen) N en—l

erhalten wir nach Multiplizieren von (4.23) mit ¢,, das AWP

515(tn9n) + Ah<tn9n) = Gn—l + tnPh(F(Un) - F(Un) - 515prL + ut(tn) - gtun) ’ ty G]O,to}
tofo = 0 L tn =0

dessen Losung wegen der Summationsgleichung (4.5) durch

tnly = k- ZE" IOy + t; Py (F(U;) — F(uy) — Bepj + ue(t;) — Osuj)) (4.29)
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gegeben ist. Aus (4.29), (4.7) und (3.20) bekommen wir zunéchst

tn ||9 [
(4.29) _— j+l
< kZHE 0j-1 + t;Ph(F(Uj) — F(u;) — Opj + w(ts) — Opuy)) |l mn (4.30)
(4.7),(3.20) n _ _
s ke Ztn 2 Ul0iallze + 1 FU;) = Fuj)lz2 +t5l[0epsll L2 + tllue(t;) — Ovuyl z2)
7j=1

Wir schétzen nun die Ausdriicke in (4.30) der Reihe nach ab. Der erste in Klammern stehende Term
liisst sich mit (4.8), (4.25), (3.20) und der Tatsache it; < t;_; fiir j > 2 abschitzen

(4.8),(4.25) 1
105-1llz2 < llej—allz + lpj—1llze - < C(Ruisto) - ([[Preollrz + h + kt; %)

(3-20) _1
< C(Ry,to)(|leol|r2 +h+ktj ) (4.31)
Fiir j = 1 erhalten wir die Abschétzung mit (4.8), die fiir j = 0 und s = 1 bekanntlich auf [0, ¢o] gilt
(siehe dazu: (3.25))
(4.8)
1ollz2 < lleollr2 +llpollz2 < [leollr2 + C(R1)h
Damit ist (4.31) auf dem Intervall |0, to] erfiillt. Den dritten Term kénnen wir durch (4.9) abschétzen

_ (4.9)
thatijLz < tjC(Rl,tg)ht;1 = C(Rl,to)h (432)

Fiir j =1 folgt die Abschitzung (4.32) aus (4.2), (4.8) und t; = k

(4.8)
Iz < llpallze + llpolle - < C(Rasto)h

5 (4.2) 1—P0
tldipnl =" | 2

wodurch die Giiltigkeit von (4.32) auf |0, to] gezeigt wére. Der letzte Term (4.30) lasst sich auf dem
Intervall 0, to] durch (4.14) abschétzen

_3 —
2

_ (4.14) 1
th’u,t(tj) - 8tUj||L2 < tjC(Rl,to)ktj = C(Rl,to)kt~ 2 (433)

Insgesamt erhalten wir aus (4.30) durch Anwendung von (2.3), (4.31), (4.32), (4.33) und anschlieSender
Ausfithrung der verallgemeinerten Summationsabschiatzung A.45(1) zunéchst die Stabilitdtsaussage
(4.20)

tl|On |

n _1 n _1
<C(Ry,to)k Y (lleollzz + h+ kt; 2)t, 250 + C(ROE Y (tillejll )ty 2540
7=1

]:

N»—A =

+ C(Ry, to) thtn j+1—|—C(R1,t0 VK2 Zt 2tn 2
Jj=1 j=1

n _1
<CO(R,to)(leollath + htd + k) + C(Ry) ) 2l = il iyt €0t

Aus den Aussagen (4.20) und (4.8) erhalten wir eine Abschitzung fiir den Gesamtfehler in der H'!-
Norm

tnllUn = unllgn < tallfnllgr + tallpll

n _1
C<R1at0)(H€0HL2tn -+ htn + k —|— C R1 Z tj”Uj — ujHHl)tn—Qj-i,-l Vi, E]O,to]
7j=1



4.4. Erweiterungen zur zeitlichen Diskretisierung 67

Das verallgemeinerte diskrete Gronwall-Lemma A .49 liefert uns nun eine Konstante C'(Ry,to) > 0, so
dass die Ungleichung

1 1
tallUn — unll < C(Ru,to)(|leollp2t2 + htd + k) Vi, €]0, 0] ¥k €]0, ko]

gilt. Multiplizieren wir beide Seiten dieser Gleichung mit ¢,,!, so folgt die behauptete Konvergenzab-
schitzung.
zu (2)a): Aus (4.10) und (4.21) folgt fiir s =2

1Un —u(tn)llr2 < [|Un — Rpun|p2 + (| Rptn — unllr2 = 10nllp2 + [lonl 12

LS|
§C<R1,R2,t0) . (”uhg — PhuoHL2 + h? + k) + C(Rl)kztnfj-i-l”[]j — ujHL2 Vi, E]O,to]
j=1

Das verallgemeinerte diskrete Gronwall-Lemma A.49 liefert uns nun eine Konstante C'(R1, Ra,ty) > 0,
so dass die Ungleichung

U — u(ta)ll 2 < C(Ri,to) - (|Paeollpz + % + k) Via €]0,to] Vi €]0, ko]

gilt.
zu (2)b): Aus (4.10) und (4.22) folgt

1Un — u(tn)ll gy < |Un — Rptn| gy + | Rpun — wnll gy = |00l + |l onllm

1

1 LB
< C(Rl,RQ,tQ) : (”uho — UOHHl + h+ ktn 2) + C(Rl)kztn_j+1|’Uj - ujHL2 th E]O,to]
J=1

Das verallgemeinerte diskrete Gronwall-Lemma A.49 liefert uns nun eine Konstante C'(Ry,tp) > 0, so
dass die Ungleichung

_1
U, — u(tn)|r2 < C(Ri,to) - (|| Preollr2 +h + ktn?) Vi, €]0,t0] VEk €]0, ko]
gilt.

Man beachte, dass die aus dem Gronwall-Lemma A.49 stammenden Konstanten C(Rp,tp) und
C(R1, Ro,tp) in allen Beweisteilen nicht-fallend in tg sind. O

4.4. Erweiterungen zur zeitlichen Diskretisierung

In diesem Abschnitt wollen wir abschlielend einige Anmerkungen und Hintergrundinformationen des
impliziten Euler-Verfahrens zusammentragen.

Voraussetzungen: Die Forderungen an das Gebiet {2 und an die Triangulierungen {7, }o<r<1 waren

in diesem Kapitel nach wie vor dieselben wie in Kapitel 3, d.h. Q@ € R? polygonal konvexes Gebiet der
Dimension d = 1,2, 3 und {7} }g<n<1 uniforme Familie reguldrer Triangulierungen von 2. Desweiteren
haben wir weiterhin gefordert, dass die Generalvoraussetzung 2.1 erfiillt ist.

Randbedingungen: Wir haben auch in diesem Kapitel bei der Behandlung des semilinearen pa-
rabolischen Anfangs-Randwertproblems (1.1) ausschliefilich eine homogene Dirichlet-Randbedingung
gefordert. Es ist dennoch ebenso in diesem Kapitel moglich diese Randbedingung durch eine homogene
Neumann-Randbedingung oder eine homogene Robin-Randbedingung zu ersetzen. Die daraus resultie-
renden Probleme lassen sich auf dieselbe Weise behandeln, verlangen allerdings einige Modifikationen,
die den Abschlussbemerkungen der zwei vorangegangenen Kapitel zu entnehmen sind.
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Konvergenzordnung: Die in unserem Konvergenzsatz bewiesene zeitliche Konvergenzordnung 1
deckt sich in allen vier Abschétzungen mit der iiblichen Konvergenzordnung fiir das implizite Euler-
Verfahren. Desweiteren bleibt die im vorherigen Kapitel festgestellte raumliche Konvergenzordnung der
Finite-Elemente-Methode unter der zusétzlichen impliziten Euler-Diskretisierung erhalten. Man beach-
te allerdings, dass im Falle glatter Anfangsdaten ein Singularititsterm in der H!'-Normabschitzung
auftritt, durch den eine Fehlerschranke optimaler Ordnung auf dem gesamten Intervall [0, ¢y] nicht
mehr gewéahrleistet ist.

Art der zeitlichen Diskretisierung: Es besteht in der Tat die Moglichkeit, das verwendete im-
plizite Euler-Verfahren durch andere zeitliche Diskretisierungsmethoden zu ersetzen, wie zum Bei-
spiel dem expliziten Euler-Verfahren oder dem semi-impliziten FKuler-Verfahren. Das explizite Euler-
Verfahren verlangt jedoch eine zusétzliche Bedingung beziiglich der Wahl des zeitlichen Diskretisie-
rungsparameters k£ um die Stabilitdt des Verfahrens zu garantieren. Diese Einschriankung entféllt beim
impliziten Euler-Verfahren, dafiir verlang dies pro Iterationsschritt ein nichtlineares Gleichungssystem
zu 16sen. Bei der semi-impliziten Euler-Methode haben wir anstelle von (4.4) ([16])

5thn + AhUn = PhF(Unfl) s tn E]O,T[
UO = Upo s tn = 0

In diesem Fall muss die Gleichung (4.23) entsprechend geéndert werden.

Beispiele: Da jedes unserer Standardbeispiele (1.2)-(1.5) die Generalvoraussetzung 2.1 erfiillt, ist
folglich die gesamte Theorie dieses Kapitels anwendbar. Dabei sind die im vorherigen Kapitel ge-
nannten Figenschaften an die Triangulierungen einzuhalten. Weitere Beispiele zur Losbarkeit und zur
zeitlichen Diskretisierung finden sich auch in Anhang A.7.a.



5. Das Langzeitverhalten

Bisher haben wir uns ausfithrlich mit der eindeutigen Losbarkeit kontinuierlicher, semidiskreter so-
wie volldiskreter semilinearer parabolischer Anfangs-Randwertprobleme Probleme beschéftigt und ha-
ben deren raumliches und zeitliches Konvergenzverhalten unter Verwendung der Finiten-Elemente-
Methode und des impliziten Euler-Verfahrens studiert. In diesem Kapitel analysieren wir das Lang-
zeitverhalten und die Existenz globaler Attraktoren semilinearer parabolischer Probleme in kontinu-
ierlicher und FE-diskretisierter Form. Dazu fithren wir in Abschnitt 5.1 zusétzlich zu der Generalvor-
aussetzung 2.1 zwei weitere Bedingungen fiir die rechte Seite ein. Diese sind notwendig, um die zeitlich
globale Existenz aller Losungen zu zeigen. In Abschnitt 5.2 werden wir fiir die Losungsoperatoren S
und Sy a-priori Schranken herleiten, die uns die gewiinschte zeitlich globale Existenz aller Losungen
zu beliebigen Anfangsdaten liefern. Dazu fithren wir vorab bereits das Lyapunov-Funktional ein und
verwenden fiir den Nachweis einige Eigenschaften dieses Funktionals. Anschliefend zeigen wir, dass
(S,Ry, H}(Q)) und (S, R, V) semidynamische Systeme bilden. In Abschnitt 5.3 beweisen wir fiir
semilineare parabolische Probleme die Existenz einer gleichméfig absorbierenden Menge im Raum
L?(£2), mit der wir eine weitere gleichmiBig absorbierende Menge im Raum H{(2) lokalisieren kén-
nen. In Abschnitt 5.4 fithrt uns dies zu den dissipativen semidynamischen Systemen. Dabei handelt es
sich um spezielle Systeme, die bei endlich-dimensionalen Phasenrdumen stets einen globalen Attrak-
tor besitzen, der sich mithilfe der w-Limes-Mengen darstellen lasst. Fir das kontinuierliche System
erfordert dieses Resultat aufgrund des unendlich-dimensionalen Phasenraums H{ (€2) jedoch eine zu-
sétzliche Regularitéit des Systems. In Abschnitt 5.5 werden wir die Existenz des Lyapunov-Funktionals
fir semilineare parabolische Differentialgleichungen ausnutzen, um an weitere Informationen iiber die
asymptotische Dynamik im Inneren des Attraktors zu gelangen. Dieses spezielle Funktional kann
dazu verwendet werden, invariante Mengen zu bestimmen und Grenzmengen zu lokalisieren. Mithil-
fe unserer Generalvoraussetzungen fiir semilineare parabolische Anfangs-Randwertproblem und der
Existenz des Lyapunov-Funktionals kénnen wir folgern, dass es keine periodischen Losungen geben
kann. Daher sind die einzigen Mengen, gegen die die Losungstrajektorien konvergieren kénnen, Fix-
punkte oder Vereinigungen von Fixpunkten. Desweiteren erhalten wir das Resultat, dass der globale
Attraktor dquivalent zur instabilen Mannigfaltigkeit der Menge aller Gleichgewichtspunkte ist. In Ab-
schnitt 5.6 untersuchen wir in unserem Hauptresultat das Konvergenzverhalten des kontinuierlichen
und des aus der Finite-Elemente-Methode entstandenen semidiskreten globalen Attraktors fiir semi-
lineare parabolische Probleme. Dabei werden wir sehen, dass diese Attraktoren oberhalbstetig sind
und die Grenzmenge der semidiskreten Attraktoren daher im kontinuierlichen Attraktor enthalten ist.
Mit anderen Worten konnen Teile des exakten Attraktors unter der Finite-Elemente-Approximation
verloren gehen. Dieses Resultat wird uns aufgrund der fehlenden Bedingungen an die Attraktionsraten
jedoch keine Information iiber die Konvergenzgeschwindigkeit liefern. Bei exponentieller Attraktions-
rate koénnen wir jedoch die Stetigkeit des globalen Attraktors zeigen. Abschliefen werden wir das
Kapitel in Abschnitt 5.7 mit einer Ergénzung zur Unterhalbstetigkeit und weiteren Eigenschaften der
Attraktoren.

5.1. Generalvoraussetzungen

Die zeitlich globale Losbarkeit des semilinearen parabolischen Anfangs-Randwertproblems (1.1) ist
ohne weitere Annahmen an den Reaktionsterm f nicht zwangsldufig garantiert, wie sich am Bei-
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spiel f(u) = u? leicht feststellen lisst. Zwar erfiillt f die Bedingung (2.1), d.h. f € C?*(R,R) und
|fO) (w)] < C(1+ |u®F1) fiir alle u € R, j = 1,2 mit C' = 2, wodurch die Existenz und Eindeutigkeit
gesichert ist, doch gibt es hierbei einen Blow-up-Effekt, d.h. einige Losungen explodieren und kon-
nen nicht zeitlich global existieren ([9] 9.4.1). Daher benétigen wir zusétzliche Annahmen an unsere
Funktion f, die uns die globale Existenz der Lésungen semilinearer parabolischer Probleme garantiert
([27] Theo.8.4, [33] Kap.IT1.1.1.2(1.8)). Dazu fordern wir fiir das gesamte Kapitel, dass Q C R? ein
konvexes und polygonal berandetes Gebiet der Dimension d = 1,2 oder 3 ist. Desweiteren seien die
Generalvoraussetzung 2.1 und die folgende Generalvoraussetzung durchweg erfiillt.

5.1 Generalvoraussetzung. Die Abbildung f : R — R erfiille zusétzlich zu der Generalvorausset-
zung (2.1) die Abschédtzungen

(1): —k—aq - |ul” < flu)u < K—ag - |u|” YueR (5.1)
(2): f'(u) <1 VueR

mit Konstanten ay,az,v,k,0 € R und v > 2.

Hinzukommend zu der Differenzierbarkeitsanforderung und der punktweisen Beschranktheit der
ersten zwei Ableitungen in (2.1) verlangen wir fortan fir die Funktion f die Wachstumsschranke
(5.7) und die Tatsache (5.7), dass die erste Ableitung von f nach oben beschrénkt ist. Wir werden
spater zeigen, dass die Losung von (1.1) unter dieser zusétzlichen Forderung an f generell auf dem
Zeitintervall [0, oo existieren.

Beispiel. (1): In Bezug auf das Beispiel f(u) = u? bzw. f(u) = u? sei bemerkt, dass diese Funktionen
die Bedingung (5.7) nicht erfiillen. Genauer existieren die Losungen in der Tat im Allgemeinen nicht
zeitlich global ( [9] Sec.9.4, [14] 3.1 Exer., [25] Abs.11.7).

(2): Ebenso wenig gentigt die Kolmogorov-Petrovsky-Piskounov-Gleichung (1.2) unseren Vorausset-
zungen 5.1, da sie die Bedingung (5.7) nicht erfullt

lim A(1—2u) = oo

(3): Es lasst sich aber fiir jedes unserer Standardbeispiele (1.3)-(1.5) zeigen, dass sie die zusétzliche
Generalvoraussetzung 5.1 fiir d = 1, 2, 3 erfiillen. Exemplarisch zeigen wir dies fiir die Chafee-Infante-
Gleichung (1.4) mit f(u) = A(u — u?): Zum Beweis der Ungleichung in (5.7) zeigen wir
AA
)\(u2—u4)—§+§|ul4 <0 YueR

—%—)\|u|4—)\(u2—u4) <0 YueR

Da die linken Seiten der Ungleichungen offenbar Achsensymmetrisch sind, geniigt es die Abschétzungen
fir v > 0 zu zeigen. Da A > 0 gilt, kdnnen wir in beiden Ungleichungen beide Seiten durch A teilen
und erhalten

1 1 1 1
uz—u4—§—|—§\u|4——§u4+u2—5<0 VueR
_l_yuﬁ u2+u4:—u2—1<—1<0 VueR

2 2 5 2 "

da die Funktion —%u‘l —u?— % in u € {—1,1} ihr Maximum 0 und die Funktion —u? — % in u = 0 ihr

Maximum —3 annimmt. (5.7) gilt wegen

ML=3u?) =X=3M2 <\ YVueR
Damit erfiillt die Chafee-Infante-Gleichung unsere Generalvoraussetzung 5.1 mit k = %, ) = A,

as = 3,7 =4 und [ = \. Die Standardbeispiele (1.3) und (1.5) lassen sich dhnlich behandeln. Weitere
Beispiele zum Langzeitverhalten finden sich im Anhang A.7.b. O
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5.2. A-priori Beschranktheit und Lyapunov-Funktional

In diesem Abschnitt leiten wir sowohl fiir den kontinuierlichen Lésungsoperator S aus (2.54) als auch
fiir den Losungsoperator Sy, aus (3.22) des FE-diskretisierten Problems jeweils eine a-priori Schran-
ke her, aus der sich mit Satz 2.6(3) bzw. mit Satz 3.8(3) anschlieflend die zeitlich globale Existenz
von Losungen zu beliebigen Anfangsdaten ableiten lasst. Als Konsequenz daraus erhalten wir, dass
(S, Ry, H3(Q)) und (Sy,, R, V) semidynamische Systeme sind. Einige elementare Grundbegriffe zur
Theorie (semi-)dynamischer Systeme sind im Anhang A.6 zusammengetragen und werden als bekannt
vorausgesetzt.

5.2 Lemma. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Konstante C'(g) > 0, so dass
Flu) = / fw)dw < eu® + C(e) VucR (5.3)
0

gilt.
Beweis. Sei € > 0 beliebig aber fest. Wir beginnen zunéchst mit zwei Hilfsaussagen:

1. z.z.: Jup(e) > 0: f(u) < euVu = up(e). Die Generalvoraussetzung 5.1 liefert uns wegen (5.7)
flu) < g—aguwfl <1 Yu>k (5.4)
Setze ug(e) := max{L, x}, dann folgt fiir u > ug(e), dass u > £ und u > 1, also eu > 1 und daher
flu) < 1< eu Vu>=ug(e) (5.5)
2. z.z.: f(u) = euVu< —up(e). Aus der Generalvoraussetzung 5.1 erhalten wir wegen (5.7)

k()

flu) =~ — a2

= E—1—042(—11)“7_1 > -1 Yu<—k (5.6)
Uu ——
0

>
Aufgrund der Wahl von ug(e) gilt fiir u < —ug(e) = min{—1, —x}, dass u < —k und u < —1, also
eu < —1 und daher

(5.6)
flw) > =1 >2eu Yu< —up(e) (5.7)

3. Fur die im Lemma behauptete Abschétzung (5.3) unterscheiden wir drei Falle.
1.Fall: (u > up(2¢))

u up(2¢) u
/O F(w) dw = /0 F(w) dw + /u o )

N

( sup |f(ar)|> uo(2¢) eu” — cuo(22)°
T€[—uo(2¢),u0(2¢)] >0

=:C(¢e)
< eu? +C(e) Yu > up(2e)
2.Fall: (u < —up(2¢))

/Ouf(w) dw = — /UUO(ZE)f(w)dw [ f(w) dw

—u0(2€)
(5.7) ) )
< —eug(2e)” +eu” + sup |f(z)] | uo(2e)
‘—>/0—’ x€[—uo(2¢€),u0(2¢)]

=C(e)
< eu? +Ce) Yu < —ug(2e)
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3.Fall: (u € [—uo(2¢),u0(2¢)])

/uf(w)dw<< sup rf<:c>r)uo<2e>
0 z€[—up(2¢),u0(2¢)]

=C(e)
<eu® + Ce) YV —wup(2e) <u < up(2e)

Aufgrund der Stetigkeit von f gilt insbesondere C'(g) < oc. O

5.3 Satz (EXISTENZSATZ EINES LYAPUNOV-FUNKTIONALS FUR (S, Ry, H}(€))).
Sei S(e)e der Losungsoperator aus (2.54) des nichtlinearen AWP’s (2.20) und

L:H}(Q) — R mit L(u / —|Vu(z F(u(x))dz

Dann gilt:
(1): L ist stetig in H} ()
(2):Yug € HYQ) : L(S(t)ug) ist nichtwachsend in t
(3): L(u) > —C(e)|Q Yu € H(Q), wobei € = % und C(g) > 0 aus Lemma 5.2
(4): L{u) — oo fiir [jull1 — o0
(5): Falls fiir ug € H} (Q) der Losungsoperator S(t)ug fiir alle t € R definiert ist und

falls es ein T' € R gibt mit L(S(T)ug) = L(ug), dann gilt Aug = F(ug), d.h. ug
ist ein Gleichgewichtspunkt von (2.20).

Beweis. zu (1): Wir zeigen: £ ist Lipschitz-stetig auf B = {u € H} () | ||lull;n < R} VR > 0.
1 1
L) = [ SIVu@) - Futa) de = S| Vull — [ Fwds
02 2 Q

Zunéichst zeigen wir, dass u — || Vul|3, Lipschitz-stetig auf B, ist. Die Abschitzung folgt unmittelbar
aus der Beschranktheit von Bg

|Vullzz < ||lullgr < R Yu € By
und der umgekehrten Dreiecksungleichung. Seien u,v € A, dann gilt

IVullfe = [IVolIZ2] = [IVull Lz + [Voll 2] - [[Vull 2 = V0] 22|
< (IVullgz + IVollp2) - [V (u = 0)| 2
< 2R||lu —v||gn Vu,v € Br

Als néchstes zeigen wir, dass auch der zweite Summand Lipschitz-stetig in Bp ist. Die Aussage ergibt
sich aus der Holderschen Ungleichung A.43 (mit 1 = 3 + 1), (2.4) und F' = f

|/Q;f( dx—/ Flo(@)) de| = /Q(/O1 j’:’(su(az)Jr(ls)v(x))ds) - (u(x) — v(z)) da
= [ 1FGu+ -9 - )l ds

A43 1
< [ IFGu+ (= 5)o)lge -l = oll g2 ds
0

(2.4) r1
< [ ol -l ds
0

= C(R)|lu=vl> < C(R)|lu —v|g Yu,v € Bp
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Damit ist £ als Komposition in B Lipschitz-stetiger Funktionen auch Lipschitz-stetig in Bp fiir jedes
R > 0 und damit in H}(Q).

zu (2): Es geniigt zu zeigen, dass die zeitliche Ableitung %E(u(t)) fiir jede Losung u von (2.20)
mit Anfangswertfunktion ug € Bp nichtpositiv ist. Multiplizieren wir (2.20) mit u; und integrieren
anschliefend tiber €2, so erhalten wir aus der Kettenregel

Julle + 5 G IVul = [ fu@)nte)de = % [ Fuw)ds

Daraus folgt, dass £ nicht wachsend ist, denn

d d 1
SL(u(t)) = @/ﬁyvu(x)ﬁ ~ Flu(@))de = —Jug]?2 < 0 ¥t >0Vu € B

zu (3) und (4): Aus Lemma 5.2, der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 und der Norméaquivalenz
|o| 1 = C||e|| 1 erhalten wir

Lw) = [ 5IVu@) - Fu(w) ds

— Sl — [ Futw)do
s %mﬁﬂ —/Qz-:|u(x)|2+0(e) do
= Slul —ellull — CEI
(G- b - c

> (; _ sxl—l) CllulZ — CE)Q Yue HA(Q) (5.8)

Wihlen wir speziell e = 21 > 0, so erhalten wir fiir jede Funktion u € H{(2) die Abschitzung

L(u) > %||u||H1 — C(e)|Q] (wobei C = (A\7! 4+ 1)~ wegen Lemma A.12) und die Aussagen (3) und

(4) folgen.

zu (5): Da L(u(T")) = L(up) und £ nach Aussage (2) entlang von Trajektorien nichtwachsend ist, folgt
u(t) = up Vtel0,T]

und daher gilt u;(t) = 0. Daraus ergibt sich wegen (2.20)

(2.20)

0 = w(t) F(u(t)) — Au(t) = F(ugp) — Aug

womit ug ein Gleichgewichtspunkt von (2.20) ist. O
5.4 Satz. Sei R > 0 beliebig. Dann gilt:

(1):Vug € Br: S(t)up existiert zeitlich global, d.h. Tz (ug) = 00
(2): 3hog>0V0<h< hy ANVupg € BRNVy : Sp(t)upg existiert zeitlich global,
d.h. Taz(upg) = 00

Beweis. zu (1): Wir fithren den Beweis in drei Schritten durch, indem wir der Reihe nach beziig-
lich ||e||;2, |®|g1 und ||e]/ 51 jeweils eine a-priori Schranke bestimmen. Die globale Losbarkeit folgt
anschliefend direkt aus Satz 2.6(3).

1. Multiplizieren wir (2.20) mit v und integrieren anschlieBend {iber €2, so erhalten wir aus (5.7)

5.7)

1d . (
Jule + a2 [ fu@) u@)ds <[ 5= aalu()” de 5:9)

2 dt
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Mit der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 bekommen wir auf der linken Seite

A12
lullz: < ATHVullz: = Aulin = Mllulfe < |uffp (5.10)

Da a9 > 0 ist, erhalten wir auf der rechten Seite

//1—042|u(x)|7d33 = / kdr — / aslu(z)|V dr < /ﬁdx = k| (5.11)
Q Q Q Q

wobei [Qf := [, dx das Mafl von € ist. Insgesamt bekommen wir aus (5.9), (5.10) und (5.11) nach
Multiplikation mit 2 die Ungleichung

d ) , (100 ¢ ) , (59) (5.11)
e+ 2l < Glulfe+ 2y < 2 [ k-asu@)Pde < 260

Damit sind die Voraussetzungen des differentiellen Gronwall-Lemmas A.46 erfiillt und es gilt

t t ot
o0 < (@) elo 7+ [l = 2 ds
= lugls - e 4 [ M=) anjo ds
0

5 ot 62/\1(570 t
= lluollzz - e + 26|Q) - | ——

2\ 0
Q
_ HUOH%Z . e—2>\1t + ’i| ‘ . (1 o 6—2)\1t)
A1
k|
< JuollF + ll L vizo (5.12)

2. Aus einem Zwischenschritt in (5.8) mit g1 :=¢ = % erhalten wir

69 1
L) > Ll 0 (E) Q] Vue HY(Q) (5.13)

Desweiteren liefert uns Lemma 5.2 und die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12
1 2
Lw) = [ 5IVu@) - Fu() do
Q
1
< [ SIVu@P +1F (@) de
5.2 1 ) )
< /Q SIVu(@) 2 + eau(2)? + Clea) da
1
= §|U\12Hl + ealull72 + Cle2)[9]
A2 /1 . ) )
< (5 +eA) luBy + el Ve HY®) (5.14)

Speziell fir o = 1—1 bekommen wir daraus

Llu) < Zwﬁp e (E) Q] Vue HY(Q) (5.15)
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Fiir eine Losung u(t) € H}(Q) von (2.20) zu den Anfangsdaten ug € H} () gilt wegen Satz 5.3(2)
L(u(t)) < L(u(0)) Vt > 0. Daraus zusammen mit (5.13) und (5.15) erhalten wir

o "2 s (et (3)1m)
< (e o))

( 5 3 A
15 |uo\H1+2|sz|c( )

A
< 3lluoll% + 812IC ( 1) Yt > 0Yu € HL(Q) (5.16)

3. Aus (5.12) und (5.16) erhalten wir eine a-priori Schranke in H}(£2) bzgl. ||| 1

@7 = llu@®)l|7 + [u(t) |70
K| Q| )\1
<ol + —— N + 3|uo 71 + 8|2 C

A
—4Hu0||H1+|Q|< +80< 1))
::p2 V>0

zu (2): Wir fithren den Beweis wie oben in drei Schritten durch und leiten analog dazu a-priori
Schranken her. Die globale Losbarkeit folgt anschlieend direkt aus Satz 3.8(3).

1. Multiplizieren wir (3.14) mit uj, € V), und integrieren anschliefend {iber €2, so erhalten wir unter
Verwendung von (3.13), (5.7) und (5.11)

1d 3.13
5 llunls + funlin = (PuF ) )z 2 (Plun),w)e

(5.7) (5.11)
:/f(uh(:x))~uh(:c)dﬂc < /fc—agluh(:r)Wde‘ < Rl (5.17)
Q Q

Mit der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 bekommen wir auf der linken Seite

A2
lunllZ < Nt IVunlz = Nilunltn = Nallunlie < lualip

wobei Ay der kleinste Eigenwert der semidiskreten Helmholz-Gleichung aus Kapitel 3 ist. Aus der
elliptischen Eigenwerttheorie bedienen wir uns einer Abschétzung fiir die Eigenwerte der kontinu-
ierlichen und FE-diskretisierten Helmholtz-Gleichung (Satz A.57). Wir bendtigen aus Satz A.57
zunéchst nur die linke Ungleichung fiir j = 1 und erhalten daraus insbesondere ein hg > 0 mit

9 A.57 9
AMllunllze < Anillunllze < funlm VO <h < ho

Insgesamt haben wir daher

d A5T (5.17)
lunle + 20 lunlFe < Zllunlfe + 2unlin < 26l (5.18)

und erhalten aus dem differentiellen Gronwall-Lemmas A.46 vollkommen analog zu (5.12)

Q
lun I < llunoll? + ’1' Yt >0Y0<h<ho (5.19)
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2. Aus einem Zwischenschritt in (5.8) mit 3 :=¢ = % erhalten wir unter Verwendung der Poincaré-
Friedrichs-Ungleichung A.12 und der linken Ungleichung von Satz A.57 mit j =1 fiir 0 < h < hyg

(5.8) 1 A1 A
L) 3 glunliy = Sl — € () 9
Ald2 /1] )\1 A1

(53— 30 ) ks = (32) 1
AT /1 A A
2 (3= 3 - () 1ol

! A
= il —c<41> Q] Vup €V V0 < h < ho (5.20)

WV

Weiter erhalten wir aus einem Zwischenschritt in (5.14), der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12
und Satz A.57 fur h < hyg
(5.14) 1
Lun) < Glunlip +ealunliz + Clea)|

A2 /1 B
< (2 ey ) sl + el

A.57 1
< (2 +54/\1_1> lup|3 + C(e4)|Q Yup €V VO < h < hy

Speziell fiir e4 = ’\—1 bekommen wir daraus analog zu (5.15)
Llup) < yuhyHl e ( ) Q] Vup € Vy V0 < h < ho (5.21)

Fiir eine Losung uy,(t) € Vj, von (3.14) zu den Anfangsdaten upg € Vj gilt wegen V), C Hi ()
und Satz 5.3(2) L(up(t)) < L(up(0)) VE > 0. Daraus zusammen mit (5.20) und (5.21) erhalten wir
analog zu (5.16)

A
|uh(t)|12ql < 3HU}L0H12L11 + 8’Q|C (41) Vi > 0 Vuho S Vh YO<h < ho (5.22)

3. Der letzte Teil lasst sich wegen (5.19) und (5.22) iibernehmen.
A
lun(®) 2 < Hllunolln + 1€ < + 80( 1)) — V2 0V0 < h < ho

|

5.5 Korollar (EXISTENZSATZ EINES LYAPUNOV-FUNKTIONALS FUR (Si, R4, V4i)).
Sei Sp(e)e der Losungsoperator aus (3.22) des nichtlinearen AWP’s (3.14) fiir 0 < h < hg mit hy aus
Satz 5.4(2) und

LiHNQ) S Vy— R mit Llup) = /Q;|Vuh(x)\2 — Flun(x)) do
Dann gilt:
(1): L ist stetig in V,
(2): Y upo € Vi, o L(Sh(t)uno) ist nichtwachsend in t
(3): L(up) = —C(e)|Q Vup € Vy, wobei € = % und C(e) > 0 aus Lemma 5.2

(4): L(up) — oo fiir ||lup||gn — o0

(5): Falls fiir upg € Vy, der Losungsoperator Sy (t)upg fiir alle t € R definiert ist und
falls es ein T' € R gibt mit L(Sp(T)upg) = L(upno), dann gilt Apupg = PrF (upg), d.h. upg
ist ein Gleichgewichtspunkt von (3.14).
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Beweis. zu (1): Folgt aus Satz 5.3(1) und V,, C H}(Q2) (siehe: Lemma 3.1(2)).
zu (2): Analog zu Satz 5.3(2). Man verwende zusétzlich (3.13), genauer

(PuF (un), (un))pz =7 (F(un), (un))ze Yun € Vi

zu (8) und (4): Folgt direkt aus (5.20).
zu (5): Analog zu Satz 5.3(5). O

Nachdem wir jetzt wissen, dass die Losungsoperatoren S (bzw. Sj,) zu beliebigen Anfangswertfunk-
tionen up € H} () (bzw. upg € Vi, mit 0 < h < hyg) zeitlich global existieren, beschéftigen wir uns im
verbleibenden Teil des Abschnitts mit dem Nachweis, dass (S, Ry, H}(Q)) und (Sp, Ry, V) fiir jedes
0 < h < hg semidynamische Systeme sind.

5.6 Lemma (STETIGE ABHANGIGKEIT DER ANFANGSDATEN). (1): Fiir jeden Radi-
us R > 0 gibt es eine positive, monoton wachsende und nach unten beschrdnkte Funktion C7 =
Ci(e; R) : R, — Ry mit t — C(t), so dass die Abschétzung

HS(t)uo — S(t)’U(]”Hl < Cl(t) . ||u0 — ’U(]”Hl Vug,vg € BVt 6]0, OO[ (5.23)
gilt.
(2): Fiir jeden Radius R > 0 gibt es ein hy > 0 und eine positive, monoton wachsende und nach unten
beschrinkte Funktion Cy = Cy(e; R) : R% — Ry mit t — C(t), so dass die Abschéitzung

HS}L(t)uho — Sh(t)’vhoHHl < Cl(t) . ||uh0 — UhOHHl Vuho,vho S (BR N Vh) Vi E]O, OO[ Yh 6]0, ho]

gilt.

Beweis. zu (1): Seien R > 0 und ug, v9p € Bp allesamt beliebig. Aus (2.3), (2.24) und (2.33) erhalten
wir

1S (#)uo — S(t)vol|

(2.24) t
< B w0 = o)l + [ 1B = ) (Pu(s) = P(o(s)) | ds
(2.33) t )

< Clua—voll +C [ (4= 5)F- [F(u(s) = F(o(s))]12ds
(2.3

) t
< Cllug — vol| gn + C(R) / (t — 3)_% IS(s)uo — S(s)vol| g1 ds ¥Vt €]0, 00[
0

Das verallgemeinerte Gronwall-Lemma A .48 liefert uns fiir jedes N € N eine positive und in N monoton
wachsende Konstante C'(N) = C(N, R) > 0, so dass die Ungleichung

[S()uo = S(t)vollgr < C(N) - [luo — vollgr Yt €]0, N]
gilt. Setzen wir

Ci:Ry — Ry mit t+—— Ci(t) := C(Jt]) = C(N) fir N-1<t< Nund N €N
so ist C] positiv, monoton wachsend und geniigt der Ungleichung

|S(t)uo — S(t)vollgr < Ci(t) - ||luo — voll gt YV up,vo € Br ¥t €]0,00]

zu (2): Seien R > 0, 0 < h < hg und upg, vpo € (Br N Vy,) allesamt beliebig. Aus (2.3), (3.15), (3.19)
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und (3.20) erhalten wir

1S (t)uno — Sh(t)vnol|
(3.15) t
< 1ER(®#)(uno — vro)lar + /O [ En(t — 8)(Pr(F (un(s)) — F(vn(s))) |l g ds

[NIES

(3.19) t
< Clluno = vnollm + C/O (t—s)"2 - [|[Ph(F(un(s)) — F(vn(s)))ll 2 ds

(3.20) t L
< Clluwn = vnollin +C [ (=) |F(un(s)) = Fen()]2 ds

(2.3) ¢
< Cllupg — vpoll g + C(R) - /0 (t — s)*% ||Sk(s)uno — Sh(s)vnoll g1 ds Vit €]0, 00[

Jetzt konnen wir das Gronwall-Lemma A.48 anwenden und den Rest analog wie im Beweis von (1)
folgern. O

5.7 Satz. (1): Der Lésungsoperator
S(e)e : Ry x H}(Q) — H(Q)
aus (2.54) des nichtlinearen Operator AWP’s (2.20) bildet ein semidynamisches System (S, R, H}(Q2))

auf H} ().
(2): Der Lésungsoperator

Sh(O)O : R+ X Vh — Vh
aus (3.22) des semidiskreten nichtlinearen Operator AWP’s (3.14) bildet fiir jedes 0 < h < hg ein

semidiskretes semidynamisches System (Sp, Ry, V) auf Vy,.

Beweis. zu (1):

1. z.z.: Stetigkeit. Betrachten wir die Integraldarstellung (2.24), so ist Stetigkeit beziiglich ¢ sicherlich
erfillt, da es sich hierbei um eine Komposition in ¢ stetiger Funktionen handelt. Die Stetigkeit
beziiglich der Anfangsdaten uy wurde in Lemma 5.6(1) gezeigt.

2. z.z.: Anfangswerteigenschaft. Sei ug € H}(Q) beliebig, dann folgt aus (2.24) und der Anfangswer-
teigenschaft von E

S0)uo “Z" E(0)uo + /O OE(O— $)F(u(s))ds = E(0)uy = ug

3. z.z.: Kozykluseigenschaft. Seien t1,t2 € Ry und ug € H¢ () beliebig. Aus (2.24), der Kozyklusei-
genschaft und der Linearitdt von E erhalten wir

(2.24) tittz
St + to)uo 2" Bty + ta)uo + / Bt + ta — s)F(u(s)) ds
0

t1+to
=E(t1)(E(t2)up) + /0 E(t1)(E(ty — s)F(u(s))) ds

— B(t1)(E(t2)uo) + OtQ E(t)(E(ts — 5)F(u(s))) ds + /:HQ E(t)(E(ts — s)F(u(s))) ds

— E(t1)(E(ta)uo) + E(t1)( /0 " Bty — $)F(u(s)) ds) + /t :1+t2 E(t)(E(ts — s)F(u(s))) ds
to

=E(t1)(E(t2)ug + ; E(ta — s)F(u(s))ds) + 0t1 E(t1 — s)F(u(s)) ds

to

=S5(t1)(E(t2)uo + ; E(ta — s)F(u(s))ds) = S(t1)(S(t2)uo)
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zu (2): Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von (1). 0

Nachdem wir in diesem Abschnitt festgestellt haben, dass die Losungsoperatoren S (bzw. Sy,) fiir
jede Anfangswertfunktion ug € Hg(Q) (bzw. upg € Vi, mit 0 < h < hyg) zeitlich global existieren,
sowie dass (S,Ry, H}(Q)) (bzw. (Sh, R4, Vp) mit 0 < h < hg) semidynamische Systeme sind und
L € C(HQ),R) (bzw. L € C(V,R)) ein Lyapunov-Funktional fiir das semidynamische System
(S, Ry, H3(Q)) (bzw. (Sp, Ry, V) mit 0 < h < hg) ist, werden wir uns im kommenden Abschnitt den
absorbierenden Mengen dieser Systeme widmen.

5.3. Absorbierende Menge

Um das Langzeitverhalten semilinearer parabolischer Anfangs-Randwertprobleme genauer zu untersu-
chen, werden wir in diesem Abschnitt zeigen, dass sowohl das kontinuierliche semidynamische System
(S,Ry, H}(Q)) als auch das FE-diskretisierte semidynamische System (Sj,, R, V}) eine gleichmiBig
(uniform in h) absorbierende Menge in den Riumen L?(2) und H}(2) besitzt, was uns im nichsten
Abschnitt den Grundbaustein fiir die dissipativen semidynamischen Systeme liefert.

5.8 Satz (EXISTENZSATZ EINER ABSORBIERENDEN MENGE IN L?). Seien R > 0,

1
2K[Q)\ 2
Bus oy ol o = {10 € HA(@) | lluollpz < R}, Ro i= (Al ) >0,

to = to(R) = =1 (2 Gy om0+ LR = 01 ATY > 0
L Vi WO T A 2"~ !

wobei k > 0 aus (5.7) und A\; > 0 der kleinste Eigenwert der Helmholtz-Gleichung sind. Dann gelten
die folgenden Aussagen:
(1): B jlefl 2.k = {u € H}(Q) | ||ull2 < Ro} ist eine gleichméBig absorbierende
Menge von (S, R, H}(Q)) in L*(2), d.h. es gilt
||S(t)UOHL2 < R() Vi > to VUO S BH(%(Q)vll'HL%R
(2): Bri@) el 2.k NV Vi = {un € Vi | ||lun|lr2 < Ro} ist eine gleichméfig (uniform in h)
absorbierende Menge von (S, R, V},) in L*(Q) fiir jedes 0 < h < hg, d.h. es gilt
Fho > 0: ||Sh(t)unollrz < Ro Vit =toVup € BH(%(Q)’H'HL%R NV, V0 < h < hy

t+1
(3): a) /t S(s)uol3 ds < Co V't > to Vo € Bys(ay ola.n

t+1
b) / \Sh(s)uhoﬁp ds < Cy Vit=ty VuhoeBHé(Q) Rﬂvh VO< h<hg
t

7H.”L27

2

Beweis. zu (1): Wéhle tg = to(R) := ﬁ -In (%), so gilt mithilfe von (5.12) fiir alle t > tg

(5.12) 0
e A iy
<1V20
KO KIQ 26[Q ,

<R = = R} Vt>tyVug€B 5.24

>\1R2+ A A 0 0 Vup R (5.24)

Durch Wurzelziehen erhalten wir die behauptete Ungleichung und wir folgern direkt

SO)Bur()fol,2.8 S Bui@) oll,2.80 V=10
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zu (2): Wegen (5.18) erhalten wir aus dem differentiellen Gronwall-Lemma A .46 wie in (5.12)

_ K|Q| _
lun(@®)172 < lunollzz - e 2 + BV (1— €M) Vi >0Vun € By f,2.8 N Vi
VO< h<hg

Mit der obigen Wahl von ¢ gilt analog zu (5.24) [lup(t)(|2, < 2’;‘?' =: Ry fir jedes t > tg, upo €
By fje]l 2,8 N Vi und fiir jedes 0 < h < hg. Dies liefert uns direkt

SO By, foll 2. OV Vr) © (Bry@) ol z,m0 1Ve) V210 V0 <h < ho
zu (8): Mit (5.9) und (5.11) bekommen wir

1d

S uls + i < w0 (5.25)

Integrieren wir nun beide Seiten der Ungleichung (5.25) von ¢ bis ¢ + 1 fiir ¢ > tg, so bekommen wir

1 9 ) t+1 ) t+1
> (ltt + D13 — Ju@)]22) +/t lu(s) 2 ds < /t KQds = Q| (5.26)

Bringen wir jetzt den Klammerausdruck in (5.26) auf die rechte Seite, so folgt
o 2 1 2 1 2 1 2
[ 1 ds < wl] = Shute + Dl + 5 luBe < wl2] + 3o

Mit (5.24) bekommen wir insgesamt

t+1 ) 1 , (5:24) 1, .
/t uls) B ds < K190+ Slu®F: < RI0|+ SRE = MQUU+AT) = Co Vi 1o

Analog erhalten wir aus (5.17) und (5.18)

t+1
/t |Sh(S)Uh0‘%{1 ds < C() Vt 2 to VU}LO S BH(%(Q)7||'HL27R N Vh VO < h < ho
|
Damit kénnen wir jetzt eine gleichmiilig (uniform in h) absorbierende Menge im Raum Hg(S2)
bestimmen ([27] Prop.11.3).
5.9 Satz (EXISTENZ EINER ABSORBIERENDEN MENGE IN H&) Seien R > 0,
By, fe|,.7 = {0 € Hy(Q) | Juol g < R},

Ry = ((21+1)Co)2 = (s|Q(20+1)(1+ A7)z >0,

1 A\ R?
t1 =t =t 1= —1 —_ 1
1= h(R) =t + Ny ( K| > +

wobei k > 0 aus (5.7), Il > 0 aus (5.7), Cp > 0 aus Satz 5.8 und A\; > 0 der kleinste Eigenwert der
Helmholtz-Gleichung sind. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(1): B, jol,1. 1 = {u € H}(Q) | |u|g: < R1} ist eine gleichméBig absorbierende
Menge von (S, R, H}(Q)) in H}(Q), d.h. es gilt

|S(t)u0|H1 < R Vit Vug € BH&(Q)J'\HLR

(2): Bra(ay,jol 1.2 NV = {un € Vi | [unlm < Ri} ist eine gleichméfig (uniform in h)

absorbierende Menge von (S, R, V},) in H}(Q) fiir jedes 0 < h < hg, d.h. es gilt

Fho>0: |Sp(t)upolgr < R Vit =t Yup € BH&(Q)J'\Hl,R NV, V0 < h < hg
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Beweis. zu (1): Multiplizieren wir (2.20) mit Au und integrieren anschlieend tiber €2, so bekommen
wir mit (3.1) und (5.7)

1d

2dt| |H1 < 2dt|U|H1 + ”AUHL2 = (Vug, Vu) 2 + (Au, Au) 2

3.1 3.1
(:)(ut,Au)Lz 4 (Au, Au) e = (F(u), Au)pe 2 (V(F(w)), Va) 2
(5.7
/v V() da _/f Vu(z) - Vu(z)de < Uul?, (5.27)
(5.7)
<l

Unsere Berechnungen sind in der Tat gerechtfertigt, denn wegen u(t) € H*(Q) N HI(Q) und wu(t) €
HY(Q) fiir t > 0 (nach Regularititssatz 2.7(1)) gilt (Vug, Vu)r2 = (ug, Au) 2 (siehe [27] Cor.7.3 und
11.1.2). Multiplizieren wir nun beide Seiten der Gleichung (5.27) mit 2 und integrieren anschlieflend
beide Seiten von s bis ¢ mit s € [t,t + 1[, so erhalten wir auf der linken Seite

t+1 g ) ) )
| i ds = ult+ Dl — ()
und auf der rechten Seite

t+1
/ ou(z)2: dz = zz/ D2 dz

Somit haben wir insgesamt nach Addition von |u(s)|3,

lu(t 4+ 1)1 < 25/ 2 dz + |u(s) |3 (5.28)

Integrieren wir die Ungleichung (5.28) bzgl. s von ¢ nach ¢+ 1, so erhalten wir auf der linken Seite wegen
der Integration nach s nichts Neues. Auf der rechten Seite hingegen bekommen wir wegen s € [t, ¢+ 1]

t+1 t+1
/ (25/ u(2) 2 dz + \u(s)@{l) ds
t+1 t+1 t+ 1
—21/ (/ ()2 dz) ds + / (5) % ds
t+1 t+1 t+1
<u [ ([ e dz) ds + [ )l ds
t t t
t+1 t+1 t+1
=2 [ () d- ( / d5> [ ) ds
t t t

—(20+1) /t (o) 2 ds (5.29)

Insgesamt erhalten wir aus (5.29) und Satz 5.8(3)a)

=

(5.29) t+1 5.8
lw(t+ 1) < 20+ 1)/ lu(s)3nds < (20+1)Co = w|Q2L+ 1)1+ MY Vi=tg
t

und setzen daher

1 A\ R?
RY:= 20+ DKQ1+AY) und t=t(R) :=to(R)+1=——In| | +1
20\ K9

Hieraus kénnen wir direkt folgern, dass

SE)Bui() el ;1.8 € Bri@) ol VEZ 1



82 5. Das Langzeitverhalten

zu (2): Multiplizieren wir (3.14) mit Apuy, € V;, und integrieren anschlieflend iiber 2, so erhalten wir
aus (3.9), (3.13) und (5.7)

1d 3.9
5&’%!?{1 < al(un)e, un) + [|[Apun||72 2 ((un)t, Apun) 2 + (Apun, Apup) 2
3.13 3.9
=(PpF(up), Apup)r2 LY (F(up), Apup) 2 (19 a(F(up),up) = /QVF(Uh(SU))'VUh(x) dx
(5.7)
- /Q £ (un(x)) Vup(2) - Vun(a)dz < lunl2 (5.30)
l

(5.7)
<

Damit haben wir (5.27) fiir den semidiskreten Fall gezeigt und koénnen den Rest vom Beweis der
Aussage (1) iibernehmen. Insgesamt erhalten wir aus Satz 5.8(3)b) anstelle von Satz 5.8(3)a)

lun ()3 < (21+1)Co = k|Q2L+1)(1+ A1) = Ry Vit
Hieraus konnen wir direkt folgern, dass
Sh(t)(BHol(Q),|o|H1,R NV, C (BHol(Q)J'\HlaRl NVy) Yi=>tVO<h<h

a

Wegen der Norméquivalenz von |.|g1 und ||.||g1 ist es zu erwarten, dass sich die Aussagen des
vorherigen Satzes 5.9 direkt auf die H'-Vollnorm iibertragen lassen.

5.10 Korollar (EXISTENZ EINER ABSORBIERENDEN MENGE IN H}). Seien R > 0,
Br = By jol,;1,r = 0 € Hy () | [Juollsn < R},
Ry = (R2+ RY)7 = (k[QBAT  + 201+ A7Y) + 1))z > 0,

1 A\ R?
to = to(R) == t; = —In| = | +1
2 = 12(R) 1 2)\1n<n|§2\>+

wobei k > 0 aus (5.7), [ > 0 aus (5.7), Ry > 0 aus Satz 5.8, Ry > 0 aus Satz 5.9 und A\ > 0 der
kleinste Eigenwert der Helmholtz-Gleichung sind. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1): Br, = {u € H}(Q) | |lull g2 < R2} ist eine gleichméBig absorbierende Menge von
(S,R,, H(Q)) in HY(Q), d.h. es gilt
|S(t)uollgn < R2 Vit =t Vug € Bg
(2): Br, NV, = {up € Vi | |Jup|| g1 < Ra} ist eine gleichméflig (uniform in h) absorbierende
Menge von (Sy, Ry, V) in HY(Q) fiir jedes 0 < h < hg, d.h. es gilt
Tho > 0 ||Sp(tunollzr < Re Vit >ty Yupo € BRNVa V0 < h < ho

Beweis. zu (1): Aus Satz 5.8(1)a) und Satz 5.9(1)a) folgt

@l = (l@Is + @) < (B + R = Ry Vi>t2Vuo € B
und daraus direkt
S(t)Br C Bp, Yt>t
zu (2): Aus Satz 5.8(2)a) und Satz 5.9(2)a) folgt vollkommen analog
Sh(t)(BRNVy) C (Br, NVi) Vi1 Y0 < h < ho
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5.4. Dissipativitat und Existenz eines globalen Attraktors

In diesem Abschnitt weisen wir die Existenz globaler Attraktoren fiir die semidynamischen Syste-
me der kontinuierlichen (bzw. der FE-diskretisierten) Reaktions-Diffusions-Gleichung (S, R, H}(Q2))
(bzw. (Sh, R4, Vy) fir jedes 0 < h < hg) nach. Dazu sehen wir zunéchst, dass unsere Systeme einer
speziellen Klasse dynamischer Systeme angehoren, und zwar den sogenannten dissipativen Systemen
(lat.: dissipatio = Zerstreuung, Auseinanderfallen). Diese Systeme besitzen in endlich-dimensionalen
Phasenrdumen die schone Eigenschaft, dass sie einen globalen Attraktor aufweisen. In unendlich-
dimensionalen Rdumen verlangt dieses Resultat dariiber hinaus eine zusétzliche Regularitit des Sys-
tems, die uns wiederum eine gewisse relative Kompaktheit liefert. Die Charakterisierung dieses Attrak-
tors erfolgt hierbei iiber die w-Limes-Menge, die zugleich die asymptotische Dynamik des zugrunde
liegenden Systems in groben Ziigen beschreibt. Wir verweisen auch fiir diesen Abschnitt auf den An-
hang A.6.

5.11 Korollar. (1): Das semidynamische System (S, R, H}(2)) ist dissipativ mit beschrinkter, of-
fener und gleichméfBig absorbierender Menge

B, = {ue Hy(Q) | lull < p}

fiir jedes p > Rs mit Ry aus Korollar 5.10
(2): Die semidynamischen Systeme (Sp,, R, V) sind fiir jedes 0 < h < hg dissipativ mit beschréankter,
offener und gleichméBig (uniform in h) absorbierender Menge

B,NVy = {ue Hy(Q) | [ullm < p} NV

fiir jedes p > Rs mit Re und hg aus Korollar 5.10.

Beweis. Die Aussagen folgen unmittelbar aus Korollar 5.10. O

Als nichstes zeigen wir, dass die beiden semidynamischen Systeme (S, R, HE(Q2)) und (S, Ry, Vy)
fur jedes 0 < h < hg einen globalen Attraktor besitzen. Fiir den Nachweis dieser Aussage beziehen wir
uns auf den Satz A.67 aus dem Anhang A.6.c. Um den Satz jedoch ordnungsgemaﬁ anwenden zu diirfen,

miissen wir vorab nachweisen, dass die gleichméfig absorbierenden Mengen B und B pVp mit p > Ro
aus Korollar 5.10 die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillen. Bei endlich- d1mens1onalen Réaumen ist
der Nachweis der Forderungen problemlos durchfiithrbar. In unendlich-dimensionalen Rdumen entste-
hen hierbei allerdings in der Regel Probleme beim Nachweis der geforderten relativen Kompaktheit

von Uy, S (t)é p- Genauer erfiillt eine absorbierende Menge in unendlich-dimensionalen Réumen eine
solche Eigenschaft nicht notwendigerweise. Unter zusétzlichen glattenden Eigenschaften, die wiederum
Kompaktheit mit sich bringen, lasst sich diese Eigenschaft aber auch fiir unendlich-dimensionale Réu-
me zeigen. Genauer erhalten wir Dank unseres Regularitétssatzes 2.7 das folgende Existenzresultat
fur globale Attraktoren.

5.12 Satz (EXISTENZSATZ EINES GLOBALEN ATTRAKTORS). (1): Das dissipative se-
midynamische System (S, R, H}(2)) mit offener und gleichméBig absorbierender Menge ép C HH(Q),
wobei p > Ra, besitzt den globalen Attraktor A = w(ép) C H}(Q). Weiter zieht dieser Attraktor A
die Menge 103 p gleichméfBig an und besitzt die Darstellung

A = w(B,) = (SH)B
>0

(2): Das dissipative semidynamische System (Sp, Ry, Vy,) mit offener und gleichméfig (uniform in h)
absorbierender Menge B,NVy, C Vy,, wobei p > Ry, besitzt fiir jedes 0 < h < hg den globalen Attraktor
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Ap = w(B,NVy) C V. Weiter zieht dieser Attraktor Ay, die Menge B, N V), gleichméaflig (uniform in
h) an und besitzt die Darstellung

Ay = w(B,N V) = () Sn(t) (B,NVi) W0 <h<hy
t=0

Beweis. Wir zeigen in 1. bis 3. jeweils die Voraussetzungen von Satz A.67, der uns die Existenz und
die angegebene Darstellung des Attraktors A (bzw. Ay fiir 0 < h < hyg) liefert. Der Nachweis fiir die
Globalitéit der Attraktoren erfolgt in 4.

zu (1):

1. Die Menge B, ist per Definition nichtleer, offen und beschrankt. Damit ist insbesondere der Ab-
schluss B, nichtleer und beschrankt.

2. Nach Korollar 5.11(1) ist B » eine offene und gleichméBig absorbierende Menge von (S, Ry, H}(12)),
die speziell ihren Abschluss B, gleichméBig absorbiert, d.h.

1 A °
dtp := tQ(p) 2/\11 ( Tg‘> +1: S(t)Bp C Bp Vit >t (5.31)

3. Es bleibt die relative Kompaktheit zu beweisen, die wir mit dem Sobolevschen Einbettungssatz

A.16(2) zeigen werden. Wegen (5.31) gilt S(t)B, C B, Vt > ty. Dies zeigt gerade die Beschranktheit
in Hi(Q)

HS(t)uOHHl <p Vt=ty VUOGBP

Die gleichméBige Absorption von B, liefert uns S(nto)ug € B, Vn € N Vug € B),. Dies zusammen
mit der Regularititsaussage (2.39) mit s = 2 ergibt

(2.39) o
HS(t)uOHHz < C(p, 2t0) Vit e [t0,2t0] Vug € Bp

(2.39) o
HS(t + nto)uOHHz = HS(t) S(ntO)UOHHQ < C(p, 2t0) Vit e [t0,2t0] Vn e NVugy € Bp

o

€B,

und somit die Beschrinktheit in H2(Q)
”S(t)uO||H2 < C(p, Qto) Vit e [nto, (n + 1)t0] Vn € NVug € Bp

Damit ist die Menge Uy, S (t)ép beschrinkt in H2(Q) N H} (). Nach dem Sobolevschen Ein-
bettungssatz A.16(2) (mit mi; = p1 = ps = 2, mg = 1, d = 1,2,3) ist H*(Q) C H*(Q) kompakt
eingebettet. Damit ist insbesondere die Einbettung H?(2) N HL(Q) C HY(Q) N HI(Q) = HL(Q)

kompakt. Da (J;s, S(t) B, in H*(Q) N Hg () beschréinkt ist, folgt daraus, dass (J;, S(t) B, relativ
kompakt in H}(€) ist.
4. Sei E C H{(Q) eine beliebige beschriinkte Menge. Da B, die Menge E gleichméfig absorbiert

(Korollar 5.10(1)) und A als Attraktor die Menge B o, gleichméBig anzieht, folgt, dass A auch die
Menge E gleichméflig anzieht.

zu (2):
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[¢]
1. Die Menge B, NV}, ist per Definition nichtleer, offen und beschrankt. Damit ist insbesondere der

Abschluss B, NV}, nichtleer und beschrénkt.

2. Nach Korollar 5.11(2) ist B, NV}, eine offene und gleichméfig (uniform in h) absorbierende Menge

von (Sp, R4, V) fir 0 < h < hg, die speziell ihren Abschluss B p NV gleichméBig (uniform in h)
absorbiert, d.h.
1 A1p?

Eit() = tQ(p):TAlln (,M) +1 Sh(t)épth C épth Vt>t0 V0<h<h0 (532)

3. Es bleibt die relative Kompaktheit zu zeigen. Da der Abschluss von U, Sk(t)B,NV}, wegen (5.32)
beschrankt und abgeschlossen in dem endlich dimensionalen Raum V}, ist, ist der Abschluss dieser

Menge nach Heine-Borel kompakt in Vj, und die Menge U;>;, Sk (t)B, NV} daher relativ kompakt
in V.

4. Sei E C H}(Q), also ENV, C V), fiir 0 < h < hg, eine beliebige beschrinkte Menge. Da B,NV,
die Menge E NV}, gleichméBig (uniform in h) absorbiert (Korollar 5.10(2)) und Ay, als Attraktor

die Menge é p NV, gleichméafBig (uniform in h) anzieht, folgt, dass Aj; auch die Menge £ NV,
gleichméfig (uniform in h) anzieht.

|

5.13 Bemerkung. i) Man beachte, dass der kontinuierliche globale Attraktor A genau dann zusam-
menhéngend ist, wenn der zugrunde liegende Funktionenraum zusammenhéangend ist (Satz A.68, [27]
Theo.10.5). Da H}(2) als R-Vektorraum mit geeigneter Topologie trivialerweise zusammenhéngend
ist, ldsst sich folgern, dass der globale Attraktor A aus Satz 5.12(1) des semidynamischen Systems
(S, Ry, H}(Q)) zusammenhéngend ist. Ebenso ist der globale FE-Attraktor Aj, aus Satz 5.12(2) des
semidynamischen Systems (Sp, Ry, V) fiir 0 < h < hg mit hg geméB Satz 5.4(2) zusammenhéngend.
ii) Unter der Betrachtung des semidynamischen Systems (S,R., L*(Q)), Lisst sich wie in den vor-
angegangenen Kapiteln und Abschnitten auch ein zusammenhédngender globaler Attraktor im Raum
L?() finden ([27] Chap.11.1). Spezielle Regularititsanalysen dieses Attraktors liefern, dass er sowohl
im Raum L*®(Q) als auch im Raum H?(Q)) beschrankt ist ([27] Chap.11.2). Falls Q ein beschréinktes
Gebiet mit C*°-Rand und f € C*°(R,R) ist, so ist der Attraktor A in diesem Fall eine beschrankte
Teilmenge von H*(Q) fiir jedes k > 0 und es gilt insbesondere u € C>(Q), insofern u € A ([27]
Chap.11.2.3). Desweiteren lésst sich zeigen, dass im Inneren des Attraktors eine sogenannte Injektivi-
tatseigenschaft - auch Riickwérts-Eindeutigkeitseigenschaft genannt - erfiillt ist ([27] Chap.11.3).

5.5. Struktur des globalen Attraktors

Die Existenz des Lyapunov-Funktionals £ : H}(Q) — R (bzw. £ : V}, — R) fiir das semidynamische
System (S, R, H}(Q)) (bzw. (Sp, Ry, V), die in Satz 5.3 (bzw. in Korollar 5.5) gezeigt wurde, liefert
uns einige Informationen zur Struktur des globalen Attraktors, mit der sich die asymptotische Dyna-
mik dieser Systems nahezu vollstdndig erfassen ldsst. Genauer ist der globale Attraktor A (bzw. Ap)
der Reaktions-Diffusions-Gleichung gerade die instabile Mannigfaltigkeit aller Gleichgewichtspunkte
von (S, Ry, H}(Q)) (bzw. (Sh, R4, V)). Falls die Menge der Gleichgewichtspunkte zudem diskret ist,
so besteht der globale Attraktor ausschliellich aus allen heteroklinen Orbits des jeweiligen Systems.
In diesem Fall lasst sich der globale Attraktor und die asymptotische Dynamik des Systems vollstéan-
dig charakterisieren, indem wir auflisten, welche Gleichgewichtspunkte durch die heteroklinen Orbits
miteinander verbunden sind. Wir fassen diese Resultate im folgenden Korollar zusammen.
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5.14 Korollar (STRUKTURSATZ DES GLOBALEN ATTRAKTORS). (1): Der globale kon-
tinuierliche Attraktor A des semidynamischen Systems (S, R, , H}(Q)) besitzt die Darstellung

A = WYG)
wobei G die Menge der Gleichgewichtspunkte von (2.20) ist. Falls G zusétzlich diskret ist, so gilt

A=Ww"G) = [ W=

zeG

und

A= ANW*@G) = An | W (@)

zelG

(2): Der globale FE-Attraktor A, des FE-diskretisierten semidynamischen Systems (Sp, R4, Vy,) besitzt
fiir 0 < h < hg mit hy aus Satz 5.4(2) die Darstellung

Ap = WGy,
wobei Gy, die Menge der Gleichgewichtspunkte von (3.14) ist. Falls Gy, zusétzlich diskret ist, so gilt

Ap = Wu(Gh> = U Wu(fh)

zreGy

und

A = AhﬂWS(Gh) =AnN U WS(T}L)

ThLeGy

Beweis. zu (1): Da £ € C(H(Q),R) und damit insbesondere £|4 nach Satz 5.3 ein Lyapunov-
Funktional fiir das semidynamische System (S, R, H}(Q)) ist, folgt die Aussage direkt aus dem Struk-
tursatz A.75.

zu (2): Da L € C(Vy,R) und damit insbesondere L] 4, nach Korollar 5.5 ein Lyapunov-Funktional fiir
das semidynamische System (Sp,, R, V) ist, folgt die Aussage direkt aus dem Struktursatz A.75. O

5.15 Bemerkung. Im nédchsten Kapitel werden wir speziell fiir die eindimensionale Chafee-Infante-
Gleichung (1.4) ein Lyapunov-Funktional bestimmen ([23], [27] Prop.11.13, [32] Exa.2.16) und zeigen,
dass die Menge der Gleichgewichtspunkte sowohl im Kontinuierlichen als auch unter FE-Diskretisierung
diskret ist. Mit den Darstellungen der globalen Attraktoren aus Korollar 5.14 erhalten wir eine exakte
Vorstellung vom Aussehen des jeweiligen globalen Attraktors der eindimensionalen Chafee-Infante-
Gleichung (1.4).

5.6. Oberhalbstetigkeit des globalen Attraktors

In diesem Abschnitt werden wir die Oberhalbstetigkeit des Attraktors unter der FE-Diskretisierung
zeigen ([32] Theo.7.9). Dabei handelt es sich um eine Konvergenzaussage, die besagt, dass die FE-
diskretisierten Attraktoren A; mit 0 < h < hg fiir h — 0 gegen eine Menge konvergieren, die im
kontinuierlichen Attraktor A enthalten ist. Hinsichtlich dieser Angelegenheit rufen wir uns nochmals
die Bedingungen ins Gedéchtnis zuriick, unter denen wir dieses Hauptresultat zeigen werden. Es seien
die Generalvoraussetzungen 2.1 und 5.1 erfiillt. Desweiteren sei {7} eine uniforme Familie regulérer
Triangulierungen von 2. Unter der Voraussetzung 2.1 haben wir in Kapitel 2 gezeigt, dass sich die
Reaktions-Diffusions-Gleichung (1.1) &quivalent in das Operator-AWP (2.20) umformen lésst, deren
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Losung gerade die eindeutige Losung der Integraldarstellung (2.24) ist. Den zugehorigen Losungsope-
rator haben wir in (2.54) mit S bezeichnet. In Kapitel 3 haben wir unter den zusétzlich geforderten Ei-
genschaften der Triangulierungen den Zustandsraum H}(2) mittels der FEM diskretisiert und daraus
das rdumlich diskretisierte AWP (3.14) hergeleitet, deren Losung auch an dieser Stelle die eindeutige
Losung der Integraldarstellung (3.15) ist. Den zugehorigen réaumlich diskretisierten Losungsoperator
haben wir in (3.22) mit S, bezeichnet. Weiter haben wir im Konvergenzsatz 3.15 gezeigt, dass die
FE-diskretisierten Losungen Sy, fiir b — 0 in der H'-Norm gegen die kontinuierliche Losung S konver-
giert, insofern man die Approximation der Anfangsdaten entsprechend der Bemerkung 3.16i) wéhlt.
Unter der zuséatzlichen Generalvoraussetzung 5.1 konnten wir in Kapitel 5 zeigen, dass die Losungen
der Losungsoperatoren S bzw. S, mit 0 < h < hg fiir beliebige Anfangsdaten ug € HE(Q) bzw.
upo € Vy zeitlich global existieren und dass (S, Ry, H}(Q)) sowie (S, Ry, Vy) mit 0 < h < ho semi-
dynamische System erzeugen, die eine gemeinsame gleichméfig (uniform in h) absorbierende Menge
Bgr, C H}(Q) aufweisen. Aufgrund der Dissipativitiit dieser Systeme und der hinreichend glatten Lé-
sungen des kontinuierlichen Systems konnten wir die Existenz globaler Attraktoren A und A4; mit

0 < h < hg beweisen. Diese Attraktoren erfiillen fiir jedes p > Ry wegen A = w(B,) C B, und
Ap =w(B,NVy) C B,NVy, C B, fiir jedes 0 < h < hg die Eigenschaften

AcB, und |J A,CB,NV,CB,
he]0,ho)

Ehe wir in Kiirze mit der Formulierung des Satzes iiber die Oberhalbstetigkeit der Attraktoren begin-
nen ([32] Theo.7.9), sei an die Definition A.76 iiber die Oberhalbstetigkeit der Attraktoren A und Ay,
an das Korollar 3.17(1)b) iiber die Konvergenzabschitzungen von S und S}, sowie an das Lemma 5.6
iiber die Stetigkeit beziiglich der Anfangsdaten von .S und S}, erinnert. Man beachte dabei, dass wir
fiir die optimale Konvergenzordnung in Korollar 3.17(1)b) stets upg = Prug verlangen.

5.16 Satz (OBERHALBSTETIGKEIT DES GLOBALEN ATTRAKTORS). Sei.A der nach
Satz 5.12(1) gegebene globale Attraktor des kontinuierlichen semidynamischen Systems (S, R, H} (2))
und seien Ay, die nach Satz 5.12(2) gegebenen globalen FE-Attraktoren der FE-diskretisierten semi-
dynamischen Systeme (Sp, Ry, V) mit 0 < h < hg. Dann gilt:

dng(Ap, A) = sup {inf ||up —ul|gn} — 0 (fir h — 0) (5.33)
uhEAh, UEA

d.h. der Attraktor der Reaktions-Diffusions-Gleichung ist oberhalbstetig unter Finiter-Elemente-Dis-
kretisierung.

Beweis. Wille g := ta(p) mit p > Ry wie in Korollar 5.10, dann besitzen die semidynamischen Sys-
teme (S, Ry, H}()) und (Sy,, R, V},) die gemeinsame offene gleichméiBig (uniform in h) absorbierende

Menge B, fiir 0 < h < hg. Daher gilt

S(t)(B,NVy) C S(t)B, C B, ¥t >t (5.34)

Sut)(B, N Vi) C (ByN V) € B, ¥t t¥0<h<hg (5.35)

und wie bereits erwahnt

AcB, wd |J Ayc(B,nW)CB, (5.36)
hE]O,ho]
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Wir zeigen:

1. Es gibt eine stetige, streng monoton wachsende Funktion g = g(e;to, p) : [2tg, co[— Ry mit

HS(t)uhO — Sh(t)uhOHHl < g(t)h Vit > 2tg Vuy € Bp NV, (5.37)
2. Es gibt eine positive, beschréinkte, streng monoton fallende Funktion f: R, — R, mit

dnu(S(t)Bp, A) < f(t) Vt=0 (5.38)
3. (5.33)

1. Wir zeigen zunéchst

HS(nto)uho — Sh(nto)uhoHH1 < gnh Vn e NVuy € Bp NV (5.39)

wobei g, = gn(to, p) eine positive, monoton wachsende Zahlenfolge ist. Aus (5.39) folgern wir dann
fiir beliebiges ¢ > 2ty mit eindeutiger Darstellung t = ntg +r (n € N, r € [to, 2to[)

ISt uno — S unollzn < guh ¥t > 2t Yuno € B, NV, (5.40)

wobel g, = gn(to, p) ebenfalls positiv und monoton wachsend ist. Aus (5.40) folgt (5.37) durch
Bildung einer stetigen Oberfunktion zur durch ¢, gegebenen Treppenfunktion.

e zu (5.39): Wir zeigen die Aussage mit

n—1

gn = C5 + Y CE'Cy(ity)
=1

wobei Cy = Ca(p,ty) > 0 die Konstante aus Aussage (3.53) (mit 77 = to und T» = 2t() und
Cy = Ci(e;p) : RY — R aus Lemma 5.6(1) ist. Hierbei ist g, per Definition positiv und
monoton wachsend.

Induktionsanfang: (n = 1). Aus (3.53) und der Definition von g; erhalten wir

(3.53) o
[S(to)uno — Sh(to)unollmr < Coh = gih Yupg € B, NV

Induktionsschritt: (n — n + 1). Aus den Kozykluseigenschaften von (S,R., Hi(£2)) und
(Sp, R4, Vp) fiir 0 < h < hg (Satz 5.7), (5.23) fiir ¢ = ntg, dem Induktionsanfang, der
Induktionsvoraussetzung in (5.39) und der Definition von g, erhalten wir

1S ((n + L)to)uno — Su((n 4 1)to)uno|| g
7

< [|S(nto)(S(to)uno) — S(nto)(Sh(to)uno)ll
B, €B,
+ [|S(nto) (S (to)uno) — Sn(nto)(Sh(to)uno) || g
& Cunto) IS to)uwno — Silto)unoll
+ [|S(nto) (S (to)uno) — Sn(nto)(Sh(to)uno) || g
——— ———

o (e}
€BNVy €B,NVy,

ot

ATV
< Ci(nto)gih + Cagnh = Co (Ci(nto) + gn) b

n—1

- CQ (Cl(nto) + C;L + Z ngCl(zt0)> h = gn+1h Vuho S Bp M V]—L
i=1
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e zu (5.40): Seit = nto+r mit n € Nund r € [to, 2to[. Dann folgt aus den Kozykluseigenschaften
von (S,Ry, H}(Q)) und (Sp, Ry, V) mit 0 < h < ho (Satz 5.7), (5.23), (3.53), (5.39) und
aus den Eigenschaften, dass die Funktion C; monoton wachsend und g, > 1 fiir alle n € N
ist:

1S (t)uno — Sh(t)unol| g

5.7
< |1S(r)(S(nto)uno) — S(r)(Sh(nto)uno)| m
— S——
€B, €B,
+ [15(r) (S (nto)ung) — Sp(r)(Sh(nto)uno) || m
——— S———
eB, €B,
(3.53),(5.23)
< Ci(n)|IS(nto)uno — Sn(nto)unoll g1 + Cah
(5.39)
< [Ci(r)gn + Col b
< [( max C’l(r)>gn—|-02 h
T‘E[to,Zto}

= [Cl(Qto)gn -+ 02] h
< [Cl(Qto) + Cg] gnh =: goh V1t =2ty Yupg € ép NV

94

93

9

9

2t 3t, 4, st

Abbildung 5.1.: Konstruktion der Funktion ¢ fiir den Approximationsfehler zweier Tra-
jektorien S(t)upo und Sp,(t)upo

2. Da A als globaler Attraktor die Menge B, gleichméfig anzieht, gilt speziell fiir € := % mit n € N

o o 1
VneN3t, =t,(n, A, B,) >0: dxua(S(t)B,,A) < — = f, Vi>t,
n
Aus den einzelnen Punkten f;,, 14sst sich eine Treppenfunktion als obere Schranke fiir den Abstand
zwischen den Mengen S(t) B, und A konstruieren. Hierbei sei 0.B.d.A. ¢, > t,,_; fiir jedes n € N.
Weiter wéhlen wir

o

= d t)B
fO tren[g,}l{] NH(S() p,.A) < o0

und es sei ohne Einschrankung fo > 1. Die Tatsache fp < oo gilt, da B, beschrinkt und dypg
sowie S(e)e stetig sind. Daraus lésst sich direkt schlieflen, dass es eine stetige Oberfunktion f der
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3.

Treppenfunktion f, (n € Np) gibt, die beschrankt (nach oben durch M, nach unten durch 0),
streng monoton fallend und positiv ist. Diese Funktion erfiillt konstruktionsgeméf (5.38).

IR

f(t) I

5

Abbildung 5.2.: Konstruktion der Funktion f fiir den Abstand zwischen dem kontinuierli-
chen Bild der absorbierenden Menge und dem kontinuierlichen Attraktor

Wir zeigen jetzt (5.33). Aus der Definition des nichtsymmetrischen Hausdorff-Abstandes A.60, der
Tatsache Ay, C (B, N V},) fiir jedes 0 < h < ho, die wegen (5.36) gilt, und aus (5.37) erhalten wir

dnr(Sh(t) An, SO AL 20 sup  { inf fup — o]}
up €S (1) Ap vES(1)Ap

sup { inf ||Sp(t)uno — S(t)vnol g}

upo€A, VhoEAR

< sup [[Sk(t)uno — S()unoll g
upo €A

3
< sup  [[Sh(t)uno — S(t)unol| g1
upo€EB,NVy

37)
< g(t)h Vit >=2tgVh E]O, ho]

Daraus, aus der Dreiecksungleichung fiir den nichtsymmetrischen Hausdorff-Abstand in A.60, der

Invarianz von Ay, unter Sy, fir 0 < h < hg, der Tatsache Aj, C B, fiir 0 < h < hy, die wegen (5.36)
gilt, und aus (5.38) folgt

dya(An, A) - < dna(Ap, S(E)Ar) + daa(S(2)An, A)
< dnu(Su(t)An, S(t)An) + dxu(S(t) B, A)
O st () VS 260 Vh €0, ho) (5.41)
Withle he €]0, ho] mit der Eigenschaft
Yhel0,hel s g(2to)h < f(2to) (5.42)

Da f und g beide stetig sind, f streng monoton fallend und g streng monoton wachsend ist, garan-
tieren uns dies zusammen mit (5.42) die Existenz eines Schnittpunktes dieser beiden Funktionen,
d.h.

Vh€)0,ho] 3t* = t*(h) > 2to = g(t*)h = F(t¥) (5.43)
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Beachte, dass fiir h — 0 die Funktion ¢(¢)h immer flacher wird und der Schnittpunkt ¢t* daher
folglich gegen unendlich geht, d.h.

t* =t*(h) — ocofirh — 0 (5.44)
Da f(t) fiir t — oo gegen 0 konvergiert, erhalten wir insgesamt fiir h €]0, h¢|

(5.41) 5.4¢ 5.
dva(An, A) < g@h+ £ "2 2@y O 0 (firh — 0) (5.45)

|

Der Vollstandigkeit halber kommen wir abschlieBend zu einem Satz, der uns zusétzlich zu der Ober-
halbstetigkeit auch die Unterhalbstetigkeit und damit die Stetigkeit der Attraktoren unter FE-Dis-
kretisierung garantiert. Dieses Resultat erfordert allerdings, dass die Funktionen f und g aus dem
vorherigen Beweis ein exponentielles Wachstum besitzen. Es folgt der Satz iiber die Stetigkeit des
globalen Attraktors mit exponentieller Attraktionsrate ([32] Cor.7.12).

5.17 Satz (STETIGKEIT DES GLOBALEN ATTRAKTORS). Sei A der nach Satz 5.12(1)
gegebene globale Attraktor des kontinuierlichen semidynamischen Systems (S, R, H}(€2)) und seien
A}, die nach Satz 5.12(2) gegebenen globalen FE-Attraktoren der FE-diskretisierten semidynamischen
Systeme (Sp, R4, V) mit 0 < h < hg. Die Funktion g aus (5.37) besitze fiir o, Cy € R die Darstellung

g(t) = Cre™ Vt>ty

wobei ty wie im Beweis von Satz 5.16 sei. Weiter besitze die Funktion f aus (5.38) fiir n, Cy € R die
Darstellung

f(t) = Coe™™ Yt =0
so dass die Attraktoren Ay, gleichméBig (uniform in h) exponentiell anziehend sind. Dann gilt:
3C >0: dsg(An, A) < Ch® Yh€]0,h]

wobei 3 := i1 € [0, 1] ist.
Beweis. Wegen (5.43) gilt

(5.43)

h-Cie® = h-g(t") f(t*) = Coe™™

= G0 h = e = ()"
— (GG e = e
— ) = = () = (o) TFEnTE) | = (G0 ) FERTE = CJC;PRY Vh €0 he]

(5.46)
Aus (5.45) und (5.46) folgt die Schranke fiir die Oberhalbstetigkeit

dnit(An, A) < 2f(t%) P20

2h°

Die Schranke fiir die Unterhalbstetigkeit dist(\A,.4;,) folgt aus der Rollenvertauschung von A und
Ap, im Beweis von Satz 5.16. Dies diirfen wir ohne Weiteres tun, da die Attraktionsrate uniform in
h €]0, h¢] ist. O
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5.7. Ergianzungen zur Stetigkeit und weitere Eigenschaften der
Attraktoren

In diesem Abschnitt wollen wir abschlieend einige Anmerkungen und Hintergrundinformationen zum
Langzeitverhalten sowie zur Stetigkeit der Attraktoren zusammentragen.

Voraussetzungen: Die Forderungen an das Gebiet 2 und an die Triangulierungen {7, }o<p<1 waren
in diesem Kapitel nach wie vor dieselben wie in Kapitel 3. Zu der Generalvoraussetzung 2.1, die wir zur
Theorie der Losbarkeit bendtigt haben, haben wir fiir die Untersuchungen des Langzeitverhaltens und
speziell fiir die Existenz globaler Attraktoren die zusétzliche Generalvoraussetzung 5.1 eingefiihrt. Dort
wurde zum einen verlangt, dass die reaktionsmodellierende Funktion f einen polynomialen Wachstum
besitzt, genauer sich punktweise global polynomial von oben und unten beschrinken léasst, und zu an-
deren, dass die Ableitung global nach oben beschréankt ist. Die Untersuchungen dieses Kapitels, die sich
in erster Linie mit der Existenz von Attraktoren fiir die Reaktions-Diffusions-Gleichung beschéftigt
haben, wurden bereits in [27], [32] und [33] ausfithrlich behandelt. In Bezug auf die Generalvorausset-
zung 5.1 sei erwéhnt, dass wir ausschliellich die rechte Abschétzung und keinen Gebrauch der linken
Ungleichung gemacht haben.

Oberhalbstetigkeit unter FE-Diskretisierung: Es sei insgesamt nochmals darauf hingewiesen,
dass uns Satz 5.16 ausschliellich die Oberhalbstetigkeit und weder die Unterhalbstetigkeit noch die
Stetigkeit garantiert. Mit anderen Worten liefert uns dieser Satz das folgende mengenwertig gemeinte
Verhéltnis zwischen dem kontinuierlichen Attraktor A und den FE-Attraktoren Ay

limA;, Cc A
h—0

d.h. unter der FE-Diskretisierung kénnen Teile des kontinuierlichen Attraktors verloren gehen.

Konvergenzordnung der Oberhalbstetigkeit: Der Beweis zur Oberhalbstetigkeit des globalen
Attraktors liefert uns keine Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit der FE-Attraktoren Ay,
sondern lediglich, dass sie konvergieren. Dieses Defizit ist darauf zurtickzufithren, dass wir keine For-
derungen an die Attraktionsraten gestellt haben. Genauer haben wir keine Informationen {iber das
exakte Wachstum der Funktionen f und g aus (5.41) und (5.38) im Beweis von Satz 5.16 vorausgesetzt.
Dennoch lisst sich festhalten, dass die Konvergenzordnung (in der H!'-Norm gemessen) aufgrund des
Korollars 3.17 bei linearen finiten Elementen nicht besser sein kann als 1. Man bedenke, dass die Kon-
vergenzordnung der Oberhalbstetigkeit auch von der Wahl der finiten Elemente abhéngt, aus denen
der FE-Raum konstruiert wird.

Stetigkeit des Attraktors: Die Unterhalbstetigkeit - und damit die Stetigkeit - der FE-Attraktoren
Ay, ldsst sich ebenso aufgrund der mangelnden Kenntnisse iiber das exakte Wachstum der Funktionen
f und g aus (5.41) und (5.38) in Satz 5.16 im Allgemeinen nicht zeigen. Besitzen wir hingegen die In-
formation, dass die FE-Attraktoren A, mit exponentieller Attraktionsrate konvergieren, so garantiert
uns Satz 5.17 die Stetigkeit des globalen Attraktors unter FE-Diskretisierung, d.h.

limA;, = A

h—0
und liefert uns zudem eine konkrete Konvergenzordnung fiir das Finite-Elemente-Verfahren. In diesem
Fall bleibt der kontinuierliche Attraktor unter der FE-Diskretisierung vollstandig erhalten.

Struktur des globalen Attraktors: Nach dem Struktursatz 5.14 besitzen die Attraktoren .4 und
Ap, fiilr 0 < h < by die Darstellungen

A=WHG) und A, = WG
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Damit lassen sich die Aussagen zur Oberhalbstetigkeit und zur Stetigkeit des globalen Attraktors unter
FE-Diskretisierung auch tiber die instabilen Mannigfaltigkeiten der Gleichgewichtspunkte formulieren.
Mit anderen Worten gilt wegen Korollar 5.14 und Satz 5.16

dxg(WH(Gp), W*(G)) — 0 (fur h — 0)
sowie wegen Korollar 5.14 und Satz 5.17
dsu(W*(Gp), W9(G)) — 0 (fiir h — 0)
Falls G und Gy, beide zusétzlich diskret sind, so liefern uns Korollar 5.14 und Satz 5.16

dva( | W¥@n), | W*(@) — 0 (fiir h — 0)
zReGy zeG

sowie Korollar 5.14 und Satz 5.17

dsu( |J W"(@n), U W"(®) — 0 (fiir b — 0)
TG TG

Zeitliche Diskretisierung: Es sei insbesondere erwéhnt, dass die dargelegten Resultate der Ober-
halbstetigkeit unter zeitlicher Diskretisierung erhalten bleiben. Dies sollte die praktischen numerischen
Untersuchungen einiger Beispiele motivieren.

Absorbierende Mengen: Trotz der konstruktiven Beweise in diesem Kapitel, sind die Schranken
speziell fiir die gleichméfig (uniform in k) absorbierenden Mengen aus Korollar 5.10 sehr grob. Dennoch
bieten sie uns die Moglichkeit, die gleichméfig (uniform in h) absorbierenden Mengen beispielsweise
fiir unsere Standardbeipiele (1.3)-(1.5) exakt zu bestimmen. Speziell fiir das Gebiet Q = (] — 1, 1[)¢ mit
d = 1,2,3 lassen sich mithilfe des im Anhang A.3.d berechneten kleinsten FEigenwerts der Helmholtz-
Gleichung die gleichméBig (uniform in h) absorbierenden Mengen bestimmen. Man achte jedoch darauf,
dass die absorbierenden Mengen ebenso vom Bifurkationsparameter A abhéngig sind, was im Beispiel
der Chafee-Infante-Gleichung (1.4) in Abschnitt 5.1 bereits gezeigt wurde. Diese Tatsache ist darauf
zuriickzufiihren, dass sich in einigen Fillen durch Anderung dieses Parameters die Lage und die Anzahl
der stationdren Losungen verdndert und daher auch die Form des Attraktors variiert. Da die gleich-
méfig (uniform in h) absorbierende Menge den Attraktor jedoch umfasst, &ndert sich diese Menge
ebenso. Nichts desto trotz lassen sich fiir festes A > 0 konkrete absorbierende Mengen bestimmen.

Darstellung von C: Es ldsst sich fiir die Funktion C} aus Lemma 5.6(1) zeigen, dass sie von der
Form

Ci:Ry — Ry mit Ci(t) = (A +1)2

ist, wobei [ aus der Generalvoraussetzung 5.1 und A\; > 0 der kleinste Eigenwert von A = —A ist.
Genauer erhalten wir aus dem differentiellen Gronwall-Lemma A.46

1S (t)uo — S(t)vol| 2
1S(t)uo — S(t)vo|

< elug —vol| 2 Vit € [0, 00]
< ug — ol Vit € [0,00]

und mithilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 lésst sich daraus
IS0 = S(tvollm < (A" + )7 ug — vollmn Yt € [0,00]

schlieflen. Die Funktion (' ist hierbei positiv, nach unten beschrinkt sowie streng monoton wachsend
und liefert uns eine mogliche Darstellung fiir die Funktion g aus (5.37), die wiederum in Satz 5.17
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erforderlich ist. Damit ist insbesondere klar, dass die Funktion g in Satz 5.17 stets die dort aufgefiihrte
Gestalt besitzt.

Differenzierbarkeit von S: In seiner Vorlesung zum Thema Infinite- Dimensional Dynamical Sys-
tems schreibt James C. Robinson ,We will assume that S(¢) is uniformly differentiable on the attractor
(this is awkward to prove) “, wobei dort das System S(t) : L*(Q) — L?(2) betrachtet wird. Auch
in unserem Fall lasst sich eine dhnliche Aussage treffen: Da nach Satz 2.2 fiir den Nemytskii-Operator
F € CYH(Q),L?(2)) gilt, folgt S(e)e € CH(Ry x HY(Q), H}(Q)) direkt aus Theorem 3.4.4 und
Corollary 3.4.5 in [14]. Mithilfe von Satz 2.2 ist ebenso auch ein direkter Nachweis dieser Eigenschaft
moglich ([20] Lemma 2.2). Fiir den direkten Beweis, den wir an dieser Stelle nicht durchfithren werden,
wird zusétzlich zu den Halbgruppeneigenschaften von I und der stetigen Abhéngigkeit der Anfangs-
daten von S insbesonderen Satz 2.2(1) und (2) benétigt. Fithren wir den direkten Beweis in [20]
ausschlieflich unter der Generalvoraussetzung 2.1 durch, so erhalten wir eine zeitlich lokale stetige
Differenzierbarkeit von S, d.h. S(e)e € C1([0, T(R)] x Br, H}(2)) fiir jedes R > 0. Alternativ zu [20]
findet sich ein weiteren Beweis speziell fiir den Phasenraum L?(2) in Proposition 3.18 in [27].

Dimension des Bildraums: Die in Kapitel 5 behandelten Themen zur Analyse des Langzeitver-
haltens basieren allesamt auf der zusétzlich zu 2.1 geforderten Generalvoraussetzung 5.1. Diese lésst
sich auch verallgemeinern, indem wir die skalare Funktion f durch ein Vektorfeld f : R" — R"™ mit
n € N ersetzen. Anstelle von und fordern wir in diesem Fall die Bedingungen

(1): =k —ar-[ul? < (flu),u) = f(u)'u < k—az-|u] VueR"
(2): f(u) < U VueR"
mit Konstanten aq,as,v,%,l € R und v > 2. In diesem Zusammenhang bezeichnet I die Einheits-

matrix, |.| die euklidische Norm und (.,.) das euklidische Skalarprodukt jeweils auf dem R™. Unter
Verwendung der Grobner-Halbordnung ist die Aussage (2) gleichbedeutend mit

1
el f(w)e < laTe Vo eR® (bzw. mT§ (f’(u),f’(u)T) x < lzTe Vo eRY)



6. Diskretisierung mit Finiter Elemente
Methode (FEM) im Eindimensionalen

In diesem Kapitel untersuchen wir ein praktisches Anwendungsbeispiel hinsichtlich unserer theoretisch
erzielten Ergebnisse fiir semilineare parabolische Anfangs-Randwertprobleme. Fiir diesen Zweck be-
trachten wir fortan die Chafee-Infante-Gleichung (1.4) auf dem eindimensionalen Gebiet 2 =| — 1, 1].
In Abschnitt 6.1 leiten wir zunéchst unter dem Einsatz der FE-Methode fiir die rdumliche Diskre-
tisierung und unter Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens fiir die zeitliche Diskretisierung das
Gleichungssystem her, das wir nachher fiir die Berechnung des FE-Attraktors benétigen. In Abschnitt
6.2 findet die Bifurkationsanalyse der Chafee-Infante-Gleichung (1.4) statt. Die Bifurkationsanalyse
der Chafee-Infante-Gleichung wird dabei fiir das kontinuierliche und fiir das FE-diskretisierte System
durchgefiihrt. In Abschnitt 6.3 stellen wir das MATLAB-Paket MATCONT zur Berechnung der diskre-
ten FE-Bifurkationspunkte speziell fiir die eindimensionale Chafee-Infante-Gleichung vor, prasentieren
die notwendige MATCONT Systemdatei und liefern anschlieend die praktischen Ergebnisse der FE-
Bifurkationsanalyse. In Abschnitt 6.4 stellen wir das MATLAB-Paket GAIO zur Berechnung des FE-
Attraktors speziell fiir die eindimensionale Chafee-Infante-Gleichung vor, préasentieren die notwendige
GAIO Modelldatei und leiten anschlieflend die praktischen Resultate der FE-Attraktorenanalyse her.
In Bezug auf unser Hauptresultat, der Oberhalbstetigkeit der Attraktoren unter FE-Diskretisierung,
sei erwahnt, dass wir sowohl rechner- als auch speichertechnisch rasch an die Grenzen stoflen werden
(6.4.h).

6.1. Herleitung des Gleichungssystems

In diesem Abschnitt entwickeln wir das am Rechner zu lésende Gleichungssystem fiir die Chafee-
Infante-Gleichung (1.4) auf dem eindimensionalen Gebiet © =] — 1,1[. Wir konstruieren als Erstes
eine uniforme Familie reguldrer Triangulierungen von € (6.1.a). Nach der gleichméfiigen Zerlegung
des Gebiets stellen wir fir jede dieser reguldren Triangulierungen die Basisfunktionen und den zuge-
horigen FE-Raum auf (6.1.b). Mithilfe der Basisfunktionen lésst sich bekanntlich jede Funktion des
FE-Raums eindeutig als Linearkombination der Basisfunktionen darstellen. Diese Tatsache verwenden
wir dazu, um aus dem Galerkin-Verfahren fiir die Chafee-Infante-Gleichung (1.4) ein Gleichungssystem
in Matrizenschreibweise herzuleiten, deren Dimension mit der des zugrunde liegenden FE-Raums iiber-
einstimmt (6.1.c). Hierzu werden die Massenmatrix und die Steifigkeitsmatrix eingefithrt und gezeigt,
dass die Massenmatrix symmetrisch, tridiagonal, strikt diagonaldominant und damit invertierbar ist
(6.1.d), und dass die Steifigkeitsmatrix symmetrisch und tridiagonal ist (6.1.e). Nach der Behandlung
der Nichtlinearitdat (6.1.f), sind wir in der Lage die gewohnliche Differentialgleichung in Matrizen-
schreibweise aufzustellen (6.1.g) und eine exakte Iterationsvorschrift fiir das explizite Euler-Verfahren
anzugeben (6.1.h).

6.1.a. Konstruktion der Triangulierung

Zunéchst zerlegen wir das Gebiet Q =] — 1,1[ in M}, offene, dquidistante und disjunkte 1-Simplex-
Elemente (Intervalle) T, }El) ooy T ,EM’L) der Lénge h mit 0 < h < 1 und Uj-\/[hl T }Ej ) =0 Folglich ist jedes
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dieser Intervalle durch T,Ej) =|(j — l)Mlh - l,leh —1[fir j=1,..., M}, gegeben (Abb. 6.1).

05|
~-— h T h —» e h -»F— h

J o L
- 0

1 1 -0.5 2 3 0.5 1
T:'] T:]J T:]] T::”
0.5 |
Abbildung 6.1.: Aquidistante Triangulierung von Q =] — 1,1[ in M} = 4 Intervalle mit

drei inneren Knoten (orange) und zwei dufieren Knoten (griin)

Desweiteren ergibt sich demnach eine offensichtliche Beziehung zwischen h und Mj,

Q 2

Ll 2
M, M,

Es ist nun leicht einzusehen, dass die Menge 7;, = {T}El)7 . ,T}EM}”)} der Konstruktion zufolge eine

regulédre Triangulierung von 2 bildet. Um daraus eine Familie regulérer Triangulierungen zu erzeugen,
werden wir so vorgehen, dass wir bei der ersten Verfeinerung dieses bereits unterteilten Gebiets jedes
dieser Intervalle T}E] ) fiir j =1,..., My in jeweils zwei offene Intervalle halbieren und die bei der
Halbierung entstehenden Beriihrpunkte zu der inneren Knotenmenge hinzufiigen. Somit erhalten wir
eine weitere feinere regulére Triangulierung, bei der die Intervalle nur noch die halbe Léinge besitzen.
Durch induktives Fortsetzen gelangen wir auf diese Weise zu einer Familie regulérer Triangulierungen.
Es sei lediglich am Rande vermerkt, dass wir, wenn vor der Halbierung der Intervalle ¢ innere Knoten
vorliegen, nach der Halbierung 2i+4 1 innere Knoten und somit 7+ 1 neue innere Knoten gewinnen. Man
moge sich leicht iiberlegen, dass diese Vorgehensweise eine uniforme Familie regulérer Triangulierungen
nach Definition A.56 hervorruft. Wir werden diese Eigenschaft kurz beweisen:

Mit § > 2 und Pri) = % < % ist die Uniformitétseigenschaft erfiillt: Eine Translation von
h
K, ,,(0)= [—2, 1] C R ist wegen diam T}E]) = h und diam K, . (0) < h hier in T}E]) enthalten.
s Th

6.1.b. Aufstellen der Basisfunktionen

Geméf Abschnitt 3.2 bezeichnen wir mit P}El), ce P,ENh), Ny = My —1, die Menge der inneren Knoten

der Triangulierung 7;, von Q =] — 1,1[. Daher gilt P = —1 4 jh fiir j = 0,...,Nj, + 1 (Abb. 6.2).
Die Hutfunktionen A; nehmen fiir jedes j = 1,..., N} die Form
3z — P,Ejfl)) , falls x € [P,Ejfl),P,Ej)]
Aji[-1L,1] — R mit Aj(z) = { LRIV —g) | falls 2 € (PP, PUTY)]
0 , sonst

an (Abb. 6.2). V, bezeichne wieder den Ansatzraum Vj, = span{A; | j = 1,..., N, }. Beachte, dass
wegen Lemma 3.1 dimV), = N, gilt.
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Abbildung 6.2.: Drei Hutfunktionen Ay, Ay, A3 und innere (orange) sowie duflere (griin)
Knoten der Triangulierung von Q =] —1,1[ mit M), = 4, dim(V},) = N, =
3

6.1.c. Herleitung der Massenmatrix und der Steifigkeitsmatrix

Sei wup, @ [0,00[— V) eine Losung des Galerkin-Verfahrens (3.7) speziell fiir die Chafee-Infante-
Gleichung (1.4), d.h. up(t) erfiillt die Gleichung
d
(Gpun(®),X)r2 + alun(t), x) = (A(un(t) — un(t)®),X)r2 VX € Vi t €]0, o0
up(0) = upg ,t=0

wobel upg € Vj, eine geeignete Approximation der Anfangswertfunktion darstellt. Diese Formulierung
ist wegen der Darstellung aus Lemma 3.1 dquivalent zu

Np
dt Zaz A'nA L2 +a Zal AZaA Zaz _(Z ai(t)Ai)3)aAj)L2
=1

=1
Vi=1,...,Np
Mit den Umformungen
Zaz (t)Ai, A, Zd “(AisAj)pe Vi=1,...,Ny
a(Zai(t)Ai,A ZO{Z AZ,A> ijl,...,Nh
i=1

erhalten wir in Matrlzenschrelbwelse das folgende N}, dimensionale Gleichungssystem
Bp-o +A4, a= /\-Gh(a)

wobei die einzelnen Matrizen und Vektoren durch

(A1>A1)L2 (ANh7 Al)L2
By, = : : € RNwXNn
(Al?ANh)L2 (AthANh)LQ
a(Al, Al) a(ANh,Al)
Ay = . . € RN X Nn
a(Alv ANh) Q(ANh’ ANh)
a1 (t) o (t)
o = eRM, o = : e RV
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(S ai(t)As — (S0 cu(t)Ai)?, Ar) g2
Gh(a) = : € RNk
(S ca()As — (S0 as(t)Ai)®, An,) 12
gegeben sind. In diesem Zusammenhang bezeichnet man By, als Massenmatrix und Aj, als Steifig-
keitsmatrix.

6.1.d. Berechnung der Massenmatrix

Zunéchst stellen wir fest, dass Bj, (wegen (Aj, Aj)r2 = (Aj, Ay)p2 fiir 4,5 = 1,..., Np,) die Symme-
triebedingung erfiillt. Daher geniigt es fir die Berechnung der Massenmatrix die Elemente auf der
Hauptdiagonalen und des rechten oberen Dreiecks zu betrachten. Nach der Konstruktion der Basis-
funktionen sind alle Elemente 0 bis auf diejenigen, die sich auf der Hauptdiagonalen und auf der ersten
Nebendiagonalen befinden (sieche Abb.6.2), d.h.

(AZ’,AJ‘)LQZO Vi:1,...,NhV1< Z—QUHdVZ-f—Q Nh

By, ist folglich eine diinnbesetzte, genauer eine tridiagonale Matrix. Unsere Berechnungen schranken
sich daher auf die Elemente der Hauptdiagonalen und (wegen der Symmetrie) einer Nebendiagonalen
ein. Betrachten wir die Hauptdiagonale, so stellen wir fest, dass es streng genommen geniigt eines
der Diagonalelemente zu berechnen, da die Basisfunktionen nach Konstruktion bis auf Translation
iibereinstimmen. Allgemein erhalten wir

(Ai, Ai) g2 = /Q Ai(@) - Ai(w)dz

plt+D)

pY 2
i ( A > d:c+/ " ( pity x)) dx

1
T n?

1 1 1 i—1 P 1 41 41
- { - P,EZ ) 22 (P,EZ_ ))237} + [xS—P,EZ+ )22 4 (P}EZJr ))2:c

P(Z) (1+1)

h i1 i—1 i+l i+l
/P,Eil) % — 2P,§ )y + (P}E ))Qda: + % — 2P,E )y + (P,E ))Qdaz>

(i+1)
Ph

(4)
th

(i)
Ph

h2 3 Pi(Li_l) 3

1 1 i1 i 1 ; i1
:hQ(<_3>.(pI§ )—P;E))3+(—3>'(Pf§)—P;§ >)3)

1 i i i i ,
ZW«P;E)—P;E DY (P - }f))) 3h2(h3+h3)— 2y Vi=1,...,Ny,

Dieses Translationsargument lédsst sich ebenso bei der Berechnung der Nebendiagonalen anwenden,
weswegen es auch hier hinreichend ist, lediglich eines der Elemente der Nebendiagonalen zu bestimmen.
Auch hier erhalten wir in verallgemeinerter Form

(AiaAi+1)L2 = /QAz(SL‘)AlJrl(CC)dl‘

plit+D)

h 1 i+l i
:/pm SPY — )@ — P)de
h
1t (i+1) | pl0) (i) p(i+1)
i+ 7 7 i+
:ﬁ/pw —2? 4 (P 4 Py — PO P g
h

:i [_1 3 + = (P(1+1) +P(z)) P}(Li)P}(LiJrl):E]

1 /1 1 i i h3 1
:}12(2 . (P,§+1>—P,§>)3> = =_h Vi=1,...,N,—1
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Damit ist die Massenmatrix gegeben durch

h th 0 - 0 41 0 0
ih : Lot
Bp=1 0 " "~ 0 [=5 |0 0 | € RN
: T X |
0 -~ 0 2h §h 0 -~ 0 1 4

Weiter ist die Massenmatrix By, fiir jede Dimension N}, strikt diagonaldominante Matrix, d.h. sie
erfiillt die Eigenschaft

Np
|b“| > Z |b”‘ Vi=1,...,Np
j=1
J#i
Da strikt diagonaldominante Matrizen invertierbar sind ([13] Satz 4.6), folgt, dass auch B, fiir jedes
Np, invertierbar ist.

6.1.e. Berechnung der Steifigkeitsmatrix

Zunéchst stellen wir auch hier fest, dass Aj, (wegen a(A;, Aj) = a(Aj,A;) fir 4,5 = 1,...,Np) die
Symmetriebedingung erfiillt. Daher geniigt es auch hier fiir die Berechnung der Steifigkeitsmatrix
die Elemente auf der Hauptdiagonalen und des rechten oberen Dreiecks zu betrachten. Nach der
Konstruktion der Basisfunktionen sind auch hier alle Elemente 0, bis auf diejenigen, die sich auf der
Hauptdiagonalen und auf der ersten Nebendiagonalen befinden, d.h.

a(Ai, Aj) = (VAL VA)) 2 = / VAi(z) - VA (z) dz = 0
Q
=0
Vi=1,...,N,, V1<j<i—2 und Vi+2<j<N,

Aufgrund der hohen Anzahl an 0 Eintrédgen ist Aj, folglich diinnbesetzt und auflerdem tridiagonal.
Unsere Berechnungen schrénken sich daher auch hier auf die Elemente der Hauptdiagonalen und
(wegen der Symmetrie) einer Nebendiagonalen ein. Betrachten wir die Hauptdiagonale, so stellen wir
fest, dass es geniigt eines der Diagonalelemente zu berechnen, da die Basisfunktionen (und damit auch
ihre Ableitungen) bis auf Translation tibereinstimmen. Allgemein erhalten wir

a(As, A) = (VA5 VA 2 = /Q VAi(2) - VA (2)de

Y 1 : 2 A 2
— (i—1) h (i+1)
B P}si—l) (V(h(x - b ))) dx + P,(i) (v(h(Ph - .CU))) dx
1 P;(Li) , P}(LH—I) , 1 P}Ei) P}ii-}—l)
= (/P,(f‘” 1%dx + /P,(f) (—1)%dz | = 3 ([x]PéiU + [x]P;(f) )
1 i i1 i+l i 1 2 .
:ﬁ((P}E) ~ P+ () — B = (bt h) =2 Vi=1.. N

Dieses Translationsargument lédsst sich ebenso bei der Berechnung der Nebendiagonalen anwenden,
weswegen es auch hier hinreichend ist, lediglich eines der Elemente der Nebendiagonalen zu bestimmen.
Auch hier erhalten wir in verallgemeinerter Form

a(Ai,AiH) = (VAi,VAi+1)L2 = / VAl(l‘) VAH_l(l')dZC
Q
P

= [ VGE =) V- PO = o [ 11 1de = (-
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1 i+1 i h 1 .
- _ﬁ(p,g )Py = —ag ==y Vi=l.. Np-1

Damit ist die Steifigkeitsmatrix A gegeben durch

2 1
2 -1 0 - 0 2 -1 0 - 0
—3 : . -1 :
1
— -1
0 0 -3+ % 0 0 -1 2

6.1.f. Aufstellen der rechten Seite
Da die Basisfunktionen nach Konstruktion die Eigenschaft
AZA]EO VZ:L,NhV1§j§Z—2undVZ+2§]§Nh

erfiillen, geniigt es fiir die Berechnung der i-ten Komponente Gy, ;(a) von G} () anstelle des Terms

Z;-V:’ll a;(t)A; lediglich o;—1A;—1 + oAy + aip1Aip1 zu betrachten (¢ = 1,...,Nj), wobei wir zum
Zwecke der Ubersichtlichkeit o := 0 und o Ny+1 := 0 setzen. Desweiteren ist es ausreichend, wenn wir

uns diesen Term lediglich fiir x € [P,Ei_l), ,EiH)] genauer ansehen, da die i-te Komponente wegen der

Multiplikation mit A; auflerhalb dieses Intervalls den Wert 0 annimmt, d.h.

ai_lﬁ(PfEi) —z)+ oz,%(x - P,Ei_l)) , X € [P}(Li_l), P}Ei)]

D; = aj1 i1 + ai\i + i1 Ny = ; ; P
oa%(Pf(L T z) + iy 3(z — P,E )) , T E [P}(L ),P,E H)]

Damit erhalten wir fiir die i-te Komponente Gy, ;(a) der rechte Seite G}, («) den folgenden Term

N, N,
Gri(a) = O aj(t)A; — (O aj(t)Aj)*, Ai)pe
7j=1 7j=1
—(Di— D} Ay)ye = / (Di(z) = Di(2)?) - Ai(2)da
Q
Py 1 1 :
— (2) (i—1)
= P}f’”[ i—lﬁ(Ph —x)—l—aiﬁ(az—Ph )
Lo50) 1 (i=1)y\37 L (i~1)
— (i1 (P, —x)+oi—(x— P, 7))°]—-(z — P, )dx
h h h
By i+1 1 i
L oG+1) 1 ()y\31 1 plit1)
_(O‘iﬁ(Ph _53)+04i+1ﬁ(I_Ph ) ]E(Ph —z)dz
h (h—x) x 1 3T
= /0 [ovie1 N + iy = ﬁ(al,l(h — ) + a;x) ]Edm

h h— 1 .
+/O [al( hl‘)—|—ai+1z—]ﬂ(ai(h_aj)_’_ai_‘rlx):i]( hx)ddf
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+ Oh[az < i 2 4 i —of G ;3”5)3 - 3043@”1(}1;??)29”
- 30‘2‘0%2+1(h_h§,6)m2 - 04?+12§] 4 ; x)d:c
_ %ai_l + %Ozi + gazﬂ — %a?—l - %ai _ %CM?_H
B %O‘%—lo‘i %O‘i—la? - %a?ai—&-l - %amfﬂ Vi=1,...,Ny

6.1.g. Aufstellen der gewohnlichen Differentialgleichung (ODE)

Zunéachst subtrahieren wir auf beiden Seiten der Gleichung (6.1) den Ausdruck Aj, - @ und erhalten
Bh~0/ = )\-Gh(a)—Ah-a

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fiir das spétere Verfahren definieren wir die Matrix B durch die in
Abschnitt 6.1.d aufgestellte Massenmatrix By, indem wir B mit By, = %B wahlen. Analog definieren
wir die Matrix A durch die in Abschnitt 6.1.e bestimmte Steifigkeitsmatrix A, indem wir A mit
A, = +A wihlen, und den Vektor G(«) durch die in Abschnitt 6.1.f bestimmte rechte Seite Gy, (c),
indem wir G(«) mit G (a) = hG(«) wihlen. Diese Notationen liefern uns

h 1

—B-d = \-hG(a) — —A-

e () pA-a

Da By, fiir jedes N}, invertierbar ist, lisst sich auch die Matrix B mit Inversmatrix B~! invertieren.
Wir erhalten die gewthnliche Differentialgleichung durch Linksmultiplikation mit % und B~!, d.h.
unsere gewOhnliche Differentialgleichung ist gegeben durch

16

o' = B2 hG(o) - %A-a) — B6(\- G(a) — %A-a) (6.2)

6.1.h. Iterationsvorschrift des expliziten Euler-Verfahrens

Um diese gewoOhnliche Differentialgleichung zu 16sen, werden wir das explizite Euler-Verfahren an-
wenden. Dazu bezeichne k > 0 die zeitliche Diskretisierungsschrittweite und ¢,, = nk mit n € Ny
die diskreten Zeitpunkte. Dann ist die Iterationsvorschrift fiir das explizite Euler-Verfahren fiir die
Chafee-Infante-Gleichung gegeben durch

1

Qpt1 = Qp + k[B*16()\ -Glap) — %

A ) (6.3)

wobei a,, = a(ty,) fiir n € Ny bezeichnet.

6.2. Kontinuierliche und diskrete Bifurkationsanalyse

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschiiftigen, inwiefern die Anderung des positi-
ven reellen Kontrollparameters A, der bekanntlich die relative Balance zwischen dem Diffusionsterm
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Aw und dem nichtlinearen Reaktionsterm u — u? reguliert, das Losungsverhalten der Chafee-Infante-
Gleichung (1.4) beeinflusst. Dabei interessieren wir uns im Folgenden insbesondere fiir die Anzahl und
das Aussehen der stabilen und instabilen stationdren Losungen der Chafee-Infante-Gleichung (1.4) in
kontinuierlicher Form ([14], [23], [27]) und unter der FE-Diskretisierung. Wir werden dabei in beiden
Féllen feststellen, dass Pitchfork-Bifurkationen, oder auch Heugabel- Verzweigungen genannt, auftre-
ten. Im Falle der FE-diskretisierten Chafee-Infante-Gleichung (6.2) stimmt die Anzahl an diskreten
Bifurkationspunkten mit der Dimension des zugrunde liegenden FE-Raums iiberein. Insgesamt er-
halten wir aus den Informationen dieses Kapitels bereits eine einfache Vorstellung dariiber, wie die
Attraktoren aussehen.

6.2.a. Bifurkation der kontinuierlichen Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir eine Bifurkationsanalyse fiir die kontinuierliche Chafee-Infante-Glei-
chung (1.4) auf dem eindimensionalen Gebiet Q =| — 1, 1[ durchfiithren ([14], [23] Kap.5, [27] 11.5).
Dabei suchen wir quantitative Aussagen zu den von A abhéngigen stabilen und instabilen stationdren
Loésungen der Chafee-Infante-Gleichung mit homogener Dirichlet-Randbedingung.

up — Au = Mu —u®) (6.4)
u(—1) =u(l) =0

Wie wir in Kiirze sehen werden, ist die Diffusion fiir kleine A dominant, genauer fiir 0 < A < %2 = A1,
wobei A; den kleinsten Eigenwert der Helmholtz-Gleichung bezeichnet, und das Langzeitverhalten
daher sehr einfach. Um dies einzusehen, multiplizieren wir zunéchst (6.4) mit v und integrieren iiber

Q

1d 2 2 2 4
——||u + |u :)\/u—u dx
5l + b = A [ ul? = Ju

Durch Weglassen des Negativterms auf der rechten Seite und der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung

A.12 auf der linken Seite erhalten wir
1d 72
gl + Tl < 3 [ Jul? ~ Jult e < Al

und daraus nach Multiplikation mit 2

o

—||lu

dt
Man beachte hierbei, dass die Konstante der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 dem kleinsten

Figenwert \; = %2 der Helmholtz-Gleichung entspricht. Dies erfolgt unmittelbar aus der Bemerkung
nach der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 und aus dem Beispiel (2) im Anhang A.3.d. Aus der

2
s
BlIZe < 200 = Pllu@llze ¥t >0

Anwendung des differentiellen Gronwall-Lemmas A.46 und wegen (A — %2) < 0 erhalten wir aus der
letzten Ungleichung

71_2

4

»

™

[u(®)]|2: < [Ju(0)]|2s - 2A~ T — 0fiirt 00 VYOS A<

Somit gibt es fir 0 < A < %2 genau einen stationdre Losung. Diese ist gerade u = 0 und zudem
stabil, falls A = 0, sowie asymptotisch stabil, falls 0 < A < %2. Fir groflere A\, genauer A > %2, kénnen
wir ein derartiges Verhalten nicht erwarten. Wir werden die stationéren Losungen aus diesem Grund
fiir allgemeine A > 0 analysieren. Es sei bereits an dieser Stelle vermerkt, dass die Aussagen iiber die
stationdren Losungen rein qualitativ sind und wir leider keine geschlossene Darstellung fiir sie erhalten
werden.
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Wir betrachten erneut (6.4). Die stationiren Losungen dieser Gleichung sind gerade die Losungen der
semilinearen Poisson-Gleichung mit homogener Dirichlet-Randbedingung

Au = —Nu—u?) = =\f(u) ,reQ =]—-1,1] (6.5)
w(—1) = u(l) =0 ,x€Q = {-1,1}

Man beachte, dass, insofern u eine Losung von (6.5) ist, auch —u wegen der Symmetrie der rech-
ten Seite das RWP (6.5) 16st. Um dieses Randwertproblem zu 16sen, verwenden wir die sogenannte
Energiemethode. Sei u eine Losung von (6.5) mit f(u) = u — u?. Dann folgt nach Multiplikation mit
—2Uy

d 6.5) d

4o\ ©5) _ BV — — _ o %
dx(ux) = 2UplUyy = —2Mu—u’)u, 2Mf(u)uy 2>\dxF(u)

wobei F'(u) = %uQ — %u‘l, und nach anschlieender Integration iiber £ und Multiplikation mit %

1
5(u:,;)2 = —-AF(u)+C ,C€eR

Ein Umdefinieren der Konstanten C' zu A\E mit Konstanter E fihrt zu

1
5(u;,;)2 = —AF(u) + A\E  (Energiegleichung) (6.6)

Abbildung 6.3.: Nichtlinearer Reaktionsterm der Chafee-Infante-Gleichung und seine Ableitung

Das maximale Intervall mit sgn f(u) = sgnu ist durch [—1, 1] gegeben (Abb. 6.3). Insbesondere gilt
f(—=1) = f(1) = 0. Daher ist F' streng monoton wachsend auf [0, 1] und streng monoton fallend auf
[—1,0] (Abb. 6.3). Insgesamt folgt daraus wegen F'(—1) = F(1) = 1 die Existenz von Umkehrfunktio-
nen Uy bzw. U— auf [0,1] bzw. | — 1,0] mit Uy : [0, 1[— [0,1[ bzw. U_ : [0, [—] — 1, 0] bezeichnen.
Aus der Eigenschaft der Umkehrabbildung folgt

1 1
FUL(E)) = E <+ 5UjE(E)2 — ZUjE(E)4 =F V-1<U(E)<X0<UL(E)<1
erhalten wir durch Auflésung nach Uy (E) die Umkehrabbildungen

Ur(E) = \/ﬁ = ~U_(E) VO<E<%

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften F'(u) = F(—u) erfiillen die Umkehrabbildungen

Uy (E) 1
du VO< E < -

;du— /0 _
0 VE—-Fw)  Juw VE—-Fu) 4

T(E) :=
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wobei 7 :]0, ﬂ—> [0, +00[. Wir betrachten wieder die Energiegleichung (6.6) und erhalten nach Mul-
tiplikation mit 2 und anschlieBendem Wurzelziehen

1, 1
Uy = \/ﬁ-\/mz \/ﬁ-\/E—Qu2+4u4

Durch Trennung der Variablen erhalten wir daraus ein elliptisches Integral

1 ul@) 1
x:mo F—F(u)du
Setzen wir
z(F) = L7'(E):L U+(E)1du=/0 ;du V0<E<1
V2 V2 Jo VE — F(u) U_(B) VE — F(u) 4(6 .,

so beschreibt z(E) die Zeit, die eine Trajektorie von (6.5) bendtigt, um einen 1-Kreis zu durchlaufen,
genauer um von (0, vV2AE) nach (UL (FE),0) bzw. von (U-(E),0) nach (0, V2AE) zu gelangen (Abb.
6.4). Aus Symmetriegriinden ist dies auch die Zeit fiir die anderen zwei 3-Kreise.

Uy

Abbildung 6.4.: Phasenportrait der Chafee-Infante-Gleichung
Die Abbildung z(E) :]0, 1[— [0, +-0c] erfiillt die folgenden Eigenschaften:

6.1 Satz (INTEGRALEIGENSCHAFTEN). Es gilt:

1
(1): x(E) ist stetig auf']0, Z[

T
(2): lim z(F) = —=
55 2V

1
(3): x(E) ist differenzierbar in |0, Z[ mit

dzx(E)
dE

Dabher ist (E) streng monoton wachsend in 0, Z[

1
>0 VE G]O’Z[

(4): lim 2(E) = +o0

E—1

Insbesondere folgt damit

1
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Beweis. zu (1) und (2): siche [23] Theorem 5.1
zu (8): siehe [23] Theorem 5.2
zu (4): siehe [23] Theorem 5.3 O

Um eine Losung der Randwertaufgabe (6.5) zu bekommen, bendtigen wir eine Trajektorie, die im
Zeitraum [—1, 1] 2m i—Kreise, also m %—Kreise, durchlauft, d.h. es gilt

2mz(E) = 2 mit meN (6.9)

Diese Bedingung wird auch als Bifurkationsgleichung von (6.5) bezeichnet. Wir umkreisen dabei
im Phasendiagramm m mal einen halben Orbit und enden wieder auf der u,-Achse. Die Bedingung
(6.9) erhalten wir auch unter Verwendung von (6.7) aus (5.9.k.¥) und (5.10.k) in [23], die wegen der
Symmetrie zusammengefasst besagen, dass

m7r(E) = V2\ mit meN

gilt. Um fiir ein festes A die Anzahl der stationdren Losungen zu bestimmen, miissen wir die Anzahl
der Werte von E bestimmen, so dass die Bedingung (6.9) erfiillt ist.

6.2 Satz (BIFURKATIONSPUNKTE DER CHAFEE-INFANTE-GLEICHUNG). SeiQ) =
2
| —1,1[ und (%)27{'2 <A< ("TH> 72 mit n € Ng. Dann gilt:

Die Chafee-Infante-Gleichung (1.4) besitzt genau 2n + 1 stationédre Ldsungen
Dy, <I>1i, <I>2i, R @f. Falls n = 0 ist, so gibt es genau eine stabile stationére
Lésung ®g = 0. Falls n > 0 ist, so gibt es genau 2 stabile stationédre Losungen
@{E und 2(n — 1) 4+ 1 instabile stationare Losungen ®, <I>§E, CI>§E, B 5l

Weiterhin gilt

Die Funktion <I>§E (j = 1) besitzt in Q =] — 1, 1] genau j — 1 Nullstellen. Diese
2 2 2

sind gegeben durch -1+ -, —=1+2-—,..., -1+ (j —1)- .
J J J

Insbesondere sind die Bifurkationspunkte gegeben durch

2 2 2 2
n s 97 25T
BP = [\, [ neN} = {(2> 7 nen} = {Z a2 2 4, 2Ty
Beweis.
P o
an
° D D (i o Dy
Dy [y
0<ALT Zoaga? m<ag

Abbildung 6.5.: Attraktoren der Chafee-Infante-Gleichung
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e

2 .
L.Fall: 0 < A < 7. Es gilt wegen (6.8), (6.9) und % >

2>
2vA

=2 2mz(E) > 2m

= (6.9) ist fiir m € N nicht erfiillt

(6.9)

Damit besitzt (6.5) keine nichttrivialen Losungen, d.h. der einzige Fixpunkt ist durch u = 0 gege-
ben und befindet sich im Ursprung des Phasenportraits (Abb. 6.4). Wir kennzeichnen diesen ersten
Fixpunkt mit ®g. Der Attraktor hat folglich die Hausdorff-Dimension 0 (Abb. 6.5).

2.Fall: %2 < A < 72, Es gilt wegen (6.8), (6.9) und % > % > 1

™

6.8) 1
E) > — > -
o (@ 2mx(E) > m

1
= (6.9) ist fiir m = 1 erfiillt, d.h. 3 E; €]0, 1[ x(Ey) =1

Damit erhalten wir zusétzlich zu ®¢ zwei weitere Fixpunkte, die wir mit @{E kennzeichnen. Einen
Fixpunkt ®] erhalten wir aus der positiven Losung. Einen zweiten Fixpunkt ®] erhalten wir aus
Symmetriegriinden aus der negativen Lésung. Diese Fixpunkte entsprechen wegen der Spiegelsymme-
trie fiir die positive Losung dem rechten halben Orbit und fiir die negative Lésung dem linken halben
Orbit im Phasendiagramm (Abb. 6.4). Der Attraktor hat folglich die Hausdorff-Dimension 1 (Abb.
6.5).

3.Fall: 72 < A < 4%, Es gilt wegen (6.8), (6.9) und 1 > 1> 2

*
68) 1
x(E) > — 2 =
(&) AVO N
g 2
— o 2mz(E) > 3™
1 1
= (6.9) ist fir m = 1,2 erfillt, d.h. Vm = 1,2 3 E,, €]0, Z[ z(Em) = p.

Damit erhalten wir zusétzlich zu ®g, ®7 erneut zwei weitere Fixpunkte, die wir mit ®3 kennzeichnen.
Auch hier erhélt man einen Fixpunkt @; aus der positiven und den anderen ®, aus der negativen
Losung. Diese Fixpunkte umlaufen einmal den Ursprung des Phasenportraits und besitzen daher genau
eine Nullstelle (Abb. 6.4). Der Attraktor hat folglich die Hausdorff-Dimension 2 (Abb. 6.5).

4Fall: %2 < X < 4n?. Es gilt wegen (6.8), (6.9) und Z > 4= > &

6.8) 1
2(E) > - > =
. 1
— 2 W 2mz(E) > Zm
1 1
= (6.9) ist fiir m = 1,2, 3 erfiillt, d.h. Vm = 1,2,3 I E,, €]0, Z[ 2(Ep) = —
m

Ebenso erhalten wir auch hier zusétzlich zu @y, @{E, <I>§t zwei neue Fixpunkte, die wir mit <I>§t kennzeich-
nen. Man erhélt wieder einen Fixpunkte <I>;,r aus der positiven und den anderen ®; aus der negativen
Lésung. Die Fixpunkte umlaufen nun % mal den Ursprung des Phasenportraits und besitzen daher

genau zwei Nullstellen (Abb. 6.4). Der Attraktor hat folglich die Hausdorff-Dimension 3 (Abb. 6.5).
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2
Dieses Verfahren lédsst sich beliebig fortfithren, so dass wir fiir (%)2772 < A< ( 5 ) 72 wegen

2 1 2
(68), (69) und n > ﬁ = m
6.8 1
z(E) (>) >
2N T n+1
. 2
=2 (0 2mz(E) > ——m
n+1
1 1
= (6.9) ist fir m =1,...,n erfillt, dh. Vm =1,...,n I E,, €0, 1[ z(Ep) = —
m
und somit eine Menge von 2n + 1 Fixpunkten ®, <I>1i, (I>§t, ce <I>,il erhalten. Die Stabilitdtseigenschaf-
ten erhdlt man durch Linearisierung und durch Loésen des daraus resultierenden Eigenwertproblems
(127)). 0

Abbildung 6.6.: Darstellung der stationdren Losungen @), <I>1i, <I>2i, <I>§, <I>ff, <I>5i (von links nach rechts und von
oben nach unten) fiir die kontinuierliche Chafee-Infante-Gleichung

6.3 Bemerkung. i) Die Chafee-Infante-Gleichung (1.4) erfiillt bekanntlich unsere Generalvorausset-
zungen 2.1 und 5.1, besitzt nach Satz 5.3 das Lyapunov-Funktional

L:HNQ) — R mit L(u) := /Q;|Vu($)|2 - %u(az)2 + %u(:c)4 dx

und die Menge der Gleichgewichtspunkte G ist fiir jedes feste A\ nach Satz 6.2 diskret. Genauer ist
2

G, fiir (%)2772 <A< (”TH) 72 mit n € Ny durch Gy = {®g, T, ..., ®F} gegeben. Daher liefert uns

Korollar 5.14 die folgende Darstellung fiir den Attraktor der Chafee-Infante-Gleichung

A= | wu(e)

PeGy

Man beachte hierbei, dass eine Verdnderung des Bifurkationsparameters A eine Verdnderung der Menge
aller Gleichgewichte G, uns somit eine Verdnderung des Attraktors A mit sich zieht.

ii) Fir ein allgemeines eindimensionales Gebiet Q0 =]a,b[C R mit a,b € R und a < b ldsst sich
die Bifurkationstheorie der Chafee-Infante-Gleichung (1.4) und somit insbesondere Satz 6.2 leicht
verallgemeinern. Anstelle von (6.9) gilt in diesem Fall die Bifurkationsgleichung

2mx(E) = (b—a) mit meN
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Die Menge der Bifurkationspunkte der Chafee-Infante-Gleichung (1.4) ist daher gegeben durch

7.‘.2

BP = {\, |neN} = {nz(b—a)2

| n € N}

wobei A\, = nzﬁ die Eigenwerte der Helmholtz-Gleichung bezeichnet (Bsp. in Abs. A.3.d). Die
Menge der Gleichgewichtspunkte G ist hierbei fiir jedes feste A diskret und somit erhalten wir auch
in allgemeinen eindimensionalen Gebieten die Darstellung des Attraktors aus Korollar 5.14.

6.2.b. Bifurkation mit Finiter-Elemente-Methode

Um die diskreten FE-Verzweigungspunkte zu bestimmen, betrachten wir das Gleichungssystem (6.1)
in der Form

Bp-d = X-Gla)— Ay -«

Die diskreten Verzweigungspunkte sind dann genau die Eigenwerte des Eigenwertproblems

Bpvy, = %(/\ cG(a) = Ap-a)| (0)-vp, = (A-G'(0) — Ap) - vp (6.10)

Dazu bestimmen wir zunéchst die reelle N, x Nj, Matrix G'(«).

6.4 Lemma.

(@) G2a) 0 0
k()
G'(a) = 0 0
. . . : G
G . daNjﬁl(a)
0 o0 déj]gh‘l () dajj: ()
wobei
dG; 2h  6h h 3h 3h h .
doy, (a) = 3 ga? - ﬁaz‘?q T 1% T X%t ﬁa?“ Vi=1,...,Np
dG; h 3h 5, 3h 4, h ,
= -l -l Cooy Vi=1,...,Ny—1
dagy ) T 6 20t T 9o T g%t VY h
dG; . h 3h , 3k , h -
dont a) = s 2—00(2-71 %ai gaz_lal Vi=2,...,Np

Insbesondere: G'(0) = By,.

Beweis. Da G;(a) nur Terme mit «;_1, a5, a1 enthélt, folgt, dass zgj () =0 fir j =1,...,Ny
und j ¢ {i — 1,4,7 + 1}. Daher geniigt es die Félle j =4, j =i+ 1 und j = i — 1 zu untersuchen.
Die Ableitungen folgen direkt. Weiter folgt Zgl? 0) = %, di?jl(O) = %, joii 0) = % und damit

G/(O) = By. O

Wegen G'(0) = By, sind die Losungen des Eigenwertproblems (6.10) dquivalent zu
B, (G (0) — Ap)vp, = (B, ' By, — By P Ap)o, = (M — B, Y Ap)v, = 0

Um die gesuchten Eigenwerte zu ermitteln, bendtigen wir noch das folgende Lemma.
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6.5 Lemma. Das Eigenwertproblem

Lvpj = ppjop; j=1,..., Ny
vpj = 0 7=0,N,+1

mit
0 1 0 0
1
L = 0 0 € RVnxNa
: . .. o1
o --- 0 1 0

besitzt die Eigenwerte

ih
) = 2005(”) Vi=1,...,Np

2

g
Mpj = 2cos N, 1

und die Eigenfunktionen

L kjm . (kjhm .
[Uhg]k—SIH<Nh+1> —sm< 5 ) Vk,j=1,...,Np

Beweis. Mithilfe des Additionstheorems

i =2 (25 ) ()

erhalten wir unmittelbar die Behauptung

[ (Rt 1)jm (k= 1)jm
Llonlems..o = {sm( Np+1 >+Sm( Np+1 >:|k:1 Ni

-----

Jm . kjm .
=2 = pnj [vn; Vj=1,...,N

|

Man beachte, dass die Gréfle der Matrix L zwar von h abhéngig ist, L jedoch keine von h abhéangigen
FEintréage besitzt, was die Rechtfertigung dafiir ist. Deshalb verwenden wir die Notation L anstelle von
Lp,.

6.6 Satz (Bifurkationspunkte des FE-Verfahrens fiir die Chafee-Infante-Gleichung). Sei{) =
|—1,1[. Dann sind die FE-diskretisierten Bifurkationspunkte \; der Chafee-Infante-Gleichung gegeben
durch

6 2 — Hhj 1 12 — G,Uhj

A = = =T gy N
T @) h R a7 "

mit pp; aus Lemma 6.5.
Beweis. Da sich die Matrix Aj, € RV2*Ne auch mittels

2 1
A, = 2I1——L

h h
darstellen lésst, besitzt Aj die Eigenwerte
2 1 . 2 — /,th

S T = =1,...
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Analog besitzt die Matrix Bj, € RV»*Nr wegen der Darstellung

By, = 2y by
3776

die Eigenwerte

2h h h(4 + pn;

Vi=1,...,N
3 6 J ) s 4Vh

und da By, invertierbar ist und die Eigenwerte ungleich 0 sind, besitzt die Inverse B,:l die Eigenwerte

oh h -1 1 6
(3 6/ B Ry (At )

Die diskreten Verzweigungspunkte sind genau die Eigenwerte des Matrizenproduktes B, L Aj, und somit
gegeben durch
6 2 — Hhj 1 12 — G,Uhj

Anj = : TPy N
T @t ) A w2 A4y 7 "

|

Man beachte, dass die Anzahl der diskreten Verzweigungspunkte im Falle der Chafee-Infante-
Gleichung mit der Dimension des betrachteten FE-Raums iibereinstimmt. Im allgemeinen kann die
Anzahl der diskreten Verzweigungspunkte nicht héher als die Dimension des zugrunde liegenden FE-
Raums sein. Sie miissen aber ebenso nicht mir der Dimension des FE-Raums tibereinstimmen. Des-
weiteren sei erwéhnt, dass die diskreten Verzweigungspunkte - dhnlich wie bei den kontinuierlichen -
vom Gebiet €2 abhéngen. Fiir die spateren Berechnungen fithren wir einige von ihnen auf.

6.7 Bemerkung. Tabelle 6.1 enthélt sowohl die kontinuierlichen als auch die diskreten Verzweigungs-
punkte \j bzw. A\p; der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung auf dem Gebiet @ =] — 1, 1].

A ART | A2, A2 | A3, Am3 | Ay Ana | As, Ans | A6, Ane | AT AnT
dimV1 =3 2.5967 12 31.6891
dimVi =7 2.4993 | 10.3866 | 24.8721 48 82.0727 | 126.7562 | 171.6280
dimVi =15 2.4753 9.9971 | 22.8559 | 41.5466 | 66.7800 | 99.4885 | 140.8076
k‘ontirsLuierlich 2.4674 9.8696 | 22.2066 | 39.4784 | 61.6850 | 88.8264 | 120.9027

Tabelle 6.1.: Bifurkationspunkte der Chafee-Infante-Gleichung in kontinuierlicher Form
und unter FE-Diskretisierung

Man beachte, dass die FE-Verzweigungspunkte mit zunehmender Verfeinerung von oben gegen die
kontinuierlichen Verzweigungspunkte aus Satz 6.2 konvergieren, d.h. unabhéngig von der Existenz der
FE-Verzweigungspunkte gilt

| 12— 6-2cos (47 N2
i = —= - ()w =\ fir h—0 VjeN
! h? 4+2cos(h) !

6.8 Bemerkung. i) Fiir ein allgemeines eindimensionales Gebiet Q) =|a,b[C R mit a,b € R unda < b
sind die FE-diskretisierten Bifurkationspunkte durch

jhm
1 12—12-cos (=
BPpp = {Mnj = — (%) |

: j=1,...,Ny}
h? 4+ 2-cos (i}”;)
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gegeben. Diese FE-Birfurkationspunkte der Chafee-Infante-Gleichung konvergieren auch fiir ein allge-
meines eindimensionales Gebiet mit zunehmender Verfeinerung von oben gegen die kontinuierlichen
Bifurkationspunkte, d.h. unabhéngig von der Existenz der FE-Verzweigungspunkte gilt

12 cos (T )
oy — L. 12 — 12 cos(ig) - <b]

2
2\ g ,
2 4+2'COS(M )7r =\ fir h—0 VjeN
b—a

—a

6.3. FE-Bifurkationsanalyse der Chafee-Infante-Gleichung

Das Hauptanliegen dieses Abschnitts ist die FE-Bifurkationsanalyse der eindimensionalen Chafee-
Infante-Gleichung in dem Gebiet ©Q =| — 1,1[ fiir den 3-dimensionalen FE-Raum V.. Fiir die prak-
tischen Berechnungen werden wir einen Computer mit 2.4Ghz und 2GB RAM, das2 Betriebssystem
LINUX UBUNTU, das Programm MATLAB (Version R2007b) sowie das MATLAB-Programmpaket
MATCONT (Version 2.4) verwenden. Dazu beginnen wir zunéchst mit einigen Informationen und Ein-
satzgebieten des MATLAB-Pakets MATCONT (Abs. 6.3.a), anschliefend fithren wir die MATCONT-
Systemdatei auf (Abs. 6.3.b) und analysieren die praktischen Ergebnisse (Abs. 6.3.c).

6.3.a. Das MATLAB-Paket MATCONT zur Bifurkationsanalyse

MATCONT (MATLAB numerical continuation toolboxes) ist ein MATLAB-Paket, dass speziell zur
Bifurkationsanalyse dynamischer Systeme konzeptioniert wurde. Die Software-Entwicklung dieses Pa-
kets begann im Jahr 2000 und die erste Verdffentlichung erschien im Jahr 2003. Eine ausfiihrliche
Einfithrung fiir diese Toolbox findet sich in [1].

Wir werden MATCONT zur Berechnung der Bifurkationspunkte und Bifurkationsdiagramme fiir das
FE-diskretisierte System (6.2) der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung verwenden. Man beach-
te, dass wir hierzu keine zeitliche Diskretisierung der Gleichung benétigen. Die FE-Bifurkationspunkte
ermoglichen uns darauthin eine gezielte Analyse des FE-Attraktors.

6.3.b. Chafee-Infante-Gleichung mit dem Programmpaket MATCONT

Es folgt die Systemdatei der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung im 3-dimensionalen FE-Raum
V1. Die Herleitung dieses Systems ergibt sich unmittelbar aus (6.2) in Abschnitt 6.1 speziell fur Ny, = 3.

2
In Hinblick auf (6.2) entspricht im Folgenden ui dem Wert «; und wi’ dem Wert o fir i = 1,2, 3.

/* Copyright (c) 2009 Denny Otten x*/
/* Bifurcation —Analysis: the One—Dimensional Chafee—Infante —Equation with linear Finite—Element—Method =/

ul’ = —(18/7)*u3—(102/7)*ul+(72/7)*xu2—(87/140)*lambda*ul*ul*ul+lambdaxul+(3/35)*lambda*u2*u2*u2
—(3/140)*lambda*u3*u3*u3 —(111/560)*lambda*ul*ul*u2—(27/280)*lambdaxul*u2xu2
+(3/56)+xlambda*xu2*u2*xu3+(3/112)*lambda*u2*u3=*u3;

(72/7)*u3+(72/7)*ul —(120/7)*u2+(3/35)*lambda*ul*ul*ul —(9/14)*lambda*u2*u2*u2+lambda*u2
+(3/35)*lambda*u3*u3*u3 —(3/28)xlambda*ulxul*u2—(3/14)+lambda*ul*u2*u2—(3/14)*lambdaxu2*u2*u3
—(3/28)*lambdaxu2*ud*u3;

—(102/7)*u3 —(18/7)*xul+(72/7)*u2—(3/140)*lambda*ul*ul*ul+(3/35)*lambda*xu2*xu2xu2
—(87/140)*lambda*u3*u3*u3+lambda*u3+(3/112)xlambdaxul*xul*xu2+4(3/56)*lambdaxul*u2*u2
—(27/280)*lambda*u2+u2+u3 —(111/560)*lambdaxu2xud3*u3;

u2’

u3’

Zur Ergéanzung befindet sich im Anhang A.8.a eine entsprechende Systemdatei fiir den 7-dimensionalen
FE-Raum V% .
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6.3.c. Bifurkationsanalyse

Es folgen die FE-Bifurkationsdiagramme der Chafee-Infante-Gleichung auf dem eindimensionalen Ge-
biet Q@ =]—1,1[ und im 3-dimensionalen FE-Raum Vi1 mit stiickweise linearen finiten Elementen (Abb.
2

6.7).

——
S

Abbildung 6.7.: FE-Bifurkationsdiagramme der Chafee-Infante-Gleichung im 3-dimensionalen FE-Raum V%

Die FE-Bifurkationsdiagramme der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung (Abb. 6.7) enthalten
auf der y-Achse den Koeffizienten der 1., 2. bzw. 3. Basisfunktion von V1 (von links nach rechts) und auf
der x-Achse den Bifurkationsparameter A. Dabei deckt sich die Anzahfder FE-Bifurkationsdiagramme
mit der Dimension des FE-Raums V1 Die FE-Bifurkationspunkte sind wie zu erwarten bei A =
2.5967 = /\1 10 A=12 = /\1 2 und A = 31 6891 = )\1 3 und entsprechen den roten Markierungen auf
den \- Achsen in den Abblldungen 6.7. Diese Ergebmsse stimmen mit unseren theoretischen Berech-
nungen in Abschnitt 6.2.b {iberein (Tab. 6.1). In Hinblick darauf beachte man, dass die Anzahl der
FE-Bifurkationspunkte speziell fiir die eindimensionale Chafee-Infante-Gleichung gleich der Dimension
des zugrunde liegenden FE-Raums V1 ist und in allgemeinen Anwendungsbeispielen maximal so grof3
wie die Dimension des FE-Raums seizn kann. Die verschiedenen Zweige in Abbildung 6.7 beschreiben
die Lageveréinderungen der Fixpunkte der FE-diskretisierten Chafee-Infante-Gleichung in Abhéngig-
keit vom Wert des Bifurkationsparameters A. Betrachten wir beispielsweise die erste Verzweigung im
linken Diagramm in Abbildung 6.7, so stellt dieser Zweig den Koeffizienten der 1. Basisfunktion des
ersten Fixpunktes dar und beschreibt die Bewegung dieses Koeffizienten bei fortlaufendem Bifurkati-
onsparameter \. Bei den iibrigen Verzweigungen ist dies entsprechend. Aufgrund der Symmetrie der
Chafee-Infante-Gleichung sind auch die Bifurkationsdiagramme an der A-Achse spiegelsymmetrisch.
Insbesondere stellen wir fest, dass alle Fixpunkte bei u; = 0 (i = 1,2, 3) entspringen und wir daher eine
Pitchfork-Bifurkation - auch Heugabel-Verzweigung genannt- vorliegen haben. In Bezug auf die Abbil-
dung 6.6, die die kontinuierlichen stationdren Losungen skizziert, bedeutet diese Feststellung, dass die
FE-Approximationen &+ X ot 0 ot 3 der drei stationdren Losungen (I>1 , 5 ,<I>§,t im FE-Raum V1 fiir
wachsendes A alle aus dér konstant2en Losung © 105 also aus ur = = 0, hervorgehen. Diese Beobachtung
lasst sich auch im kontinuierlichen Fall zeigen. Genauer entw1ckeln sich die kontinuierlichen stationaren
Losungen <I>1 ,<I)2 ,...in Abbildung 6.6 fiir wachsendes A alle aus der konstanten Lésung ®g, also aus
u = 0. Um den FE-Attraktor im kommenden Abschnitt gezielter analysieren zu kénnen, werden wir
im verbleibenden Teil dieses Abschnitts einige Fixpunkte zu speziellen Bifurkationsparameterwerten
A auffithren (Tab. 6.2). Dabei betrachten wir A genau an den FE-Bifurkationspunkten und an den
dazwischen liegenden Stellen. Um fiir ein festen Wert A die Fixpunkte zu ermitteln, bendtigen wir
die Kenntnis iiber die Richtungen, in die die einzelnen Verzweigungen in Abbildung 6.7 verlaufen.
Diese Richtungen erhalten wir unmittelbar aus Abbildung 6.6. Denn betrachten wir beispielsweise @;f
in Abbildung 6.6, so stellen wir bei einer Approximation dieser Funktion in V1 mittels unserer drei
Hutfunktionen fest, dass der 1. und 3. Koeffizient der Basisfunktionen positiv und der 2. negativ ist.
Folglich verlauft die 3. Verzweigung im ersten und dritten Diagramm in Abbildung 6.7 von unten nach
oben und die 3. Verzweigung im zweiten Diagramm in Abbildung 6.7 von oben nach unten. Fiir die
iibrigen Verzweigungen lassen sich die Richtungen analog festlegen, so dass wir nun umgehend die
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einzelnen Koordinatenwerte der Fixpunkte aus der Abbildung 6.7 ablesen konnen (Tab. 6.2).

MOy ; 1, <1>§1 <1>;2 <1>:;3
0
1 0
0
0
2.5967= )\, 0
* 0
0 0.7321
7 0 +| 0.9237
0 0.7321
0 0.8586
12= A1, 0 + | 0.9948
. 0 0.8586
0 0.9603 ~0.8704
22 0 +| 1.0067 + 0.0
0 0.9603 0.8704
0 1.0062 ~1.0176
31.6891= A, , 0 + | 0.9984 + 0.0
. 0 1.0062 1.0176
0 1.0411 ~1.1055 0.4828
45 0 + | 0.9863 + 0.0 +| —0.8466
0 1.0411 1.1055 0.4828

Tabelle 6.2.: Spezielle Fixpunkte fiir Chafee-Infante-Gleichung bei einem 3-dimensionalen
FE-Raum in Abhéngigkeit des Bifurkationsparameters

6.4. FE-Attraktoranalyse der Chafee-Infante-Gleichung

Das Hauptanliegen dieses Abschnitts ist die praktische Analyse der FE-Attraktoren der Chafee-
Infante-Gleichung in dem eindimensionalen Gebiet 2 =]—1, 1[. Insbesondere leiten wir uns hinsichtlich
unseres Hauptresultats zur Oberhalbstetigkeit des Attraktors unter finiter Elemente Diskretisierung
Praxis bezogene Resultate her. Fiir die praktischen Berechnungen werden wir erneut einen Computer
mit 2.4Ghz und 2GB RAM, das Betriebssystem LINUX UBUNTU, das Programm MATLAB (Version
R2007b) sowie das MATLAB-Programmpaket GAIO (Version 2.2.5) verwenden. Fiir das Speichern
transparenter Bilder ist eine Open-GL Unterstiitzung der Graphikkarte unter MATLAB erforderlich.
Wir beginnen zunéchst mit einigen Informationen und Einsatzgebieten des MATLAB-Pakets GAIO
(Abs. 6.4.a), anschlieflend fithren wir die GAIO-Programmdateien auf (Abs. 6.4.b) und analysieren
die praktischen Ergebnisse (Abs. 6.4.c-6.4.j). Dabei tiberpriifen wir, wie der Algorithmus unseren FE-
Attraktor berechnet (Abs. 6.4.c), wie sich eine Verdnderung des Bifurkationsparameters A auf die
Gestalt des FE-Attraktors auswirkt (Abs. 6.4.d), wie die stationdren Losungen (Abs. 6.4.¢) und he-
teroklinen Orbits (Abs. 6.4.f) aussehen, wie fehlende Teile im Inneren des FE-Attraktors entstehen und
was sie bedeuten (Abs. 6.4.g), wie die Oberhalbstetigkeit in der Praxis nachweisbar ist (Abs. 6.4.h),
wie grof§ der Aufwand fiir die Berechnungen ist (Abs. 6.4.i) und wie die Konvergenz einer konkreten
Anfangswertfunktion vonstatten geht (Abs. 6.4.]).
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6.4.a. Das MATLAB-Paket GAIO

GAIO (Global Analysis of Invariant Objects) wurde von Michael Dellnitz und Oliver Junge an der
Universitat Paderborn (1995-1999) speziell fiir die numerische Analyse dynamischer Systeme konzep-
tioniert und ermoglicht die Approximation invarianter Mafle und relativer globaler Attraktoren. Wir
beschranken uns auf die Approximation des relativen globalen Attraktors. Eine ausfithrliche und bei-
spielbehaftete Einfithrung findet sich in [22].

Um in kurzer Form einen Einblick in die Arbeitsweise von GAIO und deren fiir die Berechnung invari-
anter Mengen verwendeten Unterteilungsalgorithmus (Subdivisionsalgorithmus, rga-Algorithmus) zu
erhalten, mégen wir uns das nichtlineare Gleichungssystem (6.3) der Finite-Elemente- und explizite-
Euler-diskretisierten eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung aus Abschnitt 6.1.h vorstellen. Der
Algorithmus zur Approximation des FE-Attraktors lautet wie folgt:

Eingabe : Modell,
Dimension des FE-Raums Ny, ,
Bifurkationsparameter A,
zeitliche Diskretisierungsschrittweite At,
Integrationszeit,
Startbox mit Mittelpunkt ¢ und Radius r,
Anzahl und Art der Testpunkte,
durchzufiithrende Iterationen iter

Berechnung : Unterteilungsalgorithmus (Subdivisionsalgorithmus, rga-Algorithmus)
for i = 1 to iter do
Bisektion aller Boxen im Baum der Tiefe 7 — 1 in eine Koordinatenrichtung;
Speichere diese erzeugte Boxenkollektion von m Boxen im Baum der Tiefe i;
for j =1 to m do
n Testpunkte in j-ter Box festlegen;
for k =1 ton do
Werte k-ten Testpunkt durch Lésen eines nichtlinearen Gleichungssystems aus;
‘ Markiere Box im Baum der Tiefe i, die die Lésung des nichtlinearen Gleichungssystems enthalt;
end
end
Losche Boxen im Baum der Tiefe ¢, die keinen Bildpunkt enthalten haben;
end

Ausgabe : Boxenkollektion des Baumes der Tiefe iter

Algorithmus 1 . Unterteilungsalgorithmus (Subdivisionsalgorithmus, rga-Algorithmus)

e Eingabe: Der Algorithmus benétigt zur Berechnung des FE-Attraktors vorab einige Parame-
terwerte. Als erstes miissen wir das Modell festlegen, dessen Attraktor wir berechnen wollen. In
unserem Fall ist dieses Modell durch das nichtlineare Gleichungssystem (6.3) der eindimensiona-
len Chafee-Infante-Gleichung gegeben. Ebenso miissen wir die Dimension Np, des FE-Raums V,
sowie einen beliebigen, aber festen Wert fiir den Bifurkationsparamter A angegeben. Zum Losen
der vollstandig diskretisierten nichtlineare Gleichung (6.3) wird zudem eine zeitliche Diskreti-
sierungsschrittweite At bendtigt. Als néchstes miissen wir noch die Integrationszeit sowie die
Startbox festsetzen. Die Startbox wird dabei durch einen Nj-dimensionalen Mittelpunkt ¢ und
einen Np-dimensionalen Vektor r definiert, der die Radien in die einzelnen Koordinatenrichtun-
gen enthélt. Diese Startbox wird als Wurzel eines Bindrbaums gespeichert. Man beachte, dass
die Startbox hinreichend grofi gewéhlt werden sollte, so dass der gesamte FE-Attraktor in ihr
enthalten ist. Als néchstes werden fiir die Berechnungen die Anzahl sowie die Art von Testpunk-
ten benotigt. Hinsichtlich der Testpunkte sei vermerkt, dass wir ausschlieSlich Testpunkte auf
den Kanten (Edges) verwenden. Zuletzt sollten wir noch die Anzahl an Iterationen angeben, die
der Algorithmus durchfithren soll.

e Berechnung: Beim ersten Durchlauf des Unterteilungsalgorithmus wird unsere Nj-dimensionale
Startbox im ersten Schritt zunéchst beziiglich der ersten Koordinatenrichtung in zwei gleichgrofie
Boxen zerlegt (Bisektion), die anschlieBend im zweiten Schritt als Kindknoten der unterteilten
Box im Bindrbaum gespeichert werden. Im dritten Schritt wahlt GAIO fiir jede dieser Boxen die
aus der Eingabe resultierende Anzahl und Art von Testpunkten. Jeder dieser Nj-dimensionalen
Testpunkte wird im vierten Schritt an das Modell iibergeben, dass daraufthin das Np-dimensionale
nichtlineare Gleichungssystem (6.3) 16st. GAIO markiert anschlieend im fiinften Schritt dieje-
nige Box, die den Nj-dimensionalen Losungsvektor enthélt. Dieses Verfahren fiihrt GAIO fiir
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jeden Testpunkt und fiir jede Box durch. Danach entfernt GAIO im sechsten Schritt alle Boxen
des Bindrbaumes der Tiefe 1, die nicht markiert wurden und somit keinen Lésungsvektor bein-
halten. Damit endet der erste Iterationsschritt. Der zweite Iterationsschritt beginnt daraufhin
mit der Boxenkollektion, die wir aus dem ersten Iterationsschritt erhalten haben. Hinsichtlich
der Unterteilungen sei zu erwidhnen, dass GAIO der Reihe nach beziiglich jeder Koordinaten-
richtung unterteilt und in der Nj, + 1-ten Iteration erneut mit der Unterteilung beziiglich der
ersten Koordinatenrichtung beginnt.

e Ausgabe: Die aus dem Unterteilungsalgorithmus resultierende Boxenkollektion bildet unseren
Nj,-dimensionalen finite Elemente Attraktor nach iter Iterationen.

Es sei vermerkt, dass wir den Begriff Verfeinerung im folgenden in zwei unterschiedlichen Zusam-
menhéngen verwenden werden. Zum einen werden wir iiber Verfeinerungen von FE-R&umen sprechen,
wie wir es bereits in Abschnitt 6.1 getan haben, und zum anderen werden wir iber FE-Attraktoren
nach einer gewissen Anzahl an Verfeinerungen sprechen. Dabei ist mit einem FE-Attraktor nach der
n-ten Verfeinerung derjenige FE-Attraktor gemeint, den wir aus GAIO erhalten, wenn insgesamt n- Ny,
Iterationen durchgefiithrt wurden.

Damit schliefen wir die Erklarung zur Arbeitsweise von GAIO und wenden uns den Programmdateien
zu. Naheres zur Arbeitsweise des Subdivisionsalgorithmus lasst sich in [22] nachlesen.

6.4.b. Chafee-Infante-Gleichung mit dem Programmpaket GAIO

Wir werden zunéchst die in C\C'++ programmierte Modelldatei chafee-infante-1D-FEM-EEM-MAP.c
auffithren, die die vollsténdige Diskretisierung nach Abschnitt 6.1 realisiert. Fiir tiefergehendere Kennt-
nisse zum Aufbau der Datei sei auf die Quelle [22] und speziell fiir die C\C' + +-Programmierung auf
die Quelle [8] verwiesen.

/x Copyright (c) 2009 Denny Otten x*/
/* One—Dimensional Chafee—Infante—Equation with Finite—Element—Method and Ezplicit—Euler—Method x*/

#include <math.h>

char *xtyp = "map";

char #*name = "The 1D-Chafee—Infante MAP";

int paramDim = 3;

char xparamNames[] = { "lambda", "dim", "deltat" };

int dim = 3;
double lambda = 7.0, deltat = 0.01;

double c[3] = {0,0,0};
double r[3] = {2,2,2};
double tFinal = 1.0;

void rhs(double *x, double xu, double xy) {
double deltax = 2.0 / ((double) dim+1);
int i,j;

double B[dim][dim];
for (i=0; i<dim; i++)
{

for (j=0; j<dim; j++)

) B[i][j] = 0.0;
for (i=0; i<dim; i++)
{
B[i][i] = 4.0;
if (i+l<dim)
Bli][i+1] = 1.0;
if (i—1>=0)
B[i][i—1] = 1.0;

}

double A[dim][dim];
for (i=0; i<dim; i++)

for (j=0; j<dim; j++)
Ali][i] = 0.0;

for (i=0; i<dim; i++)

Ali][i] = 2.0;
if (i+l<dim)
Ali][i+1] = —1.0;

if (i—1>=0)
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Fiir das Kompilieren dieser Modelldatei verweisen wir auf die Quelle [22]. Um dieses Modell nach
dem Kompilierungsvorgang unter GAIO auszufiithren, starten wir zunédchst MATLAB. Die Ausfithrung
dieser Datei erfordert einige Vorbereitungen. Dazu erstellen wir der Einfachheit halber ein neues m-
File unter MATLAB, dem wir den Namen chafee1DFEMEEM.m geben und im GAIO Hauptverzeichnis
speichern. Auch an dieser Stelle wird fiir tiefergehendere Kenntnisse auf die Quelle [22] verwiesen.

6.4.c. Iterationen vom rga-Algorithmus

In diesem ersten Abschnitt wollen wir zunéchst den Verlauf eines Verfeinerungsschrittes des rga-
Algorithmus am Beispiel des Nj, = 3-dimensionalen Systems (6.3) der eindimensionalen Chafee-
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Infante-Gleichung zu den Parametern A = 7 und k& = At = 0.01 illustrieren. Dazu sehen wir uns
exemplarisch den FE-Attraktor A 1 des 3-dimensionalen FE-Raums V% nach den ersten 9 Verfeine-
rungen an, wobei riickblickend eine Verfeinerung exakt 3 Iterationen des rga-Algorithmus entspricht.
Weiter werden wir die resultierenden FE-Attraktoren im folgenden in unterschiedlichen Farben dar-
stellen. Konkret éndern wir dazu die Datei chafee1DFEMEEM.m in den Zeilen 17 und 18 wie folgt

rga(tree ,3); % rga(tree ,6);, rga(tree,9);, rga(tree, 12);, rga(tree,15);,
% rga(tree ,18);, rga(tree ,21);, rga(tree, 24);, rga(tree , 27);,
plotb (tree,’b’ ,[1 2 3]); % plotb(tree,’b’,[1 2]);, plotb(tree,’b’,[1 8]);, plotb(tree,’b’,[2 3]);
% Farben: b=blau, w=weiff, g=grin, c=cyan, m=magenta, y=gelb, r=rot, k=schwarz

Hierbei enthélt die erste Zeile die zur Untersuchung anstehenden Iterationen, die wir der Reihe nach
ausfiihren werden, und die dritte Zeile, in der der Plot erzeugt wird, die graphischen Darstellungs-
optionen des FE-Attraktors, die wir fiir jede Verfeinerung allesamt ausfithren werden. Es folgen die
FE-Attraktoren des 3-dimensionalen Finite-Elemente-Raums V% nach den ersten 9 Verfeinerungen. In

Bezug auf (6.3) entspricht oy = x der ersten, ay = y der zweiten und a3 = z der dritten Koordinate.
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Abbildung 6.8.: Verfeinerungen des FE-Attraktors A 1 fiir die Chafee-Infante-Gleichung

Abbildung 6.8 enthélt die zy-, xz-, yz- und xyz-Perspektiven (von links nach rechts) des FE-
Attraktors .A1 der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung im 3-dimensionalen FE-Raum V1 fiir
den Blfurkatlonsparameter A = 7 und die zeitliche Schrittweite £k = At = 0.01. Von oben nach unten
betrachtet sind die FE-Attraktoren A1 nach 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24 und 27 Iterationen des Untertei-
lungsalgorithmus aufgefithrt. An den IZSildern wird ersichtlich, wie der FE-Attraktor mit fortlaufenden
Iterationen seine Gestalt annimmt. Der Abbildung 6.8 sind bereits die zwei stabilen Fixpunkte &% 1

3

in den Spitzen zu entnehmen (Tab. 6.2 fiir A = 7). Der instabile Fixpunkt ® 1o liegt im Inneren dieses
FE-Attraktors. Zudem ist deutlich erkennbar, dass wir mit unserer 3-dimensionalen Startbox mit Ra-
dius 2 um den Ursprung herum, tatsichlich den gesamten FE-Attraktor A1 einfangen. Diese Startbox
ist erfahrungsgeméfl speziell fiir dieses Beispiel ausreichend. Wir hétten Qan dieser Stelle auch einen
wesentlich gréfieren Radius der Startbox verwenden kénnen, und zwar denjenigen, den uns die absor-
bierende Menge in Korollar 5.10 fiir die Chafee-Infante-Gleichung mit den Werten aus dem Beispiel in
Abschnitt 5.1 speziell fiir A\ = 7 liefert. Die letzten drei Illustrationen in Abbildung 6.8 enthalten die
tibereinander geplotteten 2-dimensionalen Perspektiven der FE-Attraktoren. Sie verdeutlichen noch
einmal, welcher Bereich bei welchem Iterationsschritt an Grée verliert und damit schnell konvergiert.
Nachdem wir jetzt wissen, wie der Unterteilungsalgorithmus arbeitet, wollen wir als néchstes den
FE-Attraktor A 1 in Abhéangigkeit vom Bifurkationsparameter A\ analysieren.

6.4.d. Bifurkationsparameter

Die in Abschnitt 6.3 durchgefiihrte Bifurkationsanalyse der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung
fir den 3-dimensionalen FE-Raum Vi ermdglicht uns in diesem Abschnitt eine gezielte Untersu-
2
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chung des FE-Attraktors A1 bei einer Anderung des Bifurkationsparameters . Dazu verwenden

2
wir fiir den Bifurkationsparameter A die in Tabelle 6.2 aufgefiihrten Werte und &ndern die Datei
chafeelDFEMEEM.m daher in den Zeilen 6, 17 und 18 dementsprechend durch

chafee.lambda = 1.0

(

rga(tree ,21);

2.5967, 7.0, 12.0, 22.0, 31.6891, 45.0

%

% rga(tree ,6);, rga(tree,9);, rga(tree,12);, rga(tree, 15);,

% rga(tree ,18);, rga(tree,21);, rga(tree,24);, rga(tree ,27);,

% plotb (tree, ’b’,[1 2]);, plotb(tree,’b’,[1 3]);, plotb(tree,’b’,[2 3]);

% Farben: b=blau , w=weifl, g=grin, c=cyan, m=magenta, y=gelb, r=rot, k=schwarz

plotb (tree,’b’ ,[1 2 3]);

Es folgen die FE-Attraktoren A1 zu den unterschiedlichen Werten des Bifurkationsparamters A.
2

A=1 A=2.5967

A=31.6891

Abbildung 6.9.: FE-Attraktoren A 1 in Abhéngigkeit des Bifurkationsparameters A

Die Abbildung 6.9 enthélt die FE-Attraktoren A1 der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung
bei 3-dimensionalen FE-Raum V1 fiir die Bifurkatiorzlsparameter A =1, 2.5967, 7,12, 22, 31.6891 und
45 nach der 7. Verfeinerung des 2Attmktors. Die z-, y- bzw. z-Koordinate bezeichnet auch an dieser
Stelle den Koeffizienten der 1., 2. bzw. 3. Basisfunktionen in V1. Wir haben bereits in Abbildung 6.5
gesehen, dass die Dimension des kontinuierlichen Attraktors Vém Bifurkationsparameter A abhéngt.

2
Genauer besitzt der Attraktor A die Hausdorff-Dimension n, falls (%)2772 < A < (”T'H) w2 fiir

n € Ny (Abb. 6.5). Dieses Dimensionswachstum spiegelt sich bei der FE-Diskretisierung in der Anzahl
der Boxen (Tab. 6.3) und damit im Volumen der FE-Attraktoren A1 in Abbildung 6.9 wider, insofern

wir A entsprechend der Werte in Tabelle 6.1 wéhlen. Fiir A = 1 2und A = 2.5967 besitzt der FE-
Attraktor A1 die Dimension 0, da wir in diesen Féllen nur den Fixpunkt ®1 , = (0,0,0) vorliegen
2 27
haben (Tab. 6.2). Fiir A = 7 und A = 12 kommen zwei neue Fixpunkte <I>jf1 zum Vorschein (Tab.
21
6.2), so dass sich die Dimension des FE-Attraktors A1 auf 1 erhoht. Speziell fir A = 7 verdeutlichen

dies die weiteren Iterationen in Abbildung 6.8. Fir A Z 22 und A = 31.6891 erhalten wir erneut zwei
neue Fixpunkte ®T , (Tab. 6.2), so dass der FE-Attraktor A, in diesen Abbildungen die Dimension
2 2
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2 besitzt. Fiir A = 45 entfalten sich die zwei weitere Fixpunkte CIij3 (Tab. 6.2) und die Dimension
2

des FE-Attraktors A1 wéchst auf 3 an. Es ist an den Formen zu erahnen, dass die augenscheinlich 3-
dimensional Wirkende2n FE-Attraktoren in Abbildung 6.9, die in Tabelle 6.2 aufgefithrten Dimensionen
besitzen. Um diesen Aspekt einzusehen, werden wir in Abschnitt 6.4.f die heteroklinen Orbits des FE-
Attraktors A 1 genauer untersuchen. In Abbildung 6.10 ist nochmals der Zusammenhang zwischen dem
Kontrollparameter A > 0 und dem Wachstum des FE-Attraktors A% im 3-dimensionalen FE-Raum

V1 graphisch veranschaulicht.
2

A | 1 [25967| 7 | 12 | 22 [31.6891| 45
Boxen | 96530 | 92478 102710 | 139556 | 272602 | 438316 | 615006
Farbe | weif gelb magenta | cyan rot griin blau

Tabelle 6.3.: Anzahl der Boxen des 3-dimensionalen FE-Attraktors A 1 in Abhéangigkeit
des Bifurkationsparameters A nach 21 Iterationen des rga-Algorithmus

Anzahl der Boxen

Iterationen 0 o A

Abbildung 6.10.: Anzahl der Boxen des FE-Attraktors A 1 in Abhéngigkeit des Bifurkationsparameters A und

der Iterationen des rga-Algorithmus

Da sich die Lage und Anzahl der Fixpunkte @i gemeinsam mit dem Bifurkationsparameter A
verdndern und dies Auswirkungen auf die Gestalt des FE-Attraktors A1 mit sich bringt, betrachten
wir in Abbildung 6.11 die zugehérigen zweidimensionalen Bewegungsverlaufe der Fixpunkte <I>1 p flr
wachsenden Bifurkationsparameter A\, d.h. die zy-, xz- und yz-Perspektive der FE- Attraktoren A1
aus Abbildung 6.9.

Abbildung 6.11.: Zweidimensionaler Bewegungsverlauf der Fixpunkte des FE-Attraktors A 1 im FE-Raum Vi
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In Abbildung 6.11 wurden die FE-Attroktoren A1 des 3-dimensionalen FE-Raums Vi nach der

2 2
7. Verfeinerung aus Abbildung 6.9 in den drei oben genannten Perspektiven iibereinander geplot-
tet. Anschliefend wurden die Fixpunkte <I>1 , aus der Tabelle 6.2 eingezeichnet. Hierbei kennzeichnen

die blauen Punkte die stabilen und die roten Punkte die instabilen Fixpunkte der eindimensionalen
Chafee-Infante-Gleichung mit 3-dimensionalen FE-Raum V1 Die schwarzen Pfeile stellen den Bewe-

gungsverlauf der verschiedenen Fixpunkte <I>jE flir wachsenden Bifurkationsparameter A dar. Dabei

entspricht der mittlere rote Punkt in der Abblldung 6.11 dem Fixpunkt <I>1 0 Aus diesem speziellen
Fixpunkt, der fiir wachsenden Bifurkationsparameter seine Position stets belbehalt entstehen nach
Abbildung 6.7 alle weiteren Fixpunkte (Heugabel-Verzweigung, Pitchfork- Birfurkation) Die blauen
Punkte in Abbildung 6.11 stellen die einzigen stabilen Fixpunkte fI? dar die zudem asymptotisch

stabil sind. Bei ihrem Auftreten wechselt der Stabilitdtszustand des lepunktes P 10 von einem asym-

ptotisch stabilen in einen instabilen Zustand. Die Fixpunkte ®F _, die im ersten Dlagramm parallel zur

1 27
20
x-Achse, im zweiten Diagramm dlagonal und im dritten Diagramm parallel zur y-Achse liegen, treten

nach den stabilen Fixpunkten &+ 1 aus dem instabilen Fixpunkt & 1 empor. Sie sind gemeinsam mit
allen folgenden Fixpunkten 1nstab11 Zuletzt treten im 3- dlmensmnalen FE-Raum V1 die instabilen
Fixpunkte & 5 aus dem instabilen Ursprung ® 10 heraus. Sie liegen im ersten Dlagramm diagonal, im

2 k)
zweiten Diagramm etwa auf der Laufbahn der stabllen Fixpunkte und im dritten Diagramm diagonal.

6.4.e. Fixpunkte und stationire Losungen

Als néchstes wollen wir untersuchen, welche stationdren Losungen uns die Fixpunkte (IDi € A1 im 3-

2
dimensionalen FE-Raum V1 liefern. Dazu bendtigen wir erstmals die Hutfunktionen A; aus Abschnltt
6.1.b. Eine entsprechende Datel fiir die Hutfunktionen hut .m ist im Anhang A.8.b beigefiigt und sollte
fiir den folgenden Teil im GAIO-Hauptverzeichnis gespeichert werden. Die Darstellung der stationdren

Losungen fiir die in Tabelle 6.2 aufgefiihrten Werte des Bifurkationsparameters A erfordert speziell fiir
A = 45 die folgende Eingabe

>>y = [0 0 0; 1.0411 0.9863 1.0411; —1.0411 —0.9863 —1.0411; 1.1055 0.0 —1.1055; —1.1055 0.0 1.1055;
0.4828 —0.8466 0.4828; —0.4828 0.8466 —0.4828];
for i=1:7

f = @(x) y(i,l)*hut(x,3,1)+y(i,2)*hut(x,3,2)+y(i,3)*xhut(x,3,3);

if (i==1)
fplot (f,[—1 1],°’r’);

end

if (i==2)
fplot (f,[—1 1],°’b’);

end

if (i==3)
fplot (f,[—1 1],’—b’);

end

if (i==4)

fplot (f,[-1 1],’g’);
end
if (i==5)

fplot (f,[-1 1],’—g’);
end
if (i==6)
fplot (f,[—1 1],'m’);
end
if (i==7)
fplot (f,[~1 1], —m’);
end
hold on;
end
hold off;
xlabel (’x’);
ylabel (’u_h(x)’);
legend (’\Phi_ {1/2,0}’ \Ph1 {1/2,1} "+ \Ph1 {1/2,1}" =" ,’\Phi_{1/2,2} "+, \Phi_{1/2,2}"—
’\Phi_{1/2,3}A ’\Phi_{1/2, 3}A 1);

title (’\lambda=45");

im MATLAB Command Window. Fiir die iibrigen Werte des Bifurkationsparameters A aus Tabelle 6.2
erfolgt die Darstellung analog. Es folgen die stationiren Losungen ®7 . der FE-diskretisierten Chafee-

3t
Infante-Gleichung im Gebiet Q =] — 1, 1[ und im FE-Raum V.
2
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Abbildung 6.12.: Stationédre Losungen der FE-diskretisierten Chafee-Infante-Gleichung im 3-dimensionalen FE-
Raum Vi
2

Die Diagramme in Abbildung 6.12 enthalten die stationdren Losungen <I>1 P der eindimensionalen

Chafee-Infante-Gleichung im 3-dimensionalen FE-Raum V1 fiir die in Tabelle 6.2 aufgefithrten Werte

des Bifurkationsparameters . Diese stationdren Losungen @jfi (1 =0,1,2,3) stellen eine Approxima-
27

tion der stationdren Losungen @ (i € Ng) des kontinuierlichen Problems fiir i = 0,1,2,3 dar (Abb.
6.6). Beztiglich der Abbildung 6.12 wissen wir aufgrund der Bifurkationsanalyse (Abb. 6.7), dass alle
stationdren Losungen <I>i_ (1 = 1,2,3) aus der konstanten Nulllosung <I>1 0 hervorgehen (Heugabel-

Verzweigung, Pitchfork- Blfurkatlon)

6.4.f. Struktur des FE-Attraktors

In diesem Abschnitt wollen wir die Struktur des FE-Attraktors genauer analysieren. Dabei wollen
wir zusétzlich zu den bisherigen Berechnungen des FE-Attraktors eine Approximation der Fixpunkte
ermitteln. Erfreulicherweise werden uns die folgenden Berechnungen zudem Bereiche liefern, in dessen
Néhe sich ein Grofiteil der Trajektorien aufhélt, und Aussagen zu der Geschwindigkeit einzelner Trajek-
torien zukommen lassen. Anlass zu dieser Untersuchung liefern uns die Strukturen des kontinuierlichen
und des FE-Attraktors der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung. Denn nach Satz 6.2 (bzw. Satz
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6.6) ist die Menge der Gleichgewichtspunkte G = {®g, ®T,..., 0} (baw. G; = {®p,0, @il, . ,@in})

2
fiir einen festen Bifurkationsparamter (%)27r2 <A< (”T‘H> 72 (n € No) (bzw. A < A < At
(n =0,1,...,Np), wobei A\po := 0 und Ay n, 41 := o0) endlich und diskret. Damit lassen sich die
Attraktoren nach Korollar 5.14 durch die instabile Mannigfaltigkeit ihrer Gleichgewichtspunkte dar-
stellen, d.h.

A= [JwW"®) uwd A, = | W“®p) YO0<h<hg
PcG PGy

und erfassen daher ausschliefflich alle heteroklinen Orbits des jeweiligen Systems. Aus diesem Grunde
werden wir in diesem Abschnitt sowohl die heteroklinen Orbits der FE-diskretisierten Chafee-Infante-
Gleichung im 3-dimensionalen FE-Raum V1 als auch die Fixpunkte des zugehorigen FE-Attraktors

A1 nachhaltig untersuchen. Man beachte, dass die exakten Fixpunkte <I>jE (i = 1,2,3) der FE-

dlskretlslerten Gleichung bisweilen nur aus der FE-Bifurkationsanalyse mlttels MATCONT aus Ab-
schnitt 6.3.c hervorgehen. In diesem Abschnitt werden wir zumindest die stabilen Fixpunkte <I>_ L auch

mittels GAIO bestimmen. Um die Idee zu den Berechnungen der heteroklinen Orbits sowie c21er Fix-
punkte des FE-Attraktors A 1 etwas zu motivieren, wird jede Box zunéchst mit einem Zéhler versehen.
Wenn bei einem Iterationsschritt des rga-Algorithmus ein Testpunkt auf eine dieser Boxen abgebil-
det wird, so erhoht sich der Zahler derjenigen Box um eins. Damit sollten wir eine Darstellung der
heteroklinen Orbits sowie eine etwaige Lage der Fixpunkte von A1 erhalten. Dieser Ansatz wurde in
der MATLAB-Datei HeteroclinicOrbits.m, die im Anhang A.82.c bereitgestellt wurde, umgesetzt.
Auf den Aufbau dieser Datei werden wir nicht weiter eingehen. Ein Ausfithren der Datei liefert uns
speziell fir Ny, = 3 eine Visualisierung des FE-Attraktors A 1.

-’I

R 0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

0.4

0.3

0.2

10.1

Abbildung 6.13.: Heterokline Orbits des FE-Attraktors A im FE-Raum V1 fiir A = 45 (Bild 1)
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Abbildung 6.13 enthélt den FE-Attraktor A1 der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung im
3-dimensionalen FE-Raum V; fiir den Bifurkatignsparameter A = 45. Dabei tragen die selten getroffe-
nen Boxen einen blauen, die ﬁéuﬁg getroffenen Boxen einen roten und alle tibrigen Boxen einen gelben
Farbton. Die gelben Verbindungen in Abbildung 6.13 stellen heterokline Orbits im Inneren des FE-
Attraktors A:1 dar, also Verbindungsstrecken zwischen zwei Fixpunkten. Dabei verrdt uns der gelbe
Farbton in Aébﬂdung 6.13, dass sich dort zum einen viele Trajektorien (heterokline Orbits) aufhalten
und zum anderen, dass sich die Trajektorien dort relativ langsam bewegen. Der blaue Bereich in Ab-
bildung 6.13 lésst hingegen darauf schlieffen, dass sich dort relativ wenig Trajektorien befinden und
diese sich dort recht schnell fortbewegen. Bei einer genaueren Betrachtung der Abbildung 6.13 wird
ersichtlich, dass die Boxen in der oberen und unteren mittleren Ecke, also bei <I>1*L | aus Tabelle 6.2,

)

einen roten Farbton aufweisen. Dies ist ein Anzeichen dafiir, dass sich dort wahrscheinlich Fixpunkte
befinden, da GAIO nahezu alle Testpunkte dieser Boxen wieder auf die jeweilige Box abbildet. Tat-
sachlich stellen diese Boxen die stabilen Fixpunkte (I>jf ) dar. Ein Phénomen findet sich allerdings in

der linken oberen und rechten unteren Ecke. Dort trthen zwar jeweils zwei rote Boxen auf, dennoch
befindet sich dort kein Fixpunkt. Betrachten wir den vollstéandig sichtbaren gelben Zweig in Abbildung
6.13, der <I>ir | it o7 ) verbindet, so befindet sich der instabile Fixpunkt <I>1r , im dunkel geféarbten
27 27 2
Bereich, der oben links direkt neben dem gelben Zweig liegt, und ®7 ) (wegen der Symmetrie) auf der
27
Riickseite (vgl. Abb. 6.5). Die angesprochene sichtbare gelbe Verbindung lasst sich als eine Approxi-
mation der instabilen Mannigfaltigkeit W*(®7 2) interpretieren. Die Position der instabilen Fixpunkte
2
ot 3 kristallisiert sich aus Abbildung 6.13 leider nicht heraus. Der instabile Fixpunkt ®, , = 0 liegt
1 L
im Tnneren des FE-Attraktors A1 und ist in Abbildung 6.13 somit nicht weiter sichtbar.
2

Die gelben heteroklinen Orbits des FE-Attraktors A1 in Abbildung 6.13 lassen sich auch anderwei-
tig darstellen. Denn insofern wir in der Datei chafeelZDFEMEEM.m den Wert map.tFinal grofl genug
wihlen, gehen grofie Teile des FE-Attraktors A1 verloren. Dabei reguliert map.tFinal die Integrati-
onszeit bei der Berechnung des FE-Attraktors ./42\ 1. Zur Realisierung dieses Vorhabens &ndern wir die
Datei chafeelDFEMEEM.m in den Zeilen 6, 10 und2 17 wie folgt:

chafee.lambda = 45.0;
(

map. tFinal = 7;
(

rga(tree ,30);

Dies liefert uns den folgenden FE-Attraktor A 1.

Abbildung 6.14.: Heterokline Orbits des FE-Attraktors A1 im FE-Raum V, fiir A = 45 (Bild 2)

Abbildung 6.14 enthédlt den FE-Attraktor A1 der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung im
2
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3-dimensionalen FE-Raum V1 fiir den Bifurkationsparameter A = 45 nach 30 Iterationen. Der Zweig
2
in Abbildung 6.14 beschreibt diejenigen heteroklinen Orbits des FE-Attraktors A1, die wir zuvor in

Abbildung 6.13 durch den gelben Bereich hervorgehoben haben. Abbildung 6.14 lieerrt uns erneut vier
heterokline Orbits, die von den instabilen Fixpunkten ‘I% 5 jeweils zu den stabilen Fixpunkten <I>jf 1
27 2

fihren. Dabei sind die stabilen Fixpunkte CI% | wegen der hoheren Anzahl an Iterationen wesentlich

2
deutlicher ausgeprigt als in Abbildung 6.13 und daran zu erkennen, dass die Verbindungsstrecken
an diesen Punkten relativ spitz hineinlaufen. In der Ndhe der instabilen Fixpunkte <I>jf2 sind die
Verbindungen kurz vorher und kurz nachher verhéltnisméflig abgerundet. Ein weiterer &nd diesmal
erkennbarer instabiler Fixpunkt befindet sich im Ursprung in Abbildung 6.14. Dabei handelt es sich

um den Fixpunkt @, ;. Die instabilen Fixpunkte ks 3 lassen sich leider auch mit dieser Vorgehensweise
27 29

nicht sichtbar approximieren. Desweiteren zeigt ein Vergleich zwischen den Abbildungen 6.13 und 6.14,
dass in Abbildung 6.14 grofe Teile des Attraktors vollstdndig verloren gegangen sind. Insgesamt wird
in Hinblick auf Abbildung 6.5 deutlich, dass einige Fixpunkte und Verbindungen schlichtweg schwierig
darzustellen sind.

6.4.g. Fehlende Boxen im Inneren des Finite-Elemente-Attraktors

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Frage beschéaftigen, wie schnell sich die einzelnen Lo6-
sungen in Richtung eines stabilen Fixpunktes bewegen. Dazu untersuchen wir den FE-Attraktor auf
Konvexitat und iiberprifen somit, ob er Locher in seinem Inneren aufweist. Dabei interessieren wir
uns insbesondere dafiir an welchen Stellen die Boxen und wie viele der Boxen insbesondere im Inneren
des FE-Attraktors fehlen. Dies sollte die folgenden Untersuchungen motivieren, deren Ansatz wir in
der MATLAB-Datei MissingBoxes.m, die im Anhang A.8.d bereitgestellt wurde, umgesetzt haben.
Diese Datei liefert uns die folgenden Ergebnisse.
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Abbildung 6.15.: Locher im FE-Attraktor A1 nach 15 (unten links), 18 (unten rechts) und 21 Iterationen (oben)

Abbildung 6.15 enthélt die FE-Attraktoren A: in einer transparenten Darstellung. Dabei han-
2
delt es sich genauer um die FE-Attraktoren A: der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung im
2
3-dimensionalen FE-Raum Vi nach der 15. Iteration (unten links), nach der 18. Iteration (unten

rechts) bzw. nach der 21. Tteration (oben) fiir den Bifurkationsparameter A = 45. Die gelben Boxen
stellen den FE-Attraktor A: und die blauen Boxen stellen die fehlenden Boxen dieses FE-Attraktors
nach der jeweiligen Iteratiori dar. In der linken unteren Illustration in Abbildung 6.15 fehlen lediglich
156 Boxen, von denen der grofite Teil in der Nahe des Ursprungs liegt. In der rechten unteren Darstel-
lung in Abbildung 6.15 fehlen dem FE-Attraktor A1 bereits 3126 Boxen, von denen sich die meisten
um den Ursprung herum im Inneren des FE—Attrak%uors versammlt haben. In der oberen Graphik in
Abbildung 6.15 sind erheblich mehr fehlende Boxen zu erkennen, insgesamt fehlen dort 54208 Boxen.
Zum einen fehlen einige duflere Boxen in der Umgebung der stabilen Fixpunkte, die daraufhin deu-
ten, dass sich der FE-Attraktor mit zusétzlichen Iterationen weiterhin verkleinern wird. Zum anderen
fehlen enorm viele Boxen im Inneren des FE-Attraktors um den Ursprung herum. Diese Masse an
fehlenden Boxen deutet offensichtlich daraufhin, dass die Trajektorien dort eine hohe Geschwindigkeit
aufweisen und sich somit sehr ziigig in Richtung der stabilen Fixpunkte bewegen. Man beachte, dass
die Anzahl der fehlenden Boxen von mehreren Faktoren abhéngt. Ein Faktor ist beispielsweise die
Wahl der Testpunkte. Wiirden wir beispielsweise anstelle der Testpunkte auf den Kanten jeder Box
(Edges) zufillige Testpunkte (MonteCarlo) wihlen, so wiirde dies die Resultate erheblich verbessern
und es blieben zahlreiche fehlende Boxen aus. Damit hingen die Locher im Inneren des FE-Attraktors
A stark von der Lage der betrachteten Testpunkte ab. Eine Erh6hung der Testpunktanzahl hat hier-
bezi keinen weiteren Einfluss auf das Ausmafl der fehlenden Boxen. In Tabelle 6.4 stellen wir noch
einmal einen Zusammenhang der fehlenden Boxen in Abhéngigkeit vom Bifurkationsparameter A\ und
der Verfeinerungen des FE-Attraktors A 1 dar, wobei diese Daten nach wie vor auf Edges-Testpunkten

basieren.

Verfeinerung\\ | 1 | 2.5967 | 7 | 12 | 22 | 31.6891 45
1 0 0 0,010 0 0
2 0 0 0,00 0 0
3 0 0 0,00 0 0
4 0 0 0} 010 2 0
5 0 0 212 | 2 0 156
6 2 6 0] 4] 6 82 3126
7 16 2 2|1 8 |10 960 54208

Tabelle 6.4.: Fehlende Boxen im Finite-Elemente-Attraktor A% mit Testpunkten auf dem
Rand (Edges)
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Der Tabelle 6.4 ist zu entnehmen, dass die fehlenden Boxen des FE-Attraktors A1 mit wachsender
Verfeinerung und wachsendem Bifurkationsparameter A zunehmen. Dies deutet gemginsam mit Abbil-
dung 6.15 daraufhin, dass die Konvergenzgeschwindigkeit einzelner Trajektorien, die sich in der Nahe
des Ursprungs befinden, bei wachsendem Bifurkationsparameter erheblich zunimmt.

6.4.h. Oberhalbstetigkeit des Attraktors: 1. raAumlicher Verfeinerungsschritt

In diesem Abschnitt kehren wir zu unserem Hauptresultat zuriick und untersuchen die Auswirkungen
auf den FE-Attraktor der Chafee-Infante-Gleichung, die durch eine Verfeinerung des FE-Raums hervor-
gerufen werden. Aufgrund der Oberhalbstetigkeit des Attraktors unter FE-Diskretisierung (Satz 5.16)
ist zu erwarten, dass der FE-Attraktor des feineren FE-Raums den kontinuierlichen Attraktor besser
approximiert, als es der FE-Attraktor des groberen FE-Raums vermag. Ebenso dafiir spricht die bereits
durchgefithrte Bifurkationsanalyse. Demzufolge lassen sich mit einem Nj-dimensionalen FE-Raum le-
diglich die ersten Nj, Bifurkationspunkte der abzéhlbar unendlich vielen Bifurkationspunkte durch
die FE-Methode approximieren (Tab. 6.1). Insbesondere lassen sich damit in einem Vj,-dimensionalen
FE-Raum maximal die ersten 2N}, + 1 stationéren Losungen anndhern (Abb. 6.6 und Abb. 6.12 fur
Njp = 3). Unm fir zwei voneinander verschieden dimensionale FE-Attraktoren einen sinnvollen Ver-
gleich anzustellen, ist es notwendig, dass die innere Knotenmenge des feineren FE-Raums die inneren
Knoten des groberen FE-Raums enthélt (Abb. 6.16). Auf diese Weise lassen sich die Koeffizienten der
Basisfunktionen an den gemeinsamen inneren Knoten miteinander vergleichen. Dazu betrachten wir
exemplarisch zuséatzlich zu dem 3-dimensionalen FE-Raum Vl den 7-dimensionalen FE-Raum V1 die
einen 3- bzw. einen 7-dimensionalen FE-Attraktor .A1 bzw. A1 aufweisen. In diesem spemellen Fall
beurteilen wir vergleichsweise die Koeffizienten der 1.7 2. bzw. 3. Basisfunktion des 3-dimensionalen
FE-Raums V1 mit den Koeffizienten der 2., 4. bzw. 6. Basisfunktion des 7-dimensionalen FE-Raums

2
V1 (Abb. 6.16) und bezeichnen diese Vergleichskoordinaten in die folgenden Abbildungen wie gewohnt
4
mit z, y bzw. z.

Funktion aus 3-dimensionalen FE-Raum
Funktion aus 7-dimensionalen FE-Raum

Abbildung 6.16.: Beispielfunktionen im 3 und 7 dimensionalen FE-Raum V% und Vi

Fiir den Vergleich der beiden Attraktoren A1 und A1 miissen wir die Datei chafeelDFEMEEM.m
in den Zeilen 5, 17 und 18 zunéchst m0d1ﬁ21eren Dazu ersetzen wir fiir den FE-Attraktor .A1 des
3-dimensionalen FE-Raums V1 die genannten Zeilen durch

2

chafee .dim = 3;

(o)

rga(tree ,15);

plotb (tree,’r’ ,[1 2 3]); % plotb(tree,’r’,[1 2]);, plotb(tree,’r’,[1 3]);, plotb(tree,’r’,[2 3]);

und fir den FE-Attraktor A1 des 7-dimensionalen FE-Raums A: durch
4 4
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chafee.dim = 7;

(-

rga(tree 35);
plotb(tree,’ ,[2 4 6]); % plotb (tree,’b’,[2 4]);, plotb(tree,’b’,[2 6]);, plotb(tree,’b’,[4 6]);

Es folgen die FE-Attraktoren A1 (rot) des 3-dimensionalen FE-Raums Vi und 'Ai (blau) des 7-
2 2
dimensionalen FE-Raums V1.
4

Abbildung 6.17.: FE-Attraktoren 4 1 bzw. A 1 der Chafee-Infante-Gleichung fiir 3- bzw. 7-dimensionalen FE-
Raum V% bzw. V%

Abbildung 6.17 enthélt die FE-Attraktoren .A% (rot) bzw. Ai (blau) des 3-dimensionalen bzw.
des 7-dimensionalen FE-Raums Vi bzw. V1 nach der 5. Verfeinerung mit Bifurkationsparamterwert
A = 7 und zeitlicher Schrittweite k = At = 0.01. Nach der 5. Verfeinerung dieser zwei FE-Attraktoren
sind leichte Verdnderungen speziell in den Ecken zu erkennen. Die Ecken, in denen sich die stabilen
Fixpunkte befinden, sind im 7-dimensionalen FE-Attraktor A1 stérker ausgeprigt, da sie dort eine
spitzere Form besitzen. Im Gegensatz dazu erscheinen die Eclgen, in deren N&he sich die instabilen
Fixpunkte befinden, etwas abgerundeter, als dies zuvor beim FE-Attraktor A1 im 3-dimensionalen
FE-Raum V% der Fall war. Man beachte, dass speziell fiir den Bifurkationsparainter A =7 beide FE-
Attraktoren nach Tabelle 6.1 drei Fixpunkte besitzen, von denen zwei asymptotisch stabil und einer
instabil ist. Ansonsten weisen sie augenscheinlich keine weiteren gravierenden Unterschiede auf. Um
die Grofle dieser zwei FE-Attraktoren miteinander zu vergleichen, betrachten wir ihre jeweiligen zy-,
xz— und yz-Perspektiven, indem wir den FE-Attraktor A1 des 3-dimensionalen FE-Raums V1 iiber
den FE-Attraktor .A1 des 7-dimensionalen FE-Raums .A1 plotten

Abbildung 6.18.: GroBenvergleich der FE-Attraktoren A 1 und A 1 des 3- und 7-dimensionalen FE-Raums Vi
und V% fiir die Chafee-Infante-Gleichung

Abbildung 6.18 enthélt die FE-Attraktoren A: und A1 des 3-dimensionalen und 7-dimensionalen
2 4
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FE-Raums Vi und Vi aus Abbildung 6.17 nach der 5. Verfeinerung in der xy-, xz- und yz-Perspektive
(von links nach rechts4). Es ist deutlich zu erkennen, dass der FE-Attraktor A 1 des 7-dimensionalen FE-
Raums V1 volumentechnisch gréfler als der FE-Attraktor A1 des 3-dimensionalen FE-Raums Vi ist.
Um eine fintscheidung treffen zu koénnen, ob dies auf eine géringere Attraktionsgeschwindigkeit Qoder
auf die Lange der Fixpunkte zuriickzufiihren ist, miissen wir uns die zugehorigen stabilen Fixpunkte
(I)jl bzw. ®T , ansehen. Die stabilen Fixpunkte <I>§1 fiir den FE-Attraktor A% des 3-dimensionalen

F]%—Raums ]/4% erhalten wir aus Tabelle 6.2. Die anderen erhalten wir durch eine dem Abschnitt 6.3
entsprechende FE-Bifurkationsanalyse fiir N, = 7. Insgesamt haben wir die stabilen Fixpunkte

0.4296
0.7219

0.7321 0.8647
®F =4[ 09237 | €V: BT, =£]| 09047 | €V
2 0.7321 ’ v 0.8647
0.7219

0.4296

|
—
=

Bei dem Vergleich der 2., 4. und 6. Koordinate von <I>jf | it der 1., 2. und 3. Koordinate von <I>jf
stellen wir fest, dass die Fixpunkte des FE—Attraktors4 Ai im 7-dimensionalen FE-Raum Vi innér—
halb des FE-Attraktors A 1 des 3-dimensionalen FE-Raum4s V% liegen. Daher ist zu erwarten, élass die
Attraktionsgeschwindigkeit des 7-dimensionalen FE-Attraktors A1 geringer als beim 3-dimensionalen
FE-Attraktor A. ist. Man mag an dieser Stelle den Wunsch duflern, eine weitere Verfeinerung beider
FE-Attraktoren 2loerechnen zu lassen. Allerdings ist eine weitere Verfeinerung dieser FE-Attraktoren
speziell im 7-dimensionalen Fall aufgrund der zu hohen Boxenanzahl und des zu geringen Speicherplat-
zes nicht moglich und wiirde zudem sehr viel Zeit in Anspruch nehmen. Wiirden wir andernfalls den
gesamten Prozess nochmals durchfiithren und die Dimension des 7-dimensionalen FE-Raums ein wei-
teres Mal verfeinern, so erhielten wir zusétzlich zu dem 3- und 7-dimensionalen den 15-dimensionalen
FE-Raum Vi. Auch hier kénnten wir theoretisch dhnlich wie zuvor einen Koeffizientenvergleich der
Basisfunktio%en der verschiedenen FE-Ridume an den gemeinsamen inneren Knoten durchfithren. Bei
den Berechnungen des 15-dimensionalen FE-Attraktors A1 stellt man jedoch schnell fest, dass das
explizite Euler-Verfahren instabil ist, was mit der Wahl desr zeitlichen Schrittweite zusammenhéngt,
die wir gegenwartig k = At = 0.01 gewéhlt haben. Ein Herabsetzen der Konstante chafee.deltat
in der Datei chafeelDFEMEEM.m in Zeile 7 fithrt zwar einerseits zur gewiinschten Stabilitit des ex-
pliziten Euler-Verfahrens, andererseits ist der 15-dimensionale FE-Attraktor A1 damit in akzeptabler
Zeit nicht berechenbar und der Rechner weist auch hier sehr schnell mangelrﬁden Speicherplatz fiir
die zu hohe Anzahl an Boxen auf. Es sei erwéhnt, dass wir mit dem impliziten Fulerverfahren diesem
Stabilitdtsproblem nicht begegnet wéren. Allerdings ldsst sich auch bei diesem zeitlichen Diskreti-
sierungsverfahren ein Overflow der Boxen keineswegs vermeiden. Da wir bei unseren Berechnungen
entsprechend schnell an die Grenzen stofien, untersuchen wir im folgenden Abschnitt den Aufwand fiir
die Berechnung des FE-Attraktors und werden Uberlegungen zu Optimierungsversuchen priisentieren.

6.4.i. Aufwand und Optimierungsversuche

Berechnungs- und Zeitaufwand:

In den vorangegangenen Abschnitten hat sich bereits die Frage aufgedriangt, welchen Aufwand die-
ses Verfahren zur Berechnung des FE-Attraktors benotigt. Der Beschreibung des rga-Algorithmus
nach zufolge ist zu erwarten, dass sich die Anzahl der Boxen nahezu verdoppelt, falls wir den FE-
Attraktor anndhernd exakt approximiert haben. Dieses exponentielle Wachstum an Boxen tragt einen
exponentiell wachsenden Zeitaufwand als Konsequenz. Zudem vergroflert eine héhere Dimension des
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FE-Raums die Dimension der auszuwertenden Gleichungssysteme und sorgt somit zusétzlich fiir einen
hoheren Zeitaufwand. Um in dieser Hinsicht erste reprasentable Ergebnisse darzureichen, werden wir
die GAIO-Methode tree.boxes(-1) dazu verwenden, die Anzahl der Boxen fiir die FE-Attraktoren
.A1 und ./41 aus den FE-R&umen V1 und V1 der Dimension N = 3 und N = 7 logarithmisch zu
plotten Dazu miissen wir die Datei chaf ee 1DFEMEEM m {iberarbeiten, indem wir die Zeilen 5, 17 und
18 geeignet durch

chafee.dim = 3; % oder chafee.dim = 7;

(o)

for i=1:30 % falls chafee.dim = 7, so wdhle i=1:35
rga(tree ,1);
[n,boxdim3(i)] = size(tree.boxes(—1)); % falls chafee.dim = 7, so wdihle

% [n,boxdim7(i)] = size(tree.bozes(—1));
end

ersetzen. Die Vektoreneintrdge boxdim3(i) und boxdim7 (i) enthalten anschlielend die Anzahl der
Boxen des jeweiligen FE-Attraktors A1 bzw. A1 nach der i-ten Iteration. Fiir die Auswertungen des
Zeitaufwandes werden wir die MATLA2B-Funkt410n tic toc verwenden. Dazu miissen wir die Datei
chafeelDFEMEEM.m erneut iiberarbeiten, indem wir die Zeilen 5, 17 und 18 geeignet durch

chafee.dim = 3; % oder chafee.dim = 7;
(-.)
for i=1:30 % falls chafee.dim = 7, so wdhle i=1:35
tic
rga(tree ,1);
tdim3 (i) = toc; % falls chafee.dim = 7, so wdihle tdim7(i) = toc;
end

ersetzen. Die Vektoreneintrage tdim3(i) und tdim7(i) enthalten anschliefend die Zeit (in Sek.),
die bei der Berechnung des jeweiligen FE-Attraktors A1 bzw. A1 fiir den i-ten Iterationsschritt
benétigt wird. Beide Prozeduren lassen sich auch leicht auf2 die Verfefnerungen anstelle der Iterationen
iibertragen. Dies liefert uns die folgenden Aufwandsabbildungen zur Berechnung der FE-Attraktoren
A 1 und A 1 der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung.

10" 10°
——dim=3 ——am=3
—— dim=7 o [l=——dim=7

Anzahl der Boxen

Zeit pro Iterationsschritt (in Sek.)
Gesamtzeit (in Sek.)

15 20 5 10 15 20 5 5 5 ) 15 20
Iteration Iteration Iteration

Anzahl der Boxen

Gesamtzeit (in Sek.)

Zeit pro Verfeinerungsschritt (in Sek.)

Verteinerng " Verteinerung " Verteinerung
Abbildung 6.19.: Aufwandplots zur Berechnung des FE-Attraktors der Chafee-Infante-Gleichung

Die drei oberen Diagramme in Abbildung 6.19 enthalten auf der y-Achse die Anzahl der Boxen, die
Zeit pro Iterationsschritt (in Sek.) und die Gesamtzeit (in Sek.) (von links nach rechts) und auf der z-
Achse die Iterationen, die mit dem rga-Algorithmus durchgefiihrt wurden. Die unteren drei Diagramme
in Abbildung 6.19 enthalten auf der y-Achse die Anzahl der Boxen, die Zeit pro Verfeinerungsschritt
(in Sek.) und die Gesamtzeit (in Sek.) und auf der z-Achse die Verfeinerungen des jeweiligen FE-
Attraktors. Es wird in den Aufwandplots deutlich ersichtlich, dass (unabhéngig von der Dimension
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des FE-Raums) sowohl die Zeit als auch die Anzahl der Boxen mit zunehmender Verfeinerung des FE-
Attraktors exponentiell wichst. Eine Verfeinerung des FE-Raums bewirkt eine Beschleunigung dieses
Aspekts. Dies begriindet unsere nicht weitreichenden Ergebnisse im vorangegangenen Abschnitt.

Optimierungsversuche:
1. Integrationszeit: Es gibt jetzt verschiedene Moglichkeiten dieser Problematik mit dem exponen-
tiellen Wachstum der Boxenanzahl und der Zeit entgegenzuwirken. Eine erste Uberlegung wire es,
die Integrationszeit zu dndern, in Hoffnung auf eine schnellere Konvergenz. Es ist dabei, wie wir be-
reits in Abbildung 6.14 gesehen haben, zu erwarten, dass dieses Vorgehen zu einem Verlust grofier
Teile des FE-Attraktors fithrt. Dazu édndern wir den Wert von tFinal in Zeile 10 in der Datei von
chafeelDFEMEEM.m durch

map.tFinal = 5;
rga(tree ,30);
plotb (tree,’b’ ,[1 2 3]); % plotb(tree,’b’,[1 2]);, plotb(tree,’b’,[1 3]);, plotb(tree,’b’,[2 8]);

Dies liefert uns die folgenden Darstellungen fiir unseren FE-Attraktor A 1.

2 0 o0z 04 05 o8 1
y Yy

Abbildung 6.20.: FE-Attraktor der Chafee-Infante-Gleichung bei Anderung der Integrationszeit

Abbildung 6.20 enthélt die verschiedenen xy-, zz-, yz- und xyz-Darstellungen des FE-Attraktors
Ai1 der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung im 3-dimensionalen FE-Raum Vi nach der 10.
Vgrfeinerung fiir den Bifurkationsparameter A = 7. Es ist hierbei augenscheinlich fest?zustellen, dass
der FE-Attraktor durch die Anderung der Integrationszeit etwas abgemagert erscheint. (Wir erinnern
dazu vergleichsweise an die Darstellungen des FE-Attraktors in der vorletzten Zeile in Abbildung 6.8.)
Dabei handelt es sich speziell fiir die Chafee-Infante-Gleichung allerdings um keinen Nachteil. Denn in
Abbildung 6.20 sind die stabilen Fixpunkte &% | (Tab. 6.2) und der heterokline Orbit (2. Diagramm in

Y

Abb. 6.5) sehr gut approximiert. Dabei befinden sich die stabilen Fixpunkte <I>jf | genau an den Enden
4 b

und der instabile Fixpunkt ® 10 genau im Ursprung. Da wir speziell fiir die Chafee-Infante-Gleichung
nach Korollar 5.14 wissen, dass sowohl der kontinuierlicher Attraktor A als auch der FE-Attraktor Ay,
(fiir jedes 0 < h < hg) ausschlieBlich aus der Vereinigung aller heteroklinen Orbits besteht, gentigt es
uns fiir den FE-Attraktor die zugehorigen heteroklinen Orbits zu untersuchen. Man beachte hierbei,
dass die Anzahl der Boxen etwa konstant bleibt, insofern die heteroklinen Orbits nahezu exakt appro-
ximiert wurden. Allerdings kénnen wir einen Teil der heteroklinen Orbits bei der Approximation des
FE-Attraktors ebenso gut verlieren, wie wir bereits bei der Strukturuntersuchung des FE-Attraktors
festgestellt haben. Falls wir allerdings eine derartig spezielle Darstellung des Attraktors nicht erwarten
konnen, liefert uns diese Modifikation leider keine Verbesserung.

2. Testpunkte: Eine weitere Moglichkeit mit Hoffnung auf schnellere Konvergenz wére es, die Test-
punkte geschickter zu wéhlen. In GAIO stehen uns dafiir verschiedene Testpunkte zur Auswahl. Wir
vergleichen exemplarisch den FE-Attraktor der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung, der mit-
tels Edges, MonteCarlo, Grid und Vertices Testpunkten berechnet wurde. Dazu dndern wir die Zeile
14, 17 und 18 in der Datei chafee1DFEMEEM.m wie folgt
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tree.domain_points = Points(’Edges’, chafee.dim, 50);

% tree.domain__points = Points ( MonteCarlo’, chafee.dim, 50);
% tree.domain__points = Points( Grid’, chafee.dim, 50);
% tree.domain__points = Points(’ Vertices ', chafee.dim, 50);

(..)
rga(tree ,27);
plotb (tree,’b’ ,[1 2 3]); % plotb(tree,’b’,[1 2]);, plotb(tree,’b’,[1 3]);, plotb(tree,’b’,[2 3]);

Da die zugehorigen Abbildungen keine eindeutigen Unterschiede aufweisen, sparen wir uns an die-
ser Stelle ihre Darstellungen und kommen stattdessen auf die Anzahl der Boxen zu sprechen, aus
denen die jeweiligen FE-Attraktoren bestehen. Die folgende Tabelle enthélt die Anzahl der Boxen
des FE-Attraktors A1 der Chafee-Infante-Gleichung im 3-dimensionalen FE-Raum Vl nach der 9.

Verfeinerung fiir den Blfurkatlonsparameter A=T.

Testpunkte ‘ Edges ‘ MonteCarlo ‘ Grid ‘ Vertices
Anzahl der Boxen | 1354102 | 1200325 | 1330177 | 1238896

Tabelle 6.5.: Anzahl der Boxen des FE-Attraktors bei unterschiedlichen Testpunkten

Hierbei ist zu erkennen, dass die Anzahl der Boxen bei der Wahl von Monte-Carlo-Testpunkten
etwas langsamer wéchst, als es bei den anderen zur Betrachtung ausstehenden Testpunkten der Fall
ist. Eine bessere Asymptotik wird aber auch hier leider nicht erreicht.

3. Boxen-Elimination: Ein letzter Versuch, das exponentielle Wachstum der Boxen und der Zeit zu
verbessern, wére es, wenn wir nach jedem Verfeinerungsschritt des FE-Attraktors A1 einen Teil der
Boxen willkiirlich entfernen. Dass diese Ausloschung der Boxen nichts Gutes VerheiﬁtQ, mag man sich
leicht {iberlegen. Denn die Loschung der Boxen fithrt schlielich im Allgemeinen zu einer eher schlechten
Approximation des FE-Attraktors.

Abbildung 6.21.: FE-Attraktor nach einer Boxen-Elimination

Abbildung 6.21 zeigt den FE-Attraktor A: der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung im 3-
dimensionalen FE-Raum V% flir den Bifurkaﬁionsparameter A = 7 nach der 11. Verfeinerung. Dabei
haben wir nach der 10. Verfeinerung 6 von 7 Boxen geldscht und anschlielend einen weiteren Verfei-
nerungsschritt durchfithren lassen. Die daraus resultierenden Ergebnisse sind nicht akzeptabel. Daher
werden wir uns allen Bemiithungen zum Trotz mit unseren gesamten bisherigen Ergebnissen zufrieden
geben miissen.

6.4.j. Konvergenz einer Anfangswertfunktion

Wir wollen uns abschliefend die Konvergenz einer Startfunktion fiir die eindimensionale Chafee-
Infante-Gleichung im 3-, 7- und 15-dimensionalen FE-Raum Vi, V1 und V. ansehen. Dazu benétigen
wir eine feste Startfunktion im jeweiligen FE-Raum. Fiir eine2 3—d4imensior81ale Darstellung des zeitli-
chen Verlaufs der Losungstrajektorie wurde in Anhang A.8.e die MATLAB-Datei Convergence.m zur
Verfiigung gestellt. Wir speichern diese Datei im GAIO-Hauptverzeichnis und fithren sie anschliefend
im MATLAB Command Window aus.
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Abbildung 6.22.: Konvergenz einer FE-Losung in den FE-Réumen Vi, V1 und V%

Abbildung 6.22 enthélt die Konvergenz einer speziellen diskretisierten Anfangswertfunktion der ein-
dimensionalen Chafee-Infante-Gleichung mit 3-, 7- und 15-dimensionalen FE-Raum Vi, V% und V1
2 8

(von links nach rechts) gegen die stabile stationire Losung <I>1 1 <I)1 1 bzw. <I>+ (von links nach

1
rechts). Dabei wurden die ersten 30 Zeitschritte betrachtet, d. h wir haben auf den durch die An-
fangswertfunktion gegebenen Vektor mit den Koeffizienten der Basisfunktionen insgesamt 30 Iterati-
onsschritte mit dem expliziten FEuler-Verfahren ausgeiibt. Damit beenden wir die praktische Analyse
der eindimensionalen Finite-Elemente- und explizite Euler-diskretisierten Chafee-Infante-Gleichung.

6.5. Ein ergidnzendes Beispiel

Medizinisches Modell: Die Vorgehensweise in Abschnitt 6.1 1dsst sich sehr leicht auf andere eindi-
mensionale Beispiele {ibertragen. Zudem kénnen wir das betrachtete Gebiet durch kleinere Ab&nderun-
gen auf einfache Weise verdndern. Somit erhalten wir beispielsweise fiir das medizinische Modell (1.5)
auf dem eindimensionalen Gebiet © =] — 1,1] trivialerweise dieselbe Massen- und Steifigkeitsmatrix
sowie den folgenden Vektor fiir die Nichtlinearitat

3h g _6h g B3h g h o, ho, ho,

Gila) = = 5001 = 5O~ g% T %1 T 5% T p%in
h h h h h h
— ia?_lai 9 — Oy 1042 — 9*04120414_1 3 aiagﬂ — S0 10G — SO0
10 20 20 10 6 6

Eine weitere kleine Abdnderung der Datei chafee-infante-1D-FEM-EEM-MAP.c in den Zeilen 60-64
ermoglicht uns unmittelbar die praktische Auswertung dieses Beispiels, das wir als Ergénzung im
Anhang A.8.f bereitgestellt haben. Da das medizinische Modell (1.5) in Anbetracht von Abschnitt
6.2.b die Eigenschaft G’(0) = 0 aufweist, besitzt dieses Beispiel keine FE-Bifurkationspunkte und
damit ausschliellich die Losung up, = 0. Diese Tatsache lasst sich auch im kontinuierlichen Fall leicht
anhand des Abschnitts 6.2.a nachvollziehen. Denn wegen

1d

Sl + lufin = A [ —ful’ =3jul'dz < 0 vz 0

folgt direkt aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12

d 9 2 9
L2 < ~TulF <0 V>0

und damit aus dem differentiellen Gronwall-Lemma A.46 [|u(t)[[2, < 0 fiir jedes ¢ > 0, also u = 0
fiir jedes A > 0. Damit ist das Langzeitverhalten des medizinischen Modells (1.5) sehr einfach, da alle
Losungstrajektorien gegen die stabile stationare Losung u = 0 konvergieren. Weitere Anwendungsbei-
spiele und durchaus kompliziertere Beispiele sind im Anhang in Abschnitt A.7.b aufgefiihrt.
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A. Erganzungen

A.1. Sobolevraume

A.l.a. Notationen und Grundbegriffe

In diesem Abschnitt werden wir kurz einige grundlegende Notationen einfiithren, die in der gesamten
Ausarbeitung verwendet werden (siehe: [2], [27], [31], [35]).

Eine Teilmenge des R? wird als Gebiet bezeichnet, wenn sie offen und zusammenhingend ist.
Hierbei steht d € N fiir die Dimension des Gebiets. Mit ) bezeichnen wir gewohnlich ein beschréanktes
Gebiet im R?, wobei d = 1,2 oder 3 ist. Der Rand des Gebiets  wird iiblicherweise mit 9 bezeichnet.
Dabei werden wir stets annehmen, dass der Rand von € entweder ein Lipschitz-Rand oder ein konvexes
Polygon (falls d = 2) bzw. ein konvexes Polyeder (falls d = 3) ist. Im Falle von d = 1 beschreibt
trivialerweise ein offenes eindimensionales Intervall, also ein Lipschitz-Gebiet. Weiter bezeichnen wir
mit £ den Abschluss von €2, d.h. Q := QU ON.

Sei u : R — R eine skalarwertige und w : R* — R? eine vektorwertige Funktion, dann definieren
wir den Gradienten (oder: Nabla-Operator) von u durch

0 0
Vu := gradu := ((‘3;1’”"8;;)
wobei V = (8%1, cees a%) ist, die Divergenz von w durch
d sz

V-ow = divw := Z
= O

und den Laplace-Operator von u durch
452y

L 2, . L
Au = V°u .= V- -Vu = ;873312

Ein Multiindex a = (a1, ..., aq) ist ein d-dimensionaler Vektor, wobei die a; € Ny := NU{0} (i =
1,...,d) nichtnegative ganze Zahlen sind. Die Linge |a| eines Multiindex « ist durch |a| :== 3% oy
definiert. Sei u : R* — R zunichst nach wie vor eine skalarwertige Funktion, dann definieren wir die
zu « gehorige partielle Ableitung von u der Ordnung |«| durch

Doy dlaly,
oxft - 0zl

Da wir es hier fiir gewohnlich mit Funktionen zu tun haben werden, die sowohl von dem Ort x
als auch von der Zeit t abhéngen, verwenden wir zur Kennzeichnung der partiellen Ableitungen die
folgenden Notationen: Fiir eine Funktion u : RY x R — R mit (x,t) — u(x,t) bezeichne
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den Laplace-Operator von u beziiglich der raumlichen Variablen x und

die partielle Ableitung von wu beziiglich der zeitlichen Variablen t.

Fiir eine Teilmenge 2 C R? bezeichnen wir mit C(£2) den linearen Raum aller stetigen Funktio-
nen von 2 nach R. Dieser Raum wird fiir beschrankte Funktionen f € C(€2) mit der Supremums-
norm

Ifllc@) = Ifllec := sup|f(z)|
z€

versehen.

Ahnlich bezeichnen wir fiir ein (nicht notwendig beschrinktes) Gebiet © C R? und einer nichtnega-
tiven ganzen Zahl k € Ny mit C*(Q2) den Raum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
von  nach R. Falls  zudem beschriinkt ist, so bezeichnen wir mit C*(Q) den Raum aller Funktio-
nen f € C*(Q), fiir die D*f € C(Q) fiir jedes |a| < k gilt. Fiir beschrinkte Gebiete Q C R? ist Q
offenbar kompakt, da Q im R? abgeschlossen und beschrinkt ist, so dass die Funktionen f € C*¥ Q)
ihr Maximum annehmen. Wir versehen nun den Raum C*(Q) mit der C*-Norm

Hchk(ﬁ) = lrg‘ag; "Daf"c(ﬁ)

und der C*-Halbnorm

Flor@) = max 1D fllo)

Fiir ein festes Gebiet  C RY bezeichnen wir mit C§(£2) die Menge aller Funktionen f € C*(2) mit
kompakten Triger, d.h. supp(f) := {z € Q| f(z) # 0} C Q ist kompakt. Insbesondere gilt fiir
solche Funktionen f €CF(Q) auf dem Rand von Q die Gleichung D®f = 0 fiir alle |a| < k. Speziell
fiir k = 0o bezeichnen wir mit C§°(2) den Raum aller Funktionen f € C§(£2), die unendlich oft stetig
differenzierbar sind.

Desweiteren bezeichnen wir mit LP(€2) den Raum der p-fach integrierbaren Funktionen von
Q nach R, wobei Q C R? ein Gebiet ist. Dabei bildet

1
£l = ([ 1Pde)”  p<oc
Il 5= ess suplf@)] o p=oo
z€Q

Speziell fiir p = 2 ist durch L?(2), dem Raum der quadratintegrierbaren Funktionen, ein
Hilbertraum gegeben. Dabei bildet

(fvg)LQ(Q) = /Qfgdx

ein Skalarprodukt auf L?(€2).

A.1.b. Sobolevraume

In diesem Abschnitt werden wir die Sobolevraume einfithren ([2], [9], [27], [31], [35]).
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A.1 Definition. Sei @ C R? offen mit d € N, u : Q@ — R p-fach integrierbar (d.h. u € LP(Q))
und a = (aq,...,a4) € Nd. Eine Funktion u(® € LP(Q) heift schwache (oder: verallgemeinerte)
Ableitung von u vom Index «, falls

[ @) D@y dz = (~D) [ @) plw)do Vi € CRS)
Q Q
gilt.

A.2 Bemerkung. Falls eine schwache Ab]ejtung u®) von v vom Index a existiert, so ist diese ein-
deutig ([2] 1.25) und wir setzen D®u = u(®) (im schwachen Sinne). Insbesondere ist der Begriff
der schwachen Ableitung eine Verallgemeinerung des klassischen Ableitungsbegriffs. Denn fiir jedes
u € C*(Q) mit k € Ny existiert fiir jedes o € N¢ mit |o| < k die schwache Ableitung u(® von u vom
Index o und diese ist gegeben durch u'® = D%u. Weil fiir klassisch differenzierbare Funktionen der
klassische Ableitungsbegriff und der Begriff der schwachen Ableitung iibereinstimmen, entsteht keine
Verwechslungsgefahr, wenn wir D®u fiir die schwache Ableitung von u vom Index « schreiben.

A.3 Definition. SeiQ C R? offen mit d € N, p € [1,00] und k € Ng. Der Sobolevraum der Ordnung
k mit Exponent p ist definiert durch

WHEP(Q) := {ue LP(Q) | V|a| <k Fu® e LP(Q) : u(®) ist schw. Abl von u vom Index o}
Speziell fiir p = 2 schreiben wir H*(Q) := W*2(Q) fiir jedes k € Ny.

Hierbei bildet

1 1
p p
H“HW’W(Q) = (Z ||Dau||7£p(g) Z / (D%u)? dx , p € [1,00]
|| <k || <k
[ullwr.oo@) = ma [D%ul[ oo () , P =00
eine Norm und
l 1
Wk:p(Q) = LP(Q ) )
[ul : Z | D%ul|® @ Z DO‘ P dx p € [1,00]
o=k |oe|=k
|ulyyk,co () = max | D%ul[ oo () , P =00

eine Halbnorm auf W*P(Q). Insbesondere ist (W*?(Q), [[-[lwr.p(qy) fiir jedes p € [1, o] ein Banachraum
(d.h. dieser Raum ist vollstandig bzgl. seiner Norm), der zudem fiir jedes p € [1, oo[ reflexiv ist. Speziell
fir p = 2 bildet

(u,0) ey = (U, V)2 (q Z / D%u) - (D%) dx
|| <k
ein Skalarprodukt auf H¥(Q) = W"2(Q) und (H*(Q), (-s-)mr(o)) ist fiir jedes k € No ein Hilber-
traum mit der Eigenschaft H*+1(Q) ¢ H*(Q) fiir alle k € Np. Weiter gelten hierbei insbesondere die
Normbeziehungen

lullzzo = Julo = fullzz
1
(a3 + 1Vul32)? und fulg = [Vl
1

(a3 + I1VulZ2 + [ Aul32)® und fulgz = Al

]l

[l 722
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wobei wir hier und in der Regel die Gebietsbezeichnungen an der Normen, Halbnormen und Skalar-
produkten zwar fortlassen, die betrachteten Rdume jedoch weiterhin auffithren werden.

Man beachte, dass es eine weitere Moglichkeit gibt, den klassischen Ableitungsbegriff zu erweitern.
Denn es ist naheliegend, den Raum C*°(2) unter der Norm ||.|| ;» abzuschlieen.

A.4 Definition. Sei Q ¢ R? offen mit d € N und k € Ny. Dann definieren wir

HH(Q) = Tu € O=(@) [ Tullyeqay < oo} ™

Es stellt sich heraus, dass diese Definition dquivalent zur vorherigen ist.

A.5 Satz. Sei Q C R? offen mit d € N. Dann gilt fiir jedes k € Ny, dass die Menge
{u e C=() | ullgr o) < oo}
dicht in H* () liegt. Speziell fiir k = 0 gilt, dass C°°() dicht in H°(Q) = L?(Q) liegt.

Als niichstes definieren wir einen Teilraum von H¥(€).

A.6 Definition. Sei Q C R? mit d € N und k € Ny. Dann definieren wir

H(Q) = T@) e

Dabei bildet (HE(Q), (., Jmk(q)) fiir jedes k € Ny ein Hilbertraum. Insbesondere gilt per Definition,
dass H} () ein abgeschlossen Teilraum von H'() ist. Abschliefend definieren wir die Sobolevriume
fir negative k.

A.7 Definition. Sei @ C R? offen mit d € N und k € N. Dann definieren wir H=*(Q) als den
Dualraum von HE(9Q).

Speziell fiir k = 1 versehen wir den Dualraum H () mit der Norm

L ’(uvv)LQ(Q)|
lullg-1q) == sup —F—"
vert@) vl @)

A.8 Satz. Sei Q C R? beschréinkt mit d € N und u : @ — R beliebig oft differenzierbar. Dann gilt
VEeN: wuweCH Q) = ue HYQ)
Beweis. siehe [1] Satz 5.2 O

Weiter gelten fiir die vorgestellten Rdume die Inklusionen

[z = e < -l < gz < -
L*(Q) = H°(Q) D HY(Q) D H*(Q) D -
I U U

Hg(Q) > Hy(Q) > H(Q)

und

< g2 < g < ez < Ml < Mg <+
- D H2(Q) > H Q) D L3(Q) D HYQ) D HEQ) D
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A.l.c. Spursatz und Poincaré-Friedrichs-Ungleichung

Viele der Sobolevschen Einbettungstheoreme erfordern fiir ihre Beweisfithrung, als Gebiet ein soge-
nanntes Lipschitz-Gebiet. Folglich sind zahlreiche partielle Differentialgleichungen und Variationspro-
bleme auf Lipschitz-Gebieten definiert. Dabei handelt es sich um ein Gebiet, dessen Rand hinreichend
regulér ist, in dem Sinne, dass er sich lokal als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion auffassen léasst

(14, 24])-

A.9 Definition. a) Sei Q@ C R? mit d € N. Dann sagen wir, dass §) einen Lipschitz-Rand besitzt
(bzw. ein Lipschitz-Gebiet ist), falls es fiir jeden Punkt p € 0 einen Radius r > 0 und eine
Abbildung hy : B,(p) — B1(0) gibt, so dass die Eigenschaften

(1): hy, ist bijektiv

(2): hp, h,, ! sind Lipschitz-stetig
(3): hy(0921 B,(p)) = BY(0)
(4): hp(2N B, (p)) = By (0)

erfiillt sind, wobei

B,(p) = {z e R?| |z —p|| <r}
BY(0) := {z € B1(0) | x4 = 0}
Bf(0) := {z € B1(0) | x4 > 0}

)
)

b) Sei k € NU {oco}. Dann sagen wir, dass Q2 einen C*-Rand (oder: glatten Rand) besitzt (bzw. ein
Ck-Gebiet ist), falls in a) anstelle von (2) die Bedingung

(2)’: by, hy, U sind k-mal stetig differenzierbar

fiir jedes p € 0N gilt.

c) Weiter sagen wir, dass §) einen stiickweise C*-Rand (oder: stiickweise glatten Rand) besitzt,
falls es eine endliche Zerlegung 0Q) = |Ji; M; von 0) gibt, so dass M; fiir jedes i = 1,...,n ein
C*-Rand ist.

Man beachte, dass konvexe polygonale Gebiete spezielle Lipschitz-Gebiete sind.

A.10 Satz (SPURSATZ). SeiQ C R? ein beschranktes Gebiet mit Lipschitz-Rand (oder C'-Rand)
und d € N. Dann gibt es genau einen linearen und beschrénkten Operator T : H' () — L*(99)) mit
der FEigenschaft

Tu = ulpq Yue H(Q)NC'Q)
Hierbei bezeichnet man T als Spuroperator und die wegen der Beschrinktheit geltende Ungleichung
|Tullr200) < Cllullgr Yu e HY(Q)

als Spurungleichung. Die minimale Konstante, fiir die diese Ungleichung gilt, ist die Operatornorm
des Spuroperators, d.h. C = ||T'||op.

Beweis. siehe [2] A.6.6, [27] Theo.5.35 O

Mithilfe des Spursatzes erhiilt man eine hilfreiche Charakterisierung des Raumes H}(£2). Diese
besagt, dass sich der Raum H}(§2) interpretieren lisst, als der Raum der Funktionen aus H'(Q), die
auf dem Rand 02 verschwinden.
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A.11 Satz. Sei Q C R ein beschréinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und d € N. Dann gilt
ue€ Hy(Q) <= wucHY(Q) undTu = ulpg = 0
Beweis. siche [27] Theo.5.36 O

Weiter haben wir fiir den Raum H¢ () die folgende wichtige Ungleichung.

A.12 Lemma (POINCARE—FRIEDRICHS—UNGLEICHUNG). Sei Q C R? ein beschrénktes
Gebiet mit d € N und

d

diam(Q) := sup{||z —y|| | z,y € Q} = sup{ (Z(xi - yz’)2> |,y € Q}
i=1

Dann gilt fiir die Konstante C = C(Q) := diam(§2) > 0 die Ungleichung
[z < C- Vol = O Jolm Yo € Hg(Q)
Beweis. siehe: [4] (1.6), [27] Prop.5.8, [31] Theo.A.6 O

Man beachte, dass sich die Konstante C aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung optimieren lésst
1
(siehe: [27] (9.2) und Lem.5.40). In der Tat ldsst sich zeigen, dass die Abschitzung fir C' = A, ? gilt,

wobei A1 = A\1(Q2) der kleinste Eigenwert des elliptischen Eigenwertproblems
—Au(z) = Au(x) , €€
u(z) =0 , ¢ € 00

ist. Desweiteren folgt aus der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung, dass die Normen ||.|[z1 und |.|g1 auf
H} () dquivalent zueinander sind, weshalb die Halbnorm |.| ;1 eine Vollnorm auf HE(Q) erzeugt.

A.1.d. Sobolevsche Ungleichungen

A.13 Satz (ALLGEMEINE SOBOLEVSCHE UNGLEICHUNGEN). Sei Q C R? ein be-
schrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand (oder C*-Rand) und d € N. Weiter sei u € W*P(Q).
(1) Falls k < % ist, so gilt uw € L1(Q2) mit % =1_ § und es gibt eine Konstante C' = C'(k,p,d,$2) > 0

/ P
mit
lulle < Cllullyrs
(2) Falls k > g ist, so gilt u € C’kiL%Jfl”y(ﬁ) mit
d d d
L 4] +1-¢ falls 4 ¢ 7
irgendeine positive Zahl <1 | falls % e

und es gibt eine Konstante C = C(k,p,d,,~) > 0 mit

ol 4] 10 gy < Ol

Beweis. siehe [9] Kap.5.6.3 Theo.6. O

Hierbei bezeichnet C*(Q) bezeichnet den sogenannten Holder-Raum. Wir benétigen speziell den
Fall p = 2 und fithren dafiir einen Spezialfall dieser Ungleichung auf, der sich in [27] (Theo.5.31) finden
lasst.
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A.14 Satz (SPEZIELLE SOBOLEVSCHE UNGLEICHUNGEN). Sei ) C R? ein beschrank-
tes Gebiet mit Lipschitz-Rand (oder C'-Rand) und d € N. Weiter sei u € W*2(Q) = H*(Q).

(1) Falls k < %l ist, so gilt u € L%(Q) und es gibt eine Konstante C' > 0 mit
Jull_ 2. < Cllulyea = Cllul
(2) Falls k = ¢ ist, so gilt u € LP(Q) fiir jedes p € [1, 00[ und es gibt fiir jedes p € [1, 00| eine Konstante
C=C(p) >0 mit
[ullzr < Cllullpre = Cllull g
(3) Falls k > j + % ist, so gilt u € C7(Q) und es gibt eine Konstante C' = C(j) > 0 mit

lullesgy < Cllullwes = Clhullgs

Speziell in eindimensionalen Gebieten verwenden wir den folgenden Satz mit p = 2.

A.15 Satz. Sei Q C RY ein beschréiinktes Gebiet mit d € N. Weiter sei u € Hy?(Q) = Wy*(Q) mit
1<p<oo. Falls 1 — % > 0 ist, so gilt u € L>(Q) und es gilt eine Konstante C = C(d, p, ) > 0 mit
[ulle < Cl[Vullzr

Beweis. siehe [2] Satz 8.10. O

A.l.e. Sobolevscher Einbettungssatz

Die zweite Aussage des folgenden stetigen und kompakten Einbettungssatz fiir Sobolevrdume werden
wir speziell fiir m; = 2, mg = 1 (bzw. m; = 1, mg = 0) und p; = py = 2 sowie fiir die Dimensionen
d =1, 2,3 anwenden.

A.16 Satz (SOBOLEVSCHER EINBETTUNGSSATZ). Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet
mit Lipschitz-Rand und d € N. Weiter seien m1, mo € Ny sowie 1 < p; < oo und 1 < po < 00.
(1) Falls die Eigenschaften

d

mi—— = mg— — und my = me
b1 P2

ertiillt sind, so existiert die Einbettung
Id: WmePL(Q) — WM2P2(Q)
(d.h. WmePL C W™2:P2 ) und diese ist stetig. Weiter gilt die Abschétzung
3C =C(d,Q,mi,ma,p1,p2) > 0Vu € W™PLQ) : ||lu|lwmare < Cllullppmie
Dabei ist WOP(Q) := LP(9).
(2) Falls die Eigenschaften

my—— > mo—— und mp > mo
P p2

erfiillt sind, so existiert die Einbettung
Id: WMPL(Q) — TWM2:P2(Q))

(d.h. WmPr C W™2:P2) und diese ist stetig und kompakt. Weiter gilt die Abschéitzung
3C =C(d,Q,mi,ma,p1,p2) > 0Vu € WmPLQ) ¢ ||lu|lwmare < Cllullpymie

(3) Fiir beliebige beschrinkte Gebiete Q2 C RY mit d € N gelten die Aussagen in (1) und (2) fiir die
Réume WP (Q) anstatt W™iPi(2). Dabei ist W3 (Q) := LP(Q).
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Beweis. siche [2] 8.9. O

Der Sobolevsche Einbettungssatz A.16 gilt sogar fiir mi,me € R und p1,p2 € [0,00]. In diesem

Zusammenhang ist der Sobolevraum W™1°°(Q) durch den Holder-Raum C"%(2) definiert, wobei
k = m+a, a €]0,1] und m € Z sind. Die Aussage (2) ist auch unter dem Namen Satz von Kondrakov
bekannt. Fiir den Beweis werden eine Reihe von Ungleichungen benétigt, zu denen unter anderem die
Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung, die Nash-Ungleichung sowie die Sobolevsche Ungleichung
A 13 gehoren, auf die wir an dieser Stelle nicht weiter eingehen wollen.

Bekanntlich ist nicht jede Funktion aus dem Sobolevraum H*(2) mit k € N stetig auf dem Abschluss
von (2. Daher werden wir abschlieffend einen weiteren Einbettungssatz formulieren [24], der uns gerade
dies garantiert.

A.17 Satz. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und d € N. Dann gilt:
d _
(1) ¥k eNmith> 7 H*(Q) c C(Q)
(2) Die Einbettung aus (1) ist stetig.

Beweis. siehe [2] O

A.2. Gammafunktion und Eulersche Betafunktion

In diesem Abschnitt werden wir die Gammafunktion und die Eulersche Betafunktion einfithren und ei-
nige Eigenschaften dieser Funktionen nennen. Nahere Informationen und Beweise der Aussagen finden
sich in [26].

A.2.a. Gammafunktion

A.18 Definition. Sei z € C mit Re(z) > 0. Dann bezeichnet man die durch

o0
[(z) = / t* et dt
0
definierte Funktion als Gammafunktion (oder: Eulersches Integral 2. Art).

Die Funktion I' ist in jedem Streifen {z € C | a < Re(z) < b} mit 0 < a < b < oo beschrankt und
konvergiert dort gleichméfig und absolut. Weiter erfiillt sie die Funktionalgleichung
I(z+1) = 2I'(z2) Vze€Cmit Re(z) >0, T'(1) =1
und den Eulerschen Erganzungssatz

Fz)Ir1—-=z) = T Vz e Cmit Re(z) >0

sinmz

Weitere Eigenschaften sind
I'(z) = I'(2) Vz€Cmit Re(z) >0
I'z) >0 VzeRmitz >0
II'(z)] < T'(Re(z)) Vze€ Cmit Re(z) >0

1 , 1. (2n)
F(i) = /7, allgemeiner: I'(n + 5) = Wﬁ Vn e Ny
1 1 m '
I'(=+ 2)0(= — 2) = -
(2+2) (2 ) p—— Vz € Cmit Re(z) >0
I(2)(—z) = u Vz e Cmit Re(z) >0

zsinmz
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Eine Approximation der Gammafunktion liefert die Stirling-Formel durch

I'(z) ~ V21273 Yz e Cmit Re(z) >0

A.2.b. Eulersche Betafunktion

A.19 Definition. Seien z,w € C mit Re(z), Re(w) > 0. Dann bezeichnet man die durch

1 00 21 5
o z—1 _ p\w—1 _ — : 2z—1 2w—1
B(z,w) = /0 (1=t dt /0 (e dt 2/0 (sint) (cost) dt

definierte Funktion als Eulersche Betafunktion (oder: Eulersches Integral 1. Art).

Die Funktion B konvergiert in {(z,w) € C? | Re(z) > 0, Re(w) > 0} kompakt und absolut und ist
daher bei festem z € C mit Re(z) > 0 (bzw. w € C mit Re(w) > 0) holomorph in der Halbebene
{w € C | Re(w) > 0} (bzw. in {z € C | Re(z) > 0}). Weiter erfiillt die Eulersche Betafunktion die
Symmetriebedingung

B(z,w) = B(w,z) Vz,w e Cmit Re(z), Re(w) >0

sowie

z

B(z+1,w) = -B(z,w) Vz,w e Cmit Re(z), Re(w) >0

z24+w

1
B(l,w) = — Vw € Cmit Re(w) >0
w

Das Hauptresultat aus der Theorie der Betafunktion ist die Eulersche Identitit

I'(z)l(w)

Bz w) = I'(z 4+ w)

Vz,w € C mit Re(z), Re(w) >0

A.3. Operatortheorie, Hilbert-Schmidt-Theorem, Spektralsatz und
gebrochene Potenzen

Fiir diesen gesamten Abschnitt verweisen wir auf [2] und [35].

A.3.a. Grundbegriffe der Operatortheorie

Sei T': X — Y eine Abbildung - auch Operator genannt - zwischen zwei Banachraumen (X, |||/ x)
und (Y [|-{]y)-

A.20 Definition. a) T" heifit linear, falls

T(axy + fra) = aTx1 + Txy Ve, z0€ X Vo, €R
b) T heiit beschrinkt, falls

3C >0: |Tz|y < Cllz|lx VexeX
c) T heiBt stetig, falls

V(zp)ney C X mit lim z, = x: lim Tz, = Tx
n—oo n—oo
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d) Die Menge aller linearen und beschréankten Operatoren bezeichnen wir mit
L(X,Y) :={T: X — Y | T linear und beschrénkt}

L(X,Y) bildet zusammen mit der Operatornorm
17y = ITllop == inf{C | [Tally < Cllellx Ve e X}

ein Banachraum.

Bei Differentialoperatoren handelt es sich fiir gewohnlich um unbeschréankte Operatoren, die erst
nach der Einschrénkung auf ihren eigentlichen Definitionsbereich als beschrénkte Operatoren aufge-
fasst werden konnen.

A.21 Lemma. Sei T € L(X,Y). Dann gilt:
T beschrinkt <= T stetig
Beweis. siche [2] Lem.3.1 oder [35] I1.1.2. O

A.22 Definition. a) Mit D(T') C X bezeichnen wir den Definitionsbereich von T'.
b) Der Bildraum von T ist definiert durch

R(T) ={yeY |3zeDT): Te =y} ={TzxecY |zeDD)}CY
¢) Der Nullraum (oder Kern) von T ist definiert durch

N(T) ={zeD(T)|Tx =0} C X
d) Eine lineare Abbildung T : X — Y heifit invertierbar, falls T' bijektiv ist.

Der Nullraum N(7T') bildet wegen der Stetigkeit von T' einen abgeschlossenen Unterraum von X.
Der Bildraum R(7') ist im Allgemeinen nicht abgeschlossen.

A.23 Lemma.

T :D(T) — R(T) invertierbar <= N(T) = {0}
Beweis. siche [27] Lem.3.4. O
A.24 Satz (SATZ VON DER INVERSEN ABBILDUNG). Sei T € L(X,Y). Dann gilt:

T bijektiv. = T ':Y — X linear

Zusatz: Sei T € L(X,Y) nach unten beschriankt, d.h. es gibt ein C > 0 mit ||Tz||y < C||z||x, dann
ist der Inversoperator T~! wohldefiniert. Falls T sogar beschrénkt ist, so ist auch T~ : R(T) — D(T)
beschrankt.

Beweis. siehe [2] Satz 5.8. O

A.25 Definition. Sei T': X — Y ein linearer Operator. T' heiflit kompakt, falls eine der folgenden
Aussagen gilt:

(i): YU C X beschréankt: T(U) C Y ist kompakt
(ii)): YU C X beschréankt : T(U) C Y ist relativ kompakt
(iii): ¥ (un)nen C X beschréankt : (Tuy,)nen besitzt eine in Y konvergente Teilfolge
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A.26 Lemma.
T kompakt == T beschriankt (und damit stetig)

Beweis. siche: [27] Lem.3.9 O

Sei (H, ||||a, (+,-) i) fortan ein Hilbertraum.

A.27 Definition. a) Eine Teilmenge {ex | k € N} C H mit N C N heiit Orthogonalsystem von
H, falls die folgenden Aussagen gelten:

(i): (ex,e))m = 0 Vk,le N mitk#1

(ii): e #0 VkeN
b) Eine Teilmenge {ey, | k € N} C H mit N C N heifit Orthonormalsystem von H, falls die folgende
Aussage gilt:

(ex,er)g = 0y VEk,J1leN
A.28 Satz. Sei {e; | k € N} C H ein Orthonormalsystem von H. Dann heifit {e; | k € N} eine

Orthonormalbasis (oder: vollstindiges Orthonormalsystem) von H, falls eine der folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(1): span{ey, | k € N} liegt dicht in H (d.h. span{ey | k € N} = H)

(2): xz = Z(x,ek)H ey, VeeH
k=1
3): |z|% = (z,x) Z z,ep)y|? Vo e H (Parsevalsche-Identitit)
(4) (':L‘ay)H = Z(‘T?ek)H : (ek7y)H VeeH
k=1
Beweis. siche [2] 7.7. U

A.3.b. Hilbert-Schmidt-Theorem

A.29 Definition. Ein linearer Operator T : H D D(T') — H heifit symmetrisch, falls
(Txy,x0)pg = (1, Tx2)g Yaxi,290 € D(T)

A.30 Satz (SATZ VON HILBERT-SCHMIDT). Sei H ein Hilbertraum und T': H — H ein
linearer, symmetrischer, kompakter Operator. Dann gilt:
(1): Es gibt eine Folge reeller Eigenwerte {\; | i =1,...,00} C R von T mit A\; # 0 Vi
(2): Sind die Eigenwerte gemaf |\j+1| < |\i| angeordnet, so gilt
lim \; =0

i—00
(3): Es gibt eine orthonormale Menge {¢; | i =1,...,00} an zugehérigen Eigenfunktionen
von T, d.h.
Tpi = Np; Vi=1,...,00
(4): Die zugehérigen Eigenfunktionen {¢; |i=1,...,00} kénnen so gewdhlt werden, dass

sie eine Orthonormalbasis von H bilden und T lidsst sich darstellen durch

T:U—Z)\ x,0i)pp; VereH
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Beweis. siehe [27] Theo.3.18. O

Die Linearitdt und Symmetrie des Operators T' in den Voraussetzungen von Satz A.30 lassen sich
auch durch die Beschranktheit und Selbstadjungiertheit von 1" ersetzen.

A.3.c. Spektralsatz

A.31 Satz (SPEKTRALSATZ). Sei H ein Hilbertraum und T : H D D(T') — H ein linearer,
symmetrischer Operator mit R(T) = H. Weiter sei T invertierbar mit kompakter Inverser. Dann gilt:

(1): Es gibt eine abzahlbar unendliche Menge {\; | i = 1,..., 00} reeller Eigenwerte von T'.
Sind die Eigenwerte gemédB |A\iy1| = |\i| angeordnet, so gilt

lim \; = 400
1—00
(2): Die zugehdérigen Eigenfunktionen {¢; |i =1,...,00} kénnen so gewéahlt werden, dass

sie eine Orthonormalbasis von R(T) = H bilden und T lasst sich darstellen durch

Tr = Z Xi(z,0i)uap; Yx € D(T) (Spektraldarstellung)
i=1

Beweis. siehe [27] Theo.3.26. O

A.3.d. Gebrochene Potenzen

A.32 Definition. Ein Operator T : H D D(T) — H heifit positiv, falls
3C>0: (Tz,2)g > Clz|3 YaeDT)

Bemerke: Es folgt unmittelbar, dass, wenn der Operator T im Spektralsatz A.31 positiv ist, auch
alle seine Eigenwerte positiv sind. In diesem Fall lassen sich wegen der Spektraldarstellung von T
gebrochene Potenzen einfiihren.

A.33 Definition. Sei T': H D D(T') — H eine positiver Operator. Weiter lasse sich T' darstellen
durch

o0
Tr = Z)\i(a:,api)mpi Vo e D)
i=1
Dann definieren wir gebrochene Potenzen T von T fiir o € R durch
[ee]
T = Z)\?(&?,(pi)]{(pi

i=1

D(T*) = {z D) | [T %||g < 0} = {2 eD(T)|x= Zcicpi, Z |ci\2°‘/\l2 < oo}
=1 =1

D(T*) bildet zusammen mit dem Skalarprodukt
(wl,xg)D(Ta) = (T%1, T%9)g  Va1,20 € D(T)
und der Norm
[ellperey = 1Tz Vo eD(T?)

ein Hilbertraum.
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A.34 Definition. a) Ein linearer Operator T : H D D(T) — H heifit dicht definiert in H, falls
D(T) dicht in H liegt, d.h.

D(T) =H
b) Ein linearer Operator T : H D D(T') — H heifit abgeschlossen, falls
V (Zn)neny € D(T) mit lim z, = € H und lim Ta, = ye H: € D(T)und Tz =y
n—oo n—oo

A.35 Definition. Sei T': H D D(T) — H ein linearer und dicht-definierter Operator.
a) Die Abbildung T* : H D D(T*) — H mit dem Definitionsbereich

D(T*) :={ye€ H|x+— (Tx,y)y ist stetig auf D(T)}

heifit zu T' adjungierter (oder dualer) Operator und erfiillt die Eigenschaft
(Tz,y)g = (x,T*y)g Ve e D(T)Vyec DT

b) Die Abbildung T heifit selbstadjungiert, falls T = T*.

Ein selbstadjungierter Operator eines Hilbertraums H ist stets dicht definiert, symmetrisch und
abgeschlossen, aber nicht notwendigerweise stetig. Falls T ein symmetrischer und dicht definierter
Operator ist, so ist T selbstadjungiert.

A.36 Definition. Sei T : H D D(T) — H ein dicht definierter Operator. Dann definieren wir die
Resolventenmenge von T' durch
p(T) := {\€ C |\ —T:D(T) — H ist bijektiv und (\[ — T)™" existiert
und ist beschrinkt}

und das Spektrum von T durch
o(T) == C\p(T)

Die Resolventenmenge eines dicht definierten Operators ist offen und das zugehorige Spektrum
abgeschlossen (siehe: [35] Satz VIL.2.15). Fiir beschrinkte Operatoren ist das Spektrum nichtleer und
kompakt, wohingegen das Spektrum fiir unbeschrinkte Operatoren nicht notwendig kompakt sein
muss. Weiter ist das Spektrum eines selbstadjungierten Operators reell (siehe: [35] Satz VII1.2.16), d.h.
o(T) C R, und kann zudem unbeschrénkt sein.

A.37 Definition. Ein linearer, abgeschlossener, dicht definierter Operator T : H D D(T) — H
heilit sektoriell, falls

(1):3¢ 6]%,7?[3M2 13aeR: Sup :={AeC|larg(A+a)| < ¢, A # —a} C p(T)

2N =) M < VA€ Sug

M
A —al
Dabei bezeichnet man die Menge S, 4 als Sektor.

Falls T ein (auf einem Hilbertraum H definierter) selbstadjungierter, dicht definierter und nach
unten beschrankter Operator ist, so ist 7" sektoriell (siehe: [14] Seite 19).

A.38 Satz (Interpolationsabschitzung). Sei T': H D D(T) — H ein sektorieller Operator und
a=00+(1—-0)ymit0<0<1,5>0und~y > 0. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so dass die
Abschétzung

0 —0
Tz < CIT |4 T7||

gilt.
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Beweis. siehe: [14] 1.4 Exer.5 O

Beispiel. Sei O ¢ R? (d < 3) ein beschrinktes Gebiet mit polygonalem Rand 0Q. Betrachte den
negativen Laplace-Operator

A= —A: L*(Q) D D(A) = H*(Q) N H(Q) — R(A) = L*(Q) mit u(z) — f gi

auf dem Hilbertraum L?(Q2). So erfiillt dieser gewisse Eigenschaften:

a) Die Abbildung A ist als Differentialoperator offensichtlich linear, d.h. fiir a, 3 € R und u,v € L?(Q)
gilt

92 92

d
552 (au(z) + Bu(z Z +ﬁz ) = adu+ BAv

Z

A(au + pv)

||M&

b) Weiter ist der Operator A unbeschriinkt auf L?(£2). Als Gegenbeispiel fiir die Beschriinktheit im
eindimensionalen Fall betrachte man fiir beliebiges k € R

- 0 -
[Ae™ e = llgze™ 12 = Klle™ ]2

¢) Der Definitionsbereich, der Bildbereich und der Nullraum von A sind gegeben durch
D(A) = H*(Q)N Hy(Q), R(A) = L*(Q) und N(4) = {0}

Damit ist A nach Lemma A.23 invertierbar mit Inverser A=1 : R(A) = L?(Q) — D(A). Desweiteren
ist A auf D(A) ein linearer und beschrénkter Operator.
d) Der Operator A ist nach der Greenschen-Formel A.40 und der Nullrandbedingung symmetrisch

(Au,v)r2 = (—Au,v)2 = (Vu, Vo) = (u, —Av)r2 = (u, Av)r2 Yu,v € D(A)

e) Desweiteren ist A nach der Greenschen-Formel A.40, der Nullrandbedingung und der Poincaré-
Friedrichs-Ungleichung A.12 positiv

(Au,u)p2 = (~Du,u)pe = (Vu, Vu)re = |Vulfe = Julfn > Cllulf. Vue D(A)

f) Der Operator A ist wegen des Sobolevschen Einbettungssatzes A.16(2) in L?(2) dicht definiert

D(A) = H*(Q) N HY(Q) cC HJ(Q) cC L*(Q) = D(A) = H2(Q) N HYQ) = L*(Q)

g) Weiter ist A wegen der Vertauschbarkeit der Differentiation und Limesbildung abgeschlossen: Sei
(tn)nen C D(A) mit limy, o0 uy, = u € L*(Q) und lim, .o, Au, = v € L?(Q), so gilt

d 52
0 .
= "2 g7v@ = Z g Jim ale) = Jim - Z = i, Aun(@) = v
1=

und folglich gilt u € D(A).

h) Da A ein symmetrischer und dicht definierter Operator ist, ist A folglich selbstadjungiert.

i) Es liisst sich auch zeigen, dass A~! kompakt ist ([2] 8.14), was uns die Anwendung des Spektralsatzes
ermoglicht.

j) Um die Theorie auch fiir sektorielle Operatoren zu gewéhrleisten, konnen wir auch zeigen, dass A
sektoriell ist. Dazu siehe auch [12] Sec.6-7, [14] 1.3 Exer.(5), 1.3 Ex.(7)* oder 1.6 bzw. [34] Chap.6. O

Da wir im praktischen Teil der Ausarbeitung den kleinsten Eigenwert des Operators A bendtigen,
veranschaulichen wir im néchsten Beispiel exemplarisch die Berechnung der Eigenwerte und Eigen-
funktionen von A = —A.
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Beispiel. (1): Der Einfachheit halber betrachten wir ein rechteckiges Gebiet, d.h.
Q =la,b[x]c,d[ mit a,b,c,d € Rund a < b, c <d

Wir suchen nun diejenigen Eigenfunktionen ¢ und Eigenwerte Ag, die fiir jedes £k = 1,2,3,... das
Eigenwertproblem (bzw. die Helmholtz-Gleichung)

App(r) = Mpor(z) ,2€Q
or(z) =0 , € 0N

mit Dirichlet-Nullrandbedingung 16sen. Der Ansatz hierbei lautet

—a —C

1 1
Ok ( * ) = sin(mﬂb (x — a))sin(mrd (y —¢))
wobei k,m,n=1,2,3,... und

k|1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 [ 7 | 8 | 9 |10 [
(m,n) | (L,1) | (1,2) | (2,1) | (2,2) | (1,3) | B, 1) | (2,3) | (3,2) | (1,4) | (4,1) | -

Tabelle A.1.: Indizierung von Eigenfunktionen und Eigenwerten im Zweidimensionalen

Dass ¢y, tatséchlich die Helmholtz-Gleichung 16st, lésst sich leicht iiberpriifen

2
Aoy ( Zs ) _ _% <Sin(mﬂbia(x ~ ) sin(n7 L (y- c)>>

— C
d2
~ap

m2m? n2mr? 1 1
= ((b — o2 + = c)2> sin(mwb — a(a; - a))sin(mrd — c(y —0))

T
= A
()

Beachte, dass die Eigenwerte A\; vom Gebiet €2 abhédngen. Es bleibt die Nullrandbedingung zu iiber-
priifen

wlo)=ali) =
“(3) = (0) =

Damit haben wir die Eigenwerte A; und die (noch nicht normierten) Eigenfunktionen ¢ von A
gefunden.
(2): Dieselbe Vorgehensweise fiir das eindimensionales Gebiet

1 1
b_a(x—a))sin(mrd_c

<sin(m7r (y — C)))

Q =Ja,b| mita,beRunda<b

und dem Ansatz fur die Eigenfunktionen

or(z) = Sin(lmrb i a(x —a))
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liefert uns die Eigenwerte

k272

M a0

(3): Auch im Fall eines dreidimensionalen quaderférmigen Gebiets
Q =]a,b[x]c,d[x]e, f| mit a,b,c,d,e,f EeRunda<b,c<d, e<f
und dem Ansatz fiir die Eigenfunktionen
x

or| vy | == sin(ir
z

2 i a(q: —a)) sin(mwi(y —¢)) sin(nm !

d—c

erhalten wir mithilfe einer ahnlichen Tabelle wie in Beispiel (1) die Eigenwerte

1272 m2n2 n2n2

MG T T oo

A.3.e. Differentiation linearer und nichtlinearer Operatoren

A.39 Definition. Es seien (X, ||e|x) und (Y, |/e|ly) normierte Rdume und U C X eine offene Teil-
menge. Ein Operator T': U — Y heifit Fréchet-differenzierbar an der Stelle p € U, falls es einen
beschréinkten linearen Operator dT(y) : X — Y gibt, so dass

fim o [T + ) = T(e) = dT()hlly = 0

gilt. In diesem Fall nennen wir den Operator d1'(yp) die Fréchet-Ableitung von T an der Stelle .
Existiert die Fréchet-Ableitung fiir alle ¢ € U, so nennen wir die Abbildung dT : U — L(X,Y’) mit
¢ +—— dT'(p) die Fréchet-Ableitung von T auf U.

A.4. Greensche Formel, Elementare Ungleichungen,
Gronwall-Lemmata und Banachscher Fixpunktsatz

A.4.a. Greensche Formel

A.40 Satz (GREENSCHE FORMEL). Sei Q C RY ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand
und d € N. Dann gilt

/u'Avd:v = —/Vu-Vde—l-/
Q Q 90

wobei g—g = v-Vu die duflere Normalenableitung von v in Richtung v bezeichnet. Alternativ gilt diese
Gleichung auch, wenn wir die Funktionen u,v € C?(Q) durch Vv € H*(Q) und Vu € H(Q) ersetzen.

Beweis. siche [9] C.2 Theo.3. O

ou 9 =
g-vdS Yu,v e C*(N)
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A.4.b. Elementare Ungleichungen

A.41 Satz (CAUCHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG). Sei H ein Hilbertraum mit Norm |||
und Skalarprodukt (.,.). Weiter seien z,y € X, dann gilt die Ungleichung

(@ P < (@,2) - () = ll=* - [lyl”
Beweis. siche [9] B.2.i. O
A.42 Satz (ALLGEMEINE MINKOWSKISCHE UNGLEICHUNG). Sei Q C R? offen und

d € N. Weiter seien p € [1,00] und f; € LP(Q) fiir alle j = 1,...,m. Dann folgt 37", f; € LP(Q) und
es gilt die Abschétzung

m m
1" fillze < D15l
i=1 j=1

Beweis. siehe [2] Lem.1.18 oder [9] B.2.f. O

A.43 Satz (ALLGEMEINE HOLDERSCHE UNGLEICHUNG). Sei 2 C R? offen und d €

N. Weiter seien p; € [1,00] mit j =1,...,m (m €N), 1 := i ]% mit = :=0 und f; € LPi(Q) fiir
J

alle j = 1,...,m. Dann folgt T[7", f; € L"(2) und es gilt die Abschétzung

m m
I Filler < TT 1l zes
=1 j=1

I
j=

Beweis. siehe [2] Lem.1.16. O

A.4.c. Summationsformel und Summationsabschitzungen

A.44 Satz (PARTIELLE SUMMATIONSFORMEL). Seien (Pj);en und (S});en zwei Folgen.
Dann gilt

> Pi(S;—Sj-1) = (Pns1Sm — PvyaSn) — > (Pjq1—Pj)S; Ym> N+1
J=N41 j=N41

A.45 Satz (VERALLGEMEINERTE SUMMATIONSABSCHATZUNG). Seien k > 0 und
tj == jk fiir j € No. Weiter seien n € No, np := |5, @ > 0 und 3 > 0. Dann gibt es eine Konstante
C =C(a,3) > 0, so dass die Abschétzungen

n
(1):k Y et 10 < o it s
j=1

n2 n2
_ 14 - 3 14 -
(2)k : E :tnfj-i-ltj 7 < tnfnz-‘rl k- tj ’ <O t”a+5
= j=1

gelten.
Beweis. siche [16] Bew. v. Theo.5.3. O
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A.4.d. Gronwall-Lemmata

A.46 Satz (DIFFERENTIELLES GRONWALL-LEMMA). Sei ¢ : [0,7] — R eine in [0, 7]
stetige und in |0, T| einmal stetig-differenzierbare Funktion. Falls ¢ eine Abschéitzung der Form

¢'(t) < alt) +B(t) - o(t) V€0, T

erfiillt, wobei «v : [0,T] — R und (3 : [0,T7] — R beide stetig in [0,T] sind, so gilt die Ungleichung
t t t
o(t) < p(0) - elo PTIT 4 / els PO () ds Vit e [0,T]
0

Beweis. siche [9] B.2,j. O

A.47 Satz (INTEGRALFORM DES GRONWALL-LEMMA). Sei ¢ : [0,7] — R eine in
[0, T] stetige und in |0, T einmal stetig-differenzierbare Funktion. Falls ¢ eine Abschétzung der Form

P(t) < alt)+ [ 5(s) (s ds vt El0,T]

erfiillt, wobei « : [0,T] — R und (3 : [0,T] — R beide stetig in [0, T] sind und (3 in [0, T| nichtnegativ
ist (d.h. B(t) > 0Vt € [0,T]), so gilt die Ungleichung

o(t) < aft) + /0 ta<s)-ﬁ(s)-ef§ﬁ<f>dT ds Vtel[0,T]

Beweis. siche [3] O
A.48 Satz (VERALLGEMEINERTES GRONWALL-LEMMA). Sei ¢ : [0,7] — R eine in
[0, T stetige und nichtnegative Funktion. Falls ¢ eine Abschéitzung der Form

t
o) < A-t‘1+a+B-/ (t— )"0 po(s)ds Vit €]0,T]
0

erfiillt, wobei A, B > 0 und «, 3 > 0 reelle Konstanten sind, so gibt es eine Konstante C = C(B, T, «, 3) >
0, so dass die Ungleichung

o(t) < C-A-t71 Vit €o,T]

gilt. Bemerke: Die Konstante C' > 0 ist exponentiell wachsend in T.
Beweis. siche [18] Lem.1.4 oder [28] Lem.6.3 O

A.49 Satz (VERALLGEMEINERTES DISKRETES GRONWALL-LEMMA). Seienk,T >
0 fest und ¢ : {nk | n € Noundnk < T} — R eine Funktion mit der Eigenschaft 0 < ¢, < R
Vt, € [0,T], wobei @, := ¢(t,) und t, := nk. Falls ¢,, eine Abschétzung der Form

n
pn < Auty O Agt e 4+ BES  MH o) v, €]0,T)
j=1

erfiillt, wobei Ay, A2, B > 0 und aq, as, 3 > 0 reelle Konstanten und k > 0 der zeitliche Diskretisie-
rungsparameter sind, so gibt es zwei Konstanten ko = ko(R, B,3) > 0 und C = C(B,T, a1, a2, 3) > 0,
so dass die Ungleichung

on < C(A1t 1T 4 Aot 1192) Wi, €]0,T] YV k €0, ko)

gilt. Bemerke: Die Konstante C' > 0 ist exponentiell wachsend in T.

Beweis. siche [28] Lemma 7.1. O
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A.4.e. Banachscher Fixpunktsatz

A.50 Definition. i) Eine Abbildung ®, die eine Menge M in sich selbst abbildet, heifit Selbstab-
bildung von M.

ii) Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Selbstabbildung ® : M — M heifit Kontraktion, kon-
traktiv oder kontrahierend auf M, falls es eine Konstante A € R mit 0 < A\ < 1 gibt, so dass fiir
alle x,y € M die Lipschitz-Bedingung

d(®(z), ®(y)) < A-d(z,y)

gilt. \ bezeichnet man in diesem Fall als Kontraktionsfaktor.
iii) Sei (M, d) ein metrischer Raum und ® : M — M eine Selbstabbildung. Ein Punkt x € M heifit
Fixpunkt von ®, falls ®(x) = z gilt.

Da eine Kontraktion den Abstand zwischen Punkten verringert, liegt der Gedanke nahe, dass kon-
trahierende Abbildungen Fixpunkte besitzen. Dazu muss der metrische Raum allerdings vollsténdig
sein.

A.51 Satz (BANACHSCHER FIXPUNKTSATZ). Sei (M,d) ein nichtleerer vollstandiger me-
trischer Raum und ® : M — M eine Kontraktion auf M. Dann besitzt ® genau einen Fixpunkt
x € M, dh. (z) ==z.

Beweis. siche [9] 9.2.1.Theo.1 oder [13] Satz 7.1 O

A.5. Bilinearformen, elliptische Regularitat und
Finite-Elemente-Raume

A.5.a. Eigenschaften von Bilinearformen

A.52 Definition. Seia: Hx H — R eine Bilinearform auf einem Hilbertraum H und G ein linearer
Unterraum von H.
i) a heit symmetrisch, falls

a(u,v) = a(v,u) Vu,veH
ii) a heifit stetig, falls
Jas e RY : a(u,v)| < oo |Jullg - [Jv|lg Yu,ve H
iii) a heifit G-elliptisch oder kurz elliptisch oder koerziv, falls

Japg € R 2 alw,w) = oo [lw|lg YweG

Man bezeichnet hierbei a als Stetigkeitskonstante und g als Elliptizitdtskonstante von a.

Beispiel. Betrachte fiir ein beschriinktes Gebiet Q C R? (d € N) mit Lipschitz-Rand oder konvexen
polygonalen Rand die Abbildung

a: HY(Q) x HY(Q) — R mit a(u,v) := (Vu, V)2

auf dem Hilbertraum H!(f2). Dann ist a eine stetige, symmetrische und Hg-elliptische Bilinearform
auf H'(2). Die Bilinearformeigenschaften und die Symmetrie sind klar. Aus der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung A.41 folgt die Stetigkeit

la(u, v)| = [(Vu, Vo) 2| < [[Vullpz - [[Volle = Julgs - ol < lullg - [[oll g
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mit as = 1. Mithilfe der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung A.12 folgt
lullpn = lulfp + llull> < lultpn +C - Julg = (1+C) - Julfn
und daraus erhalten wir die H}-Elliptizitit von a
a(u,u) = (Vu, Vu)rz = [Vulz2 = |ulm > ao - ullfn

mit ag = (1 4+ C)~! und C aus der Pioncaré-Friedrichs-Ungleichung A.12. O

A.5.b. Elliptische Regularitat

A.53 Definition. Sei HY(Q) c V ¢ H*(Q) mit k € N und a(.,.) eine V-elliptische Bilinearform. Das
Variationsproblem

a(u,v) = (f,v)2 YveV

heiBt H*-reguliir, falls es erstens zu jedem f € H* 2¢(Q) eine Losung u € H*(Q) des Variationspro-
blems gibt und zweitens eine Konstante C' = C(Q,a,s) > 0 gibt, so dass die Ungleichung

[ullrs < NN prs—es

erfillt ist.

A.54 Satz (ELLIPTISCHER REGULARITATSSATZ). Seia eine H}-elliptische Bilinearform
und f € L*(Q). Dann gelten folgende Aussagen:

(1): Das Variationsproblem
a(w,0) = (fi0)e Vo€ HY(S)
besitzt genau eine Losung u € Hy(S2).
(2): Ist 9 glatt (d.h. C*-Rand) oder ein konvexes Polygon, so folgt sogar
u € H*(Q) N H(Q) und es gilt:
3C>0: [lullgz < C-|fllz2

Beweis. siche [7] oder [10] O

A.5.c. Finite-Elemente-Raume

A.55 Definition. Sei Q C R? (d = 1,2,3) ein polygonales Gebiet. Eine Zerlegung T = {T1,...,Tas}
von () heifit Triangulierung, falls die Eigenschaften

(1): T; C Q ist ein offenes d-Simplex-Element Yi=1,..., M
2):T,NT; =0 Vi,j=1,...,M miti#j

M
(3):Q = UTZ

i=1

erfiillt sind.
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konvexes Gebiet mit stiickweise ~ Q
glattem Rand

Rand des Gebiets falo)

Dreieckselement TynTyg

Knoten der Triangulierung P1 ..... P13

D

Abbildung A.1.: Triangulierung eines zweidimensionalen Gebiets

A.56 Definition. a) Eine Triangulierung 7 von Q C R? (d = 1,2,3) heiBt zulissig (oder regulir
bzw. konform), falls fiir T,NT; miti,j € {1,..., M} undi # j genau eine der folgenden Eigenschaften
gilt:

(1): T,nT; = 0
(2): T; N T ist ein gemeinsamer Eckpunkt von T; und Tj
Falls d = 2 ist, so muss eine der Eigenschaften (1), (2) oder
(3): T; N T} ist eine gemeinsame Kante von T; und Tj
gelten. Falls d = 3 ist, so muss eine der Eigenschaften (1), (2), (3) oder
(4): T, N Ty ist eine gemeinsame Seitenfliche von T; und T

gelten.
b) Falls jedes Element T; (i = 1,..., M) einer reguldren Triangulierung 7 eine maximale Kantenldnge
von héchstens h > 0 besitzt, d.h.

diam(T;) < h Vi=1,...,.M

so schreiben wir Ty, anstelle von 7 und T}, ; anstelle von T;.

¢) Eine Familie von reguléren Triangulierungen {7y, | h € I'} mit Indexmenge I heiit uniform, falls es
eine Zahl § > 0 gibt, so dass fiir jedes h € I und fiir jedes d-Simplex-Element T, eine d-dimensionale
Kugel mit Radius pr > % gibt, die in T" enthalten ist.

A.5.d. Elliptische Eigenwerttheorie

A.57 Satz. Seien \; bzw. \y; die j-ten Eigenwerte der kontinuierlichen
Api(z) = N\jpji(z) ,xeQ Vji=1,...,00
pj(z) =0 , x € 0N
bzw. semidiskreten Helmholtz-Gleichung
Apenj(x) = Anjenj(x) ,xef) Vi=1,...,Np
enj(z) =0 , € 0N

wobei A = —/A und A; = —/\, den kontinuierlichen bzw. diskreten negativen Laplace-Operator
bezeichnet und dim(Vy) = N}, ist. Dann gilt:

3O >0 A Thg=ho(j) >0: Aj < Mg < A\j+Ch* Y0 < h<hg
Beweis. siche [31] Theo.6.7 O
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A.6. Grundbegriffe dynamischer Systeme

Wir werden einige Grundbegriffe zum Langzeitverhalten dynamischer Systeme einfithren ([27], [32],
[33]). Alle folgenden Resultate werden speziell fiir (®, Ty, V) = (S,Ry, H}(Q)) und (@, Ty, X) =
(Sp,R4,V;) benétigt, wobei Q C R? ein konvexes polygonales Gebiet der Dimension d = 1,2 oder 3

ist.

A.6.a. Das dynamische System

A.58 Definition. a) Sei (T,+) eine Gruppe (iiblicherweise die Zeitachse) mit T C R, neutralem
Element 0 € T (z.B. T = R oder T = nZ mit 0 # n € R) und V ein Hilbertraum (i.a. nur ein metrischer
Raum). Ein dynamisches System (®,T,V) (kurz: ®) ist eine stetige Abbildung ® : T xV — V
mit den zwei Eigenschaften

®0)r =z VeV (A.1)
und

(I)(tl + tz)x = q)(tg)(q)(tl)l‘) Vi, to e TV eV (AZ)
Hierbei nennen wir (A.1) die Anfangswerteigenschaft und (A.2) die Kozykluseigenschaft.
b) Eine Abbildung ® : T4 x V. — V mit T4 := {t € T | t > 0}, die (A.1) und (A.2) fiir jedes
t1,to € T4 und fiir jedes x € V erfiillt, heiBt semidynamisches System. Falls T =R (bzw. T, = R,)
ist, so nennen wir das System (®,T,V') (bzw. (®,Ty,V)) kontinuierlich. Falls X C V ein Teilraum
ist und (@, T, X) (bzw. (®,T4+, X)) ein dynamisches (bzw. semidynamisches) System beschreibt, so
nennen wir dieses System semidiskret. Falls zusétzlich T C R (bzw. T C R, ) ist, so nennen wir
das System (®, T, X) (bzw. (®,T4, X)) diskret.
¢) Wir bezeichnen V' als Zustandsraum. Weiter bezeichnen wir fiir jedes feste x € V' die Abbildung

®(t)x als Losung, Trajektorie, Losungskurve oder Orbit durch x. Den Wert x nennen wir hierbei
Anfangswert oder - im Falle, dass V' ein Funktionenraum ist - Anfangswertfunktion.

Unter dem Begriff dynamisch léasst sich verstehen, dass es sich um ein mathematisches Objekt
handelt, das zeitliche Verdanderungen eines Zustandes beschreibt. Es ist hierbei von grundlegender
Bedeutung, dass alle Losungen mindestens in eine Intervallrichtung global existieren. Kommen wir
nun zur Definition der invarianten Mengen ([27] Kap.10, [32] Def.2.8).

A.59 Definition. Es sei (®,T,V) ein (semi-)dynamisches System. Fiir eine Teilmenge D C V defi-
nieren wir die Menge aller Losungstrajektorien mit Anfangswerten aus D als

o(t)D = |J @(t)x
zeD
a) Eine Teilmenge D C V heifit vorwérts (oder: positiv) invariant, falls die Inklusion
®(t)D C D Vt=0
gilt.
b) Eine Teilmenge D C V heifit riickwérts (oder: negativ) invariant, falls die Inklusion

®t)D D D Vt=0

gilt.
¢) Eine Teilmenge D C V heifit invariant, falls sie vorwérts und riickwérts invariant ist, also die
Inklusion

o(t)D =D Vt=0
gilt.



A.6. Grundbegriffe dynamischer Systeme 157

Bei invarianten Mengen handelt es sich um spezielle Mengen, die von den Losungen nicht verlassen
werden konnen. Eine invariante Menge D besitzt dariiber hinaus die Eigenschaft, dass sie sich unter der
Abbildung ®(t)e nicht weiter verkleinert. Weiter benétigen wir noch einen geeigneten Abstandsbegriff,
der uns den Abstand zwischen einem Punkt und einer Menge sowie den Abstand zwischen zwei Mengen
angibt ([27] Kap.10.3.2, [32] 2.3).

A.60 Definition. Sei D C V eine nichtleere Menge.
a) Dann definieren wir den Abstand eines Punktes x € V von D durch

dist(x, D) := inf ||z —
is(z, D) = inf [}z ~ yllv

b) Sei E C H eine weitere Menge. Wir definieren den nichtsymmetrischen Hausdorff-Abstand
zwischen E und D durch

dnu(E, D) := sup dist(z, D) = sup{inf ||z — y||v}
TEE zcB YE€D

c) Weiter definieren wir den symmetrischen Hausdorff-Abstand zwischen E und D durch

dSH(Ea D) = max{dNH(E, D), dNH(D7 E)}

Es sei vermerkt, dass es sich bei dem nichtsymmetrischen Hausdorff-Abstand dyg um keine Metrik
handelt, denn es gilt nur

dxu(E,D) =0 <= ECD
Der symmetrische Hausdorff-Abstand dgy hingegen verkorpert eine Metrik, d.h. es gilt
dsu(E,D) =0 <= E =D
Insbesondere erfiillt dypr die Dreiecksungleichung
dyu(E, D) < dyg(E, F) + dnu(F, D)
und daher auch die umgekehrte Dreiecksungleichung
dya(E, F) > dyu(E, D) — dnu(F, D)
Als Beispiel fiir die Abstandsdefinitionen betrachten wir V=R, E = [-1,1] und D = {0}. Dann ist

dNH(E, D) = 1, dNH(D,E) =0 und dSH(D,E) = 1.

A.6.b. Dissipative dynamische Systeme

Zur Analyse der Beschrianktheit aller moglichen Losungen, fithren wir den Begriff der absorbierenden
Menge ein ([27] Def.10.2, [32] Def.2.13).

A.61 Definition. Es sei (9, T,V) ein (semi-)dynamisches System. Eine beschréankte Menge () # B C
V' heifit gleichméBig absorbierende Menge in V, falls es zu jeder beschrinkten Menge E C V ein
to = to(E) > 0 gibt, so dass die Inklusion

®()E C B Vit=tg

gilt.
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Abbildung A.2.: Absorbierende Menge

Falls eine absorbierende Menge existiert, so gehort das (semi-)dynamische System einer besonderen
Klasse dynamischer Systeme an, den sogenannten dissipativen (semi-)dynamischen Systemen ([27]
Def.10.2, [32] Def.2.13).

A.62 Definition. FEin (semi-)dynamisches System (®, T, V') heifit dissipativ, falls eine absorbierende
Menge B C V existiert.

A.6.c. Attraktoren und Limes-Mengen dynamischer Systeme

Wir kommen als nachstes zur Definiton des globalen Attraktors eines (semi-)dynamischen Systems ([32]
Def.7.1). Auch diese Definition werden wir speziell fir ® = S (bzw. ® = S), T = Ry, V = H}(Q)
(bzw. V =V},) und der Norm |.|| 1 anwenden.

A.63 Definition. Es sei (¢, T, V) ein (semi-)dynamisches System.
a) Eine Menge () # A C V heift gleichméBig anziehend (oder: gleichméfBig attraktiv) beziiglich
®, falls es eine offene (und beschréankte) Umgebung B C V von A gibt, so dass die Bedingung

Ve> 03t  =t*(e) 20Vt > t*: dya(®(t)B, A) < ¢
erfiillt ist. In diesem Fall schreiben wir
tli)rglo dna(®(t)B,A) =0
b) Eine Menge ) # A C V heifit Attraktor von ®, falls die Bedingungen

(1): A ist kompakt (in V')
(2): A ist invariant (unter ®)
(3): A zieht eine offene Umgebung B D A gleichméfig an

gelten. Die groBte offene Menge B, die die Eigenschaft (3) erfiillt, bezeichnen wir als Attraktorum-
gebung von A beziiglich ®.

¢) Eine Menge () # A C V heifit globaler (oder: universeller) Attraktor von ®, falls die Bedingun-
gen

(1): A ist ein Attraktor von ®
(2): A zieht jede beschréankte Menge B C V gleichméfig an
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erfiillt sind. In diesem Fall sagen wir auch, dass A beziiglich ® eine unendliche Attraktorumgebung
besitzt und bezeichnen diese mit V.

Wir wollen nun ein Kochrezept zur Konstruktion einer gleichméflig anziehenden Menge fiir das
(semi-) dynamische System finden. Dazu fithren wir die Limes-Mengen aus der Standardtheorie dy-
namischer Systeme ein ([27] Kap.10.3, [32] Def.2.10, [33] Kap.I.1.1). Wir werden sehen, dass uns die
w-Limes-Menge der gleichméfig absorbierenden Menge unter einer zusétzlichen relativen Kompakt-
heitsbedingung eine gleichméfig anziehende Menge mit einigen wiinschenswerten Eigenschaften liefert.

A.64 Definition. Sei (®,T,V) ein (semi-)dynamisches System.
a) Fiir einen Punkt x € V' bezeichnen wir die Menge

wz) :={y eV |I(tn)neny C T mit t, — co: ®(t,)zr — y}

= ﬂ U O(s)x

t>0 s>t

als w-Limes-Menge von .
b) Fiir eine Teilmenge X C V bezeichnen wir die Menge

wX):={yeV|I({tn)nen CT mit t,, — 00 A IF(Tp)peny C X @ P(ty)zn — y}

= U)X

120 s>t
als w-Limes-Menge von X.

A.65 Bemerkung. i) Fiir eine absorbierende Menge B C V ldsst sich die w-Limes-Menge auch
schreiben als ([27] (10.10))

w(B) = (| ®(t)B

>0

ii) Fiir eine Teilmenge X C V gilt im allgemeinen nur ([32] 2.9)

U w(z) C w(X)

zeX

Daher kann die w-Limes-Menge w(X) einer Menge X komplizierter sein, als lediglich die Vereinigung
von Limes-Mengen w(x) der einzelnen Punkte x € X. Denn sie enthalt namlich insbesondere auch die
heteroklinen und homoklinen Orbits, die verschiedene Limes-Mengen zu einzelnen Punkten miteinan-
der verbinden. Daher erfasst sie in einem gewissen Sinne die stdndig wiederkehrenden Dynamiken der
in X startenden Trajektorien ([32]).

Wir kommen nun zu einigen begehrenswerten Eigenschaften der w-Limes-Menge. Hierbei und im
folgenden Verlauf ist die relative Kompaktheitseigenschaft von zentraler Bedeutung.

A.66 Satz. Sei (®,T,V) ein (semi-)dynamisches System und () # C C V eine beliebige Teilmenge.
Falls es ein to > 0 gibt, so dass die Menge Uy, ®(t)C relativ kompakt in V' ist, so gilt

ist nicht-leer
ist kompakt (in V)

ist invariant (unter ®)

(1): w(C)
(2): w(C)
(3): w(C)

(©)

(4): w(C) ist zusammenhédngend

Beweis. siche [27] Prop.10.3 oder [32] Theo.2.11 O
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Die w-Limes-Menge erméglicht es uns, alle denkbaren Verhaltensweisen eines (semi-)dynamischen
Systems fiir grofie Zeiten einzufangen und geben uns daher genauere Informationen iiber die mogli-
chen asymptotischen Dynamiken eines Systems. Desweiteren erfiillt die w-Limes-Menge das folgende
interessante Kriterium: Falls D € V eine beschréankte Menge und D C C ist, so gilt w(D) C w(C).
Falls C' eine absorbierende Menge ist, so gilt sogar w(D) = w(C) ([27] Exer.10.6). Wir kommen jetzt
zu dem Existenzsatz eines Attraktors, den wir speziell fiir (S, R, H}(2)) und (Sy,, R, V}),) anwenden
werden.

A.67 Satz (EXISTENZSATZ EINES ATTRAKTORS). Sei (®,T,V) ein (semi-)dynamisches
System und () # X C V eine beschriankte und offene Menge. Weiter gebe es ein to > 0 mit den
Eigenschaften ®(t)X C X Vt > to und Uy, ®(t)X ist relativ kompakt (in V). Dann existiert ein
Attraktor A := w(X) C V, der die Menge X gleichméBig anzieht. Weiter besitzt der Attraktor A die
Darstellung

A=wX)=()eMHX
>0
Falls dartiber hinaus V zusammenhédngend ist, so ist auch A zusammenhéangend.
Beweis. siche [32] Theo.7.3 O

Als néchstes kommen wir zu einem Resultat, dass uns fiir dissipative (semi-)dynamische Systeme
einen globalen Attraktor liefert ([27] Theo.10.5, [32] Coro.7.4). Die Charakterisierung dieses globalen
Attraktors erfolgt durch die w-Limes-Menge der gleichméfig absorbierenden Menge.

A.68 Korollar (EXISTENZSATZ EINES GLOBALEN ATTRAKTORS). Sei (®,T,V) ein
dissipatives (semi-)dynamisches System und () # B C V eine kompakte absorbierende Menge. Dann
existiert ein globaler Attraktor A := w(B) C V. Falls dartiber hinaus V zusammenhéngend ist, so ist
auch A zusammenhéngend.

A.6.d. Lyapunov-Funktionale dynamischer Systeme und Struktur globaler
Attraktoren

In diesem Abschnitt wollen wir die Struktur des globalen Attraktors aus Korollar A.68 in allen Finzel-
heiten untersuchen. Wir zeigen zunéchst, dass der Attraktor aus allen vollstdndigen und beschrinkten
Orbits besteht. AnschlieBend werden wir sehen, dass der Attraktor die instabile Mannigfaltigkeit aller
Gleichgewichtspunkte und periodischen Orbits enthélt. Dies liefert uns eine genauere Vorstellung iiber
die Art der zu erwartenden Dynamiken des Systems. Dazu klaren wir zunéchst, was wir unter einem
Gleichgewichtspunkt eines (semi-)dynamischen Systems verstehen ([32] Def.4.1).

A.69 Definition. Sei (®,T,V) ein (semi-)dynamisches System.
a) Es sei x € V derart, dass ®(t)z fiir jedes t € T existiert. Dann bezeichnen wir die Mengen

Of(z) = {®t)z |t =0}, O (z) := {®(t)x |t <0} bzw. O(x) := {®(t)x |t € T}

als den positiven Orbit, negativen Orbit bzw. vollstindigen Orbit von . Falls ein p > 0 existiert
mit
O*(@) = O%(x) = {B()r |0 <t <p} # {x}

so nennen wir OP(x) den periodischen Orbit von x.
b) Sei x € V. OF(x) heilt stabil, falls eine der folgenden édquivalenten Aussagen erfiillt ist

(1): ¥V (xn)pneny CV mit zp, — x: S{t)zy, — S(t)z Vi =0
(2):Ve>035=0(c) >0Vy eV mit |x—ylly <d: ||SEHx—St)y|v <e
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O*(z) heifit instabil, falls O (x) nicht stabil ist. O (x) heiBt uniform asymptotisch stabil, falls
O™ (z) stabil ist und

AVOW={yeV||lz—yllv<r}YyeW: |S(t)y,St)x|y — 0 firt — oo
Oftmals sagt man auch anstelle von O (z), dass = stabil, instabil bzw. uniform asymptotisch stabil

sei.
¢) Ein Punkt © € V heifit Gleichgewichtspunkt (oder Fixpunkt) von ®, falls

d(t)r =7 Vt=0 (dh O (z)=1{7})
d) Wir definieren die Menge aller Gleichgewichtspunkte durch
G:={zeV|®t)z=7 VteT}

e) Seien T1,T3 € G mit T1 # T3. Eine Trajektorie {®(t)z € V |t € R A ®(t)x existiert fiir alle t € R}
mit den Eigenschaften

O(t)r — 77 fir t — —oo0 und P(t)xr — T3 fir t— oo

heifit heterokliner Orbit von ®.
f) Sei T € G. Eine Trajektorie {®(t)xr € V |t € R A ®(t)z existiert fiir alle t € R} mit der Eigenschaft

O(t)x — T fiir t — +oo

heifit homokliner Orbit von O.

A.70 Satz. Sei (®,T,V) ein (semi-)dynamisches System und A C V' der zugehérige globale Attrak-
tor. Weiter bezeichne C C V die Menge aller Anfangswertfunktionen, fiir die ein vollstidndiger und

beschrankter Orbit existiert. Dann ist A dquivalent zu der Menge aller vollstdndigen und beschrankten
Orbits von ®, d.h.

U o@) = A

zeC

Beweis. siche [27] Theo.10.7 oder [32] Theo.7.6 O

Um die Struktur des Attraktors tiefergehend zu untersuchen, benétigen wir die Definition der stabi-
len und instabilen Mannigfaltigkeit eines Gleichgewichtpunktes ([27] Def.10.8 und 10.9, [32] Def.5.1).
Dabei handelt es sich um spezielle Mengen mit Anfangswertfunktionen, deren zugehorige Losungen
vorwérts bzw. rickwarts gegen den Gleichgewichtspunkt konvergieren.

A.71 Definition. Sei (®,T,V) ein (semi-)dynamisches System und T € V ein Gleichgewichtspunkt
von ®.
a) Die instabile Mannigfaltigkeit von T ist die Menge
Wz) = {x € V| ®(t)z ist definiert Vt € R A &(—t)x — 7 fiirt — oo}
b) Die stabile Mannigfaltigkeit von T ist die Menge
Wé (@) == {x eV |®(t)r — T fiirt — oo}

¢) Sei X C V invariant unter ®. Die instabile Mannigfaltigkeit von X ist die Menge

WYX) == {z eV |dist(®(—t)x,X) — 0 fiirt — oo}
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Es lasst sich leicht zeigen, dass die instabile Mannigfaltigkeit W*(Z) invariant unter ® ist ([32]
Lem.5.2). In Anbetracht der Definition des heteroklinen Orbits in A.69 e) sei vermerkt, dass der
heterokline Orbit sowohl in der stabilen Mannigfaltigkeit W*(Z3) als auch in der instabilen Mannigfal-
tigkeit W (1) enthalten ist. Ein homokliner Orbit liegt generell im Schnitt der stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeit eines Gleichgewichtpunktes. Der folgende Satz garantiert uns, dass die instabile Man-
nigfaltigkeit aller invarianten Mengen im Attraktor enthalten ist. Insbesondere umfasst der Attraktor
damit die instabile Mannigfaltigkeit aller Gleichgewichtspunkte und periodischen Orbits.

A.72 Satz. Sei (¢, T,V) ein (semi-)dynamisches System, A C V der zugehdrige globale Attraktor
und X C V eine beschrankte und unter ® invariante Menge. Dann gilt:

wWYX)c A
Beweis. siche [27] Theo.10.10 O

Einige (semi-)dynamische Systeme besitzen besonders einfache asymptotische Dynamiken. Dabei
handelt es sich um Systeme, die ein sogenanntes Lyapunov-Funktional aufweisen. Diese Funktionale
sind zur Bestimmung invarianter Mengen sowie zur Lokalisierung von Grenzwertmengen duflerst hilf-
reich und liefern uns ein handfestes Mittel zur Verwaltung der Dynamiken eines Systems. Speziell fiir
ein solches System, das wegen der Existenz eines Lyapunov-Funktionals auch als Gradientensystem
bezeichnet wird, lassen sich stédrkere Resultate zeigen. Wir werden sehen, dass der Attraktor eines
derartigen Systems, das iiber ein Lyapunov-Funktional verfiigt, im vollen Umfang aus der instabilen
Mannigfaltigkeit der Menge aller Gleichgewichtspunkte besteht. Wir beginnen mit der Definition eines
Lyapunov-Funktionals ([27] Def.10.11, [32] Def.2.15).

A.73 Definition. FEine Lyapunov-Funktion fiir ein (semi-)dynamisches System (®,T, V') auf einer
positiv invarianten Menge D C V ist eine Funktion £ : D — R, so dass die Eigenschaften

(1): L ist stetig auf D
(2):Vx € D: t— L(P(t)x) ist nichtwachsend
(3): 3T €TmitT >0: L(P(T)x) = L(x)) = =z ist ein Gleichgewichtspunkt von ®

erfiillt sind. Falls V ein Funktionenraum ist, so bezeichnet man L als Lyapunov-Funktional.

Es sei vermerkt, dass es sich bei dieser Definition um eine stéirkere Aussage handelt, als es normaler-
weise Ublich ist. Tatséchlich gibt es eine schwéchere Form von Lyapunov-Funktionalen, die die Aussage
(3) nicht erfiillen. Die Eigenschaft (2) garantiert uns hierbei, dass es keine periodischen Losungen ge-
ben kann und somit sind die einzigen Mengen, gegen die die Losungstrajektorien konvergieren kénnen,
Gleichgewichtspunkte (bzw. Vereinigungen von Gleichgewichtspunkten).

A.74 Satz. Sei (P, T,V) ein (semi-)dynamisches System, D C V eine positive invariante und gleich-
méBig absorbierende Menge von ®. Weiter besitze ® das Lyapunov-Funktional £ : D — R. Dann
gilt:

w(z) c G VYzeD
Falls dariiber hinaus V zusammenhéingend und G diskret ist, so gilt zudem
w(z) e G VYxeD
Beweis. siche [27] Prop.10.12 O

Es folgt abschlieend die Struktur des globalen Attraktors eines Gradientensystems.
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A.75 Satz (STRUKTURSATZ DES GLOBALEN ATTRAKTORS). Sei (®,T, V) ein (semi-
)dynamisches System, A C V' der globale Attraktor von ® und £ : A — R das Lyapunov-Funktional
von ®. Dann gilt:

A = WYG)
Falls dariiber hinaus V zusammenhéingend und G diskret ist, so gilt zudem

A=Ww"G) = |J W=

zeG
und
A=AnNW*G) = An | W (@)
zeG
Beweis. siehe [27] Theo.10.13 O

Falls V' zusammenhéngend und G diskret ist, so besagen die zwei Gleichungen, dass der globale
Attraktor aus denjenigen Punkten z € V' besteht, fiir die die Bedingungen
lim ®(t)zr =77 und lim P(t)xr = T2
n——oo n—od

gelten, wobei 71,73 € G mit T7 # T3. Damit erfasst der globale Attraktor ausschliellich alle hetero-
klinen Orbits des (semi-)dynamischen Systems.

A.6.e. Diskretisierung von globalen Attraktoren dynamischer Systeme

Um mengenwertige Konvergenzresultate zu untersuchen, bendtigen wir die folgende Definition ([27]
Kap.10.8, [32] Def.2.2), die wir speziell fiir den globalen Attraktor A der kontinuierlichen und fiir die
Attraktoren Ay der FE-diskretisierten Reaktions-Diffusions-Gleichung bendtigen.

A.76 Definition. Sei seien A und Ay, (fiir h €]0, ho]) beliebige Mengen im Hilbertraum V.
a) Die Familie { Ay, | h €]0, ho]} U {A} heiit oberhalbstetig in h = 0, falls die Konvergenzaussage

dng(Ap, A) — 0 (fiir h — 0)

erfiillt ist.
b) Die Familie { Ay, | h €]0, ho]} U {A} heift unterhalbstetig in h = 0, falls die Konvergenzaussage

dnua(A, Ap) — 0 (fir h — 0)

erfiillt ist.
¢) Die Familie { Ay, | h €]0, ho]} U {A} heifit stetig in h = 0, falls die Konvergenzaussagen a) und b)
ertiillt sind, d.h. die Aussage

dsu(A, Ap) — 0 (fir h —0)
gilt.

Die Oberhalbstetigkeit der Attraktoren besagt, dass die diskretisierten Attraktoren gegen eine Men-
ge konvergieren, die im kontinuierlichen Attraktor enthalten ist. Damit kann die Grenzmenge der
approximierten Attraktoren keinesfalls beliebig grofl werden. Die Unterhalbstetigkeit der Attraktoren
besagt, dass die diskretisierten Attraktoren gegen eine Menge konvergieren, die den kontinuierlichen
Attraktor umfasst. Damit kann die Grenzmenge der approximierten Attraktoren nicht in sich zusam-
menfallen.
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A.7. Beispiele zur Losbarkeit und Langzeitanalyse

In diesem Abschnitt fithren wir einige Anwendungsbeispiele auf, die unsere Generalvoraussetzungen
2.1 und 5.1 erfiillen. Dabei enthélt A.7.a Beispiele, die zwar die Generalvoraussetzung 2.1 aber nicht
notwendigerweise die Generalvoraussetzung 5.1 erfiillen. Die Beispiele des Abschnitts A.7.a geniligen
daher unsere Losbarkeitstheorie und ihre Losungen lassen sich bei einem konvexen polygonalen Grund-
gebiet und einer uniformen Familie reguléarer Triangulierungen mittels der Finite-Elemente-Methode
und dem impliziten Euler-Verfahren numerisch berechnen. Der Abschnitt A.7.b enthélt hingegen Bei-
spiele, die zuséatzlich die Generalvoraussetzungen 5.1 erfiillen. Semilineare parabolische Probleme mit
einer derartigen Nichtlinearitdt wie in A.7.b weisen daher generell einen globalen Attraktor auf. Wir
nehmen durchweg A € [0, oo[ an.

A.7.a. Beispiele zur Losbarkeit

Trigonometrische Funktionen:

f(u) = A-sin(u), f(u) = X\ cos(u)

fu) = A-w-sin(u), f(u) = X-u-cos(u)
fu) = X-u?-sin(u), f(u) = X-u? - cos(u)
f(u) = X-sin(u) - cos(u)

f(u) = A-u-sin(u) - cos(u)
Polynomfunktionen:

6. f(u) = AMu—u"), wobein € N, n > 2

7. f(u) = N1l (u — a;), wobei a; € R, n € N
8. f(u) = X- " ya;u’, wobei a; € R, n € N
9. f(u) = X (Hﬁ)’ wobei n € N, n gerade
Sonstige Funktionen:

10. f(u) = Ao
w2 fallsu >0

o
11. f(u) =

fw) 0 , falls u < 0
12. f(u) = A-e* (Zel’dovich-Frank-Kamenetskii-Gleichung)
13. f(u) = a+b-eM

AN

.
2

Die Beispiele 1,2,4,5,9,10 und 11 erfiillen die Generalvoraussetzung 2.1 fiir d = 1, 2, 3, das Beispiele
3 hingegen lediglich fiir d = 1,2. Die Beispiele 6,7, und 8 erfiillen die Generalvoraussetzung 2.1 fiir
d = 1,2,3, falls der Grad der Polynome n < 3 ist, und lediglich fir d = 1,2, falls n > 4 ist.
Die Zel’dovich-Frank-Kamenetskii-Gleichung in 12 und der Reaktionsterm in 13 sind Beispiele fiir
Nichtlinearitédten, die unsere Genralvoraussetzung 2.1 nur fiir d = 1 erfiillt.

A.7.b. Beispiele zur Langzeitanalyse

Trigonometrische Funktionen:

13. f(u) = Mu + u? - sin(u) — u?)

14. f(u) = Mu +u? - sin(u) + u? - cos(u) — u®)
15. f(u) = Mu +u?- u?)

1
sin(u)2+1

16. f(u) = )‘(u +u? sin(u1)2+1 +ud cos(u1)2+1 - u5)
17. f(u) = )‘(u +u? Sil’l(’i)+2 +u? cos(11¢)+2 o US)

Polynomfunktionen:
18. f(u) = A(u—u"), wobei n € N, n > 2, n ungerade
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19. f(u) = X- 3 au, wobei a; € R, n € N, n ungerade, a,, < 0
20. f(u) = X (—u) - Il (% + u) (% — u), wobei n € N, n gerade
Sonstige Funktionen:

A.8. Programmdateien

In diesem Abschnitt stellen wir einige Programmdateien zur Untersuchung der FE-Attraktoren zur
Verfligung, die teilweise in Kapitel 6 verwendet werden. Zusétzlich enthélt dieser Abschnitt aber auch
erganzendes Material zu den einzelnen Berechnungen.

A.8.a. Bifurkation

Es folgen die zur FE-Bifurkationsanalyse notwendige MATCONT-Systemdatei der eindimensiona-
len FE-diskretisierten Chafee-Infante-Gleichung bei einem 7-dimensionalen FE-Raum. Das Aufstellen
dieses Systems lésst sich beispielsweise mit MAPLE gewihrleisten, indem wir mit MAPLE das ent-
sprechende 7-dimensionale Gleichungssystem (6.2) berechnen.

/* Copyright (c) 2009 Denny Otten x*/
/* Bifurcation —Analysis: the One—Dimensional Chafee—Infante—Equation with linear Finite—Element—Method =/

ul’ = —75/10864xlambda*u3*ud*ud —5223/54320«lambda*ul*u2*u2+3/10864*lambda*ub*ub*u7
+201/108640*lambdaxud*ubxub5+3/21728+«lambda*ub*xu7+u7—111/108640*lambdaxub*ub*u6
+2883/54320*lambda*u2*u2%*u3 —39612/679%ul+28080/679*u2—7524/679%u3+288/97xu4
—540/679%ub+144/679%u6 —36/679%u7+2799/108640*lambda*u2*xu3*u3 —309/21728+«lambdaxud*ud*ud
—21519/108640+lambdaxul*ul*u2+207/54320%lambda*xud*xud*ub—27/54320«lambda*xub5*u6*u6
+lambda*ul —16881/27160%lambda*ul*ul*ul+117/1358%«lambda*u2*u2*u2—627/27160*lambda*xu3*u3*u3
+3/485+lambdaxud*ud*xud —9/5432xlambda*ub*ub*ub5+3/6790*xlambda*ub*u6*xu6—3/27160xlambdaxu7*u7*u’;

u2’ = 75/2716xlambda*u3*ud4*ud —585/2716*«lambda*ul*u2*u2—3/2716*xlambda*u6*xu6xu7—201/27160xlambdaxud*ub*ub
—3/5432xlambda*u6*u7+xu7+111/27160*lambdaxub5*xub*u6 —2883/13580*lambda*u2*u2+*u3+28080/679*ul
—47136/679%u2+30096/679%u3 —1152/97+xu4+2160/679%ub—576/679%ub+144/679%u7—2799/27160*lambda*u2*u3*u3
+309/5432xlambda*u3*u3*ud4 —585/5432«xlambda*ul*ul*u2—207/13580*lambda*ud4*ud*ub+27/13580%lambda*ub5*u6*u6
+lambda*u2+117/1358«lambda*ul*ul*ul —4377/6790*lambda*xu2*u2xu2+627/6790*xlambda*u3*u3*u3
—12/485+lambda*ud4xud*ud+9/1358*lambdaxub*u5*ub—6/3395xlambda*ub*ub*xu6+3/6790xlambda*u7*u7=*u7;

u3’ = —1125/10864*lambda*u3*ud*ud+627/10864*lambdaxul*u2xu2+4+45/10864x«lambdaxub*ubxu’7
+603/21728*«lambda*ud*ub*ub+45/21728«lambda*ub*u7+u7 —333/21728+lambdaxub*xub*ub
—5643/54320%lambda*xu2*u2+u3 —7524/679+ul+30096/679%u2 —47676/679%u3+4320/97+u4—8100/679*ub
+2160/679%u6 —540/679+u7—23199/108640xlambda*u2*xu3+u3 —4635/21728+lambda*u3*u3*ud
+627/21728+lambdaxul*xul*xu2+621/10864xlambda*ud*ud*ub—81/10864+lambda*ub*ub*ub
—627/27160*«lambdaxul*ul*ul+627/6790%lambdaxu2*u2*u2+lambdaxu3 —17553/27160*lambdaxu3*u3*u3
+9/97xlambdaxu4*xudxud —135/5432*lambda*ub*xub*xub5+9/1358+lambda*xub*xub*xu6 —9/5432xlambdaxu7*u7*u’;

ud’ = —207/970xlambdaxu3xudxud —3/194xlambda*xul*u2*u2—3/194xlambda*u6*u6*u7 —201/1940%lambda*xud*ub*ub
—3/388xlambdaxubxu7xu7+111/1940*lambdaxub*xub*xu6+27/970xlambda*u2*u2*u3+288/97xul —1152/97xu2
+4320/97+*u3 —6816/97*u4+4320/97*ub5—1152/97%u6+288/97+xu7+111/1940*«lambda*u2*xu3*u3
—201/1940xlambda*xu3*u3*u4 —3/388+lambda*ul*ul*u2—-207/970*xlambdaxu4*xud*ub5+27/970+lambdaxub*ub*ub
+3/485xlambdaxul*ul*ul —12/485xlambda*u2*u2+xu2+49/97+«lambda*u3*ud*ud+lambdaxu4
—627/970xlambdaxud*xud*xud+9/97+xlambda*ub*ub*ub—12/485*xlambda*ub*xub*xu6+3/485xlambda*u7*u7*u7;

u5’ = 621/10864*lambda*u3*ud*ud+45/10864xlambda*ul*u2*u2+627/10864*lambda*u6*ub*u’7
—4635/21728+lambda*xud*xub5*xub+627/21728*«lambda*u6*u7+*u7 —23199/108640*lambdaxub*xubxub
—81/10864xlambda*u2*u2*u3—540/679%ul+2160/679*u2—8100/679%ud3+4320/97%ud —47676/679*ub
+30096/679%u6 —7524/679%u7 —333/21728*lambda*u2*u3*u3+603/21728+lambdaxu3*ud*ud
+45/21728+«lambda*ul*ul*u2—1125/10864*lambda*ud*ud*ub—5643/54320*«lambda*xub*ub*ub
—9/5432xlambda*ul*ul*ul+9/1358+lambda*xu2*u2*u2—135/5432+xlambda*xu3*u3*ud+lambdax*ub
+9/97+«lambda*udxud*ud —17553/27160*lambdaxu5*ub*xub5+627/6790xlambda*ub*ub*xu6 —627/27160*lambda*u7+u7*u7;

u6’ = —207/13580*lambda*u3*ud*ud —3/2716*xlambdaxul*u2xu2—585/2716*«lambda*u6*u6*xu7+309/5432xlambda*ud*ub*ub
—585/5432xlambda*xu6*xu7*u7 —2799/27160+lambda*ub*xub*xu6+27/13580«lambda*u2*xu2*xud3+144/679*xul —576/679*u2
+2160/679%u3—1152/97+u4+30096/679%ub —47136/679%u6+28080/679+u7+111/27160*lambda*u2*u3d*u3
—201/27160*lambda*u3*u3*u4 —3/5432*xlambdaxul*xul*xu2+75/2716%lambda*xu4*u4*ub—2883/13580«lambda*ub*ub*u6
+3/6790%lambdaxul*ul*ul —6/3395%lambda*u2*u2+xu2+9/1358+lambdaxu3*xu3*u3+lambda*u6—12/485xlambdaxu4*ud*usd
+627/6790xlambdaxub5*ub5%ub—4377/6790%lambda*u6*u6*u6+117/1358*«lambdaxu7*u7*u7;

u7’ = 207/54320xlambda*u3*u4*u4+3/10864xlambdaxul*u2*u2—-5223/54320*xlambdaxubxub*xu7—309/21728*«lambda*xud*xub*ub
—21519/108640xlambda*ub*u7*u7+2799/108640*lambda*ub*ub5*u6—27/54320«xlambda*u2*u2*u3—36/679*ul
+144/679%u2—540/679*u3+288/97*ud —7524/679%ub5+28080/679%u6—39612/679xu7—111/108640+lambdaxu2*ud*u3
+201/108640*lambda*u3*u3*u4+3/21728+lambdaxul*ul*xu2—75/10864*lambdaxud*ud*ub+2883/54320*lambda*xub*ub*ub
—3/27160*lambdaxul*xul*xul+3/6790xlambda*u2*u2*u2—9/5432xlambda*u3*u3*u3+3/485xlambda*ud*xud*ud
—627/27160*%lambdaxub5*ub*ub+117/1358*«lambda*u6*ub*ub+lambda*u7 —16881/27160*lambda*u7*u7*u’ ;

A.8.b. Hutfunktion

Die MATLAB-Programmdatei hut.m verlangt als Eingabeparameter die Anzahl der inneren Knoten
N der Triangulierung und die Nummer der zu betrachtenden Basisfunktion j. x bleibt hierbei variabel,




A. Ergédnzungen

da uns y eine von x abhéingige Hutfunktion liefert.

A.8.c. Fixpunkte und heterokline Orbits

Mit der MATLAB-Programmdatei HeteroclinicOrbits.m werden wir den FE-Attraktor der eindi-
mensionalen Chafee-Infante-Gleichung (1.4) auf heterokline Orbits untersuchen.
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A.8.d. Fehlende Boxen im Inneren des FE-Attraktors

Die MATLAB-Programmdatei MissingBoxes.m ermoglicht es uns, den FE-Attraktor der eindimen-
sionalen Chafee-Infante-Gleichung auf Locher in seinem Inneren zu untersuchen.

A.8.e. Konvergenz einer Anfangswertfunktion

Mit der MATLAB-Programmdatei Convergence.m lésst sich das Konvergenzverhalten der eindimen-
sionalen Chafee-Infante-Gleichung im FE-Raum fiir eine fest vorgegebene Startfunktion graphisch
darstellen.




A. Ergédnzungen

A.8.f. Das medizinische Modell

In diesem Abschnitt stellen wir die Programmdatei medical-model-1D-FEM-EEM-MAP.c fiir das ein-
dimensionale medizinische Modell mit Q =] — 1, 1] zur Verfiigung. Die Herleitung und die Konstruk-
tion dieser Programmdatei erfolgt analog mittels Finiter-Elemente-Methode und explizitem Euler-
Verfahren wie bei der eindimensionalen Chafee-Infante-Gleichung.
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Symbolverzeichnis

i

Menge der natiirlichen Zahlen

No=NU {0}

Menge der reelle Zahlen

Ry ={zeR|z >0}

R ={zeR |z >0}

Q2 C RY Gebiet der Dimension d € N

Rand vom Gebiet 2

Q = QU N Abschluss vom Gebiet €

Mafl vom Gebiet €2

A = —/A kontinuierlicher negativer Laplace-
Operator, Diffusionsterm

gebrochene Potenz von A

kontinulierlicher Attraktor

Ap, = =/ diskreter negativer Laplace-Operator,
Steifigkeitsmatrix

gebrochene Potenz von Ay,

FE-Attraktor

a = a(e, e) Bilinearform

Wachstumskonstante aus Generalvoraussetzung 5.1
Wachstumskonstante aus Generalvoraussetzung 5.1
Br = Bj,, (0.B) = {u € HY@) | ulm < R)

Kugel in HZ(Q2) um 0 mit Radius R, B = B(e,e)
Eulersche Betafunktion

Massenmatrix

Menge aller k-fach stetig differenzierbaren Fiinktio-
nen

Menge aller C*-Fiinktionen mit kompaktem Trager
Holder-Raum

linearer Diffusionskoeffizient

Definitionsbereich eines Operators T

[-fache zeitliche Ableitung nach ¢

raumliche Ableitung der Ordnung «, starke (klassi-
sche) Ableitung

d € N Dimension eines Gebiets

nichtsymmetrischer Hausdorff-Abstand
symmetrischer Hausdorff-Abstand
Fréchet-Ableitung des Nemytskii-Operators an der
Stelle u

Abstand zwischen einem Punkt und einer Menge
Rickwartsdifferenzenquotient

Wachstumskonstante aus Generalvoraussetzung 2.1
Losungsoperator des homogenen linearen AWP’s,
evolution operator
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Symbolverzeichnis

Ey,

Eng

€n

Pj

Phj

Pn

Losungsoperator des rdaumlich diskretisierten homo-
genen linearen AWP’s

Losungsoperator des vollstédndig diskretisierten ho-
mogenen linearen AWP’s

Konvergenzfehler zwischen kontinuierlicher und
raumlich diskretisierter Losung, Exponentialfunkti-
on

Konvergenzfehler zwischen kontinuierlicher und voll-
standig diskretisierter Losung

Operator mit Nichtlinearitdt, Nemytskii-Operator
nichtlineare Funktion, nichtlinearer Reaktionsterm
FEigenfunktion des kontinuierlichen negativen
Laplace-Operators A

Figenvektor des diskreten negativen Laplace-
Operators von Ay,

Menge aller Gleichgewichtspunkte

Gammafunktion

Wachstumskonstante aus Generalvoraussetzung 5.1
Gradient

H*(Q) = Wk2(Q) spezieller Sobolevraum, Hilber-
traum

Menge aller HF-Fiinktionen mit homogenen
Dirichlet-Rand

h = Ax rdumlicher Diskretisierungsparameter
Interpolationsoperator

k = t, — t,_1 zeitlicher Diskretisierungsparameter
Wachstumskonstante aus Generalvoraussetzung 5.1
Raum der p-fach integrierbaren Funktionen
Lyapunov-Funktional

Basisfunktion, Hutfunktion, Pyramidenfunktion
Wachstumskonstante aus Generalvoraussetzung 5.1
Figenwert des kontinuierlichen negativen Laplace-
Operators A

Bifurkationsparameter, Kontrollparameter
Eigenwert des diskreten negativen Laplace-Operators
Ap

Anzahl an d-Simplex Elementen einer Triangulierung
Anzahl an inneren Knoten einer Triangulierung
Nullraum, Kern eines Operators T’

w-Limes-Menge einer Menge X

orthogonale Projektion auf L?()

innere Knoten einer Triangulierung

Bildraum eines Operators T’

Ritz-Projektion, elliptische Projektion, orthogonale
Projektion auf H} ()

Konsistenzfehler, Abschneidefehler, Ritzfehler zwi-
schen kontinuierlicher und réumlich diskretisierter
Losung, Radius der absorbierenden Menge
Konsistenzfehler, Abschneidefehler, Ritzfehler zwi-
schen kontinuierlicher und vollstandig diskretisierter
Losung
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Ug
e

Whp
Wu

Resolventenmenge eines Operators T’
Losungsoperator des nichtlinearen AWP’s,; solution
operator

Losungsoperator des rdumlich diskretisierten nichtli-
nearen AWP’s

Losungsoperator des vollstédndig diskretisierten nicht-
linearen AWP’s

Spektrum eines Operators T

Zeitpunkt im Intervall, Operator, Spuroperator

d-Simplex Element einer Triangulierung
Triangulierung

Zeitvariable

t, = nk diskrete Zeitvariable

Zeitachse

positive Zeitachse

Stabilitatsfehler zwischen kontinuierlicher und raum-
lich diskretisierter Losung

Stabilitatsfehler zwischen kontinuierlicher und voll-
standig diskretisierter Losung

ug, Upo, Up Anfangswertfunktionen

schwache Ableitung von u vom Index «
Finite-Elemente-Raum

Sobolevraum

instabile Mannigfaltigkeit

stabile Mannigfaltigkeit
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